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MICROLOCALISATION TEMPEREE

Emmanuel ANDRONIKOF

Abstract - Along thé lines of Sato and his school, we build thé theory
of tempered microlocalization of distributions and of holomorphic functions.
We obtain new sheaves of microfunctions and microdiffèrential operators,
invariant under complex canonical transformations. We apply thèse new tools
to thé study of distribution solutions of hnear Systems, in thé systematic way
that had been achieved in hyperfunction theory. Tempered microlocalization
is aiso essential in analyzing thé microlocal structure of regular D- modules.

Résumé - Dans la ligne des idées de Sato et de son école, nous constru-
isons la théorie de la microlocalisation tempérée des distributions et des fonc-
tions holomorphes. On obtient de nouveaux faisceaux de microfonctions et
d'opérateurs microdifférentiels invariants par les transformations canoniques
complexes. On applique ces nouveaux outils aux solutions distributions des
systèmes linéaires, sur le modèle systématique qui avait été réalisé en théorie
des hyperfonctions. La microlocatisation tempérée est également essentielle
pour analyser la structure microlocale des î>-modules réguliers.
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Introduction

Depuis 1 irruption des méthodes géométriques liées à la théorie des
hyper fonctions pour les équations aux dérivées partielles ("F analyse
algébrique" de Sato), et leur intense développement, il était regret-

table que ces mêmes méthodes ne puissent en général s7 appliquer aux solu-
tions distributions des systèmes linéaires - sauf peut-être ce qui concerne la
propagation des singularités - faute de disposer d'un appareillage fonctoriel
analogue à celui de l'ouvrage connu sous le nom de code SKK, mais en théorie
des distributions.

Le présent article, se propose de tenter de combler cette lacune en jetant les
bases d'une formulation à la SKK, d'une théorie des micro fonctions tempérées,
qui précise et prolonge notre travail de [Ani].

Le fait qu'une telle théorie fût possible nous était devenu clair depuis
l'apparition du fondeur de cohomologie modérée introduit par Kashiwara
pour résoudre le problème de Riemann-Hilbert.

Tout l'exercice consiste alors à microlocaliser ce foncteur en le foncteur
T—iihom(',0); on se place d'emblée dans le cadre général de la théorie
microlocale des faisceaux de Kashiwara et Schapira et on fabrique une version
tempérée du fondeur p,hom(',0), a l'aide d'opérations standard de la théorie
des V-modules (chapitres 2 et 3).

On obtient en particulier un nouvel anneau d'opérateurs microdifférentiels
^•IRJ gui opère sur les microfonctions tempérées, ces dernières étant définies
fonctoriellement. La possibilité de faire opérer les transformations canoniques
quantifiées est certainement le coeur de l'ouvrage (chapitre 5). Les applications
sont alors nombreuses, qui permettent de donner des théorèmes d'annulation
et des versions pour les distributions de certaines constructions bien connues
dans le cadre des hyper fonctions (chapitre 6).

Une autre application essentielle est l'étude microlocale des modules
holonômes réguliers : elle est seulement esquissée ici (cf. 5.6 et 6.3.1). Signa-
lons que sur une variété complexe une distribution holonôme régulière a un
front d'onde égal à la variété caractéristique du V-module qu'elle engendre
(cf. [An 4]), et que, d'autre part, dans un travail en cours de rédaction on
obtient une version microlocale de la correspondance de Riemann-Hilbert (cf.
[An 5]).

L'essentiel de ce travail a été réalisé alors que P. Schapira était à l'Université
Paris-Nord et qu'il rédigeait avec M. Kashiwara leur impressionnante mono-
graphie [K-S 3]. C'est dire tout ce qu'il doit à ces auteurs : qu'ils trouvent ici
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0. - FORMULAIRE

On a dressé ci-dessous une liste de quelques propriétés générales et conven-
tions d'écriture classiques sur les faisceaux coniques et les P-Modules qui
seront constamment utilisées dans la suite sans qu'il y soit explicitement fait
référence à chaque fois.

0.1. - Faisceaux coniques

On renvoie à [K-S 3] pour un exposé didactique.

Soit X un espace topologique localement compact, dénombrable à l'infini. On
note D^ÇX) (resp. Db(X)) la catégorie dérivée de la catégorie des complexes
de faisceaux bornés à gauche (resp. bornés) de (C-vectoriels sur X.

Soit E -T—^ X un fibre vectoriel.

On identifie X à la section nulle et on note i l'immersion X ^-> E. On pose
0

E = E\X, IR>o :== IR+\{0} ; on munit E/]R>o de la topologie quotient (elle
est non séparée), on désigne par 7 l'application canonique 7 : E —> £'/IR>o,
et on note ^ = 71 o .

' E
o _ i _i

Soit F un faisceau sur ^/]R>o. On a : F -^ ^ ̂  F et R3^/^ F =
0, Vj > 0.

Soit maintenant F un faisceau sur E. On dit que F est conique s'il est
constant sur les fibres de 7 (il revient au même de dire 7-17„F-^F), et
on a R^^F = 0, Vj > 0.

On note Fais.coni(-E) la catégorie des faisceaux coniques sur E et D^ .(E) la
sous-catégorie de D^~(E) des objets à cohomologie dans Fais.coni(£'). On a les
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identifications Rr^F = i^F , Rr\F = ̂ ~lR^xF et on a un triangle distingué
Rr\F —f Rr^F —>• RÎ^F ̂  , où î désigne ? == r| o .

•E

Rappelons enfin quelques formules relatives à la transformation de Fourier
topologique, dite encore de Fourier-Sato ([S-K-K], cf. aussi [K-K l], [B-M-V],
[Br],[K-S3]).

Soit E^-^X le fibre dual.

La transformation de Fourier F \—> F^ est une équivalence de catégories

D^{E)-.D^(E-),

et possède les propriétés suivantes.

1) Pour tout F ç ObD^^(E) et tout ouvert convexe U e E (i.e. convexe
dans la fibre) on a

RTÇU^F^^RTuo^F)

où U° C E* est par définition le polaire de U.

En particulier M^E*^) ^ RTx(E,F).

2) Pour tout A fermé convexe propre de E* on a

^IA^*;^) ^ J?r(Int(AT;F)^or^/xM,
(D

où i est la dimension de la fibre de r et où Int désigne l'intérieur et a
l'application antipodale; on a noté ors/x ^ faisceau d'orientation relative
à coefficients complexes.

3) La transformation de Fourier commute au changement de base.

4) Soit / : E —> E' un morphisme de fibres au-dessus de X, */ : £"* —f E*
le morphisme dual.

On a (Rf,F^ ^ W-^F^) pour F G ObD^(E) et (.W ^ R^fUG^)
pomGçObD^ÇE^
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0.2. - P-Modules : formulaire de Kashiwara

0.2.1. Dans tout ce qui suit on entend par variété complexe une variété ana-
lytique complexe lisse ; sous-variété voudra dire sous-variété lisse, localement
fermée. Soit X une variété complexe. On note Ox le faisceau structural, fl,x
le faisceau des formes holomorphes de degré maximum, T>x le faisceau des
opérateurs différentiels linéaires à coefficients holomorphes sur X.

On note Mod(Px) la catégorie des T>x -Modules à gauche et, pour (*) =
(), -h ou 6, on note D*(Vx) la catégorie dérivée P*(Px) = D*(Mod(Px)). Si

def
E —> X est un fibre holomorphe on définit de manière analogue D*(r~l'Dx) ==
^(Mod^-^Px))).

Soit Z une sous-variété de X. Rappelons que

Bz\x = Rr[z}Ox[dimŒ X - dirnœ Z]
def

est concentré en degré 0, c'est le faisceau des hyperfonctions holomorphes
d'ordre fini de [S-K-K] (cf. (1.2.1) pour une définition du terme de droite).

Si / : Y —^ X est un morphisme de variétés complexes, A c Y x X le graphe
de /, on pose :

^Y/x == ^y ^ /"^jl"1 (le faisceau des formes relatives),
f~10x

^Y-^X = B^YXX ^^X=OY ^ f^Vx ,
Ox f-^Ox

^X^Y = B^YXX ̂ ) ^y == Py-^x ^ ^Y/X = f'^x _^ ^y/x •

On a Vx=^ id et Bz\x ^ ̂ x^-z ^ Oz.
X——>X ' T>z

Soient f : Y —^ X et g : Z —^ Y deux morphismes de variétés complexes
alors :

(0.2.1) VZ^Y è g'^Y-.x^Vz-.x,
g-^-Dy

et

(0.2.1)bis g^Vx^Y ^ ^Y^Z^^X^Z,
g-1^
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(s'il n'y a pas risque de confusion on omettra la notation g~1 dans ces
formules).

Soit / : Y —> X un morphisme de variétés complexes, Z une variété complexe,
on a :

(0.2.2) 2>x-y <8) VYXZ ^ ̂ XxZ^YxZ\
T>Y

si de plus / est une immersion fermée, on a :

(0.2.3) VY^X ^ ^xxz ^ ̂ Yxz^xxz,
Vx

et

L
(0.2.4) ^Y^X <3) 1>x^Y ^ ^ytdimŒ X - dim<c Y]

'DX

Si / est lisse, on a :

(0.2.5) ^x<-Y <3) VY-^X ̂  /"^xidimec Y - dim^ X\.
-DY

Soit maintenant un diagramme cartésien de variétés complexes

y —f-—> x'
D \ft

Y ———> X
f

On a un morphisme canonique

(0.2.6) or^Y-.x è f'^Vx^-x' —> T>Y^-Y' è ^y'-^.
Ct-if-i-D^ T>Y,

Si de plus les flèches horizontales sont des immersions fermées et si X' —> X
est transverse à Y alors

(0.2.6)bis la flèche (0.2.6) est un isomorphisme
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Le corollaire suivant des formules (0.2.5) et (0.2.6) nous sera utile (cf.
proposition 1.2.3). Soit un diagramme commutatifde variétés complexes :

où l'on suppose que Y x X' est une variété complexe et que le morphisme
x

canonique Y ' —> Y x X' est lisse. Alors on a un morphisme canoniquex

a-^Y-.x ^ f'^Vx^-x'
(0.2.6)ter --V-^x ^

—> VY^-Y' <8) ^Y'-.X' [dim<c Y x X1 - dimœ Y ' } .
'DY' ^

Soient X, Y des variétés complexes. Si M. (resp. U) est un Px-Module (resp.
VY -Module), le produit tensoriel externe de M et U est par définition le
Vxx Y -Module noté M El Af

T>

MSAT=VxxY ^ (MSAf),v def p^ E p^

où F S G = q^F^q^G désigne le produit tensoriel externe des faisceaux
def

F et G.

Dans l'expression précédente, comme dans toute la suite, on adopte comme
convention que tout produit tensoriel (resp. tout fondeur RHom) non indicé
est réputé être pris sur (le faisceau constant) (C.

Le produit tensoriel externe de M G ObDb(px} par M e 061^(2^) est
l'objet M. B Af de Db(T>xxY) défini par la même formule que précédemment,
moyennant la convention que si un (bi-) foncteur T est exact (en chacun de
ses arguments), on désigne par la même notation T le (bi-) fondeur dérivé.

Soit X une variété complexe, 6 : X —^ X x X l'immersion diagonale.
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Soient M C ObDb(Vx) et M G ObDb(Vx), alors A-f (g) .YV est aussi un objet
Ox

de ObDb(Vx} et on a

(0.2.7) A ^ è A ^ ^ P ^ <J) (Ç-1^ B//),
Ox X — — > X x X 6-lT^xxx T>

et

(0.2.8) (^lx ^ M) ^ Af^^x ^(M^> .AQ.
<^x î>x î>x Ox

Rappelons enfin que ^x == RT-iom-D^ÇOx^x^àim^X}, et que pour tout
M e ObDb(Vx) on pose

DRx{M}=RHom^(Ox,M) Ç^^x ^ M[-dim(c X}) .
T>x

Toutes les formules ci-dessus se trouvent essentiellement dans [S-K-K], [K 1,
2, 3, 4, 5, 6] (cf. aussi [SI], [Be], [Bj2]), mais les formules de numéros 0.2.4,
0.2.5, 0.2.6, 0.2.6, 0.2.6 bis et ter n'y sont pas explicites. Pour la commodité
du lecteur on trouvera leur démonstrations en paragraphe 0.2.3 plus bas.

0.2.2. Soit X une variété analytique réelle.

On note Ax le faisceau des fonctions analytiques réelles sur X, fl,x le faisceau
des formes de degré maximal à coefficients analytiques, orx le faisceau
d'orientation sur X à coefficients dans (C. (Si X est la variété réelle sous-
jacente à une variété complexe on considère X comme orientée.) Le faisceau
des densités analytiques est noté

Vx =,^x ^>orx.
def

Si / : Y —^ X est un morphisme de variétés analytiques réelles on pose, pour
rester en conformité avec les notations de [K 5] :

ory/x = ory (g) f^orx

VY-.X = AY ^f-^Ax /"^x,

VX^-Y = f'^x^f-^Ax Vy/x,
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où VY/X est le faisceau sur Y des densités relatives

Vy /x -Vy . ^ /-W-1)-
dei f-lAx

On a encore les formules (0.2.1), (0.2.2), (0.2.3), (0.2.6)bis, mais la formule
(0.2.4) est à remplacer par

( f : Y c—^ X immersion fermée, alors
(0.2.9) < VY-.X è ̂ x-y ^T>y^ ory/x [dimiR X - dimiR Y],

l T>x

et la formule (0.2.5) est à remplacer par

( f : Y —> X lisse alors
(0.2.10) ^ ̂ ^ ^ ̂ _^ ^ ̂ ,-1^ ̂  ory/x[dim]RY - dimiR^].

V 2?y

Les catégories D*(Vx) et P*(T-lPx) {E^X un fibre analytique réel)
sont définies de manière analogue au cas holomorphe et on désigne par
D^^r^'Dx) la sous-catégorie de jD'^T'"1?^) des objets à cohomologie dans
Fais.coni(E).

0.2.3 - Démonstration de quelques formules

- d'après des indications de Kashiwara (les erreurs éventuelles sont à attribuer
au seul copiste).

Les variétés sont ici supposées complexes. Dans les démonstrations ci-dessous
on note x pour dim^X etc.

Démonstration de la formule (0.2.4)

Soit Y ̂  X une immersion fermée. On a VX^Y ^ ^Y\YXX ^ ^Yj donc
Ov

VY^X à) T>X^Y = ̂ Y^X ^ (By\Yxx ^ ^v)
T>x T>x OY

L
^ ^YxY^YxX (3) {BY\YXX ^ ^v)

T>YXX OY

^ BY\YXY (8) ^Y[(y + x) - (y + y)}
OY

=VY-^Y[x-y],
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dans le premier isomorphisme on a utilisé (0.2.3), et, pour le second, on
applique la formule (0.2.11) ci dessous.

^

' Soient
j z ^ Y ^ X

(0.2.11) ^ les inclusions de trois variétés complexes fermées. Alors
' L

VY-^X <S> Bz\x ^ Bz\y[x - y}.
1>x

On effet on a (cf. [S-K-K]) :

VY^X ̂  Bz\x == Oy ̂  R^[z}0x[x - z\ ̂  KT[Z}(OY ^ Ox)[x - z]

= RT^Z}OY[X - z\ = Bz\y[x - y ] .

V

Démonstration de la formule (0.2.5)

Soit f :Y —> X lisse et notons £ = dimeY - dim<cX. Pour tout Py-module à
gauche M on a RHom^(T>Y-.x,M) ̂  VY^-X ^T>Y .A^[-^], en particulier

VX^Y^T^Y^X ^ R^om^ÇVY^x^Y-.xW.

D'autre part, on a une flèche (de /"^x-modules à droite a priori) /~lPx _>
Hom^^Y-^x^Y-^x), résultant de l'utilisation de l'élément canonique de
VY-^XÎ d'où une flèche canonique dans la catégorie dérivée /-lPx_>

RHom'Dy( ^Y-^x^Y-^x) • On obtient donc une flèche canonique

f~^x —^ ^x<-y ^ VY-.X[-^] .
Py

En prenant un système de coordonnées locales Y = X x T, on vérifie que c'est
bien un isomorphisme (utiliser la formule 0.2.2).

V
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On aura également besoin des deux formules auxiliaires suivantes. Soit d'abord
un diagramme commutatif de variétés complexes

avec X ^-> Y et X ̂  Z des immersions fermées. Alors

(0.2.12) "DZ^-Y ^ BX\Y ^ Bx\z
T>Y

L L L L
En effet, on a VZ^-Y ^ BX\Y ^ ^Z^Y <S> (VY^-X <^ Ox) ̂  ^DZ^X <S> Ox ^

VY T>Y 'DX T>x
BX\Z •

Considérons maintenant un diagramme cartésien dont les flèches horizontales
sont des immersions fermées

y-

y-

-x'

/?

>x .

(0.2.13)
On a un morphisme canonique

Vx'-.x <8) ^BY^ —> BY'\X'
/3-iPx

(0.2.14) si de plus /? est transverse à Y, (0.2.13) est un isomorphisme.

On laisse le soin au lecteur de vérifier ces deux dernières formules.

Démonstration de la formule (0.2.6)

En omettant dans ce qui suit les notations d'image inverse de faisceaux, on a
d'une part, un morphisme

(0.2.15) VY-^X (̂  T^x^x' —> BY'\YXX' <S> Q.X' ,
T>x Oyi
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obtenu de la manière suivante

VY-.X ^ ^x^x' = ̂ Y-.X è (Px ^ ^x'/x) = ̂ Y^X ^ ̂ x'/xT) -v T"I,, /r} -- ' /y» ''DX Vx Ox
L

= ^ X ' / X ^(BY\YXX ^ ^X)

Ox

Ox Ox

——> (PYXX' <S> ^X'/x) ^) ^Y\YxX ^ ^X
Ox1 OYXX Ox

= OYXX' ^ KY\YXX ^ ^-X' ,
OYXX ' Ox'

——> By^YxX' ^ ^X' ,
Ox'

où dans l'avant dernière ligne on a remarqué que ^îx' = ^ x ' / x ^ ^x, et
Ox

où dans la dernière on a appliqué la formule (0.2.13) dans la situation du
diagramme cartésien

y- -Y xX '

y- y x x
D'autre part on peut écrire

L L
VY^-Y' ^ Vy'-^x' =VY^-Y' ^ BY'^Y'XX' ^ ^x'^ • -DY, o^VY,

^ (PYxX'^Y'xX' ^ ^Y'\Y'xX'} ^ ^X'
^Y'xx' Ox'

^^Y'\YxX' ^ ^X' ,
Ox'

où l'avant dernier isomorphisme résulte de la formule (0.2.2), et le dernier de
la formule (0.2.12) appliquée au diagramme

-y ' xx '

Y x X ' .

Le morphisme (0.2.6) résulte donc de la comparaison avec (0.2.15).
^
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Démonstration de la formule (0.2.6)bis

On peut écrire

VY^X^VX^X^VY^X ^{Bx'\x'xx ^ WT>x

^ (PYxX'^XxX' ^ BX'\XXX'} ^ ^X'
^ x x x ' Ox'

^ ^Y'\YxX1 ^ ^X' ,
Oyf

où l'avant dernier isomorphisme résulte de la formule (0.2.3), et où le dernier
résulte de la formule (0.2.14) appliquée dans la situation du diagramme
cartésien

y- >Y x X '

X'- - X x X '

^

Démonstration de la formule (0.2.6) ter

Posons Z = Y x X ' . On suppose donc que Z est une variété est que Y ' —> Zx
est lisse. On écrit :

L L L
VY^-Y' ^ T>Y'-^x1 ̂  ̂ Y^Z ^ (VZ^-Y' ^ VY'-.Z) ̂  ̂ z^x'

' D y ' T>z ' D Y ' ^z
L L

^ VY^Z <8) Vz ^ T)z-.x'[y1 - z\
-Dz T>z

^VY^Z ^ ̂ z^x'[y'-z\
T^z

<— VY-.X è Vx^x^dim^Y' - dimecy x X 1 } ,
î^x X

où on a appliqué successivement les formules (0.2.1)bis, (0.2.5), et (0.2.6).
^



s



1. - RAPPELS ET COMPLEMENTS SUR LES FONCTEURS TH
ET RH DE KASHIWARA

On a rappelé dans les paragraphes 1.1 et 1.2 des notations et résultats de [K 5]
qu'on a fait suivre de propositions supplémentaires, utiles également dans la
suite, qui sont essentiellement des corollaires du théorème d'image directe de
Kashiwara.

1.1. - Le foncteur TH = T-Hom(',m)

Soit X une variété analytique réelle (paracompacte). Rappelons qu'un faisceau
-F de (T-vectoriels sur X est dit IR-constructible si

1) Va; G X dïmF^ < oo , et

2) il existe un recouvrement localement fini (Xj)jç2Z de X par des
ensembles sous-analytiques Xj tels que pour tout j, F\ est localement

\ X j
constant.

Du théorème de triangulation résulte le critère suivant.

Si F est IR-constructible, il existe une filtration F = Fo D F^ D • • • D Fj; D
Fj^.i ~D • • • de F par des faisceaux IR-constructibles Fj et une famille (Zj)j
de sous-ensembles sous-analytiques localement fermés Zj tels que :

(1.1.1)
1) pour tout j, Fj/Fj^ ^ (Ez, ,
2) localement sur X, on a Fj = 0 pour j assez grand.

On note IR—c(X) la catégorie des faisceaux IR-constructibles sur X, D^_^(X)
la sous-catégorie de Db{X) des objets à cohomologie IR-constructible. Alors
on sait (cf. [K 5]) que l'application naturelle :

(1.1.2) P^IR - c(X)) -> D^_^(X) est une équivalence de catégories.
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On note T>bx le faisceau des distributions sur X. Soit U un ouvert de X et
ÎA € r(U,T>bx)'i u est par définition une forme linéaire sur Tc(U\C^ (g) Vx)

Ax
continue pour la topologie de Schwartz.

Soit x e 9U. Rappelons qu'on dit que u est tempérée en x s'il existe un
voisinage ouvert V de x et v ç F(X; Vbx) tels que f | = u| ; et on dit
que u est tempérée si elle est tempérée en tout point de 8U, et il revient au
même de dire que u est la restriction à U d'une distribution définie sur X ; on
dit encore prolongeable au lieu de tempérée; on notera S^(U) le sous espace
de Vbx(U) des distributions prolongeables (cf. [Ma]).

Pour -F faisceau R-constructible, on pose, suivant Kashiwara :

( T-Uom(F, Vbx)(U) = {y? € r(£/; 7ïom(F, Vbx)), pour tout
(1.1.3) ^ ouvert sous-analytique relativement compact V C U et pour

[ toute section s e r(V; F), on a <^(s) G <S^(Y)} .

Alors [/ ^ T-Hom(F,Vbx){U) est un faisceau (cf. [K 5]) que l'on note
THx(F) ou TH(F) et on a les propriétés essentielles (1.1.4), (1.1.5), (1.1.6)
et (1.1.7) suivantes (cf. [K 5]) :

(1.1.4) TH(F) est un Cj^-Module, en particulier c'est un faisceau mou.

Dans le point suivant U est un ouvert quelconque de X.

( Pour tout ouvert sous-analytique Y C X on a
ni^) r(^;r^((Cv))=^(^ny),

et pour tout fermé sous-analytique Z C X on a
TH(Fz)=rzTH(F).

(1.1.6) Si / est une fonction analytique sur X et U = X \ /^(O), on
a TH{Fu) = TH(F)f (localisation par /), en particulier l'opération de
multiplication par / est bijective sur TH(Fu).

(1.1.7) Le foncteur F ^ TH(F) est un foncteur exact de R- c{X)° dans la
catégorie Mod(Px) des Px-Modules.

On notera donc de la même manière le foncteur dérivé du précédent

TH : D^(X)° ^ D\n - c(X))° —^ D\VxY

II nous sera commode d'utiliser la notation suivante.
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Soit H un ouvert sous-analytique de X et ^7 un sous-faisceau de Vbx-

Pour tout ouvert U de X on pose :

(1.1.8) ^-^(U) = r(u n n ; ̂ ) n <s^([/ n f2),
ce qui définit le sous-faisceau ^-n des sections de Y^ prolongeables en
distribution à travers <9n (i.e. ̂ -" = F^ n THx(Œçî)).

Les remarques suivantes nous seront utiles.

Soient F un faisceau IR-constructible sur X, U et V deux ouverts de X, avec
V sous-analytique et V CC U.

(1.1.9) (i) Si U est sous-analytique, l'injection canonique

r(X;TH(Fu))-^r(X;7ïom(Fu^Vbx))=r(U^om(F,Vbx))

est d'image dans r(U\TH(F)).

(1.1.9) (ii) La restriction r(U,TH(F)) -^r(V,TH(F)) est d'image dans
r(X,TH{Fv)).

(1.1.9) (iii) La flèche r(U,TH{F)) -^ r(X;TH(Fv)) est surjective.

Les points (i) et (ii) résultent de la définition et (iii) de ce qu'on peut supposer
U sous-analytique, de l'exactitude de T H ( ' ) et de ce que TH(Fv) est mou.

Remarquons aussi que pour tout F ç ObD^_^(X) et x ç X on a

^'(r^(F)), =iim^'(^r(x;r^(Fy))),
V

où V parcourt une base de voisinages ouverts sous-analytiques de x, comme
il résulte de (ii).

Rappelons maintenant les opérations sur TH. Le résultat fondamental est le
théorème d'image directe de Kashiwara :

THÉORÈME 1.1.1. [Kashiwara, loc. cit.]. — Soient f : Y -^ X un morphisme
de variétés analytiques réelles et F e Ob(D^(Y)) tels que f soit propre sur
supp(.F) . Alors on a un isomorphisme canonique

Rf.(Vx^Y ^ THY{F)) -^ THxW.F).
v T>Y ^
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Mais on n'a pas de théorème d'isomorphisme d'image inverse en général.

Examinons d'abord le cas d'un morphisme lisse / : Y —^ X de variétés
analytiques réelles. Soit F e ObD^_^(X). On a un morphisme naturel

(1.1.10) VY^X ^ f~lTHx(F)-^THY{f~lF).
/-1Î5X

On le construit comme suit. On a l'injection

VY^X <8) f^Vbx -^ Vby
f-^x

des distributions sur Y à paramètre analytique dans la fibre. Pour tout
F ç. Ob^SR, — c(X)) on a donc un morphisme canonique

Vy^x <8) f^HomÇF, Vbx) -^ HomÇf^F, Vby)
f-^x

obtenu par la composition :

^Y-.x ^ /-^om^, Vbx) = VY-.X ^ ^om(/-lF, f^Vbx)
f l^x /'"'^x

= ?<om(/-lF,Py^x ^ r^bx) -^ Wom(/-lF,P6y).
f-^x

On remarque que le morphisme

VY^X ^ f^THxÇF) -. HomÇf^F.'DbY),
f~l'Dx

induit par le précédent, est à valeur dans THyÇf^F), par exemple parce que
c'est vrai pour F = (ÇA, A sous-analytique qui est fermé ou bien ouvert, et
en remarquant que le fondeur (contravariant) VY-^X ^> f^THxÇ') est

f-^x
exact (VY-^X est plat sur T>x)' On en tire le morphisme

VY^X ^ rlTHx(F)-.THY(rlF),
f~l'Dx

qui définit une transformation de foncteurs exacts sur IR — c(X), d'où le
morphisme (1.1.10) pour tout F e ObD^_^(X).

Si X = {pt}, la variété réduite à un point et F = (C, le terme de droite de
(1.1.10) est rjfy((Cy) = Pby tandis que le terme de gauche est Ay qui n'est
pas même de la forme THyÇG).

Dans le cas d'une immersion on a néanmoins la
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PROPOSITION 1.1.2.. — Soitj : Y ̂  X l'immersion d'une sous-variété fermée
de codimension £ dans X et soit F e ObD^_^(X). On a un isomorphisme
naturel

^y-.x ^Vx THx(F) ̂ - THy(F\^) (g) ory/xW-

Démonstration

On a un triangle distingué Fx\y —^F—^Fy -^, d'où un triangle distingué
(1.1.11)

Py_x à) THx(Fy) -^ Py_x ^ THx(F) -^ Vy^x è THx(Fx\Y) -^ .
^x T>x T>x

Vu le théorème d'image directe, on peut écrire THxÇFy) ̂  J*(PX^-Y ^py
T^y(F|^)),donc

^y-x 0 THx(FY) ̂  VY-.X è Px-y 0r^y(F|_)
Px PX T>Y ly

^r^y(F|^)^ory/x^].

Alors la flèche de l'énoncé se déduit de la première flèche de (1.1.11). Pour voir

que c'est un isomorphisme, il suffit de montrer Py-,x ^-Dx THx(Fx\Y) = 0.

Soit Y : rci = 3:2 = ... = xe. = 0 les équations de Y dans un système de coor-
données locales sur X\ si f. == 1 on sait que x\ : THx(Fx\Y) —^ THx(Fx\y)

est un isomorphisme, vu (1.1.6), d'où Py_x ^Vx ^^x^xvy) = AY ^Ax
THx(Fx\Y) = 0, et on conclut par récurrence sur £ , on écrivant Y = Yi HY^

où Yi : x\ = 0, YÏ : 2:2 = " • = Xi = 0, et en appliquant Ay (g)^ (•) =

(AY^/X^AY^) ^Ax (•) au triangle distingué

Fx\(yluy2) -^ ̂ Vi ® JFx\y2 -^ ^x\y -^ •

^

Par exemple, soit X = IR71 et Y l'hyperplan Y = {(x^,x')\x^ == 0}; pour

F = (Cy (cas Y caractéristique) on trouve l'isomorphisme Vby ̂  î^y-^x <^px
ryî>6x |y[—l]. Pour ̂  = Œx (cas Y non caractéristique) on trouve l'isomor-

phisme Dôy^Py-^x ^T»x ^x] [-1]. Ce qui est une manière de dire que
2:1 est surjectifsur FyPbx (resp. Vbx) et de noyau isomorphe à Pby.
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PROPOSITION 1.1.3. — Soit f : Y -^ X un morphisme lisse de variétés analy-
tiques réelles et soit F ç ObD^_^(X). On a un isomorphisme canonique :

VX^Y è THy(f-lF)^—f}THx(F)
T>Y

Démonstration

Soit i la dimension de la fibre de /; appliquant le fondeur VX^Y ^T>r ( < ) à

(1.1.10) et utilisant Pisomorphime VX^-Y <^>'DY ^Y^X ̂  f~^x ^ory/xW
du (0.2.10), on en tire le morphisme de l'énoncé

fTHx(F) ̂  f^THxÇF) ̂  ory/xW —. V^y ̂  THy^F) ,

et il reste à voir que c'est un isomorphisme. Il revient au même de montrer
que le morphisme

f^THxÇF) —. Vx^-Y ̂  THyÇf^F) (g) ory/x[-^]

est un isomorphisme. La question étant locale sur Y, on peut se ramener
par le dévissage (1.1.1) à le montrer pour F = Œz , Z sous-analytique
localement fermé, puis, en considérant la suite exacte 0 —> (E-g-v^ —> (C-̂ - _>
(Cz —> 0 à le montrer pour F = (Dz, Z sous-analytique fermé. On peut aussi
supposer, par récurrence, que Y == X x ]R; alors si t est la variable réelle,
R'Hom'D^(A^rf-i^Vby) est quasi-isomorphe au complexe

o — ry-i^pôy -^ry-i^pôy — o,
lequel est concentré en degré 0 et dont la cohomologie en desré 0 est
f-^zVbx.

V

Soient Z et Y deux variétés analytiques réelles et ci, 92 les première et
deuxième projections de X x Y .

Soit F ç ObÇR - c(X)), G e 0&(IR - c(V)) ; on a :

q^lKom(F, Vbx) ^> q^Hom{G, 'Dbx) =

HomÇq^F, q^Vbx) ̂  Hom^G, q^my)

—>Hom{q^F (g) q^G, q^bx ^ q^by)

—^HomÇq^F^q^G^mxxY),
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et ces morphismes sont q^Vx ^ q^^Y- linéaires, d'où un morphisme

Hom(F,mx) El Hom(G,VbY)-^Hom(FSG,VbxxY),

où l'on a noté F El G = ç^-F <8) ç^G. On voit facilement que ce morphisme
passe à T-Hom{'), d'où la :

PROPOSITION 1.1.4. — Soit F e ObD^_^X), G ç. ObD^(Y). On a un
morphisme canonique dans Db(VxxY)

THx(F) m THy(G) — THxxvÇF El G).

1.2. - Le foncteur RH = T-Hom(',0)

1.2.1 - Soit X une variété analytique complexe. On note X la variété com-
plexe conjuguée de X_et X^ la variété réelle sous-jacente à X. L'immersion
diagonale X '-> X x X permet de considérer X x ~X comme un complexifié
de XIR . Pour F e Ob(D^_^X^)). On pose (cf. [K 5]) :

RHx(F)=DR^(THx^F)),

le fondeur RHx : D^_^X}° —^D(Vx) étant aussi noté ^x .

Si Z est un sous-ensemble analytique complexe fermé de X de codimension
pure d on a

IîdRHx{^z) ̂  Hf^Ox (cf. Kashiwara loc. cit.),

(où le terme de droite est par définition H^OX = \imSxt^ .{OxU^Ox).
k

Jz étant un idéal de définition de Z).

Plus généralement, pour tout K c X localement fermé sous-analytique on
posera par définition :

(1-2.1) R^[K}Ox=RHx(^K).

Il résulte donc de la définition qu'on a

RHxW^THx^K)^,qis
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le deuxième terme désignant le complexe de Dolbeault à coefficients dans
THx^Ç^K) ; comme THx^Ç^K) est un faisceau mou, on aura aussi :

^(x;Ox)^^^r(x;^^x(ŒK))=^(r(x;r7îxH.(Œj<)^
On utilisera également les caractérisations suivantes.

Pour tout ouvert sous analytique U de X = Œ1'1 et tout ouvert ^2 C X on a

H°RHxW = Oy ( ^THx^u) H FuOx , cf. (1.1.8)),

et

(1.2.2) T(^H°RHx^u)) = [f e T(^nU;Ox) ; pour tout compact
K c H il existe v > 0 tel que d(x, 9UYf(x} est borné sur KnU},

où oî désigne ici une distance localement équivalente à la distance euclidienne
sur (D71 (pour une démonstration voir [An 2, prop. 4.3]). La formule (3.1.3)
plus bas montre aussi qu'on peut calculer RHxÇ^u) à l'aide des fonctions
analytiques réelles prolongeables en distributions à travers OU.

On a aussi :
F si U C X est un ouvert sous-analytique qui est de Stein alors
^ RHx(^u) est concentré en degré 0.

En effet on a, pour x G 9U, fflRHxWx = lim H^V.THx^u)^).
V ouvert

V3x
et, dans la limite inductive, on peut se borner aux ouverts V tels que V D U
soit pseudoconvexe et le résultat découle du théorème de Hôrmander sur le 9
à croissance ([Hl, theorem 2.6.12]).

On a le théorème d'image directe :

THÉORÈME 1.2.1. (Kashiwara [K 5]). — Soient f : Y —> X un morphisme de
variétés complexes et F ç ObD^_ç(Yj^) tels que f soit propre sur suppF.
Alors

Rf^Vx^v ^ RHy(F)\ [dim^V] -^ RHxW.F) [dimœX].
\ T>Y /

On va construire également un morphisme d'image inverse (proposition 1.2.3
ci-dessous).

L'énoncé suivant généralise un lemme de [K 6].
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LEMME 1.2.2. — Soit Y ^ X l'immersion d'une sous-variété Y de X de
codimension complexe i. Soit F e ObD^_^X]st). On a un isomorphisme
naturel dans ^(Py^y) :

Vy^x^THx^F) ̂  T^^J^THY^F^) [£}.

Démonstration

Remarquons d'abord la formule :

(1.2.4) Vy^x èpx ^X^Y^ = VX^Y ̂  ^YxY W |yj -
en effet le premier terme de (1.2.4) est aussi

VY-.X J^(Vxx^YxY\Yj ^ (^yxx^xxx^^xx^yxF)!^

^ ^ Y X ^ X X ^ ^ ^ X X ^ Y X - X ^ ^Yx-X^YxY^
" X x X ^YXX IR'

^ ̂ Yx-X^-YxYW^ ̂  ̂ Y^YxY W\y^ .

où on a utilisé (0.2.2) et (0.2.4).

En raisonnant comme dans la démonstration de la proposition 1.1.2. on
L _

montre VY-^X ^T>x THxyï.(Fx\Y) = 0. Alors en considérant le triangle
distingué FX\Y .—> F —> Fy -t1^, on en tire Py-.x ^-Dx THx^(F)\ ^

L _
Py-^x ^-Dx ^^XiR,(^y)| Y ' D'autre part, par le théorème d'image directe

pour TH on peut écrire THx^Fy)^ ^ ^X^Y^ ^Vy^ THY^F^,
alors l'isomorphisme de l'énoncé résulte de (1.2.4).

V

PROPOSITION 1.2.3. — Soient f : Y —^ X un morphisme de variétés complexes
etFçObD^{X^). Alors

(i) on a un morphisme canonique

^Y-.X ^ f^RHxÇF) -^ RHYÇf^F).
/"^x

(ii) Si de plus f est une immersion fermée, le morphisme précédent est
un isomorphisme.
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Démonstration

Soit x (resp. î/)_la dimension complexe de X (resp. Y). Notons a : Y xY —^ Y
(resp. f3 : X x X —. X) la première projection et / '=(/ , /) : Y x Y —^ X x ~X.

def

On a par définition

VY-.X ̂  f-'RHxÇF) = -Dy^x ̂  r\^^^TH^ (F)) [-x\

(1.2.5)

^ a-^y-.x è /'-'(^x^XxY,,® ^TH^F))^ ,
a-^f-^x ^xxï

modulo l'identification Py = a"1!̂  |
'YTR

1) Supposons d'abord / : Y —^ X lisse. On peut écrire

^y-x è f^RHxÇF)
f-^x

^ VY^X _^ ̂ omy-i^/-1^, f^THx^F))

—>RHom^(f~10•^,T>Y-.x ^ f-^THx^F)}
v /-^x ^

—^RHom^(T^_^ è /~l(î^,
\ J ^f-iT^. A

^-^-i.̂ ^^-i,̂ "1^^^)))
—> RHom^ (Oy, î^a-.x,a è f^THx^F)}

^"^^ro. /

—^ RHom^(OY^Hy^f-^F)) = RHY^F) ,

où la dernière flèche est donnée par (1.1.10).

2) Supposons maintenant que / est l'immersion d'une sous-variété fermée
/ : Y ̂  X. On a

VY^x^RHx(F)=Vy^x^ (^^l^ THx^F)[-x})^,
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et, appliquant la formule (0.2.6)bis dans la situation du diagramme cartésien

Y x~X ————> X x X

! D !4" 4"

y ——> x

la dernière expression s'identifie à

^Y^YXX ̂ ^ ^Yxx^xxx ̂ ^ THx^F)[-x]^

^ ̂ Yx-x ̂ ^ (Pv^x ̂  Vxxx) ̂ ^ THx^(F)[-x]\^

= ̂ y^Yx-x ̂ ^ (Py-x ̂  THx^(F))[-x]^

^ ^y^yxY ̂ ^ (^^ ̂  T^y,(F[^))[-î/] |^

^ ̂ pi^ï ̂  ̂ z^y- ̂  THy^F^-y]^

^ ̂ V ̂  THy^F^-y] = RHY(F^) ,

où on a fait usage du lemme 1.2.2, d'où l'isomorphisme annoncé : Py-,x <^px
RHx(F)^RHY(F^).

3) Dans le cas général on décompose / = Y —> X en immersion puis
submersion par le graphe Y ^ Y x X — ^ X e i l a proposition résulte de 1) et
2).

^

Soient maintenant X et Y deux variétés analytiques complexes. Le produit
tensoriel externe de P-Modules à droite étant défini, mutatis mutandis, et avec
des notations analogues, comme dans le paragraphe 0.2, on a 0,-y- B fî-vr ==T) -
n-Y^y et de la Proposition 1.1.4 on tire la

PROPOSITION 1.2.4. — Soient F e ObD^(X^) et G ç ObD^_^Y^). On
a un morphisme canonique dans Db(VxxY) ''

RHx{F) S RHy(G) — RHxxY(F E] G).



30 E. ANDRONIKOF

1.2.2 - Relation entre TH et RH, valeur au bord et réalification
tempérées

On a la formule suivante qui calcule TH à partir de RH (le chapitre 3 en
donnera une version microlocale).

PROPOSITION 1.2.5. — Soit M une variété analytique réelle, X == M^
un complexifié de M et notons j V immersion j : M c—^ X. Pour tout
F e ObD^_ç(M) on a un isomorphisme canonique

(1.2.6) THM(F) ̂  RHx(j^F) ̂  OFM [dim M] [ ̂ .

Démonstration

Remarquons que X (resp. X) étant un complexifié de M on a un morphisme
complexe_canonique de conjugaison (défini au voisinage de M dans Xj^)
c : X —> X, donc un complexifié de l'injection j : M ̂  X]R est l'immersion
diagonale i : X ^-> X x X, définie par x i-> (z, c(a:)), et on a

'DXK-M=VX^X\M^orM•

D'autre part, vu le théorème d'image directe, on a : RJ^(VX^^-M <^>T>M
THM(F)) ̂  THx^U^). Alors on peut écrire :

RHxU.F)\^[àim^X]=j-1^^ ^ THx^F))
-ï

^ J-1 (^pt^-j^^x^M _è THM(F)))
v •D -̂ VM /

- ̂ x^^^^^^TH^F^ar^

^TH M (F) (S or M .

V

Pour F = (EM la proposition précédente se réduit à la formule "bien connue"
(cf. [Ma]) :

CT»M ^ Rr^M] Ox <8 or M [dim M] ] ̂ .
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Remarquons que la proposition analogue où l'on remplace les distributions
par les hyperfonctions est immédiate, et s'écrit

RHom(F, BM) ̂  RHom(j^F, Ox) ̂  orM[dim M] [ ̂  .

Remarque 1.2.6

Plus généralement, si X est une variété analytique complexe de dimension n et
j : M c-^ X l'immersion d'une sous-variété réelle de codimension quelconque
d, on aurait démontré de manière analogue la formule

( pour tout FçObD^^(M) on a
(L2/r) RHxU.F) = RJ.(VX^M-\., ^ THM(F))^orM[-n],v •"' 'DM /

où M<^! —> X désigne l'application holomorphe canonique déduite d'une
complexification de j en M® —>• X x X.

(On notera qu'ici T>x^^-M = ^)xy.'x^-M<E\M ̂  orA^' vu ^es conventions du
paragraphe 0.2.2.)

On n'utilisera pas ici cette formule (cf. cependant § 6.3.2).

Valeur au bord

On définit ci-dessous les analogues tempérés des morphismes de valeur au
bord et de réalification de [S-K-K].

On adopte pour les valeurs au bord le cadre général élaboré par Schapira dans
[S 2].

Si M est une variété réelle et -F € Oh Db(M) on notera DM F = RHom(F, (FM)
def

le dual, qu'on désignera également par F* = Dj^F s'il n'y a pas risque de
confusion.

Rappelons que si N c M est une sous-variété fermée on a

ŒN == JRT^ŒM ^ WN/M[di"iiR N - diniR M].

Soit îî C M un ouvert. On dira ici que n est ouvert à bord C° si la condition
suivante est satisfaite

(1.2.8) îî est l'intérieur d'une sous-variété topologique à bord.
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Soit maintenant X une variété complexe de dimension n, et soit ^ï C. X un
ouvert à bord C°.

Soit M une sous-variété analytique réelle fermée de X de codimension d et
telle que

Me 90

La flèche canonique (D^y —>• (EM définit par dualité^ la flèche

(1.2.9) OTM[-d\ ̂  OTM/x[-d\ -^ W ^ ̂

d'où un morphisme RHx(^çi) —^ RIÏX^M^OTM^ dont la cohomologie en
degré 0 est par définition le morphisme de valeur au bord

(1.2.10) Oy1 ̂  H^ Ox ̂  orM.

On note de la même manière la flèche de valeur de bord de [S-K-K] et [S 2]

(1.2.11) Y^OX^H^OX^OTM

obtenue en appliquant le foncteur RHomÇ'^Ox} à (1.2.9), et celle-ci est com-
patible à (1.2.10) via la transformation de fondeurs RHx(') —^ RHom(-,Ox)-

Ces morphismes sont P-linéaires.

Si M est une sous-variété générique, le terme de droite de (1.2.10) (resp.
(1.2.11)) est le faisceau des CR-distributions (resp. CR-hyperfonctions) sur
M (pour les CR-distributions cela résulterait déjà de la formule (1.2.7), mais
on trouvera plus généralement au paragraphe 6.3.2 un énoncé microlocal).

Réalification

u/ On laisse au lecteur le soin de vérifier les assertions suivantes (qui résultent de l'emploi du
complexe dualisant).
Si f2 est un ouvert de X = IR^ tel que 9CI est une variété topologique, on a l'équivalence

(îî vérifie la condition (1.2.8)) <==^ ((OT^<Cx)| = o),

( OTQQ/X est trivial et (J?rn<Cx)|^ = Œôfî,

et si cette condition est vérifiée on a : ^—>Rî'Q<Ex (= (Œfî)*)

(E^^Rr-^x (=(<iy).
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Soient M une variété réelle de dimension n ^ N '—> M une sous-variété réelle
de codimension d, et Y ^-> X une complexification de N c—^ M. Le morphisme
canonique (Dy —^ (DAT produit par la dualité (•)* =D^(.) le morphisme

(1.2.12) orN[-n]——Œy[-d],

d'où le morphisme de "réalification"

(1-2.13) By\x —^ Fjv VbM ̂  OT^/M ,

obtenu en appliquant RHx(') à (1.2.12). Plus précisément on obtient

RHxWW ^ Rr[Y]Ox[d\ ̂  BY\X -^

RHx((KN) [n} (g) orN ^ THM{<KN) <8) OVN/M = FN P&M ̂  OTN/M ,

où on a utilisé la proposition 1.2.5 avec F = ŒN.

Le morphisme de réalification de [S-K-K]

^jx —' Î^N BM (g) or^v/M

obtenu par application de RHom(',Ox) à (1.2.12) est injectif (cf. loc. cit.) et
induit (1.2.13). Ces morphismes sont P-linéaires.

1.3. - Le cas (D-constructible

Notons d'abord que dans le cas (C-constructible les propriétés d'image inverse
et de produit tensoriel externe peuvent être considérablement renforcées grâce
à la "correspondance de Riemann-Hilbert". On note :

^-cW ^ sous-catégorie de Db{X) des objets à cohomologie (T - construc-
tible,

Reghol(Px) la sous-catégorie de Mod(Px) des Vx - modules holonômes
réguliers,

D^ÇX) la sous-catégorie de Db(Vx') des objets à cohomologie holonôme
régulière,

et si M est un objet de Db(Vx) on pose So\(M) = RHom^^ {M, Ox ).

Rappelons que les fondeurs (contravariants)

M € ObD^(Vx) ̂  So\x(M) çObD^(X}
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et
F e ObD^(X) ̂  RHx(F) e ObD^(Vx)

sont bien définis et sont quasi-inverses l'un de l'autre, [K l], [K 3], [K 5],

(cf. aussi [Me] pour une autre version de cette correspondance).

On désignera ici par Perv(X) la sous-catégorie de D^_ç(X) équivalente
par le foncteur de cohomologie modérée RHx('} à Reghol(Px); id est, si
F € ObD^(X), on a F <E 06(Perv(X)) si et seulement si RHx{F) est
concentré en degré zéro.

COROLLAIRE 1.3.1. — Soit F e ObD^(X), G e ObD^(Y), alors

RHx{F) B RHY(G)-^RHxxY(FSG)

Démonstration

Posant M = RHx(F), M' = RîIy{G), il suffit d'appliquer le foncteur
RHxxY(') aux membres de l'égalité suivante

So\xxv(M El AT) = (Sol^) B (Soly.AO , cf. [K-K 2] (voir aussi [Me]).
T>

V

COROLLAIRE 1.3.2. — Soient f : Y —>X un morphisme de variétés complexes
etFçObD^(X). Alors

VY^X ^ f^RHxW^RHYÇf-'F).
f-^x

Démonstration

II suffit de montrer que le morphisme donné par la proposition 1.2.3 est un
isomorphisme quand / est une submersion, puisque si / est une immersion,
Pisomorphisme est déjà assuré dès que F est IR-constructible (proposition
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1.2.3). Supposons donc / lisse ; la propriété étant locale sur Y on peut supposer
Y = Z x X, f étant la deuxième projection. Alors

VY^X ®/-ii^ f-lRHx(F) = Ozxx ®0x RHxÇF)

^ RHz^x(<Ez El F) = RHyif^F),

vu le corollaire 1.3.1.
V

Rappelons enfin que si F ç ObD^(X) et G € ObD^_^Xyi) on a

(1.3.1) R'Hmn-D^ (RHx(F), RHx(G)) ̂  RHom^ (G, F) (cf. [K 5]).

Plus généralement Bjôrk a montré le

THÉORÈME 1.3.3 ([Bj 2], [Bj 3]). — Soient F e ObD^(X) et G €
ObD^(X^), alors

(i) RHx(F) ® THx^G) -^ THx^F <S G),
Ox

(ii) RHx (F) è RHx (G) -^ RHx (F (g) G).
Ox

Remarquons que le morphisme canonique du (ii) s'obtient en utilisant (0.2.7)
puis les propositions 1.2.4 et 1.2.3; le morphisme canonique du (i) résulte de
(ii) par la proposition 1.2.5.



s



2. - MICROLOCALISATION TEMPÉRÉE DES DISTRIBUTIONS

On définit les notions de spécialisation et microlocalisation tempérées du
fondeur TH le long d'une sous-variété ainsi que la version microlocale du
fondeur TH (paragraphes 2.1, 2.2, 2.3). La définition qu'on donne ici de la
spécialisation tempérée, plus compliquée a priori que celle indiquée dans la
première note de,[Aû-l] (rappelée dans la remarque 2.1.16), a l'avantage de
rendre les opérations plus limpides (paragraphe 2.4). On suivra en général les
notations et définitions de [ K-S 2 ], [ K-S 3 ] .

2.1. - Spécialisation tempérée des distributions

Soient X une variété analytique réelle de dimension n, Y une sous-variété de
codimension i dans X, TyX —'—> le fibre normal.

On considère l'éclatement réel de X le long de Y ("déformation au fibre
normal"), i.e. on se donne en particulier une variété analytique TyX , une
application (p, t) : TyX —> X x IR et une action du groupe ]R,X :== IR\{0}
sur TyX , (s,x) —> s • x, qui vérifient les propriétés suivantes :

-p-^XYV) est isomorphe à (IR\{0}) x ÇX\Y}
t^Çc) est isomorphe à X pour tout c ̂  0

^(O) est isomorphe à TyX

et, notant s l'injection TyX ^-> TyX , fl, l'ouvert 0 = {t > 0} c TyX, j
l'injection j : fl c-^ TyX, p = = p o ^ , o n a l e diagramme commutatif

y<———>x
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On écrira le plus souvent dans la suite X au lieu de TyX . On note 0 le
générateur infinitésimal de l'action de IR\{0} sur X , i.e. 0 est le champ de
vecteur défini par x ç. X h-> 63, = -^(s-x)\ _ . Sur TyX, 6 induit le champ
d'Euler. s-l

Soit x = (x1\x") un système de coordonnées locales sur un ouvert U de X
où Y est définie par x ' = 0 et notons (t.x^x") le système de coordonnées de
p^ÇU) == IR x U , alors t est la projection ( t , x ' , x " ) ç ] R x ( 7 » - ^ ( E ] R e t
p l'application ( t , x ' , x " ) \-^ { t x ' , x " ) \ l'action de s e IR\{0} est définie par
s ' { t , x ' , x " ) = (s^t.sx1 , x" ) . Dans ces coordonnées on aura donc

e={xt,Dy)-tDt.

Remarquons que si / e A^ on a O ' f = 0 si et seulement si / est localement
constante sur les fibres de p.

On utilisera aussi les faits suivants :

1) L'orientation relative or-, y est triviale, i.e. or-/,, c^ (K-.
A/A A /A A

2) Le fibre ^/^ des formes relatives est trivial, i.e. il y a un isomor-
phisme canonique (de A^-modules) ^^ /_ - ^ A.. .

Vérifions ce deuxième point (dont résulte le premier). Sur un ouvert de
coordonnées U de X comme ci-dessus, la forme relative v = dt A dx' A dx" <g)
{dx' A cte")^-1 engendre ï ïy /y = f2y (g) p"1^"1 comme Ay-module,

' p"1^^
d'où un isomorphisme (pu : ̂ |^ —^ ^x/xl • Remarquons que sur t ^ 0
on a v = t-^dt A ^(tf') A da:" (g) (da/ A da:")^-1 (^ est la codimension de Y
dans X et a;' = tî'). Soit maintenant t/' un autre ouvert de coordonnées, et
soient v ' et (pu' les objets construits de manière analogue à v et (pu\ alors sur
l'ouvert (t/nl/7)^ = 0} on a, la coordonnée t étant canonique, l'identification
v = ^^dt = v' (comme sections de A y -modules), d'où (p'u^^u1 == Id sur
(U H £7') \ {t = 0}, donc sur U n [//.

LEMME 2.1.1. — On a un morphisme canonique de Vy-modules à droite :

Pj,/«?+<-l)P^-»Z?^,

et c'est un isomorphisme en dehors de TyX.
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Démonstration

Soient 1^_^ la section canonique de ^^__^ et v ç ^y/y la forme relative
canonique; alors ly y <8) v est une section globale qui engendre Z> ^ =

•A. —^J\. y\. <—^L

^x-̂ x ^ ^x/x' ^îou ^e "^ph181116 Î^Y "̂  ^x<-x (lennl P^ 1 1-)>
—^ p^-Ax / <—

^-.x^^

D^autre part, par définition de l'action des P-modules à droite, on a

(<lx^x(s)v>>'e^~e%lx-.x^v+lx^x^(v'^ = 0+^^<8(-L^),

où Le est la dérivée de Lie {[Le,à\ = 0). On a Lev c^ LffÇt^dt) =
(Let-^dt + t-^LeÇdt) = (^-^)^ + <-^((9t) = ̂ -€^ - t-^dt = (£ - ̂ t-^dt.
On trouve donc ( ly_^ (^) v).(^ + ^ — 1) = 0, et le morphisme canonique
T>y —> T>^^_^ induit le morphisme de l'énoncé.

Ecrivons alors ^^^ = ^x^-xxx ^ ^XxX<-x ou ^ —^ X x X est
X X X

l'immersion X—^A —^ X x X, A le graphe de p, et X x X ——> X la
projection, et plaçons-nous dans un système de coordonnées locales comme
plus haut. On a A = {(<, x ' , x " , y1\ y " ) ç. X x X ; y ' = tx ' , y " = x"},
et

T) — ^
^X<—X -

^XxX/^ D^ ̂ ^Xxx) ̂  ^XxX/^XxX^ - ̂  ̂  - a;"))'
X X X

Soit Z la variété X xX munie des coordonnées (t, a:', rc", ̂ /, î/") où zf = y ' —tx' ;
alors Vy -y s'identifie à

y\. 4—J\.

(Vz/(tD^, - D^, {x',D^) - Dt,D^}Vz) <8 (Vz/Vz(z',y" - x")) ,
T>z

et on voit sur cette formule que pour t ̂  0 ce Pj^-module à droite est bien

isomorphe à T>^/{0 + £ — 1)^^ (mais ^^j^ n'est même pas cohérent au

voisinage de la section nulle de TyX (d'équations t = 0, x* =0)).

Ç
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LEMME 2.1.2. — Soit F e ObD^_^{X). Le morphisme précédent induit les
isomorphismes

(i) ^x^x ^ TH^F^^(V^/{0+£-1)V^J^TH^)^
T>^ x

(ii)

^x^x ^ ^orn(F^m^^-(V^/{0+£-l)V^) ^RHom{F^T)b^).
T>^ ^x

Démonstration

(i) Soit C le complexe borné de P—modules à droite défini par le triangle
distingué

v^/^+e-Dv^-^v^-.c^.
Posons G = Fçt. On a un triangle distingué

t-D /(^+^_i)py) ^ TH(G)—^Vy y <t> TH{G)—^C® TH(G)-^,
\ A ' v / A / T)^ v A <—A -p ,̂ -p ,̂

X X X

L
et on doit montrer C 0r>^ TH(G) = 0.

L
1) Fixons jo € ZZ et montrons d'abord (JP0/;) (g)^ TH{G) = 0. Soit d'abord

A^ un sous P_ -Module cohérent de H30^ : comme M est à support dansv
on (lemme 2.1.1), un théorème de Kashiwara affirme que M est de la forme

M = i^J\f (^Pan ^o-^x) ou -^ est un ^^-M°dule cohérent et i l'immersion
fermée b : 9CIc—^ X.

On a donc M 1^ riï(G') = ̂ (./V 0^ ̂ o_j?) ^P- ^A^(Gf) = 0, puisque
X X X

l'action de t est un isomorphisme de THÇG) = TH(Gçî) .

Alors, comme fP°jC est quasi-cohérent sur V^ , ce qui précède implique

(H^C) <|)p^ TH(G) = 0 (écrivant ^°/; = HmA^j avec A^j , P^-
x j

cohérent, et TH(G) ̂  F' où F' est un complexe d'objets 'Dy-plats, on a
qis A
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Mj <g) F ' ^ M. èp- TH(G) = 0 Y.;, donc H^^H^C) <t)p^ r^G?)) =
T>— qis x x

JY^((^or) (g) F') = lim^A^ <g) F") = 0, Vî).T)— ——r p—
X J X

2) On a alors (r^C) <S)T>^ TH(G) = 0 pour tout j € 7L, puisqu'en utilisant

le point 1 et le triangle distingué r^-7"1^ —^ r^C ——> H3 C —>, on obtient
(r^-1/:) <g)p^ TH{G) ^ (ï^^) (g)p^ TH(G), conclusion par récurrence

•̂  ^ . -^
croissante puisque r^C = 0 pour '̂ « 0.

3) De 2) résulte C <g)p^ TH(G) = 0 puisque r^C = C pour ?» 0.
x

La démonstration de (ii) est analogue, t induisant également un isomorphisme
sur RHom(G,Vbx).

^

DÉFINITION ET PROPOSITION 2.1.3. — Soit F e ObD^_^{X). On pose

T-uyTHx(F) = s-1^^ è r^((p'F)^)) .
x ' ' ' ' ' '

OTZ a aussi

T-^YTHx(F)=s-l(v^j^TH^(p-lF)^)[-l}
x

= s-1 ((2^/((? +^ - 1)25^) J^r^ap-1^))!-!]
X

= s^Rnom^V^/V^e^TH^p^F)^) .

Dans la suite on écrira souvent, pour simplifier, P'FQ , p^Fç^ , au lieu de
(p'F)o , (p-^F)^, etc. On écrira aussi T-vy TH(F) au Heu de T-vy THx{F)
s'il n'y a pas risque de confusion.

Démonstration

Comme p est lisse et o^yi^ trivial, on a (p'F)çî = jlj~l(plF) = j\p'F =
j^p-^F^ orn/x[l]) = ^(p-1^)^] == (p-1^)^!!], d'où la première égalité à
démontrer.
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La seconde égalité résulte du lemme précédent, et la troisième de ce que les
complexes

{^1(6 4- i - 1)2^) ̂  TH^^F)^-!]
et

0 -> TH^^F^-^TH^Çp-1?^) -. 0
sont quasi-isomorphes.

^

Pour tout sous-ensemble A c X on désigne par Cy(A) le cône normal de A
le long de Y ; par définition

Cy(A) = TyX nJF^A) (cf. [K-S 3]).

PMOPOSITION 2.1.4. — 5'o^ F ç ̂ ^R-cW.

(i) T-vyTH(F) est un objet de D^Çr-1!)^) .

(ii) Soit v e TyX . On a :

^(r-^yr^(F)),=iim{jï^r(x;r^x(^)) ;
U ouvert sous-analytique de X tel que î; ^ Cy{X\U)}.

En particulier supp(T-^y TH(F)) c Cy(supp(F)).

(iii) P^5 généralement, si A est un sous-ensemble conique de TyX qui est
image réciproque par ^ : TyX —— SyX := TyX/IR>o d'un compact, on a :

H^RT(A^T-vyTH(F)) = lim{^J?r(X;r^x(^)) ;
U ouvert sous-analytique de X tel que A H Cy(X\U) == 0}.

Démonstration

(i) Sur la première formule de la définition 2.1.3 on voit que T-vy T H ( F )
T+ unobjet de JD+(T-1^)' et' sur la seconde, que c'est un objet de
^cani^YX), puisque Q induit le champ d'Euler sur TyX. Il résulte par
exemple de la formule du germe (ii) que T-vyTH{F) est qua^i-isomorphe
a un complexe borné.
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(ii) Soit V un voisinage ouvert sous-analytique relativement compact de
v ç TyX dans X qui vérifie la condition suivante :

(2.1.1) la restriction de p à Q. H V est à fibres connexes.

Posons U = p(Q, n Y) et remarquons d'abord que l'on a :

(2.1.2) Rp^(v^^J^TH^((p'F)^v)) ̂  THx(Fu).
x

En effet fl, D V étant relativement compact, on peut appliquer le théorème
d'image directe de TH et le premier membre de (2.1.2) est isomorphe à
THx(Rp\((p'F)^v)). Il reste à voir que Rp\((p'F)^v) = Fu. Notons
pv '• ^î H V —> U la restriction de p, j'y l'immersion ouverte ^ H V <-^ X
et j[/ l'immersion ouverte U ^-> X. Comme pv est à fibre homéomorphe
à IR, on peut écrire j^F = Rpv\PvJu1^ ? donc Fu == Rju\Ju1^ =

RUuopv)\UuopvV'F = R(pojv)^pojv)'F = .Rp!((p'F)nnv). D'où (2.1.2).

Rappelons les deux propriétés suivantes (cf. [K-S 2, 3]).

(2.1.3) v € TyX a une base de voisinages V ouverts sous-analytiques et
relativement compacts qui vérifient (2.1.1).

(2.1.4) Soit v e TyX. On a les implications :

1) ( V est un voisinage ouvert de v dans X) =^ (l'ouvert U = p(fî H V)
est tel que v (JE Cy(X\J7)).

2) (U est un ouvert de X tel que v i Cy{X\U)} =^ (p"1^) = H H Y
où Y est un voisinage de v).

Soit V l'ensemble des voisinages ouverts sous-analytiques relativement com-
pacts V 3 v qui vérifient la condition (2.1.1). Comme ' D ^ / ( 0 + t — l)^^ est
T>y -cohérent on peut écrire, vu la formule du germe de TH^ ,

H^T-^yTH(F)^

=lim^Er(x;(P^/(^+^-l)P^) 0 T^(p'Fonv))
v j^

= lm^Jîr(x; D^^®rJÎ^(p'Fnnv))
v ?

=limJÎ-w(x;.Rp,(2^.^ «i TH^Fftnv))},
V \ 25'̂ ' •'

X
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et on conclut par la formule (2.1.2) en utilisant les propriétés (2.1.3) et (2.1.4).

La preuve de (iii) est similaire (cf. aussi la remarque 2.1.16).
^

COROLLAIRE 2.1.5. — Soit F e Ob(JR. - c(X)). Alors T-i^yTH(F) est
concentré en degré 0.

Vu la formule du germe, cela résulte de ce que THx(Fu) est un faisceau mou.

On identifiera T-vy TH{F) à H°(T-vy TH(F)) quand F est un faisceau IR-
constructible, (F étant lui-même identifié à un complexe concentré en degré 0).
Le fondeur de catégories triangulées T-vy T H ( ' ) : D^_^X)° —^ D^(TyX)
transformant les objets concentrés en degré 0 en objets concentrés en degré
0, il induit un fondeur IR — c(X)° —»• Fais.coni (TyX) et on a donc le :

COROLLAIRE 2.1.6. — Le fondeur

T-vy TH(-) : ]R - c(X)° —> Fais.coni(ryX)

est exact

Remarque

Soit F ç 06(IR — c{X)). Alors l'opérateur 0 est surjectif sur le P^-Module à
gauche TH^(p~^Fçî). En effet, d'une part c'est clair en dehors de 8fl.np~l(Y)
et, d'autre part, le complexe

s^RHom^ÇV^/V^TH^p^F^)

n'est autre que T-vyTH(F), lequel est concentré en degré 0.

Rappelons que pour tout F ç ObD'^{X) le spécialisé de -F le long de Y, noté
vyF, est l'objet de D^(TyX) défini par

vyF^s-^Rj^p^F (=s-lR^np-lF)^

et que, pour v e TyX et j e Z, on a H^vyF^ = VmH3(U\ F), où la limite
inductive est prise sur les ouverts U de X tels que v ^ Cy(X\U)y et on peut
aussi imposer à U d'être sous-analytique.
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PROPOSITION 2.1.7. — (i) Pour tout F e ObD^_^(X) on a un morphisme
canonique

T-^yTH(F) -^ ^YTH(F).

(ii) Pour tout F € 06(IR — c(X)) le morphisme précédent induit une
injection sur la cohomologie en degré 0.

Remarquons que si F est un faisceau R-constructible sur X, i^TH(F)
est concentré en degré 0 puisque c'est le spécialisé d'un faisceau mou (ceci
se voit sur la formule du germe de i^yTHÇF)), et il résultera donc de la
proposition que T—vyTH{F) s'identifie canoniquement à un sous-faisceau
de i^yTH^F) c± H°(i^YTH(F)), cf. aussi remarque et définition 2.1.15 et
remarque 2.1.16.

Démonstration

On passe par le détour du lemme suivant.

LEMME 2.1.8. — (i) Pour tout F ç ObD^_^(X) on a un morphisme canonique

T-J^YTH(F) -^ yyRHom^F.Vbx).

(ii) Pour tout F ç. 0&(IR — c(X)) le morphisme précédent induit une
injection sur la cohomologie en degré 0.

Démonstration du lemme

Montrons d'abord la formule :

(2.1.5) ^x^-x ̂ - RHom^p'F^^b^) ̂  Rj^RHom^F.Vbx).

Comme l'action de ^^j^ sur RHom((p'F)^,Vb^) s'identifie à l'action
d'un V y -Module cohérent (lemme 2.1.2 (ii)), le premier terme de (2.1.5) est
isomorphe à

RHom((p-F)çï,V^^ <g)p^ Vb^\

^ Rj^RHomÇj^p'FJ^V^^ Ï^^ mx))

= Rj^RHom(p'F,Vx^ ^Vn ̂ ^)

^ Rj^RHomÇp^F (g) or^/x[l], P'^bx ̂  or^/x[^\)

^ Rj^RHom(p~lF,p~lT)bx) ̂  R^p~lRHom(F,Vbx}.
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On a utilisé le fait que p étant lisse à fibre homéomorphe à IR, on a
î>x<-n èpn Vbfl =p-lmx ^or^/xW' D'où (2.1.5).

Le morphisme canonique THÇp'Fçî) —>- RHomÇp'FQ^Vby) induit donc le
morphisme

T-vy TH(F) =

5-1(^x-x ̂ - TH(p-Fçî)) —. s^Rj^RHom^mx)
= î^YRHom(F,Vbx).

Soit maintenant F e 06(1R - c(X)); le morphisme H°(T-vyTH{F)) —>
H°(^YRHom(F,Vbx)) est injectif comme on le voit aussitôt sur les formules
des germes de ces deux faisceaux. D'où le lemme 2.1.8.

^

Fin de la démonstration de la proposition 2.1.7

1) Soit F G Ob(îR. - c(X)). On a par construction de TH(F) un
morphisme TH(F) -> RHom(F,Vbx), d'où le morphisme ï/yTH[F) -^
i^YRHom(F,Vbx).

Soit v € TyX et notons U le système inductif des ouverts sous-analytiques
U C X tels que v f. Cv(X\U). On a H°^YTH(F))^ = lim F(U,TH(F)) et

Jel/
H°(ï^RHom(F,Vbx)) = Im^ r(U,Hom(F,Vbx)) donc le morphisme

t/€^

(2.1.6) H°(i^YTH(F)) —^ H°^YRHom(F, Vbx))

est injectif.

Alors H°(^YTH(F)) et H°(T-Î^YTH(F)) s'identifient, par (2.1.6) et lemme
2.1.8 (ii), à deux sous-faisceaux du même faisceau H°(i^RHom(F,Vbx))'
Vu la formule des germes et la remarque en (1.1.9) (i), on a, pour tout v e
TyX, H°(T-^YTH(F))^ ̂  H°(i^YTH(F))^ Par conséquent le morphisme
H°(T-I^YTH(F)) -^ H°(^YRHom(F,Vbx)) se factorise par H°{VYTH{F)).

Cela définit donc une transformation de foncteurs T—vyTH{'} —» i^yTH(')
de IR - c(X)° dans Fais.coni(ryX).

2) Le fondeur vyTîï^ : ]R - c(X)° -> Fais.coni(ryX) est exact pour
la même raison que T-vyTH(') : IR - c(X)° —^ Fais.coni(ryX). Alors
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on définit une transformation de fondeurs T-i^yTH(') —> i^yTH(') de
^R-cW0 ^ D^ - c{X))° dans D^(TyX) en dérivant la précédente.
D'où la proposition 2.1.7.

V

PROPOSITION 2.1.9. — Soit F e Ob(JR. - c(X)). Le faisceau T-vy TH(F) est
acy clique sur tout ouvert conique de TyX.

LEMME 2.1.10. — ̂  T-î/y TH(F} est un faisceau mou sur SyX .

Démonstration du lemme 2.1.10

Posons T(F) = ̂  T-vy TH(F). Soit A, B compacts de SyX , B c A. Pour
tout ouvert sous-analytique V de TyX tel que ̂ ~1 (B)nCy (X\V) = 0 on peut
en trouver un autre, U, tel que V c U et Q^""^) ^l Cr(X\y) = 0 : alors de
l'injection Fy —^ Fu on déduit la surjection TH(Fu) -^ TH{Fy) et comme
TH(Fy) est mou on a la surjection r(X;TH(Fu)) -^ r(X,TH(Fv)). Vu
la proposition 2.1.4 (iii) on en déduit donc que la restriction r(A;T(F)) -^
r(B;T(F)) est surjective. Comme SyX est dénombrable à l'infini, on en
déduit que T(F) est c-mou , donc mou.

Ç?

LEMME 2.1.11. — Soit F e ObÇJR, - c(X)). Alors

(i) T-uyTH(F)^^TH(F)^et

(ii) le morphisme r^ T-vy TH(F) —^ î^T-i/yTH(F) induit une suite
exacte de faisceaux mous sur Y

(2.1.7) 0 ̂  TH(Fy)^ -^ TH(F)^ -. ̂ T-^yTH(F) -^ 0.

Ici, comme dans la suite, on identifie Y à la section nulle de TyX.

Démonstration du lemme 2.1.11

Montrons que le morphisme injectif T—i/yTH(F)\ —^ i/yTH(F)\ =
TH(F)\ est en fait bijectif. Soient x ç. Y, U un voisinage ouvert de x dans
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X et u € Y(U\TH(F))\ soit alors V un voisinage ouvert sous-analytique de
x tel que Y CC U : alors n|^ e r(X;T7î(Fy)) vu (1.1.9)(ii) ce qui définit
bien une section de T—vy TH(F)x puisque Cy(X\V) est vide au-dessus d'un
voisinage de x . D'où (i).

Le noyau de r^ T-vy TH(F) -^ ^ T-i^yTH{F) est alors Fy {T-vyTH{F) \ )
= {ryTH(F))^ = T^(Fy)|^ d'où la suite exacte 0 -^ TH(Fy)\ -°^
T+ T-^y TH(F). Montrons que a est surjective. Soit x ç Y. Remarquons que
pour tout ouvert U de X on a l'équivalence

(î (x) H Cy(X\U) = 9} ^==> (U U Y est un voisinage de a:).

On a par conséquent :

T{çr~\x^T-vyTH{F})=
V\m^r{X\TH{Fu\y) ; U ouvert sous-analytique, x e U},

et la surjectivité de Ox résulte de la remarque en (1.1.9) (iii). Enfin, dans
la suite exacte (2.1.7), les deux premiers faisceaux sont mous, donc aussi le
troisième.

^

Démonstration de la proposition 2.1.9

Soit U un ouvert conique de TyX. On doit montrer H^U, T-vy TH{F)) = 0,
Vj > 0. Posons Ui = U n TyX et U-z = r^ÇU H Y) ; alors Ui et U-z sont
des ouverts coniques et U == U\ U U^. Ecrivons la suite exacte longue de
Mayer-Vietoris associée à cette décomposition de U :
(2.1.8)
(''^ffl{U^YTH(F))^H^U^T-i^YTH(F))eH^U^T-^YTH(F))
\ -^ W(U^ H U^T-i^yTH(F)) -^ H^^U.T-vyTH^F}) -^ ' • •

o
Remarquons que pour tout ouvert conique V de TyX on a RT[^(y}\
^T-î^yTH(F)) ^ RT(V,T-yyTH(F)) (cf. chapitre 0) en particulier,

H^V.T-i^yTHÇF)) = 0 pour j > 0, vu le lemme 2.1.10; c'est donc le cas
pour V = l/i et V = Ui H U^. D'autre part, on a :

RT(U2\T-vyTH(F))^RT(U^Y,TH(F)\^}
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en particulier H^U^T-vyTH^F)) = 0 pour j > 0 . De (2.1.8) on tire
H^U'.T-i^yTHÇF)) = 0 pour j > 2 , et (2.1.8) se réduit à la suite exacte :

0 -^ F(^; T-vy TH(F)) -^ r(î7i; T-vy TH(F)) C F(U^ T-vy TH(F))
-^r(l/i n U^T-i^yTH(F)) -. H^U'^T-^yTHÇF)) -> 0.

Il reste à voir que f3 est surjectif.

Appliquons le fondeur r(Ur\Y, •) à la suite exacte de faisceaux mous (2.1.7).
Comme U2\Y = Ui H^, on obtient la suite exacte 0 -^ r{UHY, TH(FY)) ->
Y(U^T-^yTH{F)} -^ r([/i H U^T-fyTII[F)) -̂  0; en particulier, /3 est
surjectif.

V

De l'utilisation de la proposition 2.1.9 et de (2.1.7) résulte alors le

COROLLAIRE 2.1.12. — Soit F e 06(IR - c(X)). Pour tout entier j > 0 on a
W (RTy T-vy TH(F)) = 0.

COROLLAIRE 2.1.13. — Soit F e ObD^_^(X). On a :

(i) Rr. T-VY TH(F) ̂  T-yy TH(F) \ ̂  ^ TH(F) \ ̂

(ii) RrYT-î^YTH(F) ̂ TH(Fy)^,

et on a un triangle distingué

TH(Fy)^^TH(F)^^R^T-^yTH{F)^.

Démonstration du corollaire 2.1.13

Le fondeur T-i^yTH(') est exact sur ]R - c(X) et, de la proposition 2.1.9
(resp. du corollaire 2.1.12), résulte que le fondeur T+ oT-vyTH{'} (resp.
Fy o T-vyTH{') est exact sur R. - c(X). Les isomorphismes (i) et (ii)
sur D^_ç{X) en résultent, puisque pour tout F e 06(IR — c(X)), on a
T^T-^yTH(F) ^ TH(F)^ (resp. YyT-yyTH{F) ^ TH(Fy)^), vu le
lemme 2.1.11.

V
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Notations et définitions 2.1.14

On pose
T-vy Vbx = T-vy TH((Ex)

(et on l'identifie au faisceau H°(T—yy TH((Ex))' Soit maintenant 7 un sous-
faisceau de Vbx et supposons F acy clique sur les ouverts de X ; alors vyF
est concentré en degré 0 et on a une injection H0^^) ^ H°(yyVbx)'
On pose alors T-vy T = H0^^) H T-vy Vbx. Par exemple T = C°°, H^
(resp. T == Ax) vérifient la condition parce qu'ils sont mous (resp. en vertu
du théorème de Grauert).

Remarque 2.1.15

On a R^^T—vyVbx ^ (ryPôx)| vu le corollaire 2.1.13, alors que la
cohomologie de Rr^.vy'Dhx n'est pas triviale en général (RTy'Dbx n'est pas
concentré en degré 0 en général).

Soit v ç. TyX. Soit V l'ensemble des ouverts sous-analytiques Y de X
tels que v (JE Cy(X\V). On a (T-^yP&x) = lm^(y), (T-vy Ax)v =

VçV

lim riX.A^) (notation de (1.1.8)), mais (i^yVbx)v = lim Vbx(V).
Vç.V VçV

Remarque 2.1.16

Indiquons comment on peut construire plus simplement T-i^yTH(F) sans
utiliser la théorie des P-modules (cf. la première note de [An 1]).

Soit F € Ob(JR, - c(X)). Pour tout compact A c Sy(X) on pose :

T{F)(A) = ]m^{r{X,TH{Fu); U ouvert sous-analytique de X tel que

^~\A)nCy(X\U)=^},

et pour tout ouvert f2 de SyX on pose :

T(F)W = hm{r(F)(A) ; A c ̂  , A compact}.

On montre alors assez facilement, en utilisant la théorie du foncteur TH,
que le préfaisceau ainsi défini est en fait un faisceau mou sur SyX et qu'on a
r(A;T(F)) = T(F)(A) pour tout A compact c SyX. Alors T(F) s'identifie à
un sous-faisceau de î^H°i^TH(F) et on dit qu'une section u de H°i^TH{F)
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est tempérée si u\ o est une section de î T(F). Alors on pose ici par
TyX

définition T-vy TH(F) = le faisceau des sections tempérées de H°i^TH(F).

L'exactitude du fondeur ]R — c(X)° —> Fais.coni(ryX) obtenu résulte ici
de la formule du germe et le fondeur dérivé, fondeur de D^_^(X)° dans
D^^ÇTyX) , coïncide avec celui défini au début du chapitre vu les proposi-
tions 2.1.4 et 2.1.7.

2.2. - Microlocalisation tempérée des distributions

Soit X une variété analytique réelle, Y une sous-variété de X et T^X —n-^ Y
le fibre conormal.

DÉFINITION 2.2.1. — Soit F C ObD^_^(X). On pose

T-^ THx(F) - (T-vy THx(F)Y^
def \ /

où (^ désigne la transformation de Fourier D^(TyX) —> D^(T^rX). On
pose également

T-iiy Vbx -(T-i^y Vbx^ = T-^ THx^x) ,
def

et, pour tout sous-faisceau T de T>bx qui est acyclique sur tout ouvert,

T-^Y^-(T-^Y^.
def

On regardera aussi T—^yTHx^F) comme objet de D^^(T*X) porté par
T^rX. On écrira aussi T-p,yTH(F) au lieu de T-^yTHxÇF) s'il n'y a pas
risque de confusion.

On a une transformation de fondeurs :

(2.2.1) r-^yrff(.)^yr^(.),

assurée par la proposition 2.1.7, puisque, par définition de la microlocalisation
de Sato on a /ly(-) = (^rO)^

def
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PROPOSITION 2.2.2. — Soit F e Ob(]R - c(X)). AZors T-^yTH(F) est
concentré en degré 0 et on a

H° T-^y TH(F) -^ HQ^YTH{F}.

Démonstration

Soit U un ouvert de T^rX. Considérons d'abord la suite exacte longue de
cohomologie à support dans le polaire U° de U du faisceau T—vyTH(F) :
comme TyX et TyX\U0 sont des ouverts coniques de TyX, il résulte de la
proposition 2.1.9 qu'elle se réduit à la suite exacte

( 0 -^ Yu-(TyX, T-i^yTH(F)) -^ Y(TyX,T-vyTH{F)) -^
(2 2 2)

r(TyX\U° ; T-i^yTH(F)) -^ H^(TyX,T-^yTH{F)) -^ 0

Rappelons d'autre part que si l'on suppose de plus que U est un ouvert convexe
de T^X (i.e. convexe dans la fibre de TT ), on a RY{U\T-vyTH(F))^ ^
RYu^TyX\T-fyTH{F)). Soit alors p ç T^X et passons dans (2.2.2) à la
limite inductive sur l'ensemble E des voisinages ouverts convexes U de p; on
obtient la suite exacte :

0 —> H°(T-^y TH(F))p —> r(TyX; T-vy TH(F)) -a->

\m^r{TyX\U°^T-iyyTH(F)) —— H\T-^yTH(F))p —— 0,
E

et H3{T-^yTH(F))p == 0, Vj > 2. Pour voir que ^l(^--^y^Jf(F))p = 0
montrons que a est surjective.

1) Supposons d'abord p e Y = T^rY : alors pour tout U e S on a l'égalité
TyX\U° = TyX\Y au voisinage de p et la surjectivité de a résulte de (2.1.7).

0 ^

2) Soit p ç. TyX . Soit {p}00- l'antipodal du polaire de {p} et posons
A = ^({pp^y). A est un compact de SyX et les ensembles ^(TyX\U°),
U ç. E , forment une base de voisinages de A ; par conséquent

limr(rYX\[/°; T-vy TH(F)) = F(A; ̂  T-vy TH(F))
E

et la flèche a se factorise en a = fîff avec :

F(ryX; T-vy TH(F)) -^ r(ryX; T-yy TH(F)) -^ r(A; ̂  T-yy TH(F)).
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Mais /3 est surjective parce que ̂  T—yy TH(F) est mou (lemme 2.1.10) et la
surjectivité de /?' résulte du lemme 2.1.11,(ii). Ce qui achève de montrer que
T—[iy TH(F) est concentré en degré 0 .

Montrons que le morphisme canonique T—^y TH(F) —> {jbyTH^F) induit un
isomorphisme sur la cohomologie en degré 0. Soit p ç T^rX. Rappelons qu'on
a r^T-^yTH(F)-^T^TH(F) ̂  TH(F)\^. Alors H°(T-^yTH{F))p =
\m\Tu-{TyX,T-vyTH{F))^\m\Yu-(TyX,^yTH{F)) = H°^yTH(F))p.

E E

^

Si F est un faisceau ÏR-constructible on identifiera donc T—p,yTH(F) à
H°T-f.iyTH(F).

COROLLAIRE 2.2.3. — Le fondeur

T-^yTH(') : ]R-c(X)°—> Fais.coni(T^X)

est exact.

PROPOSITION 2.2.4. — Soit F e ObD^_^X) .

(i) T-f^yTH(F) est un objet de D^Tr^Vx) .

(ii) Soit p e T^X . On a

H^T-^yTH(F))p =\m^TH(H^F)z).Çp)

où Z parcourt F ensemble des fermés sous-analytiques de X tels que :

Cy(Z)^ c {v e (ryX),(p) ; (p,v) > 0} u {o}.

(iii) Soit K C T^X , K convexe compact tel que K H K0- = 0 . On a :
HJ{K; T-[iy TH(F)) = lim{^'J?r(JC; THÇFvnz)) ; V ouvert sous-analytique

v,z
de X tel que V H Y D 7r{K), Z fermé sous-analytique de X tel que K c
Int(Cy(Z)°)}.

(iv) R^ T-^y TH(F) = THx{Fy).
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(v) Soit i la codimension de Y dans X , alors

RFy T-^iy TH(F) ̂  THx(F) ̂  ory^{-(\,

et on a un triangle distingué

THx(F) 0 ory/xM —— THx(Fy) —— R ̂  T-^y TH(F) -^ .

Démonstration

(i) Est évident.

(ii) Pour tout j > 0 on peut écrire H3(p,yTH(F))p = \[mH^TH(F)^
z

où les Z sont comme dans (ii).

Supposons d'abord F e Ob(JR. - c(X)) alors vu la proposition 2.2.2 on a

(2.2.3) (T-^yTH(F))p=H°^yTH(F))p=\m^TH(Fz)^.

Soit maintenant F un complexe de D^IR-^X)), alors H^T-^y T H ( F ' ) ) p =
T-p,yTH(H3{F'})p vu le corollaire 2.2.3, et on applique la formule (2.2.3) à
H 3 ( F ' ) au lieu de F, d'où (ii).

(iii) En raisonnant comme dans la démonstration de la proposition 2.2.2,
on remarque d'abord que, pour F ç 06(IR - c(X)), RF(K, T-p,y TH(F)) est
concentré en degré 0, puis, que

F(^; T-^y TH(F)) = H°(K, ̂ yTH(F))
= \ii^{H°(V, TH(Fz)) ; V , Z comme dans la proposition 2.2.4 (iii)}

v,z

=]^H°(X^TH(Fvnz)Y
v,z

Pour F e ObD^_^(X) on obtient la formule annoncée en raisonnant comme
ci-dessus en (ii).

(iv) et (v) résultent des égalités RTT^ T-jiyTH(F) == RFyT-ï/yTHÇF) et
RryT-jyyTH(F) = RT(TyX,T-vyTH(F)) 0 or^x/y[-^], et du corollaire
2.1.13.

^
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Remarque 2.2.5

(i) On a RTy T-^y TH{F) -^ RYy^yTH{F).

(ii) En général, pour F e Ob(JR, - c(X)), T-^yTH(F) n'est pas acy-
clique sur les ouverts convexes de T^X (en effet ^(U.T-^yTHÇF)) =
H^o(TyX\T-i/yTH(F}) pour tout ouvert convexe U).

2.3. - Le foncteur T-^hom(' ,P6)

Soit X une variété analytique réelle, ^*X-7T->X le fibre cotangent ci et 92
les première et deuxième projections de X x X, A la diagonale de X x X .
On identifie T*X à T^{X x X) par la première projection de T*(X x X) =
T*X x T*X .

Rappelons que pour F e ObDb(X) et G ç ObD^(X) on pose
p,hom(F, G) = ̂ RHom(q^F, q[ G) (cf. [K-S 2,3]);

def

c'est un objet de D^(T*X).

Prenons maintenant G = P&x- Comme on a
q[Vbx = qT^bx <S> orx[dim X]

= RHom^i^Çq^Ax^bxxx) ̂  orx[dimX]

=V gi (g) P6^<Y,
X^——XxXPxxx

on a aussi

/^iom(F,P6x)=^ gi „ „ ^Pxxx ^RHomÇq^F.Vbxxx).x ̂ x x x

DÉFINITION 2.3.1. — 5W F e ObD^_^(X). On pose :

T-^hom(F,Vbx)=V__ <?i „ „ ^ T-^THxxxÇq^F).
X-<——XxX Pxxx

Ainsi T-p.homÇF^Vx) est un objet de P^^(7^~lPx) et, en considérant la
suite de morphismes

T-^TH{q^F) -^ ^TH(q^F) -^ ^RHomÇq^F^bxxx),
on voit qu'on a une transformation de fondeurs :

(2.3.1) r-/Afcom(- ,Pbx) —^ /i/iom(- ,P6x).
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PROPOSITION 2.3.2. — Soit F e ObD^_^(X). On a

(i) R^ T-iJihom{F, Vbx) ̂  THx{F),

(ii) jRTn T-^hom(F, Vbx) ̂  F* (g) Vbx .

On a donc un triangle distingué

F* (g) P6x —> THx(F) —> R^ T-^hom(F, Vbx) -̂  .

Démonstration

(i) Comme T—fjihom(F,Vbx) est conique, on a : R7r^T—fJ,hom(F,Vbx) ̂
T—^hom{F, Vbx)\ , c'est aussi

^^-XXX^^-^^^'^A-^^XXX.L71^^^2"1^^'

vu la proposition 2.2.4(iv). Comme q\ est finie sur supp^ç^I^A) on peut
appliquer le théorème damage directe de Kashiwara et le dernier terme
des égalités ci-dessus est canoniquement isomorphe à THx(R(ll*(q^lF^)) =
THx(F), d'où (i).

(ii) On sait qu'un objet de D^_^(X) est cohomologiquement constructible
au sens de Verdier [V], donc on a RTT\ iJ.hom(F,Vbx) ̂  F*^Vbx d'après [K-S
2] proposition 5.6.3.

Il suffit donc de démontrer que la transformation de foncteurs (2.3.1) induit
l'isomorphisme

(2.3.2) RK\ T-p,hom{F, Vbx) ̂  R^\ p,hom{F, Vbx)

Vu l'identification T*X ̂  T^(X x X) on peut écrire (d'après la proposition
2.2.4(v)) :

R^T-^hom(F,Vbx)=V q, ^ M\ T-^ THxxxÇq^F) =
A<—^x^î>xxx ' ^

v^ ql y ^ 0 (THxxxÇq^^^or^/xxxl-dimX]}.
y\.^———X XX 2/XxX v /
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Soit x ç. X et V une base de voisinages ouverts sous-analytiques relativement
compacts de x. Pour tout entier j on peut écrire :

Hj{V^^.LTHXXX(q2lF)\^
= lun fflRr(UxV;'D g, ^ THx^x^'F))

UVçV ^^^xxx

= Im^ H ^ K r ( X x X ; V g, ^ THx^x^F^xv))
UVç.V ——A X A Î : )xxx

= hm ffiRr(X;Rq^(-D » ® rffxxX^^v)))
[/yçV A ' ^ x ^ î - ' x x x

= lim ^OT(X; THx(Rqv.((q^F)u^v)))
U.VçV

= lim, fflRr(U^THx(Rqv.qï\Fv))),
uyçv

où on a utilisé la cohérence de P ci sur T>xxX et le théorème d'image
L̂ ^ y \ . X -<X

directe.

D'autre part on peut aussi écrire :

R7r\fJihom(F,Vbx)

= v y ^ ^ y ^ (R^om(q^lF,mxxx)^or^/xxx)[-àïmX}.
X<———AXA T>xxX

et on calcule de manière analogue

^(^J^ v ^ Rnom(q^F,mxxx)\\ X<——ÂxAPjç^x /(a;,a;)

== lim^ îIjRT(U;RHom{Rq^l{Fv))^bx)Y
u,vçv

Or on_a THx{Rqv.(qï\Fv))) = RHom(Rq^\Fv)),Vbx), puisque
Rqv.(q21{-^v)) est représenté par un complexe de faisceaux constants de rang
fini.

^

Soit X un espace vectoriel réel de dimension finie et 7 un cône convexe de
X . On note Xy l'espace X muni de la topologie d'espace vectoriel dont les
ouverts sont les ouverts de X invariants par 7, et ̂  l'application continue
^ : X -^ Xy (la "7-topologie" de [ K-S 2,3 ] ).
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PROPOSITION 2.3.3. — Soient X = IR71 , F ç. Ob(D^_^X)), p = (z;$) e
T*X. Alors pour tout j ç.7L on a :

H^T-^hom(F^bx))p==]^fflRr(U, THx^R^Fu))) ,
t/,A

OÀ la limite inductive est prise sur les (î7, A) tels que U est un voisinage ouvert
sous-analytique de x et A. est un cône convexe propre fermé sous-analytique
de M" tel que A C Int({$}00) U {0}.

On a désigné par Int(-) l'intérieur, i.e. Int^}0") = [v ç JK^ ; (v,^) < 0}.

Remarquons que l'expression précédente a un sens puisque (p^R^p^Fu €
Ob(D^_ç(X)), comme il résulte par exemple d'une formule de [ K-S 2,3 ] ,
rappelée en (2.3.3) ci-dessous, A étant sous-analytique.

Démonstration

La démonstration adapte celle de [K-S 3, Proposition 4.4.4]. On peut supposer
$ ^ 0 vu la proposition 2.3.2. En vertu de la proposition 2.2.4(ii) on peut
écrire, T> q^ étant cohérent sur PxxX;

X ^———X X J\.

ffl(T-^hom{F^bx))p

= hm H ^ R T ( X x ̂ ; P , ^^ THxxX^F^Uxv^z)} ,
£/,V,Z

où la limite inductive est prise sur les (U, V, Z) où U et V sont des voisinages
ouverts sous-analytiques de x dans X et Z est un fermé sous-analytique de
X xX tel que C^(Z)^) c Int({$, -$}°)U{0}, et on peut se restreindre à ne
considérer que des ensembles Z de la forme Z == ZA ={(x,y) € X x X ; y—x €

def
A} où A est un cône convexe propre fermé sous-analytique dans IR71, tel que
A C Int^}00) U {0} (comme ZA = ZA + A , les ZA vérifient la condition
ci-dessus sur Z et d'autre part ils forment une famille cofinale de tels Z).

On peut, de plus, prendre U et V relativement compacts. Alors remarquant
que q\ est propre sur s\lpp(q^lF(xxV)^ZA)^ on P61^ écrire, vu le théorème
d'image directe,

H^T-^homÇF^mx))?

= \m^H^Rr{X^Rq^(T> ^ ^ THx^q^F^v^)))
UV\ A X A T ' xxx

= IUH HJR^X-^HX^K.^F^V^)))-
u,v,\
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Remarquons que Rqv^q^F^uxV^z^ = ^({q^^v^çuxx^zj =
(^^((^^^v))^))^ = (^R^A^FV^U, où l'on a utilisé la formule de
[K-S 2, 3] suivante

(2.3.3) ^ïv.((q21Fv)z^ = ̂ A^A.^).

D'où H^(T-^hom(F,Vbx))p = lim, 7^r(X ; THx^^R^Fv^u))
c/,y,A

=hmJP.Rr([7; Tiîx^A^A^))).
[7,A

V

COROLLAIRE 2.3.4. — Soit F ç ObD^_^(X). On a :

supp( T-p,hom(F, Vbx)) C SS(F).

On a désigné par SS{F) le micro-support de F (cf. loc. cit.).

Démonstration

On peut supposer X = IR/1 . Soit p = (a;o ; $o) e r*X , p ^ SS(F).
On peut supposer $o 7e 0 vu la proposition 2.3.2. On peut trouver un
voisinage ouvert U de XQ et un voisinage conique convexe V de $o tels que
SS(F)C\(U x V) = 0 . Pour tout cône A convexe propre fermé sous-analytique
tel que Y00 C A C Int({$o}) U {0} on a SS(F) H (U x In^A00)) = 0 . Posons,
pour e > 0 , 0 = ïïç = {a; ; {x - xo^o) > -e}. On peut trouver un voisinage
ouvert sous-analytique W de x et e > 0 tels que X CC Î7 et W = ÏÏH (IV+A).
On a S'S'̂ n) D (l/ x In^A0")) = 0 comme il résulte de la proposition 4.3.2
de la loc.cit. Appliquant le théorème de propagation ([K-S 3, Proposition
5.2.1]) on obtient ((p^R^Fçî)^ ^ = 0 . Soit alors U' un ouvert convexe
U' C W + A; on peut écrire .Rr(t/'; ̂ R^Fw) = RT(U' -h A; Fw) =
RY(U' + A; Fonov+A)) = R^(U' + A; F^) = M^ -h A; R(pA^) =
0 = RTÇU', ^R^A^FQ) (on a utilisé [K-S 3, Proposition 3.5.3]). On a
donc ((p~^R(pA*Fw)\ — 0 . Il résulte alors de la formule du germe que
T-fihom(F,Vbx)p = 0 , d'où le corollaire.

Ç

COROLLAIRE 2.3.5. — Soit X =]Rn. Soient K un convexe fermé de W et
P = (^oî$o) € SS((KK)' Alors on a :

Jf°(r-/i/iom((CK,P6x))p =!lmr(î7; FK+A^X),
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où la limite inductive est prise sur les (U,A), U voisinage ouvert de XQ, A
cône convexe fermé tel que A c [r) ; (77, Ço} > 0} U {0} }.
Les autres groupes de cohomologie sont nuls.

Démonstration

(cf. [ K-S 2 ] corollaire 5.5.9)

On peut supposer ^o 7e 0. On a K c {x ; {x — xo^o) > 0}. On peut trouver
un cône convexe propre fermé sous-analytique Ai c Int^o}001) U {0} et un
voisinage ouvert sous-analytique U de XQ tels que K C\U = -R" n (î7 + Ai).
Alors (tp^R(pA^(KKnu)\^ = ^A^^AI *^K == Œ^+A^ d'où la conclusion par
la formule du germe et en posant A = A^ .

V

COROLLAIRE 2.3.6. — Soit Y une sous-variété fermée de X . Alors :

r-^om((Ey, Vbx) ̂  T-p,Y Vbx •

Démonstration

Remarquons que T—^y T>bx est concentré en degré 0 (proposition 2.2.2) et que
T—ilhom^y ^T>bx) est également concentré en degré 0; pour voir ce dernier
point on peut supposer X = JR^ et Y affine et alors cela résulte du corollaire
2.3.5. D'autre part on a un morphisme canonique T—^hom^Y^bx) —^
^/iom((Cy,P6^) ^ p'Y^bx (cf. (2.3.1)). Il induit un isomorphisme en degré
0 :

^°(r-^om((Ey,P6x)) -^ ̂ °(/iyPbx) ̂  ̂ °(T-^y2^x);

en effet, pour le vérifier dans le germe en p € T*X, on peut supposer Y affine
et appliquer le corollaire 2.3.5. De ce qui précède on déduit Pisomorphisme
canonique r-^/iom((Cy, Vbx) -^T-^y Vbx.

V
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2.4. Opérations

Soit / : Y —> X un morphisme de variétés analytiques réelles. On note
respectivement /'y, ry, /', py, Wf, les applications canoniques j ' y : TY —>
Y x TX, rf : Y x TX -^ TX, f = 77 o /y, pf = t fy : Y x T*X -. r*y,

X X X
Wf : Y x T*X —^ r*y. On omettra souvent l'indice dans les notations pf etx
Wf.

Soit M (resp. N) une sous-variété de X (resp. Y). On suppose f(N) c M.
Quand la confusion n'est pas possible on désigne également par /y, rf, //,
pf, Wf respectivement, les applications canoniques /y : T^Y — ^ N x TM X,

Mrf : NX TMX -^ TMX, f = rfo /y, pf = Vy : TV x TMX -^ rj^y,
M M

Wf :N x T^X -^ T^X. Soit X == Tj^X l'éclaté de X le long de M et notons
M

respectivement p x , S x , TM, J'x, Px les applications canoniques px '• X —> X,
Sx '• TMX c-^ X, TM = px°sx, jx '' ^x ^^ X, px = P x ° J , où ^ïx est l'ouvert
{t > 0} de X. On utilisera les notations analogues pour l'éclaté Y = T^Y
de Y le long de N. On désigne par /' l'application // : Y -> X et par /
sa restriction / : fîy —^ fî^. Rappelons qu'on a le diagramme commutatif
suivant, où tous les carrés sont cartésiens (cf. [ K-S 2, 3 ] )

SY ^ JY p'y
TNY ——^ Y ^—— !ÎY —PL^ Y

(2.4.1) /' ? 7 | /
4- 4 / 4 - 4-

TMX ———> X <——— fîx ——> X .
j x px

Remarquons qu'on a en général pour G € Ob D(X)

(2.4.2) f'-Wxg)^) ̂  (Py/-lG)n. .

En effet, on a f'^RjxiP'xG ^ Rjvif-WGW ^ RJY'PY^^GW ^
(PYf-'G)^.

Rappelons également les deux définitions suivantes :

1) / est dite "clean" relativement à M si /"^(M) est une sous-variété
et (fY)~l(f~l(M)xTM) = T(f-HM)); alors, si de plus f-^M) = N ,

M
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l'application Y -^ Y x X est une injection propre et si, de plus, Y ^ X estj\.
une immersion fermée, Y —> X est une immersion fermée.

2) / est dite transverse à M si TM + M x f(TY) = M x TX, et alors,

si de plus f-^M) = N , on a Y ^ Y x X.

2.4.1. Images directes

PROPOSITION 2.4.1. — Soit F ç ObD^_^(Y). On fait les hypothèses sui-
vantes; f est "clean" relativement à M, /"^(M) = N et f est propre sur
supp.F. Alors on a les isomorphismes canoniques :

(i) Rf[(px^y è T-VN TH(F)) -^ T-VM TH(Rf^F),
T>Y

(ii) Rw^p-l(px^Y ^ T-^ TH(F))-^T-^ TH(Rf^F) .
VY

On a commis l'abus de notation usuel qui consiste à omettre TN (resp. TT^,
TTN désignant l'application TTN : T^Y —^ N) devant Px<—y et Py dans
l'expression (i) (resp. (ii)).

Démonstration

Remarquons d'abord que les hypothèses impliquent que /' est propre sur
supp(pyFoy). On a en effet un diagramme commutatif :

où ^ : Y -^ y x X est propre et / est propre sur 5 = suppF; alors 92
~~ def

est propre sur q^{S), f = q^ o ̂  est propre sur ^q^ÇS) = py^S') =
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supp(py1^). Donc f est propre sur supp(py.Fhy) c supp^^F). On en tire
également :

(2.4.3) Rf^pyF)^) ̂  (p^AF)^;

en effet on a Rf^pyF^) = R^RJY^yF = RffRjyiPYF ^ Rjx\RÎ[pyF
= Rjx\Rf^PyF ^ Rjx\PxRf*F = (y^Rf^F)^ , (on a utilisé la propreté
de / sur supp(pyF)).

Montrons (i). On a

Rfifr^Vx^-Y ^ T-Î^NTH(F))
v ^v /

=Rf{(r^Vx^Y _(| (^y^y^y ^r^y(pyF^)))
\ ^ T^Y Y /

^s•^Rf[(pYl•Dx^Y ® V Y ^ TH^PYF^)}v p^Vy ' v^ Y )

^ s^Rf; (f-1^^ ^ ̂  V^Y ^ THyÇpYF^ ))v f'-^ ^ /

= ̂ ('Dx^X^f^X^Y^^PYF^)) ,
X Y

alors /' étant propre sur supp^yl^by), il résulte du théorème d'image directe
de Kashiwara, puis de (2.4.3) que le dernier terme des égalités précédentes

est isomorphe à s^^^x-x (^ TH^(Rj^pyF^)) ^ ^(V^^ èp-
TH^(p^Rf.F)^)) = T-I^MTHW^F).

Montrons (ii). On applique la transformation de Fourier à (i) en remarquant
que ïf est un changement de base et fy un morphisme de fibres ; on a donc

T-^THW^F)= (T-VMTHW^F))^

^— (Rf[{Vx^y ̂  T-I^NTH(F))^

^ Rw^Rf^Vx^Y ^y T-I^NTH(F))^

^ Rw^p~l{Vx^Y ^-DY T-I^NTH(F)}

= Rw\p-^(Vx^Y ^vy T-^TH(F)).

V
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THÉORÈME 2.4.2. — Soit f : Y —> X un morphisme de variétés analytiques
réelles et soit F ç. ObD^_ç(Y) tel que f soit propre sur suppl71. Alors :

(i) On a un morphisme canonique :

Rw^p~l(Vx^Y ^ T-fJLhom(F,VbY)} -^ T-p,hom{Rf^F,Vbx^
\ VY /

(ii) Si de plus f : Y —> X est lisse, le morphisme précédent est un
isomorphisme.

Montrons d'abord le :

LEMME 2.4.3. — Soit f : Y —>- X lisse, Z ' (resp. Z) une sous-variété de
X (respY) tels que f induise un isomorphisme Z/ -^ Z. Alors pour tout
G € ObD^_ç(X) on a un isomorphisme canonique :

P-^VX^Y è T-^zTHYU-'G^^-T-^THxÇG).
VY

Démonstration du lemme

L'application p : T^X —> T^Y étant ici une immersion, il revient au même
d'exhiber un isomorphisme canonique

VX^Y ̂  T-^z THÇf^G) — Rp. T-^z TH(G\

lequel résultera du sous-lemme suivant par transformation de Fourier.

SOUS-LEMME 2.4.4. — On a un isomorphisme canonique

Vx^Y è T-vz THYd^G) ̂ - /" T-yz THxÇG).
T>Y
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Démonstration du sous-lemme

Soit X (resp. Y) l'éclaté réel de X (resp. Y) le long de Z, et reprenons les
notations du diagramme (2.4.1), avec M = N = Z\ f étant ici lisse. Notons
i = dim Y — dim X. On peut écrire

f'\T-yzTHx{G)) ̂  f-1^1^^ J^TH^G^)) ̂ ory/x^]
x

^ s^f'-^V^^J^TH^G^)) ̂ ory/xW
X

(2.4.4) =^yl(/'-lP^^ f'TH^G^)),
r-^ )

où on a utilisé l'identification / ' ' • ( • ) ~ /'-l(•) ® ory/x^}-

Alors la proposition 1.1.3 montre que (2.4.4) s'envoie isomorphiquement dans

Sy1 (f-1^^ ̂  V^JiTH^f'-1^^)))

- 'X Y

^SY^PY'VX^Y ^ ^y^y^TIÎ^pyf-^G^)}
v PY^Y T>^ /

^VX^Y è T-vzTHy^G)
T>Y

où on a utilisé les formules

f^X^X^^ ^Y^PY^-Y ^ Vy^y
//-1D^ P^VY

et (2.4.2).
Ç

Démonstration du théorème 2.4.2

1) Supposons d'abord / : Y —> X lisse.

Notons /i = (/,Jdy) :YxY^XxY,f^= ( I d x ^ f ) : X xY -^ X xX, Ax
(resp. Ay) la diagonale de X x X (resp. Y x Y), Ay = {(/(?/), î/)} C X x Y le
graphe, qjx (resp. ̂ y, qj) la j-ième projection de X x X (resp. Y x Y, X x Y),
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j = 1,2. Remarquons que ̂  : Ay x T^(X x Y) -^ T^(X x Y) est un

isomorphisme et que, /2 étant lisse, l'application p^ : Ay x T^{X x X) -.

T^^X x Y) est un isomorphisme; notons wz = w^ et pi = p^. On a un
diagramme commutatif

T^(YxY) ^—— T^{XxY) -^ T^(XxX)

! . ! ° !
Ay <————— A/ —————. Ax

où le deuxième carré est cartésien. On a également un diagramme commutatif

T^(YxY) ^—— T^(XxY) -^ T^(XxX)

r*y ^-p— Yxrx v3 , T*X
J\.

dans lequel les flèches verticales, induites, par définition, respectivement par
les premières projections de T\Y x Y), T*(X x Y), T*(X x X). sont des
isomorphismes, et on identifie donc la première ligne à la deuxième.

On peut alors écrire

Rwïp-^Vx^Y ^vy /^-/^om(F,P6y))

= RW^ (VX^Y èp, ̂ yï^y^ ^ T-^ TH(q^F})
i ^—— ï xr UYXY /

^Rw^^f^f^V g^ ® /i-lp
v x——^^ A-1/,-1!?^- XXX^XXY

L L .
<s T> h ^ ^-^Av TJÎ^F))

f^Vxxv XxY^-YxY VY^Y Y ÏY ' )

=Rwy.(w^V^ k) V , ^ p^\T>
' x<——^^«^'•DA-XA- XxX^-XxY VXXY XxY^-YxY

^T-^TH(^F))).
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Remarquons que q^F = f^q^F et appliquons le lemme 2.4.3 à l'applica-
tion lisse /i, avec Z = Ay ^ Z ' = Ay, G = ç^F; l'expression précédente
est donc isomorphe à

Rw2\(w^V oix__ ^ p fa ^ T-^.THÇq^F)}
\ X<——^xX^-ip^ XxX^-XxY^xxr / v 2y ^

"^V^YY ^ ^2!^ ^ é T-p,.TH(q^F)).
X<——XxX-D^ \ XxX^-XxY'DXXY f 2Y ) )

Comme / est propre sur suppF, /a = (Idx,/) est propre sur supp^^F) et
on peut appliquer la proposition 2.4.1 (ii) ; alors l'expression précédente est
isomorphe à

PX^XxX.iT-^x^(^^lF)

" ̂ xxx JL T-^ ̂ ^xRf.F)

= T-^hom(Rf^F, Vbx).

Ce qui établit le théorème 2.4.2 dans le cas / lisse.

2) Supposons maintenant que / : Y ^-> X est une immersion fermée.

Notons /2 et /i respectivement les applications /2 = (Idy,/) : YxY c-^ YxX,
fi = (/Jdx) : Y x X —^ X x X, ^f le graphe A^ = Ax H (Y x X).

Posons p2 = F/a et n7! = ̂ /i • On a un diagramme commutatif

T^ (Y x Y) ^- T^ (Y x X) ^—. T^ {X x X)

r*y <—p-— YXT*X —v—^ T*X
x

dans lequel les flèches verticales, induites par les deuxièmes projections, sont
des isomorphismes (les applications p^, Wf^ sont des isomorphismes) ; on
identifie la première ligne à la seconde. Notons qjx, Çjy, Çj, respectivement,
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les j-ièmes projections de X x X, Y x Y, Y x X, (j = 1,2). On peut écrire

Rw^p~l(Vx^-Y <S> T-iihom(F,Vby))
T>Y

= Rwïp-1 (VX^-Y J) ^91^-, „ _ê r-^ TH{q^F)}
\ T/Y I •——J x' î'yxY /

=V q^ é> ^roi!^1 (Pxxx—yxy 1> T-^TH(q^F))
A<———AXA î?jçx^c v T^VxY /

^^x^-xyxj^ T-^TH^YSR^F)

—>'D y,y ê T-ij,^TH(<SxSRf^F)=T-(ihom(Rf^F,Vbx),
A<<———AXA T>XxX

où l'isomorphisme de la quatrième ligne est donné par la proposition 2.4.1
(Y x Y étant "clean" relativement à A^c), et où la flèche de la dernière ligne
est induite par la flèche (Fx —> ŒY.

3) Dans le cas général on obtient le morphisme (i) en décomposant
/ : Y —^ X en immersion puis submersion par le graphe et en composant les
morphismes obtenus en 1) et 2) ci-dessus. Mais ce n'est pas un isomorphisme
en général (faire par exemple F == (Cy dans le cas 2)) - sauf sur la section
nulle de T*X où le morphisme coïncide avec Pisomorphisme d'image directe
de Kashiwara.

V

2.4.2. Produit externe

PROPOSITION 2.4.4. — Soient X (resp. Y) une variété analytique réelle,
M (resp. N) une sous-variété de X (resp. Y), F e ObD^_^X), G e
ObD^_ç(Y). On a un morphisme canonique dans .D^^Tr^P^xy) :

r-/XM TH(F) El T-^ TH(G) -^ T-^xN TH{F El G).

Dans le terme de gauche la notation B désigne le produit tensoriel externe
d'un objet de D^^r^Vx) par un objet de ̂ (r"1^) et se définit comme
dans le paragraphe 0.2 pour les P-Modules.
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Démonstration

II revient au même d'exhiber le morphisme dans D^^r^VxxY)

69

(2.4.5) T-VMTH{F) 13 T-^NTH(G)—>T-I^MXNTH{FSG).

Soient p : X x Y - ^ X x Y l'éclatement de X x Y le long de M x N , ^îxxY
l'ouvert {t > 0} de X x Y et j,p,p,5 les applications j : Q.XXY —> X^Y,
p = p o j , s : TMXN^X x Y) —> X x Y. Les notations associées à l'éclatement
Px : X -^ X (resp. py : Y —^ Y) le long de M (resp. N) seront celles
du début du paragraphe (sauf qu'on ne se donne pas ici de flèche de Y
dans X). Soient j ' l'immersion ouverte j ' = (jx^jv) '' ^x x ^y —> X x Y,
P ' == (px,Pr) : X xY —^ X x Y, p ' = p ' oj1, i (resp. T) l'immersion fermée
L : X x Y -^ X x Y (resp. T : ^îxxY -> ^x x ^y) et 5' = L o s. On a un
diagramme commutatif :

TMXXTNY- >X xY - Q.x x ^y

X x y

ÎMXN(^ x Y)

On a :

>X xY <- ^XxY-

r-ï/M r^(i7) [3 r-^7v TH{G)

-^(^xJL^x^PxF)) |l ̂ ^y^r^Oy.py^))
X Y

-^ s/"1 (^xxy^xxy ̂ , THx^?• PxF ̂  JYÏ pyG))
XxY

= s'~l (^xxy-xxy ̂ ^^xxy^P"^ I3 G)))
xxr

^ s/-l (^xy^xyjL^yOW'^ E] G)))
xxy

(2.4.6) -^ ̂ -'(^xy^xxy^^xxy^J'P'^^G)))-
xxy
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où la première flèche résulte de la proposition 1.1.4 et la deuxième de la
transformation de foncteurs Z»p ' —^p ' ' .

D'autre part on a

T-^ TH(F S G) ̂  s-1 (V^^y J^ TH^j.p'iF S G)))
XxY

^ (^^.r^xy ,,i , ̂ y^^™^'^ B G)))
XxY

^ ̂ ^x^x.y^^x^J^ s G))).
XxY

par le théorème d'image directe de Kashiwara, et la dernière ligne des égalités
précédentes n'est autre que (2.4.6), d'où le morphisme (2.4.5).

^

PROPOSITION 2.4.5. — Soient X et Y deux variétés analytiques réelles,
F ç. ObD^_ç(X), G € ObD^_^(Y). On a un morphisme canonique dans
^oni^-^xxy) ;

T-^hom(F,Vbx) t3 T-p,hom(G^by) —> T-p,hom(F El G.Vbxxv)'

Démonstration

Notons qj la ^-ième projection de (X x Y) x (X x Y) sur X x Y, j == 1,2. On
peut écrire :

T-^homÇF^Vbx) E T-p,hom(G^P6y)

== (^^XxXpi72-^^^^) f

^Y^Y^-^™^^)

-^xy^xxyxXxy^L. {T-^TH^F) B T-^TH(q^G))

- ̂ xy^xxyxxxy pĵ  T-^- ̂ ^F s ̂

= T-p,hom(F El G, Vbxxv) ;

on a utilisé la proposition 2.4.6 et l'égalité q^F 13 q^G = q^ÇF [3 G').
V
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2.4.3. Un lemme technique

On n'envisagera pas dans ce chapitre de morphisme d'image inverse pour la
microlocalisation des distributions (cf. cependant [An 1] dans le cas d'une
immersion) mais on le fera dans la catégorie holomorphe au chapitre 3 où la
construction utilisera le lemme suivant.

LEMME 2.4.6. — Soient f : Y —>• X un morphisme de variétés analytiques
réelles, Z c X, Z ' c Y des sous-variétés fermées et g : X —f Z une rétraction
analytique lisse. On suppose que f induit un isomorphisme analytique Z/ ̂  Z
(et on identifie Z à Z'). Soit F ç ObD^_^(X). Alors on a un morphisme
canonique

Rp^Vz^x ^ T-^zTHx(F))
v T>x /

VZ^Y è T-^z THyÇf-F) (g) ory/x [dim Y - dim X].
T>Y

Démonstration

On construit le morphisme dans les cas / immersion et / submersion, d'où le
morphisme en général en décomposant par le graphe.

1) Supposons d'abord que / : Y ^ X est une immersion. Alors
p : T^X -->• T^Y est lisse à fibre contractile, en particulier :

p(.)' ̂  p(.)-1 <^ or^x/r^y[dimr^X - dïmT^Y]

= p(')~1 0 ory/^[-(dim Y - dimX)],

Rp\ p- = Id, (et on a f'F = RYyF\^).

On peut alors écrire, en utilisant le morphisme canonique RTyF —> F :

RP\(PZ^X ̂ Px T-^zTHx(F)) — RP\{VZ^-X è^ T-^zTHx{RTyF))

^ Rp,ÇVz^x ̂ x P^iPx^Y èpx T-^zTHY{RTyF\^)\

^ Vz^x ^T>x ^X^-Y ^VY T-f^z THy^F) (g) ory/x[dïmY - dimX]

= Vz^x ^VY T-^z THy{f-F) (g) ory/x[dïmY - dimX],

où le premier isomorphisme résulte de la proposition 2.4.1.
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2) Supposons maintenant f : Y —^ X lisse. On a f'F c^ y"1!71 (g)
ory/^[dimy — dimX] et p : TfrX <—^ T^Y est une immersion fermée.

Appliquant le lemme 2.4.3 (avec G = -F), on peut écrire

Rp^ (Vz^-x ^Px T-/^ THx(F))

-^ ̂  (vz^-x èpx ^(^x-v ̂  r-^ riw1^)))

^ Rp^-^Vz^Y ^y T-^THYÇr'F)).

Le sous-lemme ci-dessous implique que cette dernière expression n'est autre
que

Pz^-y ^>VY T-fj,z THy^^F) (g) ory/^[dimy - dimX].

^

SOUS-LEMME 2.4.7. — Sous les hypothèses du lemme 2.4.6 où l'on suppose de
plus f : Y —)• X lisse, on a

supp(Px<-y ^ T-^THYÇf-'F)) c T^X.
\ T>Y /

Démonstration

L'assertion étant locale, on peut supposer Y == 1R^ x IFÇ x IR^ avec X : y = 0,
Z : x = y = 0.

Soit p == (z ; $, 77) G T^Y tel que p ^ T^X, i.e. 77 7^ 0 ; il faut montrer que pour

tout j on a H^VX^-Y ^-Dy ^-^z/^^ry(/~l^)) = 0. On a, en utilisant
la formule du germe (proposition 2.2.4), puis le théorème d'image directe de
Kashiwara :

W (Vx^Y ̂  T-^z THYU-'F))

=\m^H^Rr(Y^ Vx^Y èpr ^iîy(rl(^)£/n/y))
t/,7

=liin^^r(x; THx(RMf~\F)u^))),
[7,7
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où la limite inductive est prise sur l'ensemble des (U^) où U parcourt
une base d'ouverts sous-analytiques relativement compacts de Y contenant
z et 7 parcourt l'ensemble des sous-analytiques fermés de Y = IR^ tels que
($,77,0)eInt(Cy(7)°).

Il suffit alors de remarquer qu'on peut choisir 7 tel que 7^/-l(a;, z) contienne
une demi-droite, et alors Rf\(f~l(F)ur\'y)(x z) = 0.

V

Remarque 2.4.8

Dans la situation du lemme 2.4.6 on a en fait montré que si l'on impose de
plus à / : Y —> X d'être lisse, le morphisme du lemme est un isomorphisme.
Supposons maintenant que / : Y c—^ X est une immersion fermée et soit U
un ouvert de T*X qui est non caractéristique pour F au sens de [K-S 2, 3] ;
on sait alors que le morphisme RryF —^ F est, microlocalement sur Î7, un
isomorphisme (i.e. SS{BTyF —> F) H U = 0, cf. loc. cit) et on peut montrer
sous cette hypothèse que le morphisme du lemme 2.4.6 est un isomorphisme
sur U (cf. [An l], thèse).



s



3. - MICROLOCALISATION A CROISSANCE DES FONCTIONS
HOLOMORPHES

3.1. Objets

Soit X une variété analytique complexe, T*X -71-̂  X son fibre cotangent. Dans
la suite on écrira souvent Ox, T^x, etc. au lieu de TT^OX, TT^VX quand il
n'y aura pas risque de confusion.

DÉFINITION 3.1.1. — Soit M une sous-variété analytique (réelle) de X]R et
soit F e ObD^_^X^). On pose :

T-VM RHx(F) = DR^T-VM THx^(F))
( = RHom^(O^T-i.MTHx^F))) ,

T-^RHx{F) = {T-VMRHX{F)^ ( = DR^(T-^THx^(F))) ,

T-^ Ox = T-^M RHxW ( = DR^{T-^ Vbx^)) ,

T-^hom(F^Ox) = DR^(T-nhom(F^bx^}),

et pour tout Ox-module localement libre C on pose :

T-^hom(F, C) = T-iJihom{F, Ox)^C.
Ox

Alors T-p.j^RHx(F) et T-p,hom(F,Ox) sont des objets de D^{T"X^)
et de D^TT-^x) et T-^ RHx{F) est concentré sur T^X. (On omettra
éventuellement X dans la notation T—p,^ RHxÇF).)

On a une transformation de fondeurs sur D^_^(X), résultant de (2.3.1) :

r-^om(.,0x) —^^hom(',0x).



76 E. ANDRONIKOF

PROPOSITION 3.1.2. — (i) Soit p C T^rX, x = 7r(p). Pour tout j on a :
JP(r-/iM RH{F))p = \w,H^RHx(Fz). ,

z
où Z parcourt la famille des fermés sous-analytiques de X]R tels que C^f(Z)j; c
{vç(TMX^;(v,p}>0}U{0},

(ii) R^ r-^M RH(F) ̂  RHx(FM) [ ̂  ,

e^, notant £ = dimiR. M — dimiR, X, on a

(iii) RTMT-^RH(F) ̂  RHx(F) <g) orM/xW\^ , d'où un triangle dis-
tingué :

(3.1.1) RHx(F)^orM/xW\^^RHx(FM)\^-R^T-^RH(F)^'

Démonstration

(i) Notons n = dim^X. Soit F* un complexe de IR — c(X) quasi-
isomorphe à F. On peut trouver un complexe f^— localement libre sur n-^-
et tel que î^- ^ ^•^[—n]. On peut donc écrire

^ qis

T-^RH(F)=^^T-^TH(F)[-n} ̂  s(Q^^_T-^TH(F9))^

où 5( ) désigne le complexe simple associé au complexe double, d'où, notant
Z la famille des fermés sous-analytiques Z vérifiant la condition du (i)

ffl(T-^RH(F))p= hm r(u^ffl(s(^^T-^TH(F9)))}
U ouvert \ ' v^ /

U3p

= ffl (s(^ ̂ T-^ TH(F')p})

=H^s{0^^ (S \m,TH(F^))
' ^x,* zez

=limJî-''fs(fi-®Tff(^)))
zez v 'Dx 7:E

= lû  ̂  (i"!̂  à) rif(Fz)[-n]))
Z6Z '̂ x- /s

= lm^ fflRHiF^,
zez

où on a utilisé la proposition 2.2.4.
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(ii) Résulte de la proposition 2.2.4 (iv), fl,-^- étant 2>^--cohérent.

(m) On a RÏM T-^ RH(F) = R^MR'Hom^O^T-^ PH{F)) =
RHomT^(0^,RTMT-p,MTH(F)), et (iii) résulte de la proposition 2.2.4
(iv).

Ç

Dans certaines applications (cf. paragraphe 6.3.2) il peut être utile de disposer
de la formule pour les sections de T—VM RH.x{'} que voici. Soit V c T^X un
ouvert conique et K C Y, K ensemble conique engendré (comme ensemble
conique) par un compact, alors :

F HJRT{K'^T-VM RHx(F)) = lim{Jf^r(X; RHx(Fu));
{ U C X ouvert sous-analytique tel que CM^X \ U) H K = {0}}.

La démonstration est analogue à celle du (i) précédent.

On peut aussi calculer T—II^ Ox à partir des fonctions analytiques réelles :

PROPOSITION 3.1.3. — La flèche naturelle

DR^ÇT-^M Ax^) —^ DR^(T-^ Vbx^ = T-^ Ox

est un isomorphisme.

Démonstration

II revient au même de montrer que la flèche

DR^ÇT-^MAx^) —^ DR^T-VM^bx^)

est un isomorphisme, donc il suffit, en utilisant la formule des germes (cf.
remarque 2.1.15), de montrer que pour tout ouvert analytique U C X on a :

(3.1.3) RHxW = DR^A^Y

Or on a une suite exacte :

0 -^ TouÇVbxJAx^) - WbxJAx^) - THx^W/A^ - 0,

comme il résulte de la propriété de Lojasiewicz (U étant ouvert sous-analy-
tique), et pour montrer DR-^ÇTHx^^u'f/A1^'^) = 0 il suffit de montrer que
pour tout fermé sous-analytique Z de XIR on a DR-^Ç'Tzf^bx^/Axm)) = 0.

La proposition résulte alors plus généralement du
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LEMME 3.1.3 bis. — Soient M une variété analytique réelle et M. un T>-module
elliptique sur M, Z C M un fermé. Alors

RHom^(M^z(VbM/AM)) = 0.

(L'hypothèse signifiant que M. est un Pjc-module tel que Co.rMnT^X C {0},
où X == M^ est un complexifié de M et Car M. est la variété caractéristique
de M.)

Démonstration

En considérant une résolution locale

0 ̂ - M ^- OVx/^xPj <- ̂  <- 0

avec M un P-module elliptique sur M et les Pj des opérateurs elliptiques
en nombre fini, on voit, par récurrence, qu'on peut supposer M. de la forme
M = Vx/^x? avec P un opérateur elliptique, et alors le lemme résulte
trivialement de la résolubilité locale et de la régularité elliptique de P.

V

PROPOSITION 3.1.4. — Soient F G ObD^_ç(X^) et A == Ax la diagonale de
X x X. On a les propriétés suivantes.

(i) T-p,hom(F,Ox)^V ci Ô T-^RH^F^dm^X].
A<———AXA T>xxX

(ii)
RTT^ T-fJ,hom(F, Ox ) ̂  RHx (F) , R^ T-p,hom{F, Ox ) ̂  F" 0 Ox ,
e< OTZ a ctonc îAn triangle distingué

F^Ox-^ RHx(F) -. ̂  T-^hom(F, Ox) -±1^,

(o7z rappelle que F* = RHom(F,(Kx))'

(iii) supp(r-̂ /iom(F, Ox)) C ̂ (F).

(iv) Si M est une sous-variété analytique réelle de Xj^, on a

r-/̂ om((CM, Ox) ̂  T-^M Ox'
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(v) Soient X = d^ e( p = (z; ̂ ) e r*X. Ponr (o^ j ç.7L on a :

H^T-^hom(F^Ox))p =Hm H^RF^RHx^R^Fu)),
[7,A

où ^a ^m^e inductive est prise sur l'ensemble des (U,A) tels que U est un
voisinage ouvert sous-analytique de x et A est un cône convexe propre fermé
sous-analytique de X]R, = IR271 tel que

ÀC^eIR 2 ' 1 ; {v,ç} <0}U{0}.

Soit Y un ensemble produit de la forme Y = X\ x • ' • x X^. Pour tout k-
uple ( î i , . . . , î f c ) avec 1 < ii < • " < ik < £ on désignera par Çii^...^ : Y —>
X^ x ' ' ' x X^, la projection.

Démonstration

(i) Soit n == dirnœ X. On a

T-fjthomÇF.Ox)

= ̂ -^ (̂ -̂x.̂  ..i, r-^ Tff^^)) [-"]

= ̂ ^^^^^{^ ̂  ̂  TH^F) [-n]

L L
^ P îi <Xi 25 013 _ _| Si

X<——XxX -Dxxx XxX^——XxXxXxX \ XKXXIR rx^XK

r-^rj?^-^)^]
= ̂ ^xxx^ (^^xX^^ATff^-^)) [-ni

-^^XxX.i2"^^^1^^-

Les points (ii), (iii), (iv), (v) résultent des proposition 2.3.2, corollaire 2.3.4,
corollaire 2.3.6 et proposition 2.3.3 respectivement.

^

Remarque 3.1.5

Soit n c T*X un sous-ensemble et soit D^_^X;fl) la catégorie localisée de
^îk-cW P^ le système multiplicatif des flèches dont le micro-support ne
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rencontre pas Û (voir l'appendice en fin d'article pour une discussion de cette
catégorie).

On peut regarder T—p,hom(',0x) comme un fondeur D^_^X)° —r jD^n),
par restriction du but, et vu le (iii) de la proposition 3.1.4, cela définit, par
localisation, un foncteur

T-^hom(^Ox) : D^(X^)° —> ^(H),

(qu'on notera encore de la même manière).

3.2. Spécialisation tempérée le long d'une sous-variété complexe

3.2.1 Soit Y une sous-variété complexe de X. Il est alors naturel, et souvent
utile (cf. les paragraphes 3.2.2 et 4.2), de disposer d'une formule qui calcule
T—î/yRHxÇF) à l'aide de la déformation au fibre normal complexe à la
MacPherson-Verdier (cf. [F], cf. aussi [V]).

On pose par définition TfrX = Specan[ ^ft 7^> ), où Iy est l'idéal de définition
kç7L

de Y dans X et où I^r = Oy pour k < 0.
def

Notons p l'application canonique p : TfrX —> X et z la coordonnée canonique
z : TfrX —>• (C. On a un diagramme commutatif (de variétés réelles) :

XIR < p (r^X)iR ——z—— (D

(3.2.1)

X]R ^—————— Ty^XiR ——————> IR

par lequel on identifie la déformation au fibre normal réel, Ty^XiR, à ^^(IR).

Dans la proposition suivante on désigne par X la variété complexe X = Tf-X,
par fî le sous-ensemble sous-analytique localement fermé de (X)y^ défini par
f2 = ^^(IRx)) (dans Ty^XjR, f2 est l'ouvert {t > 0}) et par s l'immersion
s : TyX ̂  f^X.



MICROLOCALISATION À CROISSANCE DES FONCTIONS HOLOMORPHES 81

PROPOSITION 3.2.1. — Pour F ç ObD^_^(X^) on a

(3.2.2) T-vyRHx(F) ̂  s-1^^^^ RH^p-1?)^)).

Démonstration

Remarquons d'abord que

(3.2.3) T-vy^ THx^(F) ̂  s-1 (v^^ ̂  ® TH^^F^)) [-1].
WlR

En effet, si on note t l'immersion fermée i : ̂ ^(IR,) ^-» (-Y)]R , on a

T-^Y^THx^(F)

^-l (^^-KM) J^ T^-K-R)((P-1^) \^) [-1]

^^x^x)^^ V^__^ ^ TH^^F^ ))[-1}
(X)]R z (IR)

- ̂ x^x)^ TH^R^Çp-^})) [-1]
W]R

= s-1 (^^(X). ̂  ̂  ^(X).^1^)) [-1] '
(^)lR

où on a utilisé le théorème damage directe de Kashiwara et le fait que

(P'^x^w-0-
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Soit n la dimension complexe de X. Vu (3.2.3) on peut écrire

T-̂  RHx(F) ̂ ^^\ _JQ T-i/y, TH^(F) [-n]
•^IR

=^l(2?x^x^|^^^^),^» TJT^(p-^)) [-n-i]
(-̂ IR.

=s~l(v^^^ ̂ ^\ ^ TH^(p-^)) l-n-1}
xxx 1 Wm. (x)^

^(^xj^^ ^ "WP-^)) [-"-!]
X (^)lR (X)IR

L , L
=± s-1 (^xy^J^TH^p-^) [-n - 1]

x X

=s-l(î)x^^fiffx(P-l^))>
X

puisque la dimension complexe de X est n + 1.
^

On aurait démontré d'une manière analogue la formule "sans conditions de
croissance" suivante

(3.2.2)bis vyRHom{F,Ox^ ̂  s-1 (v^^ ^R^om^p^F^.O^Y
3c

3.2.2. On donne maintenant un analogue microlocal de la formule (1.2.6) (qui
sera utilisé dans le paragraphe 3.4).

Soit M une variété analytique réelle et N c M une sous-variété fermée. Soit
Y ^ X une complexification de N ^ M et notons i : M ̂  X l'inclusion
de M dans son complexifié et p = p^ w = w, les applications définies par le
diagramme T^M ̂ - N x T^X ̂  T^X.

)\.

PROPOSITION 3.2.2. — Soit F ç ObD^(M). On a :

(i) T-VN TÎÎM (F) ̂  T-vy RHx (i^F) (g) or M [dm M].

(ii) T-^THM(F) ̂  Rp.w-^T-^yRHx^F^^oTM^mMY

Dans (i) on a considéré l'injection T^M c TyX : le terme de droite de (i) est
bien à support dans Cy(M) = TjyM.
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Démonstration

(i) Soit p : T^M —> M l'éclatement réel de M le long de N , t € IR
la coordonnée canonique, s : TpfM ̂  T^M, Q, l'ouvert {t > 0} de f^M,
j : îî ̂  TpfM, p = p \ . Soit p' : f^X -^ X l'éclatement complexe de X le
long de Y (cf. § 3.2.1), ^ G (C la coordonnée canonique, s ' : TyX ̂  T^X,
n' == ̂ (iRxO, y : ̂  -> T^X, p 1 = p'i^.
Alors T^X est un voisinage complexe de T^M; on note T : f^M ̂  Î^X
l'inclusion et i : fî c—> fî' l'injection induite par F.

Posons M = TpfM, X = TfrX. On a un diagramme commutatif :

TNM

TyX

dans lequel les grands carrés sont cartésiens et on a également M = M x X,
f2 = M x îY.

x

Soit n == dim M.

En se plaçant dans un ouvert U de coordonnées locales x = (rr', x " ) de M on
peut supposer M = U C M^, N = {a;7 = 0}, X c (E^ et X voisinage ouvert
de M dans (C71 muni de la coordonnée holomorphe ^ = x + ̂ /^y = (^'^'O,
Y = U' = 0} ; p' est l'application (z,^") e TyX ̂  «^//) e X, et on a
TY^X^ = {Im2; = 0}, TNM = {îmz = 0,^ = Q,y" - 0}.

Remarquons que p'^ÇM) n Ty^X]R D T^M et que cette inclusion est
une égalité au dessus de t ^ 0 (mais pf~l{M) H îy^X^. H {< = 0} =
T^M + V^ÎÎNM). En particulier (P'"1^^)^^ = 0.

Montrons d'abord

(3.2.5) ï.RWF^Çp'-n^F)^
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on a en effet

^Rjf-^F = ^Rjïp-n-^F c± ^Rj^p-n^F ^ ï^Rj^-1^ ^
^-l((py-l^)^),

et (3.2.5) résulte de ce que (p'"1^)^ est concentré sur M vu la remarque
précédente.

D'autre part, or^ étant trivial, on a (en omettant les p~1) or- =

^M/M ̂  or^ ^ ^M et ^^X\M = V^ ^ or-^ = V^ , et on
peut écrire, en utilisant (1.2.4) :

T-^ THM(F) ̂  s-1 (D^ ̂  TH^Rj.p-1?)) [-1]
M

^ s-1 (V^M ^RHx^R3<P~lF))\M ̂  ̂ [n + 1]) [-1]
M

= s/-l (^x^-x^^^x^^'P"^)) ̂  or^ M
X

^ ̂ (^^J^RH^W-^F^^orM [n]
J^

= r-i/y RHx(^F) (g) orM [n], vu (3.2.2).

(ii) Posons E == T^M, E/ = N x T y X , E" = TyX et désignons
respectivement par ( )A2<;, ( )A^ / , ( )A^/ les transformations de Fourier-
Sato respectives sur ces fibres.

Soit i' : E c-^ E1, j : E ' c—^ E" les applications canoniques déduites de
i : M ̂  X, et posons T = T-vy RHx(i^F) <S> or M [n]. Vu (i) on peut écrire
T-^THM{F) = (î'-^-W^ ^ ^(^^(r1^)^7) ^ Jîp^-1^^)
puisque j est un changement de base, i' un morphisme de fibre et F est à
support dans E (puisque T-vy RHx(i^F) est à support dans Cy(supp^F) c
Cy(M)=Î^M).

V

Les formules "sans conditions de croissance55 s'obtiennent de manière ana-
logue, par exemple on a

(3.2.5)bis VNRHom(F,BM) ̂  vyRHom^F, Ox) <S> orM[dimM}.
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Remarque 3.2.3

Soit -F € ObD^_ç(M). On a un morphisme canonique

(3.2.6) T-^hom(F, P^) —> Rp^~1 T-p,hom(^F, Ox) ̂  or M [dim M]

où p et w désignent les applications T*M ^p— M x T*X ̂  T*X.
x

En effet, posant n = dim M, on a

r-^iom(F,P6M)^^^^^^ T-^AM THMXM^M S i^F)

= R^ (^MÎIM- ̂  ^ ^ w~l ̂ ^x ^xxx (ŒM E i.F) ̂  orMxM [2n])\ M<——MxM T>MXM /

=Rp^-l(v q^ (g) T-^RHxxx(Q!MSi.F)^q^orMftn])
\ A-<———AXA T>XxX /

—^Rp^-^Vn^ (g) T-^RHxxx(^xSi.F)^q^orM[2n})
\ A<——AxA Dxxx /

== Rp^w-^T-^hom^F, Ox)) ̂  or M [n],

où on a utilisé la proposition 3.2.2 et la flèche canonique (Cjc —^ ŒM-

La restriction du morphisme (3.2.6) à la section nulle est Pisomorphisme
(1.2.4). Mais (3.2.6) n'est pas un isomorphisme en général. Autrement dit il
ne semble pas que l'on puisse retrouver facilement le foncteur T-p,hom{',Vb)
à partir de T—p,hom{', 0).

3.3. Opérations

Soit / : Y —> X un morphisme de variétés complexes. On note p et w les
applications canoniques associées T*Y ^—Y x T * X -^->T*X. Soit N fresp

x v

M) une sous-variété analytique réelle de Y (resp. X) telle que f(N) c M;
on notera également p et w les applications T^Y ^-p— N x T^X -^ T^X s'il
n'y a pas risque de confusion.
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3.3.1. Images directes

E. ANDRONIKOF

PROPOSITION 3.3.1. — On suppose que f est "clean" par rapport à M et que
f~1 (M) = N . Soit F çOb D^(Y^) tel que f est propre sur supp F. Alors :

Rw^p-1 (Vx^Y ̂  T-^RHy(F)) [dim<c Y] ̂  T-^RHxW^F) [dmi(c X].

Démonstration

On a

Rwïp-^Vx^Y ^ T-^RHY(F)}[dim(cY]

= Rw,p-1 (V^Y ̂  (^Y^_T-^N THy^F)))

^^P-'^X^Y^VY^Y^^ T-^THy^F))

-^x^xxx^ ^^(px^Y^y ^ T-^THy^F))
^xxx^ ' rIR ^riR /

=v^-x^R^P~l(Dx^Y^ è T-^THy^(F)\
^X v ^Y^ /

^ ̂ P^JL^M THx^Rf.F)
^x

= T-^ RHx(Rf.F) [dim<c X] ;

on a utilisé la proposition 2.4.1 (ii).
V

THÉORÈME 3.3.2. — Soit F e ObD^{Y^). On suppose f : Y -. X propre
sur supp F. Alors on a un morphisme canonique :

Rw^ÇVx^Y è T-p,hom(F,Oy)}[dim(cY] —>

T-p,hom(Rf^ Ox)[dim<c X].

Si de plus f est lisse, ce morphisme est un isomorphisme.
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Démonstration

On a :

Rw\p~1 (Vx^-Y ^ T-p,hom(F,Oy)\[à\m(EY}

= Rwïp-^Vx^Y^ (^pt^T è r-^om(F,P6yJ))

=Rw^p~l(Vx^Y ^ ^Y^-YxY^ ^ T-^hom(F,mY^)}
\ T>Y ' -IR- I^Y^ /

=vx^xxx^ ^P^^XX^YXY^ ^ T-^hom(F,Vby^))
^xx^ v ^^YTR /

-^pt^-x ^ ^P^^X^Y^ ^ r-/^om(F,P6yj)
T^ v ^̂ IR /

—— ̂ pt^ ^T-^hom(Rf^Vbx^)
'X

= T-^hom(Rf^F, Ox) [dim<c X] ,

où le morphisme est assuré par le théorème 2.4.2 ; le même théorème montre
que c'est un isomorphisme si / est lisse.

^

3.3.2. Images inverses

PROPOSITION 3.3.3. — Soit S c Y, Z c X des sous-variétés complexes de Y
et X respectivement. On suppose f :Y —^ X transverse à Z et S = /-l(^).
Soit F ç. ObD^_^{X^). On a un morphisme canonique

Vy^x ^ w^T-^RHxÇF)—^-/^^y(/-lF).
J ' ^ X
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Démonstration

E. ANDRONIKOF

On a TgY ^ S x T^X et il revient au même de construire un morphismez
canonique

^Y-.X ^ f~1 T-^z RHx(F) —— T-vs RHyÇf^F).
f~ 'DX

Utilisant les notations du paragraphe 3.2, désignons par X = T^X^X la
déformation au fibre normal complexe de X le long de Z, f2x l'ensemble sous-
analytique localement fermé flx = ̂ (RX)), Sx : TzX ̂  X l'immersion
canonique, et les notations analogues en Y. Notons /' : Y —^ X l'application
associée à /. Vu la proposition 3.2.2 on peut écrire

^Y^X è f^T-î^zRHxÇF)
f-^x

= Vy^X ̂  //-1^1 ̂ X^X^X^xF)^))

^^(^Py^^^/'-1^^^^^^1^^

- ̂ (^Y^Y-.X^ f-^^p^F)^))
Y x

- ̂ (^yj^yC/'-W^x)))
Y

^ ̂ ^^^RH^ipY^r1?))^))
Y

=T-^^sRH(f-lF),

où on a utilisé la formule (0.2.6) dans la situation du diagramme cartésien

y -̂ -. x
py D px

•i- >,

Y ————> X
f

puis la proposition 1.2.3 et la formule f-^Çpx1^)^) ̂  (Pyl(/~l^))ny qui
s'établit comme (2.4.2).

^
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Dans le cas d'une immersion on a un énoncé plus précis. Soient M et N des
sous-variétés réelles de X]R et V]R respectivement.

PROPOSITION 3.3.4. — Soit f : Y ^ X une immersion fermée, "clean" re-
spectivement à M et telle que N = MnV. Alors pour tout F ç Ob D^_ç(Xj^)
on a :

^Y-.x^T-^RHx(F)\^^T-^RHy{F\^) ;

L
en particulier Py^x ^ T-^M °x\^^^ T-^ Oy.

T>x ' ^ N 1 1

Démonstration

II suffit de recopier la démonstration de la proposition 1.2.3. en utilisant le
lemme suivant au lieu de la proposition 1.2.2.

^

LEMME 3.3.5. — Les hypothèses étant celles de la proposition 3.3.4, on a

VY^X Ji r-/.M THx^F) ̂  ̂ - ̂ Y^T-^ THY^F^) ̂ ,

où i est la codimension (complexe) de Y dans X.

Démonstration du lemme 3.3.5

II revient au même de démontrer Pisomorphisme

(3.3.1) VY-.XJ) f-^T-VMTHx^F)) ̂  T^^ ^T-^NTHy^F^ [(}.

Soit XiR-^XiRjresp. Y^^Y^) l'éclaté réel de X]R(resp. Y^) le long de
M (resp. N) et // : VIR -^ XIR l'application induite par / (cf. le diagramme
(2.4.1) où les occurrences de X (resp. Y) sont remplacées par X]R (resp. Via)).

Remarquons d'abord que les hypothèses impliquent que f : Y^ —^ X]R est
une immersion fermée. Alors on a

(3.3.2) 2?J?^^^ TH^((py(F^) ̂  î'-^TH^^Fy)^} ;
Y».
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en effet par le théorème d'image directe de Kashiwara, on a

^(^î.^ TH^(py(F^))
y».

^^(^((Py^ly))^))
^^x^FxRMF^)

== THXs^ ((Px^nx), (on a utilisé la formule 2.4.3).

D'autre part, la formule (1.2.2) implique la suivante :

(3.3.3) ^7^-D yW^VY^^V^ ^ ^-D
T>— ^IR ^IR, p^. ÂiR,4—AiR.p^ XIR.<—YIR,

^IR

Considérons le terme de droite de (3.3.1), égal par définition à

^V^Y1^^^ TH^((py(F^))w
Y ÎR

alors par (3.3.3) et (3.3.2) on voit qu'il est canoniquement isomorphe à

Py-.x^/'-1^1^^^ ((P^y)n.))
^IR

= VY^X ® T-VM TH^(FY) | .
T>x 'T^Y

Pour conclure il suffit de voir que ce dernier terme est canoniquement
isomorphe au premier terme de (3.3.1). Vu le triangle distingué F^\Y ->
F —^ Fy —> , le morphisme canonique

L L
Pr-.x <8)^ T-^MTHx^Fy) —. VY-^X ̂  T-^MTHx^(F)

est un isomorphisme si Vx^x ̂  T-UMTHx^Fx\y) = 0; alors en se
plaçant dans le germe en v ç TMX on est ramené à la situation déjà traitée
dans la démonstration de la proposition 1.2.2.

V
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THÉORÈME 3.3.6. — Soient f : Y —> X un morphisme de variétés analytiques
complexes et F e ObD^_^X^).

(i) On a un morphisme canonique damage inverse

Rp\(Vy^x <3> w^T-^hom^F.Ox)} —>v f-^x /

r-/A/iom(/'F, Oy) [dimiR VR - dimiR X^}.

(ii) Supposons de plus que f : Y ̂  X est une immersion fermée et soit
U un ouvert de T*X tel que Y est non caractéristique pour F surU. Alors
la restriction à U du morphisme précédent est un isomorphisme.

On utilisera le plus souvent le morphisme

(3.3.4) Rp, (VY-.X è w~1 T-p,hom(F, Ox)) -^ ^-/^om(/-lF, Oy)v f-^x /

qui se déduit de (i) par utilisation du morphisme canonique

/-1F (g) orv^/x^. [dimiR Y^ - dimip X^] -. /'F.

Comme la suite n'utilisera pas (ii), on renvoie le lecteur à [An 1] pour une
démonstration de ce point - que l'on a surtout cité pour rassurer le lecteur : le
morphisme n'est pas (toujours) nul! (cf. remarque 2.4.9) - et on va se borner
ici à établir (i).

Montrons d'abord le :

LEMME 3.3.7. — Soient f : Y —^ X un morphisme de variétés complexes,
Z c X , Z' c Y des sous-variétés complexes, g : X —f Z un morphisme
lisse qui est une rétraction sur Z. On suppose que f induit un isomorphisme
analytique Z' ^ Z (et on identifie Z' à Z). Soit F ç ObD^_^(Xvi). Alors
on a un morphisme canonique :

RP\(^Z^-X ^ T-^zRHx(F)} —^
v î>x /

VZ^Y ^ T-^z RHyÇf-F) [3(dim<c Y - dimœ X)],
T>Y
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Démonstration du lemme

On a :

RP\{^Z^X ^ T-tizRHx{F))
t>x

= Rp,. (Vz^x ̂  2?x^xxx|^ ̂  T-^ TH^(F)) [- dim<r X]

^^.zxzl,-» W ÎR-XIR è r-^'r^B(F))[-dimo;X]
"IH. rzm - '̂ IR /

-^z.z|^^^^^

T-^ THy^f'F) [-dimg; X] [2 dimœ V-2 dimg; X]
L L

=^2^2x2^ ^xZ^yx^ly,-»
^zxz 1R ^yia

T-^z Tffyni (f'F) [2 dirno! y - 3 dimœ X}

^ •DZ^Y Jê> VY^Y^ ] _^ T-^z TJfy^ (/'F) [2 dimœ y - 3 dim<B X]
Y -^IR

= Pz^y 0 T-^z RHY(f'F) [3dim(c y - 3dim<E X],
Py

où le morphisme est donné par le lemme 2.4.6.
^

Démonstration de (i), théorème 3.3.6

Notons /i = (/,Idx) = V x X -^ XxX, /2 = (IdyJ) = YxY -^ YxX,
A-^ c YxX le graphe de /, qj la j'-ième projection de YxX, dx = dim<c X,
dy = dimo; Y, et identifions la première ligne à la deuxième dans le diagramme
commutatif suivant :

Tl^YxY) ———— TÂ^^) ———— T^(XxX)

r*y ^—— YxT^x ———> r*x
P X V3
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On a :

Rp\(Vy^x à) w~lT-flhom(F,Ox)}
v f-^x /

= Rp, (Dy^x |) ^-1 (P^^ _è T-^ RH(q^F))) [dx]
' S~^X A <—AXA T>xxX /

—> Rp, (VY^-YXX <8) VYXX-.XXX è ^-1 T-^ RH{q^F)} [dx]
v fDY^ A-^xxx /

—.RP,(VY^YXX è T-^/ RH(f^q^F)} [dx]
v î^rxx /

=^p.(2>y^Yxx à) r-^ RH(q^F)} [dx]
v î^xx /

^ ̂ y^y^y p^ ̂ Ar RH^q^F) [3c;Y - 2dx]

^ ̂ ÏTv v ® ^^Ay RH{q^f-F) [3dy - 2dx]
r <— J X Y 25yxy

= T-^hom(f-F, OY) [2dy - 2dx]

où le premier morphisme est obtenu en considérant le diagramme cartésien

Y x X —f——^ X x X

9l D q\x
4-- •4'

y ——. xf

et en appliquant la formule (0.2.6),
où le second morphisme est donné par la proposition 3.3.3 (/i : YxX —> XxX
est transverse à A;<- et /^Ajc = A-^),
et où le troisième morphisme résulte du lemme 3.3.7 appliqué dans la situation
du diagramme

Y xY—-^—^YxY

~ A -~y^-Ay
On a ensuite utilisé l'identification f^1 ̂  q^f-lr!

^
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3.3.3. Enfin on a une opération de produit tensoriel externe qui résulte
immédiatement des propositions 2.4.10 et 2.4.11 .

PROPOSITION 3.3.8. — Soient X et Y deux variétés complexes, et M et
N des sous-variétés analytiques réelles de X et Y respectivement, F ç.
ObD^_^(X]^), G G ObD^_ç(Yyt). On a les morphismes canoniques dans
P^(T*(XIR x Via)) et dans D^^Vxxv) suivants :

(i) T-^ RHx(F) S T-^ RHy{G) -^ T-^xN RHxxv(F S G),

(ii) T-p,hom{F,Ox) E T-p,hom{G, Oy) -^ T-p,hom{F ÎQ G.Oxxv)'

Remarque 3.3.9

On utilisera le plus souvent les opérations d'image directe, d'image inverse ou
de produit externe en "oubliant" qu'il s'agit d'opérations de V -modules. Plus
précisément, si / : Y —^ X est un morphisme de variétés complexes, la section
canonique ly-,x ^ ̂ Y-^x définit un morphisme de /-1'D^-modules à droite
/-lP.x —^ T>Y-^X et un morphisme de Py-modules à droite ^ÎY/X ~^ ̂ x^-Y'
Alors par exemple, sous les hypothèses du théorème 3.3.2, on obtient, par
composition, un morphisme dans D^^(T*Xy{,) :
(3.3.5) Rw\p~1 T-^hom(F, ny)[dim(E Y} —> T-p,hom(Rf^F, f2x)[dim(c X],
et sous les hypothèses du théorème 3.3.6, des morphismes dans D^^(T*Yy{,) :
(3.3.6)

Rp^w~l (T-^hom(F, Ox)\ —> T-^hom(f'F, Oy)[dim]R Y^ - dimiR Xn]
—^T-^hom^F.Oy}.

3.3.4. Transformations intégrales

Si X est une variété complexe, on note dx sa dimension et ax '- T*X —> T*X
l'application antipodale. Soit Xi x ' • • xXn un produit de n variétés complexes.
Pour 1 < k < n, 1 < %i < • • • < ik < n et 1 < i < j < n, on désigne par
Qi^.-ik et P^ Pir-ik les projections ç^...^ : X^ x • ' • x Xn-> X^ x ' • ' x X^
et pi^...^ : T*Xi x .. • x T*Xn -. T^Xi, x • • • x r*X^, et on note

f PÏj = (Idr-x. xax,)opzj

^(o,..,o,^xn) o
(3.3.7) { °XiX-XX^ =s 2XlX.••XXn/XlX•••XXn_l

(o,...,o,dx,,o,....o,dx,,o,-,o) _i
c/XlX•..XXn =C'XiX-XXn ^ Çzj^X.XX,.

q^ Ox,xXj
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Rappelons également que pour K € Ob(Db(Xl x X^)) et F ç Ob^^X^)) on
pose :

<S>K(F)=^v.(K^q^F)^

et pour K^ ç Ob(Db(X^ x X^)) et K^ e ObÇD^Xï x Xs)), on pose

Ki o Kï = Rq^q^K^ ^ q^K^.

Si K € ObÇD^T^Xi x X^))) on notera aussi K0' = {Id^x, x axJ'K^)-

PROPOSITION 3.3.10. — Soient X et Y deux variétés complexes.

(i) Soit K € ObD^_^{X x Y) tel que ci soit propre sur s\ippK. Soit
F € ObD^_ç(Y}. On a un morphisme canonique :

Rp^ ( T-^hom(K, 0^'))a (g) p^1 T-p,hom(F,Oy)\ —>

T-^hom (<S>K(F),Ox) {-dy}.

(ii) Soit Z une troisième variété complexe et soient K\ ç Ob D^_^X x Y)
et KÎ € ObD^_ç(Y x Z), On suppose 913 propre sur supp(q^Ki ^q^K-z)'
On a un morphisme canonique :

Rpîy. (PÎ21 T-^hom(K^O^) ̂ p^1 T-^hom{K^ 0^)) —.

T-^hom (^i o K^O^^} [-dy].

Démonstration

(i) Soit {pt} la variété réduite à un point et identifions F à un objet de
Z^y x {pt}). Alors ^K(F) = Ko F et (i) résulte de (ii) en prenant Z = {pt}.

(ii) Soit 6 l'immersion X xY xZ ̂  X xY xY xZ associée à la diagonale
de Y et notons j : T*Y -^ T^ (Y x Y) Pisomorphisme induit par la deuxième
projection de r*(T x Y) sur T*Y.
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On a un diagramme commutatif :
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T * ( X x Y ) x T * ( Y x Z ) ( PÎ2XPÏ3 T*XxT*yxr*Z

î^ c^ Idx^'xa^

T*(XxY)xT*(YxZ) -T*XxT^(YxY)xT*Z

"i 0 i
T*(XxYxZ)^————-5——————T*XxYxT*Z

Pqi3 (

1̂3

r*xxr*z <

où le deuxième carré est cartésien, donc on a une identification (cf. [K-S 3])

(3.3.8) Rw^p^Rps^\Fi E J2) ^ RpWi21^ ̂ PÏ31^) ,

pour î e 06J96(^'lc(Xxy)) , J-2 e ObD^T^YxZ)).

Alors en utilisant successivement (3.3.8), proposition 3.3.8, (3.3.6) et (3.3.5)
on peut écrire les flèches

Wy. (PÎ21 T-^hom(K^O^) 0^31 T-^hom(K^ 0^))

^ J^^3,^J?p,!^l(^-^om(^l,(9^))[x] T-^homÇK^O^))

- Rw^p^Rp^ (T-^hom(K, El K^ 0^^))

-. Rw^p^ (T-^hom(q^K, ̂  q^K^ O^^))

-^ T-^hom (K, o K^ 0^) {-dy}.

V

On a également la propriété d'associativité des noyaux suivante :

PROPOSITION 3.3.11. — Soit Xi une variété complexe pour 1 < i < 4 et
soit Ki € ObD^(Xi x Xj) pour (ij) = (1,2), (2,3), (3,4). On suppose les
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conditions suivantes satisfaites

' qi3 est propre sur supp^f^i (g) q^K^) ,
Ç24 est propre sur suppÇq^K^ <8) q^Ks) ,

^
çi4 es< propre sur snpp(q^(K^ o K^) <S> q^Ks) ,

ci 4 es< propre sur supp^f^jfi (g) q^(K^ o K^)).

Ator5 on a un diagramme commutatif

A————>C

B————>D ,

où

A = Rp^, (PÎ21 T-^hom(K^ 0^) ̂ p^1 T-^hom(K^ 0^)^

p^^-^m^,^^)),

B = Rpîy. (PÎ21 T-^hom(K, o K^^) [-dx^

p^^-^om^,^0^)),

C == RPÎ3, (PÎ21 T-^hom(K^O^^

p^ T-nhom(K^ o K^ 0^)) [-d^],

D = T-^hom (K, o K^ o K^ 0^) [-dx, - dx^

La démonstration est du même type que la précédente et on en laisse le détail
au lecteur.

3.3.5. Transformations intégrales microlocales

Dans le cas qui nous intéressera (au chapitre 5) des transformations canon-
iques, les noyaux qu'on a à considérer ne vérifient pas en général les hypothèses
de propreté des propositions 3.3.10 et 3.3.11 (excepté en dimension 1); on
va néanmoins définir, sous des hypothèses microlocales, des opérations sur
T-^hom(',0) sur le modèle des opérations microlocales sur uhom(- 0} du
chapitre 11 de [K-S 3].
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Rappelons que si H C T*X est un sous-ensemble, le foncteur

T-^hom{^0x) : 24_,(X;n)° ̂  ̂ (ïï)

est bien défini (cf. remarque 3.1.5), où la catégorie D^_^{X\ fî) est celle définie
dans l'appendice.

Dans l'appendice en fin d'article, on montre comment définir des opérations
microlocales sur les complexes constructibles en adaptant la théorie de la loc.
cit. Les notations <I>^ et K\ oK^ ci-dessous sont celles de l'appendice.

Les références à l'appendice sont indiquées A.l, A.2, . . .

PROPOSITION 3.3.12. (cf. proposition 3.3.10). — Soient X et Y deux variétés
complexes.

(i) Soient K e ObD^(XxY), px € T*X et py e F* Y tels que
SS(K) n ({px} x r*Y) c {(px,Py)} au voisinage de ce point (cf. condition
A.3). Alors pour tout F ç. ObD^_^(Y) on a un morphisme canonique

T-^hom(K^ 0^\^^ ̂  r-̂ om(F, Oy)^ -^ T-^hom(^(F), Ox)p^.

(ii) Soit Z une troisième variété complexe, et soient K^ ç ObD^_^(Xx
Y), K'z ç ObD^_^(YxZ) t.q. K^ et K^ soient microlocalement composables
en un point {px,PY,Pz) e T*(X x Y x Z) au sens de [K-S 3] paragraphe 7.3,
c'est à dire qu'on a :

(SS{K,)^SS(K^) npîs^rê) c {((px,pî-),(py,rê))}

au voisinage de ((px,P^), (pv,P^)). Alors on a un morphisme canonique :

T-nhom{K^O^\^^ ̂ T-^hom^O^)^^ -^

T-^om^o^O^/^^^-dy].

Démonstration

Elle modifie celle de la proposition 3.3.10.
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(1) Ce point résulte de (ii) en prenant Z = {pt} vu le corollaire et la
définition A.3.

(n) Remarquons d'abord qu'on peut supposer que K\ et K-z vérifient la
condition (A.2), en vertu du lemme A.6. Soit V un voisinage ouvert sous-
analytique relativement compact de 7r(py). On peut écrire les morphismes

T-^hom{K,, 0^\^^) ® T-^hom{K^O^\^^)

^ RPw. (P?21 T-^hom(Ki, 0^) <S p^ T-fihom(K^ O^))v / (px,pi)
- Rw^, p^ (T-fihom(q^K, ® q^K^ O^^))

v / (PX,P^)

-. Rw^. p^ (T-^hom(q^((K^v) ® q^K^, ̂ ^z))) , ,
v / (PX,P^)

-> T-^hom ((^i)xxy o K^ 0^) [-dy]
v ^'(PX,?^)

-. r-̂ om (̂ i oK^O^} f-dy],
v /A ^{px^z)

où la première flèche est fournie par la démonstration du (ii) de la proposition
3.3.10, la deuxième est induite par (K-^)xxv ~9' ^15 la troisième résulte de
l'application de (3.3.5) avec / == ^13 (qui est propre sur X x V x Z) -
ces trois flèches étant des morphismes de ^(r'^X x Z)) et la quatrième
est le morphisme de Db({[px,pcz)}) induit par le morphisme K ^ o K ' z —>

(^i)xxv o ̂ 2 de D^_,(X x Z ; (px,P^)).
^

On laisse le soin au lecteur de démontrer la variante microlocale suivante de
la propriété d'associativité, dont l'énoncé a un sens par le corollaire A.7.

PROPOSITION 3.3.13. (cf. proposition 3.3.11). — Soient X,Y,Z,W quatre
variétés complexes, un point {px,PY,Pz,Pw} € T*(X x Y x Z x W), et
trois complexes

K^ € ObD^_,(X x Y), ^2 € ObD^(Y x Z), Ks € ObD^_,(Z x W) ,

tels que

^^^ïv^^^^^^K^^î-)-^^^)-^^^))}.1 Y 1 ^

Alors on a un diagramme commutatif :
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A—————>C

B————>D ,

ou

A = r-^om î,^0^^)^,^) ̂ T-^om^,^^)^^)^

T-^hom{K^O^)^^^

B = T-^hom(K, ̂ 0^\^ [-dy}^T-^hom(K^O^\,^ ,

C = T-^hom(K^O^\^^^T-^hom(K,o^O^^^^ [-dz],

D = T-^hom(K, oK^ 0X3, O^^^^-dy - dz].

Remarque 3.3.14

Tous les morphismes et (ou isomorphismes) des énoncés des paragraphes 3.2
et 3.3 sont valables respectivement dans le cadre non tempéré. Ils sont pour
la plupart bien connus (cf. [S-K-K], [K-S 3]) et ils sont compatibles avec
ceux-là. Plus précisément, les énoncés sont ceux qu'on obtient en remplaçant
T-^THM(F) par ^R^om^BM), T-p,hom(F,fDbM) par ^hom(F,BM),
RHx(F) par RHom(F,Ox), T-ijihom(F,Ox) par ^hom(F,Ox) etc., et la
même remarque vaut aussi pour les démonstrations, d'où la compatibilité an-
noncée. Bien entendu, dans le cadre non tempéré on dispose de démonstrations
plus directes.

3.4. Produit tensoriel sur 0 par un module holonôme régulier

On donne ici une version microlocale du théorème 1.2.8.

THÉORÈME 3.4.1. — Soient M une sous-variété analytique réelle de X]R,
-F e ObD^_ç(X), G e ObD^_ç(X]^). On a un isomorphisme canonique

Tr^RHxÇF) ^ T-^RHx(G)^T-^RHx(F^G),
TT-lOx

et en particulier

T-^PHxW^^RHxÇF) ^ T-^Ox.
TT-IOX
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Montrons d'abord le

LEMME 3.4.2. — Soient f : Y —> X un morphisme de variétés complexes,
M' e ObD^Vy) et Mç ObDb{Vx). On a :

f^M è (PX-Y 0 .AQ ̂  PX<-Y è f(PY-x è f^M) ^ Af} .
f-^Ox VY T>Y ^ f-^-Dx OY >

Démonstration

Notons 6x (resp. Sy) l'immersion diagonale 6x '' X c-^ X x X (resp.
ÔY : Y ̂  Y x Y), A = {(f(y),y)} C X x Y le graphe de /, 6 l'immersion
6 : A ^—> X x Y, QJ la j-ième projection de X x Y. On peut écrire

L / / L , \ L \
PX-Y 0 (PY-.X <3) /~1^) <8) A/'

-Dy \V /-^x / ^r /

^ PX-Y è fPy-YxY è ^((PY-X ^ y"1^) El^^
^\ ^Prxy v /-^x / ^ I )

L / L _, / L
^ PX^Y <8) Py^YxY 0 <?Y PYXY^XXY ^

^r \ Ô^YXY v (/x7dy)-iPxxr

(fxIdY)~\M 13 .AO))

L L ,
c± PX^-Y (8) PY-^XXY (̂  (?~1(À/1 [3 AO

î>y ^-^xxy p

^ /^Px-xxx (8) ^(Pxxx-xxY è (M [3 AO)
/-^x^xxx v ^xxr ^ >'

= /-1^ 0 (PX^Y 0 ̂ ) ;
f-^Ox ^Y

on a utilisé (0.2.7) et (0.2.6), et la dernière égalité se montre comme (0.2.7).

Démonstration du théorème 3.4.1

II revient au même de démontrer :

(3.4.1) r^RHxÇF) ^ T-VM RHx(G) ̂  T-VM RHxÇF 0 G).
r-^Ox
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OÙ T : TMX -^ M.

On traite d'abord le cas où M est une sous-variété complexe de X en se
ramenant à utiliser le théorème 1.2.8 à l'aide du lemme précédent et on en
tirera le cas général en complexifiant M c XIR et en utilisant la proposition
3.2.2.

1) Supposons que M est une sous-variété complexe de X, et notons la
M = Y. Désignons par p : X = TfrX —> X l'éclatement complexe de X le
long de Y. Avec les notations de la proposition 3.2.1 on peut écrire :

T^RHxÇF) è T-^yRHx[G)
r-^Ox

^-'(P-^W)^ (V^^RH^p-^))

^s-l (^XJL ((^x p-î "^^^)) ̂ ^(p"10»)))
^ 5-1 f^x IL (^P'1^ JL ̂ j?^"10")))

v X X /

^ s-l (^x^ (RHx^~lF ̂  (P-'G"))))
v X /

^^^x^xf^x^1^^0^)) =T-vyTIIx{F^G)^
v x /

où on a utilisé successivement le lemme 3.4.2 (appliqué à p : X —»• X), le
corollaire 1.2.7 et le théorème 1.2.8. D'où (3.4.1) si M est complexe.

2) Soit maintenant M une sous-variété réelle de X]R,. Identifions XR à
A^ c X]R x X]R et notons 6 : X^ —> X x X l'immersion de Xj^ dans son
complexifié XxX, qj laj-ième projection de X x~X, j = 1,2, et dx = dimec X.
En réduisant au besoin X on peut se donner une sous variété complexe fermée
Y C X x X telle que Y est un complexifié de M. On peut écrire (en omettant
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les notations T~1)

RHx(F) ^T-VMRHx(G)
Ox

-RHx(F}^(v^^ ^ T-VMTHx^{G)}[-dx\
det Ox ^ ^xxï

^vx^x^^_((vx^x^<lTlRHx(F))^_

T-^MTHx^(G)\[-dx]

^ 'Dx^•x^_ (RHx^1^F)^_
X x X ~ X x X

T-VY RH^^(S^G) ̂  orx^) {-dx}

^ ' D x ^ X x X r ^ _ (T-VYRH^^(q^F^6,G))^orx^ [-dx}
X x X

= ̂ -X^^Y RH^^{ë^F ® G)) 0 orx^ [-dx}
- X

^ ^pt^-T [-dx] JQT-VM THx^F ® G)
-^X

=T-i^MRHx(F^G),

où on a utilisé le lemme 3.4.2 (appliqué avec / == ci : X xX —^ X), le corollaire
1.3.2, la proposition 3.2.2 (deux fois) et la partie 1) de la démonstration.

V

Remarque 3.4.3

Soient F, G ç ObD^_^(X]^). On a une flèche canonique :

(3.4.2) Tr^RHxÇF) è T-p.hom(G, Ox) -^ T-p,hom(F (g) G, Ox).
TT-^x

On a en effet les flèches canoniques :

Tr^RHxÇF) -^Tr-1^ T-p,hom(F, Ox) —> T-fihom(F, Ox),

d'où la flèche (3.4.2) en utilisant successivement la formule diagonale (0.2.7),
le produit externe et la restriction à la diagonale (cf. remarque 3.3.9), plus
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précisément, en écrivant la chaîne de morphismes

T-p.hom(F,Ox) <8> T-p,hom(G,Ox)
Ox

^x^xxx ,.^~\T-^orn^Ox) S T-^hom^Ox))

-^xxx ^^{T^hornÇFSG^x^)

—— T-^hom {ô-^F [3 (7), Ox) == T-^hom(F ^ G, Ox).

Mais (3.4.2) n'est pas un isomorphisme en général.
Par exemple, supposons de plus F ç ObD^_^X), et notons ^ la j-ième
projection de X x X. Alors le terme de gauche de (3.4.2) est

^x^xxx JL T-^ ̂ ^^ E] G) [d[m^ x} ^

(utiliser successivement le lemme 3.4.2, Pisomorphisme d'image directe de RH
dans le cas (D-constructible, puis le théorème 3.4.1),

tandis que le terme de droite de (3.4.2) est, par définition de T-p,hom(G, Ox),

^x^x^x ^ T-^ RHXXX ̂ 2-l (JF ̂  G)) [dimœ X],A ' A X A Vxxx

et ces termes ne sont pas en général isomorphes sans, par exemple, des
hypothèses convenables sur les micro-supports de F et G (cf. [K-S 3]).



4. - MICROFONCTIONS HOLOMORPHES TEMPÉRÉES ET
OPÉRATEURS MICROLOCAUX HOLOMORPHES D'ORDRE
FINI

4.1. - Le faisceau C^^
Y |A

Soient X une variété analytique complexe, et Y c X une sous-variété de
codimension complexe d.

On sait alors (cf. [S-K-K]) que ^y0x est concentré en degré d et que
^ix = f^vOx [d\ (identifié au faisceau Hd(p,YOx)) vérifie C^ \ ^ c^ B^

' def • ' Ty X 1
(-RFYOxW.
def

PROPOSITION et DÉFINITION 4.1.1. —

(i) T—iiy Ox est concentré en degré d .

(h) Le morphisme canonique Hd(T—^Y^x) ~^ IId(p'YOx) ^st injectif.

On pose C^ = T-p,y Ox [d ] ,

(et on l'identifie au sous-faisceau Hd(T—|JLY Ox) de C^^).

(iii) C^\^ ^ BY\X ( ^[Y}OX [d}).
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Démonstration

(iii) Vu la proposition 3.1.2 on a T-^y Ox\^^^ RHx^y} = RF[Y]OX,
d'où (iii).

0

(i) et (ii). Soit p ç. T^yX. Rappelons que

H^^y0x)p = Hm^T^((7; Ox) = lim^\Rr(X; RYznuOx) et

H^T-^yOx)p =\m^R^znu}(U^Ox) =lim^OT(X;ffl^nt/]<^),

(la deuxième égalité de la dernière ligne résultant de (1.1.9)(ii),) où les limites
inductives sont prises sur l'ensemble des (Z, Î7), Z fermé sous-analytique dans
X tel que Z C Int({p}°) U {0}, U voisinage ouvert sous-analytique de 7r(p).
On peut supposer X == (C^ x (D71 et Y = {0} x (3^ et, dans les limites inductives
précédentes on peut se borner à ne considérer que des Z, U tels que Z D U
soit de la forme Z D U == (L\K) x B où K et L sont des convexes compacts
sous-analytiques de (D^ et où B est un polydisque ouvert de (E^.

Alors (i) et (ii) résultent du lemme suivant qui est la version tempérée
d'un théorème de Martineau et dont on ne doute pas qu'il fût connu des
spécialistes.

Ç

LEMME 4.1.2. — Soit K^L compacts convexes sous-analytiques de (Kd, K C L,
B un polydisque ouvert de (C71. Alors :

(i) -Rr^^^x^Œ^ x B\0^d^o) est concentré en degré d.

(ii) ̂ ^^^(^xB;^^)^^^^^^^;^ est injecté

SOUS-LEMME 4.1.2 bis. —

Rr^KxB}^^ x ^î^Œ^xa) es^ concentré en degré d, et

^KXB}^ x ^î^xB) -^ H^B^ x B\0^^ est injectif.

Démonstration du sous-lemme
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1) Supposons d'abord n == 0. Munissons A(K) de sa topologie naturelle
de W5 et C°°{K), l'espace de Whitney des fonctions C00 sur K de sa
topologie naturelle de Fréchet. Soient A(K)^ et C°°(K)^ les complexes
de Dolbeault à coefficients A(K) et C°°{K) respectivement, chaque A^K)^,
C^ÇK)^0^ étant muni de sa topologie naturelle. On sait que les complexes
A(K)^°^ et C^ÇK)^^ sont concentrés en degré 0 - pour le second c'est
un résultat de Dufresnoy [D] - et on a une injection continue d'image dense
A(K)^ -^ C°°(K)^ Vj. Notant BK = A(K)' l'espace des fonctionnelles
analytiques portables par K et E1 K = C^^K}' l'espace des distributions à
support dans K, il résulte de ce qui précède, par dualité, que les complexes
de Dolbeault B^ et ^''), qui calculent respectivement RFK^; 0^)
et Jîr^^CE^; O^d), sont concentrés en degré d et qu'on a pour tout j une
injection E^-^ B^\

2) Le cas n > 0 est la version "avec paramètres dans B" de 1) que
l'on obtient en appliquant le foncteur (•) ê T{B\OB) aux complexes de la

top

démonstration précédente, <S> désignant ici le produit tensoriel topologique.
top

ç

Démonstration du lemme 4.1.2

Posons X = (C^ x B. Appliquons le fondeur RFÇX; RHx(-)) à la suite exacte

0 —> ^(L\K)xB —^ ^LxB —^ ^KxB —^ 0.

Vu le sous-lemme précédent la suite exacte longue de cohomologie se réduit à
la première ligne du diagramme commutatif suivant :

Û^LWXB]^^)——Hf^(X,Ox)————————

(1)[ (2)j

0 ——————ÎI^^Ox}————————

^[lxB](^;^x)——^^)^](^5^x)-^0

(3)[ (4)1

^xaW Ox) —— ̂ L\K)XB(^Î Ox) —— 0,
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dont la deuxième ligne est exacte par le théorème de Martineau. Comme (2)
et (3) sont injectives, on a aussi H^^^(X.Ox) = 0 et (4) est injective.

^

Décrivons maintenant les opérations sur les faisceaux C^. Elles sont traduc-
tions immédiates des opérations du paragraphe 3.3.

Soit X (resp. Y) une variété complexe et Z c X (resp. S C Y) une sous-
variété complexe fermée. On désigne par dim X ou dx la dimension complexe
de X, et par codimyX la codimension complexe de Y dans X.

Dans les deux énoncés suivants on se donne un morphisme de variétés
complexes / : Y -> X tel que f{S) C Z.

PROPOSITION 4.1.3. — (Image directe). Supposons f propre sur S et dim S =
dim Z. Alors on a un morphisme canonique

^P~\^ ^Oy ÏÏy/x) ̂  <%.

La condition est évidemment réalisée si / induit un isomorphisme de 6' sur Z.

Démonstration

Appliquant le théorème 3.3.2 (sous la forme du morphisme 3.3.5) à F = <Ks[ds]
on obtient :

Rw^p-l(C^^OY ^y/x) — T-^hom(RfMds^Ox) [dx] —

T-^om((Ez[dz], Ox) [dx} = C^ ,

où le deuxième morphisme est déduit de (D^ —> Rf^f-iz —> Rf^s, et on
conclut en prenant la cohomologie en degré 0.

V

PROPOSITION 4.1.4. — (Image inverse). Supposons f^ÇZ) = S et codïmxZ ==
codimyiS'. On a un morphisme canonique :

û.rrj-^r^f _. r^fp\w c^ ^s\y'

La condition est évidemment réalisée si /"^Z) = S et f est transverse à S
(et alors on peut supprimer p\ de la formule).
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Démonstration

Appliquant le théorème 3.3.6 (sous la forme du morphisme 3.3.6) à -F ==
Œz[dz — dx] on obtient

Rp,w-\C^) —. ̂ -/^om(/-l(Cz[dz - dx], Oy) = ̂ .

^

De même, utilisant la proposition 3.3.8 on obtient la :

PROPOSITION 4.1.5. — (Produit externe). On a un morphisme canonique :
^f r^i ^R,/ _^f
^Z\X —1 ^S\Y ^ZxS\XxY-

Et des proposition 4.1.4 et 4.1.5 on tire le produit :

COROLLAIRE 4.1.6. — Soient Z\ et Z^ deux sous-variétés transverses dans X.
On a un morphisme bilinéaire de produit

^IRJ .,IR,/ _^IR,/
^Zi\x ^ ^z-2\x ^Zinz^x •

(On aurait pu définir un morphisme sous les seules hypothèses que Z\ H Z^
est une variété et que dz^ + dz^ — dz^nz^ = d x ' )

Remarquons qu'on peut retrouver de manière analogue les énoncés "non
tempérés" correspondants pour les faisceaux C^ : ce sont précisément les
opérations de [S-K-K] (sous une forme un peu plus générale) auxquelles les
opérations ci-dessus commutent vu la remarque 3.3.11.

Soient maintenant Y une sous-variété complexe de X et 7 (resp. ^) les
applications canoniques

7 : T^X —> T^rX/^ et ^ : T^X —> P^X ,

où Œ^ŒVO} et P^X^^X/Œ^
def def

Rappelons que R3^^ = 0, Vj > 0, (cf. [S-K-K]) et que, dans les
notations classiques de [K 4], le faisceau CY\X est un sous-faisceau du faisceau
roo — /v—l/v ÎR
^def7 ^Y\X'
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THÉORÈME 4.1.7. — On a :

(i) 7-S^=^y|x,

(ii) R3^^ = 0, V^- > 0.

Le point (ii) ci-dessus sera démontré au chapitre 5 par transformation canon-
ique complexe (cor. 5.5.2).

Démonstration de (i)

Soit d la codimension complexe de Y dans X que l'on peut supposer > 1.
Utilisant (3.1.1) on obtient le triangle distingué

RHx^x)\y[-2d] —> RHxW\y -^ R^T-^yOx^.

ce qui s'écrit encore

By\x —— Rï. C^ —^ Ox\y[-d + 1] ̂  .

En particulier By\x —^ ^* ̂ ^ est injective et

J si de plus d = 1 on a R3^^ C^^ = 0 pour tout j > 1,

(4.1.1) et on a une suite exacte

0 -> By\x -^ ̂ C^ -. Ox|y -^ 0 ;

(tandis que si d > 2 on trouve By\x ^ ^* ̂ \^ H3 R^* ̂ \^ = ̂  P0111' tout

j + d-1 et H^R^C^ = Ox^Y

1) Supposons d'abord d = 1. Alors l'isomorphisme IP^rX -^Y identifie
s 07 a TT.

On peut écrire le diagramme commutatif suivant, dont les lignes sont exactes
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et les flèches verticales injectives :

° /.BU ————. Oxly ————' °
0 ___-^ BY\X -——-^ ^^ ly

o /»1R ____—> Oxl,,
0 -———. B??|X -———- ^^ IY

|

0 ____. BY\X ————- ^^ ————' oxly '

° .R ^ R00 ®0x l comme 0-modules [S-K-K], par
On sait que Tr.C^ ^ ^X ® ^^ly ^^ sont scindées (sur 0);

^^î. ̂ . Cs ;̂ - <"' - —L

,)su,p^«^>l.̂ <>"f•»°ftaD;î,Myïïlss^^^^^^^
^^^t^Sï a"de ̂ S-K-K1 ̂  0°rawdle c"dea8°u'
la définition.

Notons Œ'1 := ^^{O}.

Soit o
X•.=X^Œd^<E=<x<sny x<sïx(Kt'

W := y x (I^xO; =(!;;-'x^^'

Z•.={(y,^t);t=o}cw '

g . ̂  _ X la projection {x,y,^,t) ̂  {x,y)

x . x _> W la projection (a;,y,$,<) ̂  (y'^'*)

s • Z ̂  TP*zW - IPÎ̂  l'application induite par (2/,$) ̂  (2/ ; (^dy))•

Notons également ^

g .^yxŒ ( ^ x(^=(Cr ( ' x ( E f > < ( I ; t '
ff l'hypersurfa^e de X, H := {(3;,y,$,t) ; t - M - 0}

^jîn5={(0,y,^)}-
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La situation se résumant dans le diagramme suivant :

Y C X TVD Z .

Remarquons que

g-^^^S (et g est transverse à S)
H est tr ans verse à S

f induit un isomorphisme A c± Z.

La transformation de Radon est le morphisme de faisceaux

(4.1.2) Rad : s-1 ̂  C^ -. ̂  C^

défini dans [S-K-K] de la manière suivante (cf. aussi [Kat]). Soit u = u{x,y)
une section de C^°^ sur un ouvert U de T^X tel que ^U == [7; par
image inverse par g on la regarde comme section de C°°^. Alors 6(t —

3\X
(x,ç))u(x,y)dx € C ^ (g) ̂ /^, et on pose Rad(n) == z>, où v est la section

^O/,^)^ [ 6 ( t - { x ^ ) ) u ( x , y ) d x

de ̂ ^ définie sur l'ouvert

^-{Q/^eiPpCî^ae^}.

On a le :

THÉORÈME ([S-K-K]). — Le morphisme (4.1.2) est un isomorphisme.

(On tire l'énoncé et la démonstration de ce théorème de la réunion des exemple
1.4.1, proposition 1.4.3, proposition 1.4.4 et théorème 1.4.5 de la loc. cit.)

Il résulte de la définition de Cy\^ que (4.1.2) induit aussi un isomorphisme

(4.1.3) s-1 ̂  Cy\x -^ ̂  Cz\w^
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LEMME 4.1.8. — Le morphisme (4.1.2) envoie s~1 ̂  C^ dans ̂  ̂ ^.

Démonstration du lemme 4.1.8

Cela résulte aussitôt des opérations d'image inverse et d'image directe (propo-
sitions 4.1.4 et 4.1.3) qui sont bien définies dans le cadre ci-dessus.

^

Fin de la démonstration de (i) théorème 4.1.7

Comme 7^ C^ = ̂  Cz\w^ par 1), l'inclusion ̂  C^ c ̂  Cy\x résulte des
isomorphismes (4.1.2), (4.1.3) et du lemme 4.1.8.

Pour montrer l'inclusion ^Cy\x C 7* C^, on va utiliser la représentation
de [S-K-K] des sections de C^^ et l'adapter au cas tempéré.

Dans les mêmes coordonnées que ci-dessus, on définit pour e > 0, À e ̂  :

U e = { ( x , y ) ç X , \x\<e, \y\ < e}
Zx,e = {(x,y) e Ue ; Re(Azi) > £\ïm(Xx^\, \x^\ > e\x^ j = 1,... ,d},

de sorte que l'on a

(4.1.4) <%,(O;A^) =^Hfz^(U,,Ox).
e

On définit un recouvrement de Ue \ Z\^ par les ouverts de Stein V^,
1 < k < d, suivants :

V^ == {(x^y) e U, ; Re(À^i) < |Im(Azi)|}

^ = ̂  = {(^ 2/) € ̂  ; l^il < ̂ .|}, 2 < k < d

et on pose ^= n y^
Kfc<d

^=0^ i < ^ < ^
J^fc

Le complexe de Cech C du recouvrement (V^)fc

C = (0 -^ (Dv^, -̂  © Œçfc -̂  . . . -̂  Œyfc -> 0)
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est quasi-isomorphe à (!!u^\Zx ,e et ses ^"^es sont acycliques pour RHx(') vu
(1.2.3). On en déduit la suite exacte

(0 rÇu^^RHx^ )) —.
(4.1.5) ^<k<d À )E

r^^RHx^)) —.H^(U^Ox) —0.

Soit donc u un germe de ^Cy\x au point (0;cbioo) : il faut montrer que
u e (7*^y|x)(o;<teioo)-

On sait (loc. cit.) que u est représenté par une classe de cohomologie de la
forme

f(x,y)= ^ a^y)^(x)
x^a^a')^
c/X^lQl^m

où la série converge localement uniformément sur un ensemble de la forme
{(x,y) G X; \x -\-\y\ <£; 0 < |a:i| < £|a;'|} (a; = (2:1, a;'))}, 0^ holomorphes,
et où l'on a utilisé la notation de la loc. cit., i.e. ^>a{x) = ̂ ^(rci).. .(!>ad{xd),

avec $„(*) = ̂  ̂ ^ si n ̂  0, ( € Œ, et $_„(*) = ̂  ̂ , (log* -
n-1 .

( ̂  - — 7) si n > 0, t e (E, (7 est la constante d'Euler).
fc=i A; /

Une telle / définit une fonction ramifiée de la forme

f(x,y) = ̂ (x,y)+^(x,y)\ogx^ + ̂ ^,
x!

où (^, î/?, ^ sont holomorphes au voisinage de 0.

Ainsi pour tout A e Œ^, / définit un élément de r(L^; H°RHx{^v^ ,J), donc
vu (4.1.4), (4.1.5) et la caractérisation (1.2.2) de H°RH{(Ku), f définit une
classe de cohomologie à croissance u € (7*^IR'^)(o;da;loo)•

^

Remarque 4.1.9

Le morphisme CY\X -> ̂ '̂  induit par 7-17„ -> Id est injectif (par exemple
vu les injections CY\X ̂  C^ et C^ ^ C^^), et on identifie CY\X à un
sous-faisceau de C^^.
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4.2. - L'Anneau ̂ f

Soient / : Y —> X un morphisme de variétés analytiques complexes, A = A/-
le graphe de /, n = dim<c X, m = dim<E Y, qj la j-ième projection de Y x X
J-1,2.

Sur le modèle de [S-K-K] et avec les notations (3.3.7) on écrit les

DÉFINITION ET COROLLAIRE 4.2.1. — On pose

^f _^IRJ „ /n(0,n)
^Y-^X - ^AjYxX ^OYXX ^YxX

^IRJ _(^f Y ^ ^(m,0)
t-X^-Y - ^AIYxxJ ^OYXX °YxX

^f _ ̂ f
^X -c id yA ——>X

et on a 7-17*^/x = ^Y^X , 7-17*^y = ^X^Y , 7-17*^J = ^x ,
S^ | = Px .A 'Tn* y •'-A •

Ce sont respectivement des sous-faisceaux des faisceaux ^?_^ , ^L.y , ̂
de [S-K-K] vu la proposition 4.1.1.

Notons également que la section canonique ly-^x = 6(x - f{y))dx de E^^
est une section de ̂ R^, (en effet, 6(x - f(y)) est une section de By\x) ; en
particulier 1 e ̂ '/.

Décrivons le germe de 8^ en un point po C T*X. Soit (x, ç) des coordonnées
sur T*X associées à une coordonnée locale x G X au voisinage de XQ = 7r(po),
et soit ^(a:,^) la famille des fermés sous-analytiques Z c X^xX^ tels que :

^W)(.,.)\{0} C {(^2) G Œ" x (E71 ; Re(^ -$2,^) > 0} ,

(i.e. Z ç ^(0-,$) ssi 3e = e(Z) > 0 tel que au voisinage de x on ait
V(^2) e Z,Re($i -$2^} >^|^i -^1).

Alors si po = (^o^o) on a :

^ÏV _ 1,̂  /'rrn ^(0,n)\
°X,po- llrS [^[Z^Xxx) '

ZçZ(xo^)

En utilisant cette formule et une suite exacte du type (4.1.5) on en tirerait une
théorie des symboles pour E^ en adaptant les calculs de [Ao] au cas tempéré
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(cf. aussi [L]). Voir par exemple [A-MF] pour une application du calcul
symbolique sur ^'/ aux solutions distributions de systèmes différentiels
réguliers.

Des opérations du paragraphe précédent on tire la proposition suivante
(comme dans la loc. cit.).

PROPOSITION 4.2.2. —

(i) Supposons f : Y —> X transverse à la sous-variété Z c X ; soient
S = /"^Z), w, a les applications w : T^Y c ^ S x T^X -^ T^X, a : T^Y -^

_ z
Y xT*X. On a un morphisme canonique

x

..-icIR,/ o —-l^IR,/ . ^IRJ
0; ^y_X çs) w ^z\X —> ^IY

(ii) Soient f : Y —> X et g : Z —> Y deux morphismes de variétés
complexes, f3\ et /?2 les applications

/?i : z x T*X -. z x r*y , /?2 : z x T*X -^ y x r*x.
X Y X X

On a un morphisme canonique ("composition") :

/a-icŒV o /3-icïR,/ . ciRJP\ ^z-^yo/^ ^Y-^X ^z—^x '

On a un énoncé similaire en renversant les flèches. Ces morphismes sont
compatibles aux analogues de [S-K-K], en particulier le morphisme de (ii)
envoie IZ-^Y ^ ly-^x sur Iz—^x-

COROLLAIRE 4.2.3. —

(i) On a les inclusions d'Anneaux : Sx C ̂ '/ C 8^-.

(ii) ^fx est un (P"1 '̂-^ ̂ ~l^f) -bi-Module.

(iii) C^ est un E^-Module à gauche (Y sous-variété de X).

On a plus généralement :
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PROPOSITION 4.2.4. — Pour tout F e ObD^_^X^), T-p,hom(F,Ox) est
IR f

un EX -Module à gauche au sens suivant. On a une flèche naturelle dans
D^{T^X^)

S^ (g) T-^ihom(F, Ox) -^ T-^hom(F, Ox) ,

qui induit une structure de Ex -Module sur H3 (T—p,hom{F^ Ox)), compatible
à la structure de TT^^DX -Module, V; E 7L .

En particulier T—p,hom(F,Ox) est un ^-Module (au sens précédent).

Démonstration

On applique la proposition 3.3.10 (i) en y faisant Y = X, dx = n,
K = (t'Axt"71]- Comme <î>jq^].F = F^ on obtient le morphisme de Renoncé.
En raisonnant comme dans [S-K-K] on montre que la section 1 ç E^ opère
comme l'identité.

^

On notera que si X est le complexifié d'une variété réelle M, il n'est pas vrai
en général que T—p,hom(F, VbM) fût un ^-module.

Une application immédiate est la régularité elliptique, qui se formule plus
généralement en termes de paires elliptiques à la Schapira et Schneiders (cf.[S-SD.
COROLLAIRE 4.2.5. — Soit M. un Vx-module cohérent, (ou, plus généralement,
un complexe borné de V-modules à cohomologie cohérente) et soit F ç
ObD^(X) tel que

CarÀ^n6'6'(F)cr^X,

où Car .A4 désigne la variété caractéristique de M. (i.e. {F, M) est une paire
elliptique dans la terminologie de la loc. cit.). Alors

RHom^^ (M, F* (g) Ox) -^ RHom^ (M, RHx (F)).

On retrouve par exemple que si M est une variété réelle de complexifié X et
M. un système elliptique sur M alors

RTïomy^ (M, AM) —^ RHom-D^ (M, VbM).
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Démonstration

Appliquons le foncteur RTiom^^ÇM, •) au triangle distingué (cf. proposi-
tion 3.1.4)

F* (8) Ox -^ RHx(F) -> R^^ T-^hom(F, Ox) -^ .

Il suffit de démontrer que RHom^^ (M, RÏ^ T-^hom(F,Ox)) = 0. On a
pour tout j € 7L :

7^ RHom^-i^ (^M, H3 T-^hom(F, Ox)}

^ RÏ^ RHome^ Ux ^ TT^M, H3 T-^homÇF, Ox)) == 0,
Y TT-^X /

puisque

suppf^x (8) 7^~lM}=CâTM et suppf^ T-fJ,hom(F,Ox)) C SS(F)
^ 7^-l'Dx / v /

n'ont de point commun que dans la section nulle.

D'autre part on a les triangles distingués
T<J-1 T-iihom{F, Ox) -^ r<j T-^hom{F, Ox) -^ H3 T-^hom(F, Ox) -±l>,

et, en y appliquant le fondeur R^^ RHom^-ïy^(7^~lM,•) on déduit de ce
qui précède, par récurrence sur j, T—^hom(F,Ox) étant un complexe borné,
que

RHomv^ÇM.R^^ T-^hom(F,Ox)) ^
RÏ^ RHom^-i^x (Tr"1^, r-^/iom(F, Ox)) =-- 0.

L'exemple s'obtient en prenant -F = ŒM? alors S S (F) == T^X et CarA^ n
T^X C T^X est la condition d'ellipticité usuelle, et on a F* = orM[—dim M].
La formule résulte de la précédente en se restreignant à M et en appliquant
la proposition 1.2.5.

^

Bien entendu les formules et arguments analogues, sont vrais en remplaçant
RHx(F) par RHom(F,Ox) et P&M par BM (cf. [S-S] qui utilisent un autre
argument qui n'aurait pas ici d'analogue tempéré).

Rappelons que si F ç. ObD^_^(X) on a la formule fondamentale

(4.2.1) 8^ è Tr^RHxÇF) ̂  fihom(F,Ox) (cf. [K-S 2]),
TT-lPx

dont on établit maintenant l'analogue tempéré.
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THÉORÈME 4.2.6. — Soit F e ObD^(X). Alors

^f è Tr^RHxÇF) ̂  T-p,hom(F, Ox) .
TT-l-Dx

Démonstration

Notons n = dimo; X, Çj la j-ïème projection de XxX, j = 1,2. On peut écrire
(en omettant les notations 7r^1, TT^^) :

Ey ^^RHxÇF)
^x

=(T-^Oxxx[n] è q^^x) ^ q^RHx(F)
v q^Ox / q^-Dx

^q^^x ^ (T-^0xxx è q^RHx(F)} [n]
<?2~1PX v q^Ox /

^ v ^ ^ ^ ^ ^ (T-^0xxx è RHxxxÇq^F)) [n]
A^———ÂXÀ PXXX v OxxX /

^X^-X^^x (T-^RH——^1F)) ̂

=T-^hom(F,Ox),

où on a utilisé la formule (0.2.8) et le théorème 3.4.1.
V

En particulier, si Y est une sous-variété complexe de X de codimension d, en
posant dans la formule précédente F = (Ty [—d] et en prenant la cohomologie
en degré 0 on obtient le :

COROLLAIRE 4.2.7. — On a :

Cy^Cy\x = ëy ^ TT-^yix = C^ .
^x ^^~lL>x
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5. - TRANSFORMATIONS CANONIQUES ET THÉORÈME DE
DIVISION

5.1. - Énoncé du théorème et principe de démonstration

0

Soient X et Y deux variétés complexes de même dimension n, px G T* X,
PY e r* y et

^ : (r*y)^ -— (r*x)^
un germe de transformation canonique complexe.

Soit A C T*(X x Y) le germe de variété lagrangienne associée, définie par
l'équivalence (p, ç") ç. A -<=>• p = <^(ç).

On se donne un complexe K ç. ObD^_ç(X x Y,(px,p^)) (notation de
l'appendice) tel que :

(5.1.1) SS(K) = A et K est simple de décalage 0 le long de A,

au sens de [K-S 3], chapitre 7. On sait qu'il existe de tels Ky et K est
essentiellement unique au sens de [K-S 3], proposition 7.5.4.

Le principal objectif de ce chapitre est d'établir le théorème suivant, version
tempérée du théorème 11.4.9 de [K-S 3] (cf. aussi [K-S 2]).

THÉORÈME 5.1.1. — Avec les notations précédentes, il existe une section
s C HOT-|Jihom(K,0(^)(p^^ telle que :

(i) La correspondance P ç ̂ J '—^ Q ê ̂ RJ ̂  ̂ e ̂ s = sQ est bien
définie et c'est un isomorphisme d'anneaux.
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(ii) Pour tout F ç ObV^_^(Y;pY) on a un isomorphisme naturel :

(ps : T-^hom(F,Oy)^ -^ T-^hom(^^F,Ox)p^

et il est compatible à (i) et à la transformation de fondeurs T-p,hom(-,0) —^
{j,hom(',0).

Rappelons qu'on regarde T-fJ,hom(F, Oy) comme un é^-module au sens de
la proposition 4.2.4. L'énoncé (ii) veut dire qu'en chaque degré j de cohomolo-
gie, ffl^s) est un isomorphisme compatible au changement d'anneau défini
en (i), i.e. pour u € H3 T-p,hom(F, Oy)^ et Q e 8^ on a une égalité

P (ps (u) = (ps (Qu) si P e E^^ avec P s = sQ.

Pour clarifier la stratégie utilisée pour les démonstrations, rappelons briève-
ment les points essentiels de celle du théorème de [K-S 3], laquelle rassemble
des résultats de [K-S 1, 2 et 3] et de [S-K-K].

La démonstration du théorème 11.4.9 de [K-S 3] :

1) Sous l'hypothèse (5.1.1) on a :

(5.1.2) ^ : ̂ (Vîpy) -> Db(X,px) est une équivalence de catégories

(elle est induite par ̂  : Db{Y) -^ Db(X)).

Pour F, G e ObDb(Y) on a un isomorphisme naturel

(5.1.3) p,hom(F,G)p^ -^ ^hom(^K[n]F^K[n]G)p^.

A toute section 5 e Iî°jihom(K,0{^}^^ ) est associé canoniquement un
morphisme dans Db(X,px)

(51L4) ^K[n]OY—Ox,

par conséquent, de (5.1.3) et (5.1.4) on déduit un morphisme

(5.1.5) (ps : /^om(F, Oy)^ —> ̂ hom^^F, Ox)px •

Notons que les morphismes (5.1.3) et (5.1.4) se déduisent naturellement des
opérations sur le bifoncteur p,hom(', •).
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2 ) On montre alors qu'on peut trouver une section s telle que (5.1.4),
et par suite (5.1.5), soient des isomorphismes ; mieux la correspondance

P^^p^^QeS^ tel que Ps==sQ

est un isomorphisme d'anneaux et (5.1.5) est un isomorphisme de S^ -
modules au sens du théorème 5.1.1.

Notons que cette deuxième partie repose essentiellement sur les quatre points
suivants.

(i) Si A == T^{X x Y) au voisinage de (px,??-), où Z c X x Y est une
sous-variété, on a

HhnrnfK ^(o<n) ^ - /W^) -^ r^/^lOÎTHA, U^^y) _ ^z\XxY D ̂ ZjXxy '

au voisinage (px^P^) (cf. [K-S 2]).

(ii) Une transformation canonique quantifiée à la [S-K-K] par une
section non dégénérée de ^^y^p^pa ) "opère" sur les C^,y, W une sous-

variété de Y, en tant qu'opération de ^-modules (cf. [K-S 1]).

(iii) On a le théorème de division dans ^R par un opérateur micro-
différentiel , (dont la démonstration utilise le point précédent (cf. [K-S 1])).

(iv) On a la compatibilité de la composition des sections au sens des
opérations sur ilhom avec la composition de [S-K-K] des sections au sens des
^-modules (c'est l'objet de la proposition 11.1.3 de [K-S 2]).

Le cas tempéré

1) On sait que le foncteur <î>^ induit une équivalence de catégories

^-c(^;Py)——^-c(^;Px)

(cf. l'appendice); mais la formule (5.1.3) n'aurait pas de sens dans le cadre
tempéré ("T-ilhom n'est pas un bi-foncteur" ) et on ne peut utiliser (5.1.4).
La proposition et définition 5.2.1 ci-dessous va néanmoins associer à toute
section

56ff°r-^om(^,0^)(^)
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un morphisme

^ = T-^hom(F, Oy)^ —— T-^hom^^F, Ox)p^

compatible à (5.1.5), moyennant une hypothèse supplémentaire sur K (il
résultera de la théorie qu'en fait cette hypothèse est toujours satisfaite, cf.
lemme 5.2.3).

2) Dans la situation du point (i) du 1) on a bien T—^hom^K.O^^y) c^
^JX)0^ D ^z\^xY (^mm^ il résulte du chapitre précédent) et pour achever
la démonstration du théorème 5.1.1 il restera à établir les analogues tempérés
de (ii) et (iii) qui sont respectivement les propositions 5.2.2 et 5.3.3 ci-dessous,
et à se ramener à utiliser le point (iv).

5.2. - L'action sur T-p,hom(-,0)

Pour démontrer le théorème 5.1.1 il est commode d'introduire la notation
suivante. Si 0 c T*X est un sous-ensemble et A une variété lagrangienne
complexe fermée dans un voisinage de fî, on désigne par P^W la sous
catégorie pleine des objets F ç ObD^_^(X;Çl) tels que :

( SS(F) c A,
(5.2.1) ^ F est simple de décalage 0 le long de A,

[ T—fJ,hom(F,Ox) est concentré en degré 0.

Si Cl = {p} où p e T*X, on note P^p) au lieu de PA({P}). (Le lemme
5.2.3 ci-dessous montrera que la troisième condition dans (5.2.1) résulte des
précédentes.)

PROPOSITION ET DÉFINITION 5.2.1. — Avec les notations de 5.1, soit (p :
(r*V)py —> (T*X)p^ un germe de transformation canonique complexe,
A c T*(X x Y) la variété lagrangienne associée, K G ObP^((px,P^)), et
se^T-^hom^O^)^^.

(i) Alors pour tout F e ObD^_^Y\py) on a un morphisme naturel
associé à s

(̂  : T-^hom^Oy)^ -. T-^hom(<S>^F,Ox)p^
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et ce morphisme est compatible à (5.1.5) via la transformation de fondeurs

T-p,hom(^0) -> /^om(-,0).

(ii) Soient de plus Z une troisième variété complexe de même dimension

n = dimœX = dïm^Y, pz e T* Z et il; == (T*Z)p^ -^ (T*y)p^ un perme
de transformation canonique complexe de variété lagrangienne associée A' c
T^YxZ). SoientK1 ç 06P^(py,p^) e '̂ e H0 T-^hom^, 0^) ̂  ̂ .
On fait Vhypothèse suivante :

(5.2.2) ^ '̂[n] e 06PAoA/(px,rê).

Alors (ps 0 ̂ s' = (<^ ° ̂ )sos', où so s' est par définition l'image de s <S> 5' par
Ze morphisme :

H° T-^hom (^, Oxxr)^^) ̂  ̂ 0 r-^om (^', Oyxz)(^.^)

-^ H°T-^hom(K^K'[n^Ox^z\p^^

obtenu en prenant la cohomologie en degré 0 du morphisme de la proposition
(3.3.12).

(iii) Soient P G 8^^ et Q e ̂ p^ tels que PS = sQ . Alors :

P 0 (ps = <Ps 0 Q '

(On verra que la condition 5.2.2 résulte des hypothèses, cf. lemme 5.2.3.)

Démonstration
0 0

(1) On peut trouver des ouverts 0 C T*(X x Y), Ux C T*X voisinage
0

ouvert de px, UY C T* X voisinage ouvert de py et V C Y voisinage ouvert
relativement compact de 7r(py) tels que,

f A est fermée dans fî,
p,^:A-^Ux et p^:A^^y,

(5.2.3) ^ ^€06PA(n),
(h^ F _ (h r
•"•K-1 ~ •"•^xxv^ »

, 5 G r(n; ̂ 0 T-^hom(K, 0^)) ,
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où pi,p2 désignent les projections de T*(X x Y) et p^ = p^ o (Idr^ x ay).
Posons :

ÎC=T-^hom(K^v.O^)

^i=T-^hom({^^[n}F.Ox)

^2 =T-^hom{F,Oy)
On a

^i^^^iKŒ^^1.^)^
(ici (-)" désigne Pantipodal par rapport au deuxième facteur de T*(X x Y)).

D'autre part, la section s ç r(^H°(JC)) = Hom((DA,Jf°(/C)) induit le
morphisme dans Db(Q,)

Œ^P^2——^^P21^

ceci parce que /C est concentré en degré 0.

On définit alors </?s comme le composé des morphismes

(5.2.4) ^2\^^Rpv.(^^P^^)\^ ^RPV.^^P^^)^ -^^\^

où la dernière flèche est assurée par la proposition 3.3.10 (en effet ci est propre
sursupp^xxv).

(n) Ce point résulte de l'utilisation répétée de (i) et en prenant la coho-
mologie en degré 0 dans la propriété d'associativité (3.3.11)

(m) En appliquant (ii) aux transformations canoniques </? et Idr»y (resp.
Idr-x et (p) avec les noyaux respectifs K et (CAy[-n] (resp. (S!^[-n\ et K),
on obtient ̂  o Q = (^ç (resp. P o ̂  = ^p^), d'où le résultat.

V

PROPOSITION 5.2.2. — Soient (p et A comme dans l'énoncé précédent. Alors
il existe

( K e Ob PA (px, P^ ) et une section
\ s ç H° T-^hom^ 0^\,^

tels que :

(i) la correspondance

P € ^x,px '—^Q ^ ̂ y,py tel que PS = sQ

est bien définie et c'est un isomorphisme d'anneaux.
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(h) pour tout F € ObD^_^(Y\py) le morphisme

^ : T-p,hom(F,OY)py —^ T-^hom(^^F,Ox)p^

est un isomorphisme et est compatible au changement d'anneaux du (i).

Démonstration

1) Supposons d'abord que A = T^(X x Y) au voisinage de (px^P^), où
W est une hypersurface fermée lisse de X x Y.

Soit K := (Tiv[—l]; alors on sait (cf. chap. 4) que T—p,hom(K,OxxY) =
^fxxY est ooncentré en degré 0, et donc K ç PA^PX^P^)'

Soit d'autre part s := 6\v <^ dy ç HQT-^Jihom{K,0{^^y) où 6w est le
générateur canonique de Bw\XxY'

Alors (i) est un résultat de [S-K-K].

On déduit donc du (iii) de la proposition et définition 5.2.1 que (ps est un
morphisme de ^x,px -modules.

Pour voir que (ps est un isomorphisme, on considère le noyau symétrisé de K

K':=T^(W)[-^
où r : (a:, y ) € X x Y i—^ (î/, x) ç. Y x X, et on pose 5' = 6r(w) ^> dx.

On a

K1 € PA'ÇpYîP^) où A' := r+A est associée à (p~1,
KoK^n] = ŒA^[-n] e ObPT^ÇYxY^PY.PÏ) , et

sos^ H°T-^om (K^K^ 0^\^ = ̂ °A(^^) (- ̂ ).

Alors utilisant [K-S 2, proposition 11.1.3] on sait que 505' s'identifie à une
section de la forme Rô^y (g) dy où R est un élément inversible de ^y,py.

Vu la proposition précédente, on a donc (ps ° (^"^s' = (Idr^sos7, qui
s'identifie à l'action à gauche de R ç. ^*y,py sur T—^horn{F,Oy)p^, laquelle
est inversible.

On aurait raisonné de même pour ((p~l)s/ ° ̂ Ps, ce qui achève de montrer la
proposition dans ce cas particulier.

Pour achever la démonstration on utilise le :
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LEMME 5.2.3. — Soient A un germe de sous-variété lagrangienne complexe en

p e T* X et F e ObD^_^X\p) tels que :

( SS(F) c A
I F est simple de décalage 0 le long de A.

Alors

T—fjihom(F,Ox)p (respectivement fJ,hom(F,Ox)p) est concentré en
degré 0 et

H°T-^hom{F,Ox)p -^ H°p,hom(F,Ox)p est injective.

En particulier les conditions (5.2.1) et (5.2.5) sont équivalentes, et la condition
(5.2.2) est toujours satisfaite par K ojf'[n].

Démonstration du lemme 5.2.3

On peut trouver une transformation canonique complexe (p définie au voisi-
nage de p telle que </? est associée au conormal à une hypersurface de X x X
et (p(A) est, au voisinage de (/?(?), le conormal à une sous-variété Z\ (il suffit
de considérer une transformation de Legendre de [S-K-K] bien choisie).

Comme l'hypothèse du lemme est invariante par transformation canonique
étendue à la [K-S 3], on peut utiliser la partie 1) de la démonstration de la
proposition 5.2.2 et donc supposer que A = T^X au voisinage de p.

Alors l'hypothèse implique que F ^ Œz[—cî] dans Db(X\p}, où d est la co-
dimension complexe de Z et le résultat découle de ce que T—^hom{(Kz [~d\ ,0x)
^ c^ ^ ̂ \x ^ ^hom{(Kz[-d\^Ox).

V

2) (Fin de la démonstration de la proposition 5.2.2)

On peut écrire y? = </?' o (p" avec ( p ' et (p" transformations canoniques comme
en 1). Plus précisément, soient Z une variété complexe, dimo; Z = n, et
W C X x Z (resp. W" C Z x Y) une hypersurface telle que <// (resp. ip")
soit associée à A' := T^,(X x Z) (resp. A" :== T^,,(Z x Y)).

D'après la partie 1) de la démonstration, on peut trouver :

K ' ^ P ^ p x ^ z ) et s'ç^T-^homÇK^O^z)^^

(resp. K" €PA//(PZ,^) et s" C ^T-^homÇK^O^)^^)
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tels que 57, s" et les morphismes <^, et <^f,/ correspondants satisfont à la
proposition.

Alors vu que SS(K' o K") C Ai o Â2 = A et que K ' o K ' ^ n } est simple de
fZ /A

décalage 0 le long de A, on trouve par le lemme 5.2.3 que :

KfoKII[n}^ObP^{[px.P(Y}Y

Alors (i) résulte de Inapplication répétée du (iii) de la Proposition 5.2.1, et on
a aussi

^Ps'os" = ^ ' s> o rô/, d'où (ii).

^

Remarque 5.2.4

Le paragraphe 5.3 utilisera le cas particulier suivant de la proposition 5.2.2.

Soient </?,A,A',5 comme dans la Proposition 5.2.2, et soit Z c X (resp.
S C Y) une sous-variété complexe et supposons que ip échange T^Y et T^X
au voisinage de p x ' Alors

,n • C^f " > r^f^ '^S\Y,PY ^ZiX.px

est un isomorphisme de ^x,px -modules.

Il suffit en effet de prendre F = (Ks [dim<E Y — n], alors ̂ ^n}^ = (Dz[dim<[; Z—
n] (cf. [K-S 3]).

5.3.- Division par un opérateur microdifférentiel et fidèle platitude
de S^ sur 8

On note (fx(^))wçzs la filtration de Sx par l'ordre des opérateurs et pour
tout m € Z, Om '' Sx (m) —> £x(m)l^x{rn — 1) l'application symbole d'ordre
m. On note également a : Sx —^ gr^x c—^ ^T*x l'application symbole
principal, et pour / e O^Xi on note Hy = {/, •} le champ hamiltonien
de/.
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0

PROPOSITION 5.3.1. — Soient Y une sous-variété complexe de X, p ç T^rX,
P ^ Sx,p, A ç. £x{fn)p, a = (7rn(A). On suppose :

(îîaYW))(p)=0, 0<^<m, et (Har(a(P)) (p) ̂  0.

Alors pour tout u e C^^ il existe un couple unique {u,v), u,v e C^^ , tel
que :

u = Pv + w avec A^w = 0.

On notera qu'on ne pourrait pas adapter ici la démonstration du théorème de
division de [A-K-K].

On va se ramener à utiliser le lemme suivant, version tempérée d'un lemme
de [K-S 1]. Supposons X = (C^ où x = (a;i , . . . , Xn) = (2:1, x ' ) est un système
de coordonnées holomorphes pour lesquelles Y : x ' = 0, et soit P ç. 8x,p un
opérateur micro-différentiel défini au voisinage du point p = (0,0; 0 , . . . , 0,1) e
T*X et tel que

^a(P)(p)=0 pour 0 < j < m et (̂P) (p) + 0.

LEMME 5.3.2. — Tout u C CY\J( p s'écrit de manière unique u = Pv + w avec
^weC^p eta^w=0.

Démonstration du lemme 5.3.2 (cf. [K-S 1])

Remarquons que l'unicité résulte du lemme 6.2.1 de [K-S 1]. La décomposition
u = Pv + w se démontre de manière analogue à la loc. cit. : on considère une
coordonnées holomorphe t G (C et on écrit grâce à la proposition 4.1.3 :

^x^xf)=—— ( ———u^x^dt,
2m j^ t — x\

„ i r i
u{x^x)=—— / -———u(t,x'

2m J^ t — x\

où 7 est un lacet \t - x^\ = r > 0 dans (Et et où l'intégrand est regardé
comme section de ^/oÏxYKCxX ^ ^<ExX/x» puis on effectue la division de

o<cxx
l/2m(t - a;i) par P{x,Dy;) dans ^xx et on en substitue le résultat dans
l'intégrale ci-dessus.

V
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Démonstration de la proposition 5.3.1

Soit x = (a:i,... ,Xn) un système de coordonnées holomorphes d'un voisinage
de 7r(p) dans X. Soit a la 1-forme canonique de T*X.

1) Supposons d'abord que :

(5.3.1) m = l et (da A a) (p) + 0.

Alors, vu la Proposition 5.2.2 (cf. Remarque 5.2.4 ci-dessus), on peut supposer,
moyennant une transformation canonique quantifiée bien choisie, que

y = { a ; 2 = . . . = ^ = 0 } , a=^ i , A=a,,,

et la proposition se réduit au lemme précédent (avec m = 1).

2) Dans le cas général, soit t une coordonnée holomorphe sur (C et
j : x G X >-> (0, x) € (D x X. Alors on a par la Proposition 3.3.4 l'identification

r^f ^^^(f.r^f —,r^f \
^Y\X,p — J-veI \^ • -{0}xy|ŒxX ^{0}xY\<ExX) (p,(0;dé))

Posons Ai = Ac^"7"'4'1. Comme la condition (5.3.1) est satisfaite où l'on
remplace a par a\ (Ai ) = T"7"'"1"1^ a par la 1-forme canonique de F* (Œ x X) et
p par (p, (0; c^)), on peut appliquer la partie 1) de la démonstration : regardant
u comme section u 6 ^/oÏxyKCxyfp (o-dt)) (^^ (lue ̂ u = 0), il existe un couple
(u,v) unique u,v e ^/xylŒxy^p^o;^)) te^ (lue u== Pv -\-w avec Aiw = 0.

Il suffit alors de vérifier que tv = tw = 0.

Remarquons d'abord que A\tw = 0; en effet, A]_tw == tA\w + [Ai,t]w =
0 + A^"77^1, t] w = (m - 1) AO^w = (m - 1) ô^Aiw = 0. Alors, comme
tu = 0 et [P, ^] = 0 on a :

^ + tw = 0 avec Ai <w = 0,

d'où ̂  = to = 0 par la propriété d'unicité de la division.
V

THÉORÈME 5.3.3. — Soit P ç. 8x,p un opérateur microdifférentiel défini au
voisinage de p ç T*X. Soit A € Ex{rn)p et a = crrn(A). On suppose :

(Hay(a(P))(p)=0 0 < j < m et (H^^P) (p) ̂  0.

Alors pour tout Q ç S^^, il existe un couple unique (S,R), S,R e ̂ '/ tel
que Q = PS' + R avec (adA)^ = 0.
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Démonstration

Par définition S^ = C ^ — ^ <g) O^x où on identifie X à la diagonale
' Oxxx

A de X x X par la première projection ci. Soit A € SxxX l'opérateur
microdifférentiel défini par :

A=A(a;,a;/,^,^)=A(a:,ô,)-A+(a:/,^^),

où (a;, x ' ) désigne la coordonnée de X x X et A* est un adjoint de A. Posons
à = am(À) = a(rr, $) - a^', -$'). On a

(H,)M^) = (Ha)M^)

(P étant identifié à un opérateur de SxxX par çf1.) Soit Q e ̂ '/ défini par
la section u (g) dx' où n e ^f^xx- Appliquant la proposition 5.3.1 on trouve
un couple unique (^,w), v,w e ^'^xx tel (lue n = P(x,8x)v 4- w avec
A771^ = 0, et on pose S =v<S>dx/, R == w ^ d x ' . On a (adA)7î= (Aw)(g)da;',
d'où (adA^J^O.

^

Comme première application notons le :

THÉORÈME 5.3.4. — ̂ f est fidèlement plat sur Sx-

Démonstration

On a la propriété suivante :

pour tout idéal de type fini 1 c Ex on a Tw '̂ (^'/, î) = 0.

Cela se montre, en utilisant des transformations canoniques (proposition 5.2.2)
et le théorème de division précédent, en raisonnant exactement comme dans
[S-K-K, theorem 3.4.1] (démonstration de la platitude de S^ sur Sx).

Il en résulte donc que ̂ f est plat sur Sx. Comme d'autre part on a les
injections de faisceaux Sx C S^ c S^ et que S^ est fidèlement plat sur Sx
([K-S 2, Chapter 10]), S^ est fidèlement plat sur Sx.

V
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5.4. - Démonstration du théorème 5.1.1

Soient le noyau K et la section s donnés par la proposition 5.2.2.

Vu le (ii) de la proposition 5.2.2 et le (iii) de la proposition 5.2.1, le théorème
5.1.1 résultera du :

LEMME 5.4.1. — La correspondance

pe8^——Q^^ tel que PS == sQ ,

est bien définie et c'est un isomorphisme d'anneaux.

Démonstration

Rappelons qu'on a construit s comme composée 5 == $' o 5", cf. 2) fin de la
démonstration de la proposition 5.2.2, et il suffit donc de montrer le lemme
pour s' et 5". Autrement dit, on peut supposer qu'on est dans la situation
suivante :

f A = T^ (X x Y) , Z hypersurface lisse de X x Y ,
[s=u^dyeC^^^^

où u est un générateur simple de Cz\xxY^ par exemple u = 6z, et il suffit
donc de montrer que les morphismes

f P e % —— Pu € C^Y^^ et
\Q^^^Qu^c^y^^,

sont des isomorphismes.

L'injectivité résulte déjà de [K-S 2] (puisque dans le cas non-tempéré (i.e. sans
le "/") ce sont des isomorphismes), et la surjectivité résulte, comme dans [S-
K-K], de l'utilisation du théorème de division.

V
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5.5. — Le cas d'une transformation de contact complexe

On remarquera qu'on n'a pas construit l'action sur T—p,hom(',0x) d'une
0

transformation canonique (p globalement sur un ouvert de T*X où </? est
définie. Cela tient à ce qu'on ne sait faire opérer les transformations canoniques
étendues que sur la catégorie localisée D^_ç(X,px) (cf. l'appendice).

0 0

Si la transformation canonique (p provient par 7 : T*X —^ IP*X := T^X/O^
d'une transformation de contact ^ définie sur un ouvert de P*X, id est si
(p est globalement définie sur les orbites de l'action de (C^ on sait que </?
opère sur D^_^(X\<Kxpx) (au sens de l'appendice). On peut alors donner la
variante suivante du théorème 5.1.1.

VARIANTE 5.5.1. — Avec les notations de 5.1, soit Ux (resp. Uy) un voisinage
ouvert depx e T^X (resp. depy € T*Y) tel que Ux = ̂ Ux, UY = ̂ Uy.
Soit (p : Ux —^ UY une transformation canonique complexe, A la variété
lagrangienne associée (A = ̂ A). Alors il existe :

un noyau K ç ObD^ÇX x yîŒ^px,?^))

tel que la condition (5.1.1) soit satisfaite,

et une section s e r^ (px,P?-); H° T-p,hom(K, 0^)\ ,

tels que :

(i) la correspondance P ç Sx.px '—> Q € ^Y,PY te^ ^ne P8 ::= ^Ç est ^llen

définie et est un isomorphisme de ^x,px -modules,

(ii) pour tout F € ObDl^_^(Y',(KxpY) on a un morphisme naturel défini
au voisinage de ̂ px .'

^ : ̂  T-^hom(F, Oy) —^ T-tlhom^^F, Ox) ,

qui est un isomorphisme de ^x,px -modules compatible au morphisme noté de
la même façon dans le théorème 5.1.1.

Démonstration

Rappelons que si K e ObD^_^(X x y;^^,??-)) vérifie 5.1.1 (avec
A = ̂ A) alors <î>^ induit des équivalences de catégories

D^Y-^py) - D^X-^px)

et D^(Y; (E^y) ̂  D^(X; (S^px)
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qu'on note encore <î>^. On sait d'ailleurs qu'il existe de tels noyaux K (cf.
l'appendice).

Remarquons alors que, un tel noyau K étant fixé, on peut trouver des ouverts

n c r*(x x Y), £/i c r*x, u^ c r*y,

et une section s € r(f2 : H° T-^hom^K.O^y)) tels que l'on ait :

(^=(KX^ et
^ la condition (5.2.3) est satisfaite.

Alors en raisonnant comme dans la démonstration du (i) de la proposition
5.2.1 on construit le morphisme au voisinage de ̂ px '-

<^ T-tihom{F,Oy) -^ T-^ihom^^Ox)

pour F e ObD^_^(Y;pY)' Le morphisme est par construction compatible à
^.

Pour choisir une section s qui assure l'isomorphisme et tel que l'on ait (i),
il suffit de remarquer qu'on peut recopier la démonstration de la proposition
5.2.2 "en restant globalement O^ -invariant".

^

On en tire une démonstration de la propriété (i) du théorème 4.1.7.

COROLLAIRE 5.5.2. —

(i) Soit Z une sous-variété de X. Alors : R3 7* ̂ z\x = ̂  pour j -^ 0.

(ii) W^S^^Q pour j ^ 0.

Démonstration

0

(1) Soit px € T^X. On sait qu'on peut trouver une transformation
canonique complexe

^ : Ux c r*x -^UY c r*y,
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où Ux est un voisinage ouvert de p x , telle que
^Ux-^Ux et (p{Ux H T^X) = Uy H T^Y

où 6' est une hypersurface de Y.

Vu la variante 5.5.1 on peut donc supposer dès le départ que Z est une
~ 0 °

hypersurface de X. Alors Pisomorphisme P^X—>X identifie 7 : T^ X —^
IP^X à ^ : T^ X —^ X, et la conclusion résulte de ce que R3 ï C^^ = 0,
j^O (cf. (4.1.1)).

(n) résulte de (i) par définition de S^ .
^

5.6. - Applications aux modules ho lo nomes réguliers.

Concluons ce chapitre par quelques applications immédiates aux "faisceaux
pervers" et aux modules holonômes réguliers. Rappelons que Perv(X) désigne
la sous-catégorie abélienne des objets pervers de D^_^(X) avec la convention
sur le décalage du Chapitre 1.

COROLLAIRE 5.6.1. — Soit F ç ObPerv(X). Alors :
( H3 T-tihom(F, Ox) == 0 pour j ̂  0

(i) S H° T-p,hom(F, Ox) ̂  ̂ f ^ n^RHxÇF) ,
<. 7T-1PX

r R3 ̂  T-f^hom(F, Ox) = 0 pour j ̂  0
(ii) \HO^-l^T-^Jihom{F^Ox)^£x ^ ^RHxÇF).

\ TT-^X

Démonstration

Rappelons la formule (cf. théorème 4.2.6) :

T-fJ,hom(F, Ox) ̂  ̂ f ^ Tr^RHxÇF).
TT-^x

Alors (i) résulte de la platitude de ̂ '/ sur Ex donc sur Tr"1?^, et (ii) résulte
du corollaire 5.5.2 et de ce que 7"17^ ̂ RJ = S x '

V

Les énoncés suivants microlocalisent des théorèmes de comparaison classiques
pour les P-modules holonômes réguliers.
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PROPOSITION 5.6.2. — Soit M. un T>x -module holonôme régulier (ou plus
généralement un complexe borné de T>x-modules à cohomologie holonôme
régulière) et soit G e ObD^_^(X). Alors :

RHom^ (M, T-p,hom(G, Ox)) -^ RHom^ (M, tihom(G, Ox)).

Démonstration

Elle résulte du théorème de comparaison de Kashiwara rappelé en (1.3.1)
moyennant la formule du germe de ^hom(G,Ox). (resp. T-p,hom(G,Ox)).
(cf. [An 3].)

^

PROPOSITION 5.6.3. — Soit M. un Ex-module holonôme régulier défini sur un
ouvert U de T*X. Soit G G ObD^_^(X; U) vérifiant la condition suivante :

( 5 6 1 ) [ T-^JLhom(G^ °^ (^P- ^m(G, Ox))
\ est concentré en un seul degré, (comme objet de Db(U)).

Alors :

RHom^ (M,T-p,hom(G, Ox)) -^ RHom^ (M,p,hom(G, Ox))

sur U.

La condition (5.6.1), donne un sens aux deux termes de Pisomorphisme (on
ne sait pas en effet si p,hom(G,Ox) (resp. T—fJ,hom(G,Ox)) est un objet de
la catégorie dérivée des complexes bornés de ^-modules).

Démonstration

II suffit de vérifier Pisomorphisme en le germe en p ç U. Si p ç T^X c'est le
théorème de comparaison de Kashiwara déjà cité.

0

Si p € T*X, remarquant que la propriété ainsi que Phypothèse (5.6.1)
sont invariants par transformation canonique quantifiée, on peut appliquer
le théorème de la position générique de [K-K 2] et on peut donc supposer que
Mp est un P^^(p)-module holonôme régulier et on conclut par la proposition
précédente.

V
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COROLLAIRE 5.6.4. — Soient M. et M deux Ex-modules holonômes réguliers
définis sur un ouvert U de T*X. Alors

RHom^ (M, ̂ IRJ) -^ RHom^ (M, A/^)

sur U.

On a noté AT^ = E^ <g)^ AT, Af^ = ̂ f ̂  Af.

Cette formule généralise Pisomorphisme

(5.6.2) RHome^M^}^RHome^^00} cf. [K-K 2]),

qu'on retrouve en appliquant le fondeur 7~ lJ^y^(>) à Pisomorphisme du
corollaire.

Démonstration

On raisonne comme ci-dessus pour démontrer Pisomorphisme dans les germes
en p e U. Si p e T^X, Mp et A/p sont des PX,^?) -modules réguliers, et
Pisomorphisme résulte de Putilisation de (5.6.2) sur la section nulle, puisque

cirt i r^i Ç001 ^ T)00 ^ Ç'^iJ i0 Y —— 0 Y — i^ Y CL C' •V^' Ir^x^^l^x^^-X\T^X x \T^X x x \T^X

oo
Si p € T * X , on peut supposer par [K-K 2], moyennant une transformation
canonique quantifiée, que Af est de la forme J\f ̂  Ex ^71-1?̂  Tr^RHxÇG) au
voisinage de p, où G est un "faisceau pervers" défini au voisinage de 7r(p) et
on conclut en utilisant la proposition 5.6.3 et les formules

^ = ̂ hom(G, Ox)p, ^f = T-^hom{G, Ox)p.

^



6. - APPLICATIONS : MICROFONCTIONS TEMPÉRÉES

6.1. - Microlocalisation tempérée sur des sous-variétés réelles :
théorèmes d'annulation

Dans ce paragraphe on désigne par X une variété complexe de dimension
n = dimŒ X, et on dira qu'un sous-ensemble localement fermé M c X est
une sous-variété réelle de X si M satisfait les conditions suivantes :

( M est un ensemble sous-analytique dans X et
\ M est une sous-variété réelle de classe C2.

La première condition permet de définir la microlocalisation tempérée de Ox
le long de M par la formule
(6.1.2) T-^M Ox -r- îom((CM, Ox\

def

tandis que la seconde est nécessaire pour utiliser les invariants différentiels
classiques rappelés ci-dessous.

(Rappelons qu'une sous-variété de IR71 de classe C°° qui est un ensemble sous-
analytique est nécessairement une sous-variété analytique.)

Comme on dispose des transformations canoniques, on peut établir sans peine
les analogues tempérés des résultats de Kashiwara et Schapira sur la microlo-
calisation de 0 le long de sous-variétés réelles; voir [K-S 2, Chapitre 11], dont
on va utiliser, en les rappelant, les notations.

Soit M C. X une sous-variété réelle et p e T^X. On considère T*T*X ^
TpT*X comme espace symplectique réel et on y définit les sous-espaces
lagrangiens

\o(p)=Tp7^-17^(p) et XM^^T^X

et on pose
s{M,p) = ̂ T(AM(p),îÀM(p),Ao(p)),

où T ( - , * , - ) est l'indice d'inertie des 3-plans lagrangiens (indice de Masiov-
Hôrmander-Leray-Kashiwara..., cf. [K-S 3, Appendix]).



140 E. ANDRONIKOF

THÉORÈME 6.1.1. — Soient M et N deux sous-variétés réelles de X, U\ et U^
0

deux ouverts de T* X , (p : U\ -^U^ une transformation canonique complexe
telle que y(T^X H £/i) = T^X H £/2. Soit p e T^X H [/i et

d = 1 [dimM -h s(M,p) - dïmN - s(N, </?(?))].

Alors on peut trouver un voisinage ouvert U C U\ de p tel que :

(i) la fonction q H-> s(M, q) — s(N, </?(ç)) est constante sur U H T^X,

et

(il) il existe une transformation canonique quantifiée (p au dessus de </? qui
induit un isomorphisme

T-^ Ox^p -^ T-^ Ox^p) W •

Ici (p est par définition de la forme (ps pour une section non dégénérée s bien
choisie et c'est un isomorphisme de E^1J ^-modules (cf. théorème 5.1.1).

Démonstration

C'est l'analogue de [K-S 2, theorem 11.2.8] : on applique le théorème 5.1.1
avec F = (DM, d'où ^Kx^v[n] ŒM ^ ^N[-d} dans D^_^X ;(/?(?)), où d est
calculé par Kashiwara et Schapira (cf. loc. cit.).

^

On rappelle également les notations suivantes :

^^T^p

6(p) = dim<E(AM(p) H i\M(p) n Ào(p))

s±(M,p) est l'indice défini par

r s^ — s~ = s
\ s~^ 4- s~ = n - codimM + 26(M,p) - dim(r(AM(p) H îÂM(p)).

On a en particulier les points suivants.

• ^^ = 0 si X est un complexifié de M, ou bien si M est une sous-variété
complexe de X. (Dans ce paragraphe on dira par abus de langage que X est
un complexifié de M si T^X = T^M ® iT^M en tout point x e M.)
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• On a l'équivalence (6 = 0 sur T \fX ) ̂ ^ (M est non-caractéristique
pour le à, i.e. M est une sous-variété générique).

• Si M est une hypersurface réelle d'équation ^ = 0 (d^ ^ 0 sur M)
et si l'on note 9^ la différentielle complexe de ^, alors s±(M,^^(x)) est le
nombre de valeurs propres ï 0 de la restriction de la forme de Levi de M à
T^M =T,MnzT,M.

def

Avec ces notations on sait que les décalages prennent une forme plus agréable.

THÉORÈME 6.1.1 (bis). — Les décalages des complexes

^M Ox [codim M 4- s~ - 6\ et T-^ Ox [n - s^~ + 6}

sont invariants par transformation canonique quantifiée.

On a en effet :

-. (dimM + 5)=- n - - -5++^=- n - d -n-^ codimM + s~ - 6 ,
^ Z z - 2 2

où on a noté ici d = dM^p) ̂ dim<c(AM(p) n i\M(p)), qui est un invariant
microlocal (cf. [K-S 2]).

0

THÉORÈME 6.1.2. — Soitp e T*X. On suppose la condition suivante satis-
faite :

dim]R(ÀM(p)n^(p))= 1.
Alors pour tout entier

j i [codimM + s~(M,p) - 6{M,p), n - s^{M,p) + <?(M,p)],

on a H^T-^Ox)p=0.

La condition du théorème est en particulier satisfaite quand M est générique.

La démonstration va utiliser le
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LEMME 6.1.3. —

(i) Soit Z c X un sous-analytique localement fermé dans X et x €
X\IntZ. Alors

H^0x,x=0 pour j^[ l ,n] .

(ii) Pour toute sous-variété réelle M c X et tout p € T^X on a

H^T-^ Ox}p = 0 pour j i [1, n].

Démonstration du lemme

(i) le cas.; < 0 est trivial et d'autre part H^RHx^z) ̂  H^z^^ = 0
pour j > n, où Vb^' est le complexe de Dolbeault sur X.

(n) résulte de (i) vu la formule du germe de H^T—p,^ Ox)'
^

Démonstration du théorème 6.1.2

Elle adapte celle de [K-S 2, proposition 11.3.1] : on peut trouver une transfor-
mation canonique (p~ (resp. ̂ +) définie au voisinage de p telle que ̂  échange
T^X et TfjX avec codim^V == 1 et s~(N,<p-(p)) = 0 (resp. s^~(N,^(p)) =
0). Posons c = codimM.

Alors en utilisant le théorème 6.1.1 bis avec la transformation canonique <p~
(resp. (^+) et en appliquant le lemme 6.1.3 on trouve :

fflÇT-^M^xIc+s--6})=0 pour j < 0 ,
(resp. H3 {T-p,M Ox[n - s4' +<?])= 0 pour j > n).

V

COROLLAIRE 6.1.4. — Supposons que X est un complexifié de M. Alors

H3 T-fjiM Ox = 0 pour j ^ n, et

HnT-^^MOx —^ ïffjiMOx est injective.

On tire facilement ce corollaire du théorème précédent et - en ce qui concerne
le deuxième point - de sa démonstration, mais on va donner, sur le modèle de
[K-S 2], un énoncé plus général :
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THÉORÈME 6.1.5. — Soit M une sous-variété réelle de p G T^X. On fait les
hypothèses suivantes :

( dimiR(ÀM(p) H ^(p)) = 1, et
^ s~(M,q) — 6(M,q) est localement constant au voisinage de p dans T^X.

Posons jo = codimM + s~(M,p) — 6{M,p). Alors :

Hj(T-^Ox)p=0 pour j + jo,
fjjo çj_^^ Q^ ̂  çg^ çiç dimension infinie et

H30^-^ Ox)p —^ H^^MOx)? est injective.

Démonstration

Idem [K-S 2, proposition 11.3.5], où par transformation canonique, on se
ramène à la situation suivante :

M = <9f2, où f^ est un ouvert pseudoconvexe à bord analytique de X == ̂ ,
p = (x ; ^) est la normale extérieure,
Jo = 1.

Alors comme

fflÇT-fiM Ox)p =}^m[II3RHx{^z)x ; Z fermé sous-analytique tel que
z

CM(Z),cInt(U}°)U{0}}

^^fxvî]0^'

il suffit d'appliquer le lemme suivant.
^

LEMME 6.1.6. — Soient Cl un ouvert pseudo-convexe sous-analytique dans
X == Œ" et x G ôf2. A^rs :

(i) -Rr^QjO^ es^ concentré en degré 1.

(ii) ^[^QI^^ es^ ^e dimension infinie.

(iii) ^[^^j^x,^ -^ Iï'̂ ^0x,a; es^ injective.
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Démonstration du lemme

Le premier point résulte facilement de (1.2.3), et les deux autres de ce que
l'on a :

H^Ox^ = lim 0^(U)/Ox(U) et
U3x

HX\^OX^ = ]imOx(Un^)/Ox(U).
U3x

V

COROLLAIRE 6.1.7. — Soit M une hyper sur face réelle de X d'équation ̂  == 0
(d^ 7^ 0 sur M) telle que le nombre de valeurs propres < 0 de la forme de Levi
de -0 sur T^M est constante égale à r pour tout x ç. M dans un voisinage
assez petit de XQ € M. Soit p = (xo,9^(xo)) (9^, la différentielle complexe
de ̂ ). Alors :

jfflT-^Ox.p=0 J / r + 1 , et

\ H^ T-^ Ox,p -^ H^^MOx^ est injective.

Le théorème suivant sera utile dans les problèmes aux limites. C'est l'analogue
d'un énoncé de Schapira (cf. [S, proposition 3.1], cf. aussi [Ud]) et dont la
démonstration se laisse recopier dans le cadre tempéré.

THÉORÈME 6.1.8. — Soit M une variété analytique réelle et X = M^ un
complexifié de M. Soit A c M un sous-ensemble sous-analytique fermé qui
vérifie la condition suivante :

A est localement analytiquement isomorphe à un convexe de IR71.

Alors :

(i) ffl r-^om((EA, Ox)p = 0, j + n.

(ii) Pour tout p e T^X le morphisme

H" r-/^om(ŒA, Ox)p —^ fr^/iom((DA, Ox)p

est injectif.
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6.2 - Faisceaux de microfonctions tempérées

6.2.1 - Soient M une variété analytique réelle de dimension n et X = M^
un complexifié de M. Soit N une sous-variété réelle fermée de M.

COROLLAIRE ET DÉFINITION 6.2.1. — T-^OX est concentré en degré n et
on pose :

C^ = H" T-p,N Ox <8) or M et CM = H^ T-^ Ox 0 or M .

L'assertion résulte du corollaire 6.1.4, d'où il résulte également que

(6.2.1) l'application canonique C^ —> CM est injective,

où CM = liMOxW <S> or M est le faisceau des microfonctions de Sato.

Du triangle de Sato (3.1.1) résulte

f^^M=^^M=0 Pour j ^ O et

l^Ml^M^^ et ^M^WÂM.v • ^M7-

La proposition 4.2.4 implique

(6.2.3) C^ est un é^-module.

On a aussi :

(6.2.4) Les transformations canoniques réelles opèrent sur C ^ y

comme il résulte du théorème 6.1.1 (avec d = 0).

Rappelons également que si n C X est un ouvert à bord analytique réel qui
0 0

est strictement pseudo-convexe, on peut échanger localement T^X et T^X
par une transformation canonique complexe (cf. [K-K 3]) ; alors en appliquant
le théorème 5.1.1 bis avec le noyau K de [K-S 3, example 7.2.6] on obtient un
isomorphisme de ^^'-^-modules

(6.2.5) CM-^X~"/^X)[^ localement sur T^X.

(cf. aussi [BdM]).
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Ainsi que déjà remarqué par Bengel et Schapira (cf. [B-S]) un isomorphisme
tel que (6.2.5) permet de retrouver facilement leur résultat que C^ est un
faisceau "coniquement souple" (dans la terminologie de la loc. cit.), id est
qu'on a :

( 6 2 fi} f VZ, £/ C T^X, Z et U coniques, Z fermé, U ouvert, on av / 1 W;rz^)=o v j>o .
Remarquons aussi que Pisomorphisme (6.2.5) admet une réalisation plus
explicite : si X = (C71, la transformation intégrale de [H 2, theorem 8.4.11] qui
y est définie sur l'espace ^(IR"), induit Y isomorphisme de faisceaux (6.2.5),
comme on le montre facilement à l'aide de (6.2.6).

Montrons maintenant comment les opérations du chapitre 3 permettent de
définir fonctoriellement les opérations sur les microfonctions tempérées.

Soient N et M deux variétés analytiques réelles.

Produit tensoriel

On a un morphisme canonique

(6.2.7) C^SC^-^C^, (u^)^u^v,

comme il résulte de la proposition 3.3.8 avec F = (CM[-dimM] (g) or M et
G=(S!N[-dmN]^orN.

Soient / : N —> M une application analytique, et notons encore / : Y ==
N^ —^ X = M^ une complexification de N -> M et p,w les applications
canoniques T^Y ^-Nx T^X -^ T^X.

Image directe

On a un morphisme canonique

(6.2.8) ^-'(^VN/M)—^
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Démonstration

1) Supposons d'abord / lisse.

Soit (Nj)jç^ une famille exhaustive de fermés sous-analytiques de N telle que
/ est propre sur Nj pour tout j.

On peut écrire pour tout j € IN les morphismes
Rw^p-1 ( r- /̂iom((C .̂, Oy)[dim 7V] <g) V^/M <8) orjv/M)

—> T-p,hom(Rf^N,, ûx) [dim M]

—^ r-^om((DM, ̂ x) [dim M],
où le premier morphisme résulte du théorème 3.3.2 et le second de la flèche
ŒM -^ Rf* (EN, déduite de (CM -^ ^/* <KN -^ Rf^ Œ^..

On a un diagramme commutatif :

w\p~1 (T-tlhom^N,, OY)[dmN} (g) VN/M ^ 0^) ————^ C^

^.P^C^VN/M————————————>CM ,

où la première flèche horizontale se déduit du morphisme précédent, la
première flèche verticale résulte de l'utilisation de la flèche (E^v —^ (CTV ,
et la deuxième flèche horizontale se déduit de l'utilisation du morphisme
d'intégration de [S-K-K] :

^.P^CN <S> VN/M -^ CM.

Comme toute section de (w^^C^)? (Vp ç T^Y) provient pour j > 1
d'une section de

w\p~1 ̂ -/^/lom(Œ^,0y)[dim7vr]p,

on en déduit, vu (6.2.1), que la flèche horizontale du bas est à valeurs dans
CM-

2) Supposons maintenant que / est une immersion fermée. Appliquant
le théorème 3.2.2 avec F = (EN on trouve l'isomorphisme :

(6.2.9) Rw,p-\Vx^Yf C^-^C^ ^ or^/M,

que l'on compose avec le morphisme canonique C^^ —> C^ (cf. (6.2.12) ci-
dessous) d'où (6.2.8) dans ce cas.

^
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Image inverse

On a un morphisme canonique :

(6.2.10) P^Ci, —— CÇ

Démonstration

Supposons d'abord que / est une immersion fermée : alors la flèche résulte du
théorème 3.3.6 appliqué à F = (CM, puisque

/•(DM = R^Y^M = RF^^M = or^v/M[dim7v -dimM].

Si / est lisse, la flèche résulte du même théorème appliqué avec F =
RTM^X = orM[-dimM], puisque f-^RÏM^x = RF^Y ^ or^[-dim7V].

Comme d'habitude, produit tensoriel et image inverse permettent de définir
l'opération de

Produit

(6.2.11) PA^^E^)-.^,

où pA, WA désignent les applications canoniques associées à la diagonale
AM C M x M :

T^x^T^XxT^X^T^^XxX),
M

et où on a identifie ÎÏ^AX à T^X.



MICROFONCTIONS TEMPÉRÉES 149

Réalification

Soient M une variété analytique réelle de dimension n, N ^-> M l'immersion
d'une sous-variété analytique fermée de codimension d et Y ^-> X une
complexification de N '—> M.

On a un morphisme canonique :

(6.2.12) ^|X-^L

obtenu en appliquant le fondeur T—p.hom(^0x) (8) orM[~^} à la flèche
(CM -> d^.

D'autre part, on a un morphisme canonique or^v[—n] —)• (Ey[—c(| (cf. (1.2.12))
d'où, en y appliquant le foncteur T—^hom(',0x\ le morphisme canonique

(6.2.13) C^ —^ C^ <g) orN/M .

On en déduit le morphisme de réalification

(6.2.14) c^^ Ir^x ~^ ^^T^M c^ ̂  ̂ ^ 5

par composition des deux précédents, l'image du composé étant bien à support
dans T^X H T^X = iT-^M.

Le morphisme est compatible à l'analogue non tempéré de [S-K-K] et est donc
injectif (cf. loc. cit.), mais non bijectifen général.

Opérateurs microlocaux d'ordre fini

On définit le faisceau C~^ des opérateurs microlocaux d'ordre fini en posant :

CM d7f (^^^(MxM)CMxM^-l^M^lvM')l^T^(MxM)5

qui est un sous faisceau du faisceau CM de [S-K-K, chap. I, définition 2.5.1].
En utilisant les opérations précédentes on montre facilement que

^M c ^M est un sous-faisceau d'anneaux,

C'^f est un /^-module à gauche.
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Les transformations canoniques réelles opèrent sur C-^ et on a un morphisme
injectif de réalification

F^I ^ rf
"x \T^X L ' M '

qui résulte de (6.2.14).

Signalons qu'on peut faire une théorie des symboles pour C^ en adaptant au
cas tempéré celle de [Uk] pour le cas de CM-

6.3 - Exemples

6.3.1 — Modules holonômes réguliers et microfo net ions tempérées

Soit X une variété analytique complexe et Y c X une sous-variété complexe.
On a :

(6.3.1) C^ ^ RHom^By^C^J^

plus généralement, si M est un 2>^--module holonôme régulier et F =
Sol^-(A^) on a

RHom^(M,C^) ̂ T-fihom(F^Ox)

^ x (^/ ^ Tr-1^^*)),
TT-^X

où F* = RHom(F, (T). On obtient (6.3.1) de (6.3.2) en y faisant F = (Cy[-d],
où d est la codimension complexe de Y.

La formule (6.3.2) se démontre à l'aide des opérations du chapitre 3 (cf.
[An 4, proposition 6.1] où elle est utilisée pour microlocaliser le foncteur de
conjugaison de Kashiwara de [K 6]).

Soit M une variété analytique réelle de dimension n et X un voisinage
complexe de M. Soit M. un é*jc-module holonôme régulier défini sur un ouvert
U de T*X. Alors on a un théorème de comparaison

(6.3.3) RHome^ (M, C^) -^ RHom^ {M,CM) sur U ,

comme il résulte de la proposition 5.6.3 avec -F = (DM[~^] ̂  or M, (cf. [An 3,
theorem 1.2 (ii)]).
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6.3.2 — Microfonctions CR tempérées

Soit X une variété analytique complexe de dimension n et soit M c X
une sous-variété analytique réelle fermée de codimension d. Dans tout ce
paragraphe on fait l'hypothèse que

M est une sous-variété générique.

Soit Y ^-> XxX un complexifié de l'immersion j : M ^-> X^ et soit f :Y —> X
le morphisme complexe lisse défini par le diagramme commutatif

On désigne comme l'habitude par ÔM = T>Y-^X\ le système de Cauchy-
1 A^

Riemann sur M. La proposition suivante est la version tempérée d'un énoncé
de [K-K 3].

PROPOSITION 6.3.1. — On a :

R'Homv^M^ ̂  T-^ Ox <8) orM[d\.

Démonstration

Soient p et w les applications canonique définies par le diagramme T*Y^-p—
Y x T*X -^->T*X. Comme / est lisse et induit l'identité sur M, p est une

immersion fermée et il n'y a qu'un point dans la fibre de w au dessus de M.
Appliquant le théorème 3.3.2 avec F = (DM on obtient donc

^X-Y 0 T-^hom((S!M.OY)[dïm(cY]\ ^ T-^hom{^M.Ox) [n],
T>Y • • ' • M ^

et, puisque dim<r; Y = dim^ M = 2n — d, on a

(6.3.4) VX^Y^ T-^ OY\-_[n-d]^T-^ Ox.
Vy ' ^ M ^
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D'autre part, Py-,x étant Py-cohérent, on a pour tout (complexe borné de)
Py-module(s) M :

RHom^(py^x,M) = VX^-Y (3) M [dm^ X - dim<c Y].
VY

On a ici dim<c Y — dim<c M = 2n — d, et on obtient Pisomorphisme de la
proposition en posant

M = C^ <g) OTM = T-^M Oy^n - d] (g) OFM.

Ç

Le même argument montrerait plus généralement que pour tout F ç
ObD^_^(M) on a un isomorphisme

RHom^(aM,T-^hom(^F,OY))\_ „ ^
(6.3.5) M

T-^hom^F, Ox) |-, , [2d - 2n].
'^M^

Par exemple si Z C M est un fermé sous-analytique, en prenant F =
ŒZ [d — 2n] on obtient sur la section nulle :

RUorn-D^M^z VbM) ̂  Rr[z] OxW (cf. formule (1.2.7)).

Comme T-/^ Ox est concentré en degré > d , la proposition 6.3.1 identifie les
CR-microfonctions tempérées à un groupe de cohomologie de microlocalisation
à croissance :

(6.3.6) Hom^(QM^) ̂  ïî\T-^ Ox) ̂  OTM.

en particulier pour les CR-distributions on a

Horm)^ (BM , VbM) = H^ Ox ^ or M ,

et le triangle de Sato pour T-p,hom produit la suite exacte

(6.3.7) 0 -. Ox [^ - Hf^ Ox ^ OTM - ̂  ïî\T-^ Ox) ̂  or M -^ 0.

Si u est une CR-distribution sur M (i.e. une section de Hf^Ox <8) or M) on
définit classiquement le front d'onde CR de u (comme CR-distribution) par

WF9^u)^wsP^W ^ T^X (c r^r),
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OÙ

(6.3.8) sp^ : 7r-\H^]Ox ^ orn) -^ H^T-^ Ox} 0 OTM

est l'application canonique déduite de (6.3.7) ; on a WFg (u) c WFA(u) en
vertu de (6.3.6), où WF^Çu) est le front d'onde analytique de n. (Le corollaire
6.3.3 ci-dessous - ainsi que le bon sens - semblent indiquer que ce front d'onde
CR coïncide bien dans le cas analytique avec celui défini dans [B-C-T] d'une
autre manière, comme suggéré dans [S-T].)

Notons que les versions non tempérées de (6.3.6), (6.3.7) et (6.3.8) sont bien
connues (cf. [K-K 3]), et on a le morphisme canonique injectif

(6.3.9) H^T-fi^ Ox) ̂  OTM -^ H^MOx) ̂  OTM ,

l'injectivité résultant par exemple de la comparaison de (6.3.6) avec la formule
analogue pour les microfonctions. On désignera donc de la même manière par
WF-Q (u) le front d'onde CR d'une CR-hyperfonction.

On retrouve par exemple des propriétés d'hypoellipticité (cf. [B-C-T]) :

COROLLAIRE 6.3.2. — Soit 7 C Tf^X un ensemble conique convexe propre
0

fermé tel que 7 D M c^ T^M. Supposons s(M,p) > 0 pour tout p ç T^ X\^.
Alors pour toute CR-distribution u sur M on a :

WF^(u)cr
0

En particulier si 5~(M,p) > 0 pour tout p ç. T^ X on a Hr^Ox ^ or M ^

°^M-

Démonstration

Cela résulte aussitôt de la suite exacte (6.3.7) vu le théorème 6.1.2.
V

(Notons que, vu (6.3.9), ce corollaire est un cas particulier de sa version non
tempérée, laquelle est implicite dans [K-S 2, 3].)

Il résulte également de ce qui précède que si Î2 C X est un ouvert sous-
analytique qui est un ouvert à bord C° au sens de (1.2.8) et tel que 90, D M,
le morphisme de valeur au bord (1.2.11) (resp. (1.2.10)) définit un morphisme

^ : I\î Ox —^ BM (resp. bçî : 0^ -^ m^f)
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qui est bien à à valeurs dans les CR-hyperfonctions (resp. CR-distributions),
bçi étant 'D-linéaire. Soit 7 C T^X un ensemble conique convexe propre fermé
tel que 7 D M c± T^M et soit ^ C X un ouvert tel que CM(X\^î)nïnt^0 = 0
(cette condition implique M C 90,).

Dans les énoncés ci-dessous on dira qu'une fonction / ç r(fî; 0^) est à
croissance lente (vers M) le long de 7° si / satisfait à la condition suivante :

{ pour tout ouvert relativement compact U C X tel que CM{U) C 7°
il existe v > 0 tel que d(rr, MYf(x) est borné sur U ,

où d désigne une distance localement équivalente à la norme euclidienne de
(C71. Notons qu'en vertu de (1.2.2), cette condition est équivalente à la suivante

! \/K C Int 7°, K ensemble conique engendré par un compact,
3 U C X ouvert sous-analytique tel que CM{X\U) D K C {0}

et /€r(X;<y).

THÉORÈME 6.3.3 (cf. [B-C-T]). — Soit^ C T^X un ensemble conique convexe
propre fermé tel que 7 D M c± T^M'. Soit u une CR-distribution sur M. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) TVF^(n)c7.

(ii) On peut écrire u = bçt(f) où Cl C X est un ouvert à bord C° tel que
CM(X\Q.) Dh^0" = 0 et où f € F(n ; Ox) avec f à croissance lente le long
^7°°.

THÉORÈME 6.3.4. — Soit 7 comme dans l'énoncé précédent et soit fl. C X un
ouvert à bord C° tel que CM{X\ÇI) H L^00 = 0. Soit f e F(^; Ox}. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) La valeur au bord hyperf onction 6^(/) est une (CR-) distribution.

(ii) / est à croissance lente le long de ̂ oa.

Ce dernier énoncé généralise aux sous-variétés génériques une propriété due à
Martineau dans le cas M = 1R71 c (C71.
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Démonstration des théorèmes 6.3.3 et 6.3.4

Supposons, pour alléger les notations (scrupule tardif!), que M est orientée.
Considérons le diagramme commutatif :

nint^00; H° T-VM Ox) —^ r\(rjt,x; Hd T-^ Ox)c—— r(M; vbM)

1 1 1
rÇïnt^^H^MOx) —^—r\(%x;^MOx)c———W^BM) ,

dans lequel les flèches verticales sont injectives.

D'autre part rappelons que :

n^00 ; H° T-VM Ox) == Hm hm {r(X ; 0^) ; K c Int ̂ oa , U C X ,
K [/ l

-R" ensemble conique engendré par un compact, U ouvert sous-analytique

tel que CM(X\U) n K == {0}\

(voir la formule (3.1.2)), et que

nh^00;^0^^)-
Hm {r((7; Ox) ; U C X ouvert tel que CM(X\U) H Int-y00 = 0}.
[/ '

Les théorèmes 6.3.3 et 6.3.4 résultent alors aussitôt des remarques suivantes :

- Dans les limites inductives apparaissant ci-dessus on peut supposer
que les ouverts U sont des ouverts à bord C°, connexes (et tels que OU D M).

- Si^î est un ouvert connexe à bord C° tel que CM (X\^î) H Int (70") = 0,
la valeur au bord

bo : r(î"2 ; Ox) —> F(M ; BM} est injective,

(et WF^(bçî(f)) C 7 pour toute / G r(n; Ox)).
^

Notons que le théorème 6.3.3 résulterait aussi de sa version non tempérée de
[S-T] par utilisation du théorème 6.3.4.
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Remarque

E. ANDRONIKOF

L'utilisation du fondeur T—^hom( ' , 0 ) permet de préciser pour les distribu-
tions bien d'autres propriétés bien connues pour les hyperfonctions. On a
par exemple l'analogue tempéré du théorème d'annulation de [D'A-Z] et ses
applications à Bochner local, ou encore la formulation des problèmes aux lim-
ites elliptiques pour les systèmes, traités à la [K-K 3] mais dans le cadre des
distributions (cf. [An-T]).



A. - APPENDICE - OPERATIONS MICROLOCALES SUR LES
COMPLEXES CONSTRUCTIBLES

Soit X une variété analytique réelle. Dans la théorie microlocale des faisceaux
de Kashiwara et Schapira le rôle central est tenu par la catégorie Db(X, fî), la
catégorie localisée de Db(X) par le système multiplicatif de flèches à micro-
support ne rencontrant pas un ensemble donné H C T*X. Le bi-foncteur

p,hom(^') : D^X,^)0 x D^X,^) -^ D^^l)

est alors bien défini.

Si p C r*X, une propriété essentielle de D^X;?) := Db{X\ {?}) est la pos-
sibilité d'y faire opérer des transformations intégrales microlocales, en partic-
ulier des transformations canoniques (les "extended contact transformations"
de [K-S 3]). Quand X est une variété complexe, on en déduit l'opération de
transformations canoniques complexes sur p,hom{F,Ox)p'

Pour réaliser ces opérations sur T—fJLhom(F,Ox)p il faut donc disposer d'une
bonne notion de microlocalisation de D^_^(X).

Dans cet appendice on explique comment adapter [K-S 3] à cet effet, dont on
utilisera les notations, sauf mention expresse d'un changement.

A.l. - La catégorie D^_JX;^)

Soit X une variété analytique réelle.
Soit îî C T*X un sous-ensemble. On pose

A/h = {F e ObD^(X) ; SS(F) n n = 0}.

Alors Afçt est un "null-system" dans D^_^(X) et on pose la
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DÉFINITION A.l.. — D^(X^) = D^_JX)/.A/h.

Si p C T*X on écrit Mp et P^_^(X;p) au lieu de U{p} et D^_^(X; {p})
respectivement.

On a un morphisme canonique

p^(x;n)^^(x;n),

qui identifie D^_^(X;f2) à une sous-catégorie triangulée de Db(X,Çl), mais
il n'est pas clair que ce fût une sous-catégorie pleine (cf. cependant le lemme
A.3 ci-dessous).

Les propriétés suivantes résultent aussitôt de la définition :

- Si f2' C f2 est un sous-ensemble, on a un morphisme canonique
D^(X^)-. D^X'^).

- Si F ' -> F -> F " ̂  est un triangle distingué dans D^_^X\^Ï)
tel que S S ( F / t ) 0 ^ = 0 , alors F ' ^ F dans D^_^(X; n) ; propriété qu'on
utilisera souvent sous la forme suivante :

(A.l)

{ Un morphisme F —> F ' de D^_ç(X; ̂ î) qui induit pour tout p e Q,
un isomorphisme dans Db{X\p), est un isomorphisme de P^_ç(X; ^2).

Remarque A. 2

Soit j : U c-^ X l'immersion d'un ouvert sous-analytique et Z C X un fermé
sous-analytique. On sait que les fondeurs Rj*j~1^ jîj~1, (')z, R^z opèrent
sur D^_ç(X). Si de plus X est un espace vectoriel réel, et 7 un cône convexe
fermé sous-analytique dans X, alors le fondeur (p^Rip^ opère sur D^_^(X).

On peut donc recopier les énoncés et démonstrations des chapitres V et VI
de [K-S 3] en y remplaçant D\X) et D\X, ̂ î) par D^(X) et D^_^X, H)
respectivement. En particulier on dispose des "cut-off lemma" et "microlocal
cut-off lemma" dans ce cadre.

LEMME A.3. — Soitp ç T*X. Alors D^_^(X\p} est une sous-catégorie pleine
(triangulée) de Db{X\p).
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Démonstration
Q

On peut supposer p e T*X. Soit (p : D^_^X\p) -^ D^X;?) le morphisme
canonique et F, G G D^_^(X). On doit montrer que

a : îîom^_^p)^G) -^ Hom^(^p)(^(F),^(G))

est bijectif.

On sait que

^"^-cW^ Gf) = Hom^(^)(F, G) ^ ^°OT(r*X; /^om(F, (?)),
d'où, par localisation, des morphismes :

Hom^(^;p)(F,G) -^ H°^hom(F,G))p
et

Hom^_^)(F, C?) ̂  H°^hom{F, G))p ,

et la proposition 6.1.2 de la loc. cit. prouve que le premier est un isomorphisme.
Vu la remarque A.2 précédente, la démonstration de cette même proposition se
laisse transposer dans le cadre IR-constructible, donc le deuxième morphisme
est également un isomorphisme. Le morphisme a est donc un isomorphisme.

^

Remarque A.4

La catégorie D^_^X, fl.) n'est pas celle définie dans l'exercice 8.6 de [K-S 2] ;
rappelons la définition de cette dernière avec une autre notation.

Soit Db(X;fl,)][t-c la sous-catégorie pleine de Db(X\^Ï) des objets F e
Ob D\X) tels que

V p e ^ 3F /e06D^_,(X) tel que F ^ F ' dans D\X;p).
On a donc des morphismes canoniques

24_,(X; f2) —^ D\X^ n)]R_, -^ D\X; ̂ ) ,
où la première flèche identifie D^_^X;Çl) à une sous-catégorie triangulée
de ^(X; n)iR_c (mais pas pleine à priori), tandis que la seconde identifie
^(X; n)]R-c à une sous-catégorie pleine de J^(X; f2) (mais pas triangulée à
priori). Cette difficulté disparaît dans le cas où f2 est réduit à un point, vu le
lemme A. 3 et le fait qu'on peut aussi montrer que

^R-c(^;P)——^(^;P)lR-c,

est une équivalence de catégories. Par conséquent la catégorie -^(X^iR.c
est bien triangulée, et il en résulte également que ̂ (X; ̂ )iR-c est triangulée.
(Mais on n'aura pas besoin ici de ce dernier point.)
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A.2. - Noyaux microlocaux pour D^_^X,p)

Soient X,V,Z trois variétés réelles. On désigne par ci : X x Y —> X, ^12 :
XxYxZ -> XxV.pi : T^XxY) -^ T*X,p^ : T^XxYxZ) -> T^XxY),
les projections, avec des définitions analogues de Ci, ç^, pi, p^. On désigne
par ax (ou a) l'opération antipodale de T*X, et si fl. C T*X, ^2° désigne
a(f2) ; mais dans le cas d'un produit de la forme X x Y, la même lettre
a désignera l'application antipodale relativement au deuxième facteur, e.g.
pf2 = (^x x ay)°Pi2-

Rappelons les définitions suivantes de [K-S 3]. Si K^ G Ob Db(X x Y) et
KÏ ç Ob Db (Y x Z) on pose

^i 0^2 = Rqiy.(q^K, ̂ q^K^) G ObD\X x Z),

et si K e ObD^X x Y) et F e 06 ̂ (V) ^ O^D^y x {pt}) on pose

<Î>K(F) = Rqi\(K (g) q^F) = K o F e OfoD^X).

Mais, même si K est à cohomologie IR-constructible, le fondeur ^K n'opère
pas en général sur D^_ç, (c'est faux quand le support de K n'est pas propre
sur X), et il faut avoir recours à la composition microlocale des noyaux de
[K-S 3].

Si Ki et KÏ sont comme ci-dessus et ( p x ^ P Y ^ P z ) ^ T*(X x Y x Z), on définit
un pro-objet de Db(X x Z, (px^Pï)) en posant

K^oKï="VmtK[oK^

où K[ —> K\ (resp. K^ —> K^} parcourt l'ensemble des isomorphismes de
D^X x Y; (px,P^)) (resp. de D^Y x Z; (py,p^))).

On dit que K\ et K^ sont microlocalement composables en ( p x , P Y , P z ) si la
condition suivante est vérifiée :

f (SS(K,)^SS(K,)) np^Çpx^z) C {{(PX^APY^Z)}}

[ au voisinage de ( (px, p^ ), (py, p^ ) ).

Ici et dans la suite, le produit fibre sur T*Y est pris relativement aux
applications pg : T*(X x Y) -. T*Y et pi : r*(V x Z) -^ r*Y.
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PROPOSITION A.5. — Soient K^ ç. ObD^_^(XxY) et K^ e ObD^_^(YxZ).

(i) K^oKï est un pro-objet de D^_^X x Z\ (px,P^)).

(ii) Supposons de plus que K^ et Ky, sont microlocalement composables en
(Px,py,pz). Alors

K^K^ ç ObD^(X x Z;(px,rê)).

Démonstration

Dans la définition de K\ oK^ on peut remplacer K^ par (K^)xxv où V est
un voisinage ouvert sous-analytique relativement compact de 7r(py) : alors ^13
est propre sur le support de ^((^i^xv) <3> q^K-2 donc (K^)xxV o K^ ç
ObD^_^X x Z). Alors (i) résulte du lemme A.3.

Si de plus K\ et K^ sont microlocalement composables on sait que

K.oK^ObD^XxY^px^pÏ)),

(cf. la proposition 7.3.1 de la loc. cit.) d'où (ii).
^

Dans le paragraphe suivant on aura besoin des précisions données par le lemme
suivant, analogue des proposition 7.3.1 et le lemme 7.3.3 de la loc.cit., et qui
s'établissent de manière analogue vu la remarque A.2.

LEMME A.6. — Soient K\ et K^ comme dans la proposition A.4.

(i) Supposons de plus que la condition suivante est vérifiée :

(A.3)
(SS(K^^SS(K^)) n ({px} x T^Vx {^}) c {((px,^),(py,P^))} ,

(SS(KI) ̂  SS(K^) n Ç{(xo; 0)} x f^ Y x {(^; 0)}] = 0,

où XQ = v(px), Vo = 7r(py), ZQ = w(pz)-

Soit le (pro-)objet de D^_ç(X x Z; (py,p^)) défini par

K="]nn'(Ki)xxvoK2,
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où V parcourt une base de voisinages ouverts sous-analytiques relativement
compacts de yo. Alors on a :

KioK^-^K.
P-

(ii) Dans le cas général, on peut trouver des isomorphismes

K [ ^ K , dans D^(X x Y; (px,P?-)),

K^K^ dans D^(Y x Z , (py,^)),

tels que K[ et K'^ vérifient les conditions analogues à (A.3).

COROLLAIRE ET DÉFINITION A.7 (cf. [K-S 2, remark 7.3.7]). — Soient K ç.
ObD^_^(X x Y) et ( p x , P Y , P z ) ^ T*(X x Y x Z). Supposons la condition
suivante satisfaite :

(A.4) SS(K) n ({px} x T*Y) C {{px^P^)} au voisinage de ce point.

Alors :

(ï) pour tout L € ObDÏ^_^(Y x Z), les noyaux K et L sont microlocale-
ment composahles en (px,PY,Pz), et pour tout F G ObD^_^(Y) on pose :

^(F) = KoF e ObD^(X^px).

Vu ce qui précède, cela définit un fondeur :

^K : D^(Y,pY) —— D^(X^px),

et on a :

(ii) si L ç ObD^_ç(Y x Z) vérifie la condition analogue à (A.4) au point
(py,p^), alors K oL vérifie la condition analogue au point {pXiP^},

(iii) si L est comme dans (ii) ci-dessus, les fondeurs ^^ o <S>^ et ̂  r
^

sont isomorphes.

Remarquons que si K G ObDb(X x Y; (px^P^)) vérifie la condition (A.4), le
foncteur

^K = Rq,\(K ^ (.)) : D\Y) -. D\X)
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induit un foncteur Db(Y,pY) -> Db(X,px) qui n'est autre que ̂  (comme
il résulte de la remarque qui suit la définition 7.1.3 de [K-S 3]). Sous
les hypothèses de la proposition précédente, il induit aussi un fondeur
^R-cC^îPv) -^ ^K-c^îPx) (alors que ^K n'opère pas lui-même de
^R-c(^) dans D^_,(X) en général).

Soient maintenant y : (T*Y)py -> (T*X)p^ un germe de transformation
canonique et A la sous-variété lagrangienne associée dans X x Y (i.e. A est
Pantipodal relativement au facteur Y du graphe de (p~1).

PROPOSITION A.8. — II existe K e ObD^_^X x Y) et un voisinage ïïx
(resp. Çty) de px (resp. p y ) tels que Von ait :

(A.5) ((f2x x TV) U (r*X x f2y)) H SS{K) c A,

et tel que

^K '' ^R-c(^;Pr) -> <-c(^;Px)

est une équivalence de catégories.

Un quasi inverse est <Ï>^ avec K* = r,,RHom(K,u}xxY/Y), où r(x,y) =

(y,x) et où ^XXY/Y ^st le complexe dualisant relatif.

Démonstration

1) Supposons d'abord que A = T^(X x Y) où 5' est un germe en 7r(px,Py)
d'hypersurface lisse. La démonstration du corollaire 7.2.2 de [K-S 3] produit
un K e ObD^_^X x Y) qui vérifie la condition (A.5) et aussi la condition
suivante :
(A.6)

F le morphisme canonique (ÇA —^ p,hom{K, K) \ est un isomorphi-
[ sme dans Db{K D W\ où W est un voisinage ouvert de { p x ^ P ^ ) '

On sait aussi que ̂  : Db(Y,pY) —^ Db(X,px) est une équivalence de
catégories de quasi-inverse <Ï>^. Du corollaire et définition A.7 on tire que
les foncteurs

^K

DK-C(Y;PY) ,——— D^(X;px)

^.
sont bien définis et quasi-inverses l'un de l'autre (parce que K o K * ^ (TA
dans D^_,{X x X, (px,P^)) et K* o K ^ Œ^ dans D^_,(Y x^Y, (py,p^)),
puisque c'est vrai sans l'indice IR — c).
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2) Dans le cas général, on décompose (p en <^i o </?2î où chaque <pj est
une transformation canonique associée à une hypersurface, et on conclut en
utilisant le corollaire A. 7 et la partie 1) de la démonstration.

V

A. 3 - Le cas d'une variété complexe

Soit X une variété complexe, Xj^ la variété réelle sous-jacente. On identifie
(r*X)iR et T*(XIR) à l'aide de la partie réelle de la 1-forme canonique de
T*X. On note 7 = 7x : T*X -> T^X/^ et ̂  = T* X -> T* X/O^ == P*X
les applications canoniques.

Rappelons les faits suivants (cf. [K-S 3]) :

- Si M est une variété réelle et F ç. ObDb{M) tel que Fx est un
complexe parfait pour tout x ç M, on a l'équivalence {F e Ob D^_^{M)) ^==>
(S S (F) est un sous-ensemble sous-analytique lagrangien de T*M (au sens de
[K-S 3])).

- Soit V un ouvert de T*X et A c V un ensemble IR-involutif, (la-
conique et fermé dans V. Alors A est un ensemble (D-analytique (T-lagrangien.

- Soit F e ObD^_^X). On a l'équivalence (F € ObD^(X)) ^=^
(S S (F) est (C"-conique).

Ici, comme dans la suite, Œ^ -conique veut dire localement (D^-invariant.

DÉFINITION A. 9. — Soit f2 C T*X un sous-ensemble. On définit la catégorie
^Sc-c(^î^) comme la sous-catégorie pleine de D^_^(X;fî) dont les objets
sont les F ç ObD^_^(X) tels qu'il existe un ouvert W D ̂  tel que SS(F)nW
est ^-conique. C'est une sous-catégorie pleine triangulée de D^_^(X;H).

On a évidemment D^(X,T*X) = D^_^X), et si x e X ^ T^X et
F e 06P{p_JX), on a l'équivalence :

(FçObD^(X^x))^

(il existe un voisinage Y de a; dans X tel que F\ çObD^_ç{V)Y

Du paragraphe précédent on va déduire l'invariance de D^_^(X;p) et de
D^_^(X\(E^p} par transformation canonique complexe.
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PROPOSITION A. 10. — Soient Y une deuxième variété complexe de même
dimension que X , px € T* X , py e F* Y, (p : (r*V)p^ -^ (T*X)p^ un germe
de transformation canonique complexe et A le germe de variété lagrangienne
complexe associé.

(i) Alors il existe K ç ObD^(X x Y;(px,p^)) tel que la condition
(A.5) soit satisfaite et tel que le fondeur :

^:^_,(y;py)^^_,(x;px)

est bien défini et est une équivalence de catégories (de quasi-inverse ^^*)'

(ii) Supposons de plus que (p soit globalement définie sur l'orbite O^py
(i.e. : ^°xip = ^^Y où ^ : (IP*y)^(py) -^ (IP*X)^(p^) est un germe
de transformation de contact complexe), alors il existe K € ObD^_^(X x
Y'i^Çpx,?^)) tel que l'on ait (i) et tel que ̂  induit une équivalence de
catégories

^K : ̂ r-cC^^Py) -. D^{X^pxY

Démonstration

(i) On peut supposer A = T^(X x Y) où 6' est un germe d'hypersurface
complexe lisse en 7r(px,PY)' On remarque d'abord que sous les hypothèses de
la proposition A. 10, le noyau K fourni par la démonstration de la proposition
A.8 vérifie K € ObD^(X x Y; (px,??-)) vu les conditions (A.5) et (A.6).

Soit alors F e ObDf^_^(Y) tel que SS(F) soit un ensemble ^-conique au
voisinage depy. Comme ^K '' Db(Y,pY) —^Db(X\px) est une équivalence de
catégories, l'ensemble SS(^>K(F)) = <p(SS{F)) est (D^conique ou voisinage
d e p x ' D'autre part, soit V un voisinage ouvert (sous-analytique) relativement
compact de 7r(py) : alors ^Kxxv(f) ~^ ^K(F) est un isomorphisme dans
Db(X,7T~17^(pY)), donc SS^Kx^vi^) est (rx -conique. Par suite (cf. lemme
A.6) SS^W) est ^''-conique.

Ce qui précède montre que le fondeur du (i) est bien défini, qu'on note encore
^K-

Comme on peut raisonner de manière analogue avec <î>^ : D^_^(X;px) —^
D^_^(Y\pY)î le (i) résulte de la proposition A.8.
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(u) Ici on peut supposer A = T^(X x Y) où S est un germe d'hypersurface
complexe lisse en 7r(px»Pv), l'égalité ayant lieu sur tout un voisinage de
^(PXïPv)' Vu la condition (A.6) il est clair que SS(K) est localement (S!X-
conique au voisinage de ^(px,?^)^ d'où la première assertion.

Soit V une base de voisinages ouverts sous-analytiques relativement compacts
de y := 7r(py). Pour tout V e V le fondeur ^Kxxv '• ^ÎR-^) -^ ^Ik-cW
induit un fondeur ^Kxxv : ^-cV^^Pv) -^ D^^X.^px) (puisque,
d'après la proposition 7.1.2 de [K-S 2], ^Kxxv respecte le "null-system"
A/<cxp).

Pour tout F e ObD^_^(Y) on peut donc définir un pro-objet ^^(F) de
£)R-c(xî(^XPx) en posant

^K(F)= V^KxxvW.
VçV

II résulte du lemme A. 11 ci-dessous, en y faisant f = q\ : X xY —> X (cf. la
démonstration de la proposition 7.3.2 de [K-S 3]), que l'on a en fait :

^(F)e06^_,(X;(Cxpx).
On obtient donc un fondeur

^K : D^Y^^pv) -^ D^X'^^px)
dont on vérifie que c'est une équivalence de catégories. En effet, pour tout
À € ̂  on a un diagramme commutatif (cf. lemme A.6) :

^R-cC^^py) —^ D^x^^px)

^R-c(^py) ——K— D^{X^Xpx)

où la deuxième ligne est une équivalence de catégories vu la proposition A.8,
d'où également la première vu (A.l). On la notera encore <î>^ au lieu de ^ K '

En raisonnant comme dans (1) on en tire que l'équivalence de catégories
^K : ̂ SR-^Î^PY) -^ ^JR-J^^PX) induit un fondeur

^ : D^Y'^py) -^ D^{X'^px)
qui est encore une équivalence de catégories.

V
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LEMME A. 11 (cf. [K-S 3] proposition 6.1.10). — Soit f : Y -> X un
morphisme de variétés complexes, et soient T*Y^—Y xT*X -^T*X les

x
applications coniques associées. Soient p G Y x T*X, py = p{p), px = w(p)

et G € D^_^(Y). On suppose la condition suivante satisfaite :

w^ÇXp) np^ÇSSÇG)) C {Xp} au voisinage de Ap, pour tout A e (E^

Soit V une base de voisinages ouverts sous analytiques relativement compacts
de y = 7r(py). Alors

'^im" Rf, Gv e ObD^(X; Œ^px),
v

et il existe VQ G V tel que

'^Rf^Gv-^RfïGva dans D^_,(X;(Cxpx).
v

Démonstration

C'est l'analogue de la démonstration du (i) de la proposition 6.1.10 de [K-S
3].

Remarque

Soit p ç T*X et notons M'y le "null-system" des F e ObD^_^X,7r{p)) tels
que p ^ SS(F) (ou, de manière équivalente, SS(F) D (Cxp = 0). On a un
diagramme commutatif

^-c(^(p))/A/;

D^(X; (TX?) ————————————————————. D^X;p),

mais pour p ^ T^X, aucune des flèches ci-dessus n'est une équivalence de
catégories en général.
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