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k amas pour les problemes a N corps a longue portée. Nous montrons en
particulier, avec des hypotheses d’analyticité sur les potentiels, que ’on
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leurs noyaux sont analytiques.

Abstract
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1. Introduction

Afin d’expliquer les résultats des expériences de diffusion (de collision
atomique par exemple), les physiciens utilisent fréquemment des modeles
faisant intervenir les valeurs de la matrice de diffusion S(\) & des éner-
gies complexes. Tel est le cas en particulier pour l'interprétation des pics
qu’ils observent sur les spectres d’absorptions, encore appelés résonances,
qui peuvent s’associer assez naturellement aux péles complexes de S())

D’un point de vue mathématique cela ne va pas sans poser quelques
interrogations, étant donné qu’il est loin d’étre évident a priori que l'on
puisse définir correctement S(\) pour des énergies A complexes. Plusieurs
travaux ont tenté de répondre a cette question en montrant pour certains
problémes que S(A) peut se prolonger méromorphiquement & des énergies
complexes, et que de plus ses poles s’identifient alors a ceux de la résolvante.
(Faisant ainsi le lien avec la définition des résonances plus généralement
utilisée en Mathématiques.) Le cas du probleme a deux corps avec des
potentiels & courte portée était en particulier traité assez complétement au
cours des années 1970. (Voir par exemple [Sh-Th], [Bal] et [Ba2])

Pour ce qui est des problémes & longue portée, la question n’a été résolue
que plus tardivement, en 1985, par Gérard et Martinez [G-M] qui montraient
Pexistence d’un prolongement méromorphe et I'identification des poles de ce
prolongement & ceux de la résolvante, complétant ainsi I’étude du probleme
a deux corps.

En revanche en ce qui concerne le probleme & N corps les résultats a ce
sujet se limitaient aux potentiels a courte portée et restaient qui plus est
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tres partiels. Parmi les plus significatifs on trouve principalement ceux de
Balslev (1980) [Ba3], qui ne traitaient que de la diffusion élastique 2 amas
- 2 amas, sous le seuil d’énergie des décompositions a trois amas, prouvant
dans ce cas lexistence d’un prolongement méromorphe de la matrice de
diffusion, prolongement dont les poles sont des poles de la résolvante.

Dans cet article nous traiterons des problémes & N corps, avec des po-
tentiels a longue portée. Nous montrerons que les matrices de diffusion
2 amas - k amas, ( pour 2 < k < N), se prolongent méromorphiquement
et que leurs poles sont aussi des péles de la résolvante. Nous prouverons en
sus que leurs noyaux sont analytiques par rapport aux variables angulaires
en dehors des plans de collision, et en dehors de la diagonale dans le cas
d’une collision élastique.

Les méthodes que nous utiliserons sont radicalement différentes de celles
de [Ba3], et s’approchent beaucoup plus de celles utilisées pour I’étude du
probléme & deux corps dans [G-M]. En particulier nous utiliserons une dé-

finition stationnaire des opérateurs d’onde introduite par Isozaki et Kitada
dans [I-K].

Dans la suite de l'introduction nous précisons tout d’abord les hypothe-
ses, nos notations, et la définition des opérateurs d’onde utilisée. On rap-
pellera brievement en particulier la construction originale d’Isozaki-Kitada.
Nous y donnerons enfin ’énoncé de nos résultats (Théoremes 1.9 et 1.10).

La démonstration nécessitera dans un premier temps la formulation d’une
nouvelle construction des opérateurs d’onde, qui tout en redonnant la défini-
tion proposée en introduction, aura de “bonnes” propriétés, indispensables
a la suite du raisonnement.

Utilisant cette construction nous effectuerons alors les démonstrations
de nos résultats.

L’appendice est un bref développement de la théorie des
“boost-distorsions” pour le probléme a N corps, qui est un élément im-
portant de la démonstration. Nous ’avons mis & part car ne traitant pas
spécifiquement de la diffusion il peut étre utilisé dans un cadre différent.
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1.1 Notations
1.1.1 Notations générales.

Commencons par préciser quelques notations relatives aux opérateurs
linéaires. Pour tout espace de Hilbert H nous noterons B(H) 1’ensemble
des opérateurs linéaires bornés de H dans lui méme. Pour tout opérateur T
linéaire fermé sur H, borné ou non, nous définirons o(T’) le spectre de T,
p(T) I'ensemble résolvant de T, o.(T') le spectre essentiel de T et a4(T) le
spectre discret de T.

Pour deux opérateurs linéaires A et B nous utiliserons la notation ad4(B)
pour le commutateur [4, B] = AB—BA. Si A est auto-adjoint nous noterons
(A) = (14 A%):3.

La théorie des dilatations analytiques nous sera fort utile dans cet article.
Pour 0 € IR assez petit on définit I’opérateur unitaire Uy par :

. | I*(R") — L*R")
Ue { fl@) = (1+6)"f(z(1+9))

Pour 1 > 0 on définit ’ensemble des vecteurs de L*(IR"), u- analy-
tiquement dilatables, que 'on notera L%(IR"),, comme étant ’ensemble des
vecteurs ¢ € L*(IR") tels que Upy se prolonge holomorphiquement dans
une région [Im(0)| < p et tels que :

ICeR | |Im(0)] < p= Ul 2y < C (1.1)

On définit alors la norme ||3||;2(g), par la meilleure constante C' que I'on
peut prendre dans 'inégalité ci-dessus.

De méme on définit I’ensemble des opérateurs bornés p- analytiquement
dilatables, que I'on notera B,(L?(IR")), comme étant I’ensemble des opé-
rateurs M € B(L*(IR")) tels que UpMU;! se prolonge holomorphiquement
dans une région |Im(6)| < p et tels que :

A3CeR | |Im@)| < p=||UMU| <C (1.2)

On définit 13 aussi la norme || M]||p,(z2(rr)) par la meilleure constante C' que
l'on peut prendre dans cette inégalité. Il est clair que B,(L*(IR")) a une
structure d’algebre.

Nous rappelons la définition des classes de fonctions Gevrey sur la sphere
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unité S : nous dirons qu’une fonction f est Gevrey s sur S si il existe une
constante C' telle que pour tout entier k on ait :

ID*fll < C*(RY)®
Dk f étant la différentielle k™ de f. Nous écrirons f € G*(S)

Pour z,y € ¢ nous utiliserons la notation régularisante
1
() = (1 + |z/>)? et nous définirons la fonction cosinus par
cos(z,y) = cos(Re(z), Re(y)).

Lécriture f(x) = O((z)~™) signifiera que (z)?||f(z)|| est borné pour
tout p € IN.

Enfin pour une fonction réelle g(t) donnée, nous utiliserons pour simpli-
fier, quand cela ne porte pas & confusion, la notation générique x(g(t) > C)
qui se définit rigoureusement par :

x(9(t) 2 C) = xo(g(t) - C)
ol xg est une fonction de troncature de classe C* telle que :
Xo(z) =1 pour z>0
{ xo(z) =0 pour z < —e

avec 0 < e << L.
La notation x(g(t) < C) se définit de fagon tout a fait similaire.

1.1.2 Notations liées au probléme a N corps.

Dans ’étude du Hamiltonien & N corps (1.5) nous séparons dans un
premier temps, de facon tout & fait classique, le mouvement du centre de
masse, ce qui nous rameéne & I’ étude du Hamiltonien H = —A|, + V()
opérant sur L?(X) ou X est l'espace :

X={ze R | ¥mz; =0}
et A, l'opérateur de Laplace-Beltrami associé a la métrique :
q(z,y) = 2 2mi(ziy:) -

Nous appellerons décomposition en % amas, toute partition
(Aq,--+Ap), de {1,---, N}. L’ensemble des décompositions est muni d’une
relation d’ordre définie par : a C b si a est une partition plus fine que b.



INTRODUCTION 9

Nous noterons conventionnellement (4, j) la partition & N — 1 amas dont
un est formé par la paire (i, j). Ainsi la relation (4, j) C a sera vérifiée si et
seulement si les particules ¢ et j appartiennent & un méme amas A; de la
décomposition a.

A chaque décomposition a nous faisons correspondre deux sous espaces
X, et X@ définis par :
Xo={reX | zi==z; si (1,j)Ca}
X={zeX | ¥ myz;=0}
iI€A;
X représente I’espace des variables internes aux amas, alors que X, repré-
sente I’espace des variables externes, variables décrivant la position relative
des centres de masse de chacun des amas.
Ces deux sous espaces sont orthogonaux pour la métrique g(z,y), et l'on a

X=X,0X°

Nous noterons S, la sphére unité de X,.

On pose pour toute décomposition a :
L(z)= 3 Vi), V(2= ¥ Vii(z) et Ho=H -1,
(i,5)¢a (i.j)Ca
On a:
Hy=1,.® (—A|Xa) + (_Alxa + V42" ® Iy,
ce que I’on notera plus couramment H, = —A|, + H®, H® étant le Hamil-
tonien interne —A|,, + V“(z*) opérant sur L*(X?).

Nous noterons ¢® = oq(H®) et 7, = bCH#a o® U {0} le spectre purement

ponctuel et ’ensemble des seuils du Hamiltonien interne H®.

Les notations o(H) et 7(H), qui sont les valeurs propres et les seuils du
Hamiltonien H, correspondent a celles définies ci-dessus dans le cas trivial
ol a est la décomposition en un amas.

On appelle canal de réaction o = (a,%q,€q) la donnée d’une décom-
position a, et d’un vecteur propre, ¥, de H®, de valeur propre €,.

Pour un intervalle d’ énergie A et un canal de réaction donnés nous
noterons 7, la projection orthogonale sur le vecteur tq, et p, 'application
définie par :

[ LX) - IXX)
be { ¢ — EA(H0)¢® Vo
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Nous rappelons que sous les hypothéses (H) que nous considérerons, et sous

la condition €, ¢ 7,, ¥, est & décroissance exponentielle en z° (voir l'article
[F-H]).

Pour chaque canal de réaction « on définit une transformée de Fourier
associée, F,, comme suit :
Soit Fu(A) € B(LA(X,),L*(S4)) , s > 3, X > €, défini par :

(FaN)w) = 20 = )" VHFF(200 = ca)w)
ou Ff est la transformée de Fourier de f , c’est & dire :
FE) =f©) = @my" [ e f(x)da
On note H Pespace de Hilbert L2((e,, +00); L*(S71)) et F, € B(L*(X,); H)

donné par :

(FaH)Aw) = (FaN)f)(w) VS € LY(Xa)

F, se prolonge en un unique opérateur unitaire et V f,g € L2(X,) :

+00
(f7g) = (faf, fag)ﬂ = -/fa (fa(A)fv ]:Ot()‘)g)LZ(S",'_I)dA (13)
D’autre part pour toute fonction k :

(Falk(DZ, + €)X, w) = k(N Fa(N) f (1.4)

1.2 Hypothéses

Nous considérons le Hamiltonien a N corps :
N1
H=-% —A0;+ ¥ Vi(@i—-z) ; neR" (1.5)
i=12m; 1<i<N

ol les potentiels V;; sont supposés vérifier les hypothéses suivantes :

Les potentiels V;; se prolongent holomorphiquement
dans une région :

(H) D, = {z € c" |[Im(z)| < e(Re(x))}
avec € > 0 et vérifient la condition de décroissance suivante :

Vij(z) = O((x)~?) dans D..

Nous ferons en outre quelquefois des hypothéses supplémentaires sur les
canaux de réaction o = (@, Y, €,) (canal d’entrée) et 3 = (b, g, €5) (canal
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de sortie) ainsi que sur l'intervalle d’énergie [d, M] que nous considérons.
Nous les formulons ainsi :

1) €, et €g sont des valeurs propres, respectivement de H® et H®,
simples et isolées.

2) [d, M] C]sup(eq, €5), +00|

3) [d,MInT(H)=0

4) a est une décomposition en deux amas.

5) [ vérifie au moins une des hypotheses suivantes :
5.1) b est une décomposition en deux amas.
5.2) leg,d)NT(H)=10

Commentaires :

- La condition (E .2) signifie seulement que Pon se limite aux énergies
ol les canaux de réaction « et 3 sont ouverts, et n’est rien d’autre que la
condition physique pour qu’il y ait diffusion.

- La condition (E .5.2) nous impose une contrainte en énergie supplé-
mentaire lorsque 'on étudie la diffusion 2 amas - k amas, (k > 2). Elle
limite ’étude & un intervalle d’énergie compris entre €g et le premier seuil
qui lui est supérieur. Il est intéressant de noter que pour la diffusion 2 amas-
N amas cette hypothese est redondante, étant une conséquence triviale de
(E .2). On sait en effet que sous les hypothéses (H) il n’y a pas de seuil &
énergie positive.

1.3 La construction d’Isozaki-Kitada.

Comme nous ’avons précisé dans l'introduction nous utiliserons dans
ce travail la construction des opérateurs d’onde d’Isozaki-Kitada [I-K], que
nous rappelons ici brievement.

Dans [[-K] Isozaki et Kitada s’intéressent au probleme a deux corps avec
un potentiel V() vérifiant les hypothéses de régularité et de décroissante
suivante :

Jp > 0 tel que Vo 3C, | [0V ()| < Ca<x>—p—|a|

Leur démarche est la suivante. Dans un premier temps ils construisent deux
solutions, ¢* de I’équation eikonale :

2
(Ves*(2,6) +V(2) =€ (16)
supportée chacune dans des régions du type :

{|z| > R, |¢] > d,£cos(z,&) > +o*}



12 A. BOMMIER

et satisfaisant les estimations :

Vo, € IN" 1070¢($(,€) — 2.)| < Cag(a)' 1ol (1.7)

IIs recollent ces deux fonctions en posant :

0(,) = x( cos(z,€) < 07)#7(2,€) + x( cos(z,€) > 0¥)6*(z,¢)
A laide de cette fonction de phase ils définissent le modificateur J par :

Tf(z) = @m)™ [ [0 f(y)dyde

et les opérateurs d’onde par :
W* =5~ lim " Je " E5(Hy) (1.8)

Commentaires :

La construction des opérateurs d’onde généralement utilisés auparavant
pour les problemes a longue portée était celle de Dollard, se basant sur la
construction d’un modificateur dépendant du temps et se référant ainsi di-
rectement a ’évolution classique. La construction d’Isozaki-Kitada trouve
quant a elle son origine dans le cadre méme de la mécanique quantique, étant
inspirée en particulier par ’expression des fonctions d’onde généralisées. Les
idées qui ont motivé ces deux types de construction sont donc de nature as-
sez différente, mais offrent malgré cela des développements trés similaires,
faisant intervenir toutes deux la résolution d’une équation de mécanique
classique, qui permet de décrire ’évolution asymptotique des états de diffu-
sion (le modele de ’évolution libre ne convenant plus pour les problémes a
longue portée). Il s’agit de I’équation de Hamilton-Jacobi pour la construc-
tion de Dollard et de I’équation eikonale pour celle de Isozaki-Kitada. En
fin de compte on peut vérifier que ces deux types d’opérateurs coincident
rigoureusement.

La méthode d’Isozaki-Kitada offre en sus quelques avantages techniques
qui ont permis d’établir des résultats tels que la régularité des amplitudes de
diffusion ou leur prolongement méromorphe en énergie. La raison principale
en est que l’on peut utiliser bien évidemment d’autres modificateurs dans
la construction des opérateurs d’onde sans que cela change la limite (1.8).
C’est cette idée qui est a la base des démarches de [I-K], [G-M], et aussi de
cet article.

Notons enfin que pour le probléme & courte portée, (p > 1), Wang a
proposé dans [W] une construction améliorée des fonctions de phase ¢*.
Celles-ci, tout en vérifiant les propriétés (1.6) et (1.7), ont pour avantage
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de redonner par (1.8) les opérateurs d’onde usuels, obtenus dans ce cas en
prenant J = 1. Comme nous n’utilisons par la suite que les propriétés (1.6)
et (1.7) nous pouvons utiliser cette construction dés que p > 1. Cela nous
permet en particulier de faire le lien avec la théorie usuelle de la diffusion
pour les problémes & courte portée.

1.4 Définition des opérateurs d’onde et de la matrice
de diffusion.

Nous avons choisi de généraliser de fagon canonique la construction
d’Isozaki-Kitada pour le probleme a N corps. Précisons ce que nous en-
tendons par la.

Les états de diffusion, encore appelés canaux de réaction, sont définis
par la donnée d’une partition des N corps en k sous ensembles, ce que ’on
nomme décomposition en k amas, et d'un état 1ié pour chacun des amas
correspondants. La premiere idée physique qui vient & ’esprit quand on
cherche & donner une approximation de I’évolution asymptotique de tels
états consiste a dire que les amas s’éloignant les uns des autres, aux temps
grands, chacun des amas voit approximativement les autres comme des
particules ponctuelles. Formulé mathématiquement cela revient a dire que
I,(z) ~ I(z,) le long de I’évolution, lorsque t — %oo0.

Lorsque a est une décomposition en deux amas I,(z,) n’est alors rien de
plus qu’un potentiel & deux corps, et l'on peut reprendre la construction
de la fonction de phase d’Isozaki-Kitada sans modification. En revanche
lorsque a est une décomposition en k amas, (k > 2), I,(z,) est un potentiel
a k corps et cela pose une réelle difficulté. En particulier I,(z,) # 0 quand
|zq| — co. Nous éviterons cette difficulté en ne traitant la diffusion que dans
les directions hors des plans de collision, c’est & dire en évitant les états ou la
distance entre deux des k amas ne croit pas au moins proportionnellement
a la taille totale du systeme.

Posons quelques définitions permettant de formuler cela :

Définition 1.1 - Pour toute décomposition a nous noterons :
Zy = Xa\ Ub¢a X
Se=8.NZ,

Nous n’étudierons la diffusion que pour des directions se trouvant dans S,.
Notons que dans le cas ot a est une décomposition en 2 amas Z, = X,\{0}
et S, = S,. Nous ne ferons donc aucune restriction dans ce cas particulier.
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La définition qui suit ne sert qu’a préciser les propriétés de support
des fonctions de troncature que nous serons amenés a faire intervenir pour
traiter le cas #a > 2.

Définition 1.2 - Soit a une décomposition, telle que #a > 2.
Pour tout compact K, C S, nous définissons les compacts K,(e€), (e €]0,1[),
par :

Ky e)={x eS8, | dist(z,K,) < edist(K,, Ss\Sa}

et nous définissons les fonctions de troncatures Xy, Xays Xa, POT :
Xao(wa) =1 Vw, € K, et suppxa, C Ka(3)
Xay(Wa) =1 Vw, € Ka(%) et suppxa, C Ka(%) (1.9)
Xas(Wa) =1 VYw, € Ka(%) et SuppXa, C Ka(%)

Nous définissons enfin 0 < 6g, < o, <1 par:

/ 1 / 3 2
ok, = sup{cos(w,w ) | w € I&a(7) , wE I&a(?)\fia(?)}

et

51, = sup{cos(w,w) | w € Ka(%) Je Ka(fr)?—)\f(a(%)}

Pour ne pas avoir a distinguer a chaque fois les cas #a = 2 et #a > 2 nous
adopterons les définitions suivantes :

Définition 1.3 - Pour toute décomposition a en deux amas nous noterons
conventionnellement :

K,(e)=S, , Ve€]0,1]
Xao(Wa) = Xa;(Wa) = Xap(Wa) =1, Vws € Sq
OK, = )

Venons-en maintenant & la définition méme des opérateurs d’onde, en
suivant la démarche de Isozaki-Kitada. Nous commengons par définir :

Définition 1.4 - Pour toute décomposition a on pose :
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Lemme 1.5 - Sous les hypothéses (H), pour tout d, > O,

—1<o0; <of <1, il existe R > 0 et ¢ des fonctions réelles, de classe
C™ sur

L3 (R, da,07) = {|2a| > R, |€a| > da, £ cos(za, &) > £07}
tels que : ,
(vraqsai(xaafa)) + ia(xa) = f?, (1.10)
Vo, B € IN" |82 88 (¢(Ta ) — 2a-£a)| < Caplag) =71 (1.11)

Démonstration : Il suffit de remarquer qu’avec la définition 1.4, le terme
I,(z,) ala structure d’un potentiel & deux corps, et que sous les hypotheses
(H) on a, en appliquant les inégalités de Cauchy :

|8§4ja(xa)| < Ca<$a>_p—|a|

On se retrouve donc exactement dans le cadre de [I-K], ot I'existence de
telles fonctions de phase est démontrée. O

Nous recollons les deux fonctions de phase ainsi construites en posant :
ba(2a; &a) = X(cO8(2a, €a) 2 07 ) (Tas &) + X(c08(2a, Ea) < 07)05 (%4, a)
et nous définissons le modificateur J, par :
Jof (2a,2%) = (2m)7" [ [ lOrlzotImnde) fy, %) dyadé, (1.12)

Définition 1.6 - Pour tout canal de réaction o = (a,q,€q) et tout in-
tervalle d’énergie A nous définissons les opérateurs d’onde WE par :

. . D
Wt=35- Jim ™ Juem Moy 0o (525 ) Par (1.13)

* —e0 1Dz, |
Remarque :
Pour étre rigoureux précisons que, en notant Iy, la fonction caracté-
ristique de K, seuls les opérateurs :

) D,
W:}K‘, = g— tl{inoo ethJ e—thaI \a(lDz l)

ont réellement une signification physique. Ceux-ci se déduisent trivialement
de notre définition par la relation :

o)

Dx, |

la fonction x,, que nous avons introduite n’étant qu'une régularisation de

I]\"a.

Wik, = Wilg,(
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Lemme 1.7 - Les opérateurs d’onde ainsi définis existent.

Démonstration :

Comme X,, = 1 sur le support de x,,, par des arguments de phase non
stationnaire on montre aisément que ’on a aussi :

Ta ) —itH,

WE=s —tEIiIlooe J,,X,,l(| N

Xao(lDzaI)

Comme
[aaXm(l |)]— (( ) )

on a encore :

22 g
|Dxa'
Suivant la méthode usuelle nous montrons que cette limite existe en mon-

trant que sur un sous-ensemble dense sa dérivée est intégrable. Pour cela
nous calculons :

. . z _
Wi = s =l e () o

TazHXal( |)J Xa1(| |)J Hapa

|Za

Il vient sans difficulté :
To= Xa(E|(D2 + L(20))Ja = JuD2,[pa

+[D14’Xa1(|za|)]‘]a «
+Xd1(|xa|)(la(x) - Ia(wa))

Le premier terme est a la multiplication par Xal(]fﬁ) pres le méme terme
que celui que ’on obtient dans le probléme & deux corps. Il est la somme
d’un terme de taille O({z,)~}7") et d’un terme supporté dans une région
cos(zq,&) € [o7,0F]. Le deuxieme est supporté dans une région
| cos(z4,€4)] < 0k, < 1. Enfin pour le dernier nous remarquons que du
fait de la décroissance rapide des états liés :

Zq ey
CACHESAC )Xal(lx I)pa=0((xa> ), W<y
de telle sorte que :

Topa = (Pa(Za, D.,) + 0(<xa>_1—y))Pa

ou P, est un opéarteur pseudo-différentiel de symbole supporté dans une
région ou cos(z4,&,) € [07,0%] C] - 1,1].
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Or nous savons que pour tout € > 0, pour u dans un ensemble dense :
. x i -
e ey u = x(|D,, — Tal < e)e Hep u 4+ O((t) )

L’opérateur p, contenant une troncature supportée dans la région
|Dg,| > d — €4 > 0 les termes venant du O({z,)~'"") donneront des termes
de taille t~!7*, donc intégrables. Quant au terme P,(z,, D,,) sa contribution

est un O((t)~>), si l'on a choisi € assez petit, qui est donc aussi intégrable.
a

Définition 1.8 L’opérateur de diffusion S, 3 d’un canal o vers un canal
B est défini par :

PpSamPa = Sap(D) = (W) (Wy) (1.14)
Remarque :
Du fait de la conservation de ’énergie on peut encore écrire cet opé-
rateur sous forme diagonale a I’aide de F, et Fg, les transformées de Fourier
associées aux canaux de réaction « et 3, comme suit :

Sap= [ Fa(A)*Sap(A) Fa(N)dA (1.15)

sup(€q,€p) A

+00

ce qui définit la matrice de diffusion S,g(A). Nous noterons S,g(A, wa, 63)
son noyau, w, et 6 variant dans les spheres unités S, et S;.

1.5 Résultats :

Notre premier résultat annonce l’existence d’un prolongement méromor-
phe de la matrice de diffusion. Nous affirmons que :

Théoréme 1.9 - Sous les hypothéses (H) et (E), pour tout compact
K, C Sy, il existe un voisinage V compleze de [d, M] tel que :

(la) Sia =P et si0< p<1,Sas()) se prolonge méromorphiquement sur
V en un opérateur de G5(S,) dans G5(S,) et de G*(S.) dans G*(S,) pour
tout s €]1,(1— p)~![.

(1b) Siao =B et si p> 1, Sap(X) se prolonge méromorphiquement sur V,
en un opérateur de C(S,) dans C®(S,) et de D'(S,) dans D'(S,).

(2) Sia # B le noyau de la matrice de diffusion Sap(\,wa,0) se prolonge

méromorphiguement sur V en une fonction G*(Syx K3), pour tout s > 1.
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(3) Les pédles de ces prolongements, dans le cas o« = 3 comme dans le
cas o # 3, sont des résonances du hamiltonien H (définies comme étant
les péles du prolongement méromorphe de la résolvante).

Nous précisons maintenant les propriétés du noyau de cette extension
méromorphe de la matrice de diffusion :

Théoréme 1.10 Supposons les hypothéses (H) et (E) satisfaites, et con-
sidérons V le voisinage compleze de [d, M) introduit dans le théoréme précé-
dent. Alors :
(1) Pour tout A\ € V qui n'est pas une résonance du Hamiltonien, le noyau
Sap( X, wa, 0) de la matrice de diffusion est analytique en (wq,6) sur :

=S x SaN{w, # 6} sia=p.

- Sux Ky sia# B.
(2) Les résidus de Syp(\) en un péle Ny ont des noyaur analytiques sur
SaX I:rb.



2. Une nouvelle construction des
opérateurs d’onde.

La construction des opérateurs d’onde proposée en introduction, qui
est le prolongement direct de la construction d’Isozaki-Kitada, est, d™un
point de vue technique, loin d’étre optimale pour plusieurs raisons.

La premiere vient du fait que les estimations que l’on obtient sur
(H Xa, (547)Ja = Xar (527) JaHa)pa , qui permettent d’évaluer en quelque sorte
la rapidité de convergence des opérateurs d’onde, sont trés faibles.

On obtient en effet :
Ta La
(HXG‘(I—:I"?')JG - Xal(lxal
ou Py(z4,&) (1 =1,2) est un opérateur pseudo-différentiel supporté dans
une région ol cos(z4,&,) € [07,07].
Pour démontrer I’existence d’un prolongement méromorphe de la matrice

de diffusion, nous aurons besoin en fait d’estimations du type :

Za z —e{T
(H xal(l—ﬂ)Ja = Xy (=5)JuHo)pa = Pa(a, Dy,) + O(e™@) (2.2)

a
|l

)JaHa)pa = Py(2q4, Ds,) + O(<x>_1—p) (2.1)

ol opérateur P,(z,, D;,) sera supporté dans une région sortante pour I'opé-
rateur d’onde entrant et dans une région entrante (ou moins sortante) pour
I'opérateur d’onde sortant.

Le deuxieme défaut principal de cette construction est que I’on n’a gueére
de renseignements sur les propriétés d’analyticité des modificateurs intro-
duits, ce qui nous interdit a priori d’utiliser la théorie des distorsions ana-
lytiques, essentielle pour arriver aux résultats.
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Ces faits vont nous amener & introduire quelques modifications dans
la construction des opérateurs d’onde, tout en imposant bien sir que leurs
valeurs soient inchangées.

La premiere consiste & définir différemment les opérateurs d’onde en-
trant et sortant, et ce méme dans le cas ou les canaux de réaction d’entrée
et sortie sont identiques. Le principe de la construction sera cependant tou-
jours le méme, seules changeant les propriétés de support des fonctions de
troncatures introduites. Pour éviter toute confusion nous ajouterons systé-
matiquement par la suite un indice j aux fonctions de phase, symboles
et modificateurs, pour indiquer si ’on traite de opérateur d’onde entrant
(j =1), ou sortant (j = 2).

La deuxieme modification consistera a introduire dans la définition des
modificateurs un symbole en plus de la fonction de phase.

Enfin, pour pouvoir effectuer par la suite des distorsions analytiques nous
prendrons le soin de définir ces symboles et ces fonctions de phase sur un
voisinage du réel sur lequel ils seront holomorphes.

De telles modifications sont déja effectuées pour 1’étude du probléme
4 deux corps dans [G-M)]. La différence principale qui intervient ici est que
nous serons amenés a considérer des symboles & valeur opérateur, afin que
leur commutateur avec H® qui intervient dans le calcul (H J, — JN,IHa)pCy
compense les corrections provenant du fait que les amas ne sont pas des
particules ponctuelles, c’est & dire le terme I,(z) — I,(z,). La structure par-
ticuliere du probleéme & N corps apparait donc tres clairement & ce niveau,
ce qui nous obligera a adopter, nous le verrons, un schéma de construction
profondément différent de celui utilisé dans [G-M] pour le probléme a deux
corps.

2.1 Construction des opérateurs d’onde pour un canal
de réaction a deux amas.

Nous supposerons dans cette section, et la suivante, que a est une dé-
composition en deux amas. Nous généraliserons ensuite cette construction
aux autres cas dans la section 2.3. Comme annoncé nous choisirons nos
modificateurs, que nous noterons J, j, comme étant des opérateurs Fourier
intégraux, c’est a dire par :

Ja,jf(wavxa) = (27T)_nwa(x)xal(|%:])

| (2.3)
I [ ei@aiEata)=valedmy, (24, &,) f(Ya, 2)dyadEs
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ou les fonctions de phase ¢,; et les symboles m, ; restent & définir. Pour
arriver a nos fins briévement exposées ceux ci devront répondre aux trois
motivations suivantes :

- (m1) Pour M > d > 0 fixés les fonctions ¢, j(z4,&,) et Mg j(Z4,&,) doivent
s’étendre & des régions de c?" de la forme :
{(za,8) | lzal > R, d < €l < M,

|Re(za)| < elIm(,)| |Re(&a)| < €lIm(&)[}

et y eétre holomorphes dans les variables r, = |z,| et v, = |&,].
- (m2) L’estimation (2.1) doit laisser place & une estimation plus forte du
type :

Toj = Pj(2a, D,) + O(e™*0)) (2.4)

- (m3) Les opérateurs d’onde doivent étre inchangés.
Posons avant tout quelques notations supplémentaires :

Définition 2.1 - Pour R,d,e,M des réels positifs et oF €] — 1,1[ on
note :

Dae = {(2a, &) € ™| [Im(za)| < €|Re(za)l , [Tm(&a)| < €|Re(a)l}
Qao(d, M, €) = D, N{d < |&| < M}
Ao(R,d, M, €) = Qu(d, M, €) N {|zs| > R}
TE(R,d, M, e, :I:a;»t) = Ay(R,d, M, e) N {£cos(Re(z,), Re(&,)) > :I:a]*}

Nous pouvons alors énoncer le théoreme suivant qui répond entre autre a
nos trois motivations :

Théoréme 2.2 - Pour 0 < d < M , -1 < o} <a}" <leébd<<l1
fizés il existe des constantes strictement positives R €€, 1o , des fonctions
de phase ¢oj(Tq,&,) et des symboles mq j(Tq,&q) @ valeurs dans B(L* (X)),
définis sur une région Dy, tels que :

(1). @Y (Dya)myg j(TayEa) € Bu(LH(X®)) V(2a,€a) € Dae, v =0,1 et

sup llefo(‘”a)(Dxa)”ma,j(maaga)”B,‘O(U(X“)) < 400
(Iayéa)EDa,s

(2). €N (Dya)'mg j(Ta,&a), pour v = 0,1, ¢qj(a,&a) et leurs dérivées en
T4, &4 sont des fonctions holomorphes en |&,| sur Q,(d, M, €), et holomorphes
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en |z, et |&a| sur Ao(R,d, M,e).
(3). Les opérateurs d’onde W définis par :

Wai =s5- t}jftnw et Ja’je_itHﬂXao( IgZI)pa
et
JuiF(Tay2%) = wa(2)xa, (E4)(27) ™
% / / 'GaiCata) Vel (24, &) f(Yar ) dyadE,

(w, €tant une fonction de troncature du type wq(z) = x(cos(zq4, z) > %))
sont du méme type que ceux définis en introduction.
(4). Les symboles tq j(xq,&) définis sur D, par :

taj(Ta,6a) = De,maj(Tay€a) +1Ve,b0,j(TasEa)- Ve, ma j(Ta,Ea)
+(7:A:ca¢a,j(xa7 fa) + Ia(za) - Ia(x) - Ha + ea)ma,j(xaaga)
+(‘£3 - (V:ca‘ba.j(:cavfa))? - Ia(xa))ma,j(xaaga)

(2.5)

(2.6)
sont tels que :
€@, i(2q,€4) € Bu(LA(X?)) pour tout (24,&,) € Dy
La fonction e‘°<”“>ta,j(xa,fa) et ses dérivées en x4, &, sont des fonctions
holomorphes en |€,| sur Q,(d, M,¢€), et holomorphes en |z4| et |&,] sur

Ao(R,d, M,e).

(xaﬁggme e 0 (2a, €a)ll a2y < +00
et :
ez, ey = O™
dans T} (R, d, M,€,07) U I;(R,d, M, —07)

Remarque :

Puisque nous supposons ici que #a = 2 la fonction X,, qui intervient
dans (2.5) est identiquement égale a 1. Nous I’avons cependant écrite afin
d’avoir la méme expression lorsque #a > 2.

Pour démontrer ce théoréme nous énongons deux propositions d’exis-

tence. La premiére, traitant des fonctions de phases, est un résultat de
[G-M].
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Proposition 2.3 - Sous les hypothéses (H), pour tout My > dy > 0,
o €]~ 1,1[ et € > 0 assez petit il existe Ry > 0 et deuz fonctions ¢ (24, &4)
holomorphes dans Ty = I'f(Ry, dy, My, €,0) réelles sur T=NIR™ telles que :

(Vo2 (20, £2))* + Lu(za) = €2 (2.7)
¢¢:1E(xa,§a) -2l = 0(<$a>l~p) (28)

uniformément dans I'F.

Proposition 2.4 - Avec les hypothéses de la proposition précédente et
les fonctions de phases ¢ (2q,&,) qui y sont construites, pour tout d > dy,
M < My, +0§ > +o, fizés il existe des constantes R > Ry , €9 > 0, u > 0 et
des fonctions m¥ (4, &) d valeurs dans B,(L*(X®)) définies et holomorphes
sur TF = TE(R,d, M, e, +07) telles que
(i) ef"("a)(Dxa)”mji(a:a,fa), avec v = 0,1, est une fonction holomorphe en
(a,€a) sur T7 et ”mf(xaafa) = Tl B z2(xe) = O({za) 7).

(11)Si on définit l;-t(x,,,fa) par :

l?:(xaafa) = (Aacam;‘t(wavfa) + ivzaqszk(xaafa)-vza'"lj'c(xa,fa)
+(iAxa¢ai(xa7€a) + Io(xq) = Io(z) — H* + eo,)m;t(:ca,fa))pa

Alors 660(”“)(Dxa)"lf(l”a,§a) sont des fonctions holomorphes en (z,4,§,) sur
T'% et vérifient :
||lf(xa,£a)||3u(bz(xa)) = O(e‘ff’(’”“)) uniformément dans T'E.

Démonstration de la proposition 2.3 :

Il suffit de remarquer que I,(z,) est un potentiel & deux corps vérifiant
les hypotheses (H), et que l'on se trouve par conséquent exactement dans
le cadre de la proposition 2.1 de [G-M].

La proposition 2.4 est démontrée dans la section suivante.

Démonstration du théoreme 2.2 :
Prenons les les fonctions ®* obtenues par la proposition 2.3 pour
dy=d-6,(6<<1),0 €]~ 1,inf(—|oF]) — 6[. Nous posons :

bui(t0 &) = (x(cO5(20rEa) > 7 = )67 (2as &)

+X(COS(.’Ea,£a) < O'j— + 6)¢;(xa7£a)) (29)
xX(|Re(za)] > Ro)x(d — 6 < |Re(&)| < M +6)

qui sont des fonctions de phase vérifiant la condition 2 du théoréme. On
remarque aussi que les fonctions ¢ étant solutions de 1’équation eikonale
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le/ dernier membre de (2.6) est nul dans T:(R',d, M, e, +07), pour tout
R > Ry.

Pour ce qui est des symboles my j(z4,&,), nous recollons les symboles
mf (zq,&) et mj (x4,&,) donnés par la proposition 2.4 en posant :

Maj(@as€a) = [X(c08(za &) > 0F )i (2, €0)
+X(co8(2a, €) < 07 )M (2, €0)] (2.10)
xX(d < |Re(&)| < M)x(|Re(za)| > R))

Le symbole ainsi défini, et ses dérivées par rapport a z, et &, sont bien holo-
morphes en || dans Qg (d,M,e), et en |z, et || dans la
région Aq(R,d, M,¢).

De plus, d’apres le (i) de la proposition il est aisé de vérifier que les
opérateurs d’onde sont inchangés. Enfin le point (4) du théoréme suit di-
rectement de (i7) et du fait que, comme nous ’avons remarqué, le dernier
terme de (2.6) est nul sur le support de my, ;. O

Remarque : Les symboles ainsi définis ne sont pas analytiques en I%:_l et

l—g“—| a cause des fonctions de troncature x(cos(z4,&,)) que nous avons intro-
a

duites. Nous sommes cependant libres d’imposer a ces fonctions la régularité
que 'on souhaite, régularité que I'on sera amené quelquefois a préciser par
la suite.

2.2 Démonstration de la proposition 2.4

Commencgons par établir quelques estimations.

Lemme 2.5 Notons q=n(N—2) = dimX?, etT, = (H*—¢€,) (1 —7,).

Sous les hypothéses de la proposition 2.4, il existe p > 0 tel que pour tout
I € IN, tout multi-indice T € IN' et tout | — uplet de g-indices , k € (N?)!,
les opérateurs, que nous noterons (Dya)” (T ) (2%)*mq, définis pour v =0,1
par : 1

(Das)(Ta) (%) e = (Do) L) (o))
i=1

sont des opérateurs bornés p-analytiquement dilatables.
De plus, il existe des constantes €y et Cy, indépendantes des multi-indices
k et T telles que pour v =0,1 :

[l (Dya ) T (2) o | B, (ra(xeyy < Co * || (2.11)
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Remarques sur les notations :

La valeur zéro étant permise pour les coefficients 7; et ; plusieurs multi-
indices peuvent définir les mémes opérateurs (I'y)"(2*)*m,. Pour des raisons
d’ écriture on supposera dans la démonstration, sans perte de généralité,
que 1y =0 et 73 = 1, pour tout 0 <7 < [

Démonstration du lemme 2.5 :

Commencons par démontrer (2.11) dans le cas ¢y = 0.

€, étant une valeur propre isolée de H®, pour un contour = suffisamment
proche de €, on a :

T, = (H" —Ga)—l(l —71'0,) = %/E(z——ea)d(zz—'——.—[{—‘ﬁ

et (Ty) (z%)my = dzy---dzy

Ex--XE

1 1
z%)* %2 ... z° mﬂ_a
(=) (22 — €4)(20 — H“)( ) (21— € )21 — H“)( )

11 nous suffit donc d’ étudier des termes de la forme (Dya)" M, ot :

a\Ky ]‘ a\Ka 1 a\ Ky
My = (%) m(l’) W(ZTH_")(‘T) Ta

L’idée générale consiste a faire commuter les termes (2%)" et les termes
GoT H° , de facon & obtenir une expression ou toutes les puissances de z®
sont & droite, afin de pouvoir utiliser les estimations connues sur les états
liés, et leur décroissance exponentielle en particulier. Le facteur (Dg.)” &
gauche ne posera aucun probléme dés que 'on remarque que (Dza)ale—,,)
est un opérateur borné. Encore faut-il s’assurer qu’il y a bien au moins un
terme de la forme (—z]'—l—HT) dans ’expression de MT,c (attention aucasl=1)
ce que 'on fait en écrivant artificiellement 7, = ;=& 7a.
Venons-en donc au calcul des commutateurs. Pour p € IN? posons
I, = (z*)P(H® — z)™" et adoptons la convention I, = 0 si p € z7\ IN'.
11 vient :

L= (H®=2) (") = oy 5Po(H® = 2) 7 (Dae)oIp-1,

y (2.12)
+i M%—l(HG —2) o,

En itérant il est clair que I'on obtient pour finir une expression ot toutes
les puissances de x® sont & droite. Plus précisément :

NN, p! a_ -
e LR

i

(B — )iz
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ou w est un sous ensemble de {z,j € IN? | 0 < i + 25 < p}. Ainsi I, s’écrit
de la forme :

L= Y By

ke IN?

kE<p
avec (Dg)By € B(L*(X%) qui sont des produits d’opérateurs
p-analytiquement dilatables, pour U assez petit, et

[(Dze) Bi||B,(z2(x%) C"k'——%), De plus au regard de l’expression (2.12)
il est clair que le nombre de termes non nuls d’ordre |k| intervenant dans la
somme ci dessus est majoré par (2¢)*l. On peut ainsi écrire :

p|

/ !
Z By(z®P™* 5 (Dae)’Bills,(z2xey < (Cl)k#}lk—), ;v=0,1
) (2.13)
Evaluons maintenant les termes M. Etant entendu qu’on ne considere
ici que les cas out 7 = (0,1,---, 1) on notera sans que cela porte & confusion

M, = M(kq,- -+, K1). D’apreés (2.13) on a I’égalité suivante :

K1
(Dx“)VM(’QI’ K2, K3yt "y Kl) = Z B}lM(O, K1 —J1+ K2, K3, "+, f‘f/I)
J1=0
ou les B}l , sont des opérateurs bornés p-analytiquement dilatables de norme

majorée par (C)” . Ainsi par itération :

|'€1| —j)!

M(K)l, Koy, KI) = Z‘l;:ﬂ E|'¢2l+ (|k1]- ]1)

J2=0
Zlml+(|ml =i+ (k-1 =i- I)Hz B;.(z a)(|m|—|j|)ﬂ.a

51=0
(2.14)
les opérateurs B;, vérifiant :
(ZEi (ki = Ji) + 5!

(Ziaa(lmil = 7))}
ol l'on a pris la convention jy = 0 et ko = 0.

Nous sommes maintenant en mesure d’achever la démonstration du
lemme. D’apres des résultats classiques sur les états liés d’énergie négative
(Cf [Co-T] Théoreme 1) on sait qu'il existe pu > 0 assez petit et C' > 0 tels
que :

1B |l 8, (z2(xey) < (C1)* (2.15)

|Im(8)] < p = VU (o) € L}(X?)
Ainsi pour tout m € IN? (%)™, est un vecteur y-analytiquement dilatable
de norme L%(X®), majorée par C™|m|! et 'égalité (2.14) montre directe-
ment que les opérateurs M., sont p-analytiquement dilatables et bornés. Il
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ne reste donc plus qu’a évaluer leur norme. En remarquant que pour tout
indice s :

(Sl kil = ) + £a)! (S5 sl + k) (B2 ka)!
s—1 WY < s—1 | - s—1
(ZiZi (k] = gi)! (Tizi [wal)! (Zizh |il)!

on vérifie aisément la majoration :

1= - !
o) (Sl =) + el Il

s=1 (Zi=1(lm| =)t T (sl = 1D
Ainsi en utilisant (2.15), et en remarquant que j; + --- 4+ ji_;
obtient :

(Dge)” Mzl B, (r2(x2)) < C|‘||n|'2|”‘| plraltiml=a)

j2=0

(2.16)

< |«|, on

Z|~1|+('€1| J)+ +(l~l—1|-jx~1)Hizlcf'sc—j,

71=0

En prenant la constante C' strictement supérieure & C toutes les sommes
apparaissant ci dessus sont majorées par I—lc’_f et il vient pour finir :
e

[|(Dae)” Merg|| 5, (z2(xey) < C™|x( )i+

g
ce qui donne ’estimation (2.11) souhaitée, pour ¢ = 0.
Montrons alors que I'on peut généraliser cette estimation & un ¢ > 0.

D’apres U'estimation obtenue ci-dessus on sait qu’il existe K > 0 tel que
pour tout multi-indice k et 7 :

I(Dae) To (@) Tall 3, zrreyy < KMt v = 0,1
En développant e**) en série entiere il vient pour Key < 1 :
“ u efol®) Fr( a)nﬂ'auBu(Lz(X‘) < TR, ﬂ_fglfr_iﬂK|n|+i+|r|€i
=K Inl+lrl|,€|v( )I~|+1

11 ne reste plus qu’a constater que [e“’(’”a),Dxa] = ieoﬁe“’(’”a) pour achever
la démonstration du lemme. O

Démonstration de la proposition 2.4 :

Nous limiterons notre démonstration au cas ['*(R,d, M,€,0}) le cas
[~(R,d,M,e,—0}) étant tout a fait similaire. Afin d’alléger les notations
nous omettrons les indices a, j tout au long de la démonstration.
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Nous chercherons des fonctions vérifiant les conditions de la proposition
sous la forme m = m + i1 avec :

m=mym et 7= (1-m,)m
En posant A* = (¥a(2%), 2%a(2?)) la condition (47) s’écrit alors :

iV, 6.V 4 (10,6 — AN0.VL,(20))R = —A, i
+7a(La(2) = I(24) — 2.V L, (20))Tarnt + To(Lu(z) — Lu(z4))it
()

(Ha - ea)ﬁ, = (Vza¢~vraﬁ + iAz,ﬂsﬁ + Axaﬁ)
—(1 = 7o) (La(z) = La(@a)) (0 + 72)

modulo des termes qui sont des O(e~()).

Nous chercherons des solutions exactes de (I) sous la forme de séries
formelles 7 = > 2x €t M = Ti>0 My , que nous resommerons par la suite.
Pour pouvoir obtenir des symboles analytiques apres resommation nous
devons controler ici précisément les normes des 7 et m; en fonction de k
. Pour cela une construction de la solution par itération est peu adaptée et
il nous est apparu préférable d’utiliser pour résoudre (I) un théoréme du
point fixe, dans un espace de Banach que nous allons définir ci-dessous.

De facon analogue & la technique développée dans [G-M] on définit sur
I la fonction d(z,,&,) par :

d(z0r€2) = (Re(ra)-Re(€s)) — 1| Re(Ea)]
+5|Re(za)|-|Re(€0)] — rolIm(za)|-| Re(£,) (2.17)

ot les constantes ry,s,r sont des réels choisis a ’aide de la proposition
suivante :

Proposition 2.6 - Pour0<d< M, ¢ >0,0" €] —1,1[ et 6 > 0 fizés,
il existe r1,s,79 € IR et €,v > 0 tels que, en notant :
Q¢, = {za | d(z4,8) 2 0}

Q= {(zaafa) I (l‘aaga) € Day , xa € Qfa}
on ait :
I*(R,d,M,e,0") C Q CT*(R,d,M,e,0" —6) (2.18)

ORe(¢)  0d aIm(¢)  ad i} )
STe(r.) ORe(z,) ~ Blm(za) OTm(en) 27+ "G €9 (219)

() < d(xa,€0) < —(2a) , V(2a,&) ETT(R,d, M,€,07) (2.20)

T | =

1
vdist(x,, 0Q¢,) < d(4,&q) < ;dist(xa,aﬂga) , V(za, &) € (2.21)
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Le lecteur souhaitant trouver la preuve de cette proposition pourra se re-
porter directement au lemme 3.2 de [G-M].

On note Ej} les espaces vectoriels normés définis par :

El= {me H(Q,c)|3f(m, k) € R tel que
lm(maafa)l < (COk)k<ma>_pd(xaafa)_kf(m’ k)}

la norme ||m||z; étant donnée par la meilleure constante f(m, k) que Ion
peut prendre dans (2.22) et C; étant la constante intervenant dans le lemme
2.5.

On note FE} les espaces vectoriels E} munis de la norme
I = (KCo)¥l-
Pour k > 0 on définit F;, comme étant ’espace vectoriel des polynémes a
deux variables X et Y qui ne commutent pas, de degrés partiels en X et en
Y inférieurs ou égaux a k. En notant :

(2.22)

k
(X7TY") = [[ X5Y™ = XY™ ... XY™

i=1

les vecteurs de la base canonique on définit :
Lrl+lsl
XY r =Cf 7 kD (2.23)
et on munit F}, de la norme donnée par :

132 Crn XY |5 = 2 |C 1 XTY ||,

On pose : y
El!=E!QF, (2.24)

E} étant muni de la norme produit ||.|[z x ||.||s, On définit enfin pour tout
i > 0 les espaces vectoriels :

E;lz = {m = (mk)kew | my € E,l et ||m||E'1‘ = kgo/,tk“mk”Ei < +OO} (225)

EZ ={n = (ng)rew | nx € E,%et "n”EE = ::,Oﬂk_lunk“E,f < +oo}  (2.26)
>

qui sont des espaces de Banach. L’espace sur lequel nous utiliserons un
7 \ . — 1 2

théoréme du point fixe sera E, = E, x E}
Remarque :

Si elle peut paraitre abstraite la définition des espaces E), et E~ est en fait
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assez naturelle car, si I'on essaie de résoudre le systéme (I) par itération, on
voit que les 1y, (resp. 7i;) s’ écrivent comme des termes p; ® 7, (resp. des
sommes de termes p; ® M7, ) ot les p; sont des symboles de taille (z) =%~
et les M}, des opérateurs de la forme ((I's)"(2)"), avec |7| < k et |s| < k.
La définition des espaces E; et Eﬁ n’est que le reflet de cette structure, et
I'on peut garder a l’esprit pour la suite que les variables X et Y seront & la
fin prises égales a I', et 2. Notons enfin ce qui a motivé 'introduction de
ces espaces abstraits Fy : les opérateurs de multiplication par (X7Y*) de F;
dans Fj.; ont des normes faciles & évaluer ce qui n’est pas le cas des opéra-
teurs de multiplication par ((I')"(z%)*) sur les sous-espaces de B(L?(X%))
que l'on aurait été amené & considérer.

Dans la suite nous noterons P, I’application définie par :

D . {F/c — C
¢ P(XaY) - (’(/"avp(]-—‘aaxa)d)a)L?(X“)

et nous noterons de méme, sans que cela porte a confusion l'application
1® P, de Ef dans Ej}.

On se propose maintenant de résoudre dans les espaces de Banach que
l'on vient de définir le systéme suivant, qui est 'analogue du systéeme (I) et
de la condition (7) :

-1 € E
n € E ,
Ryt = =g+ 5h Po(Y?). CLGd) 7,
(1) + Y P de)ea) )
n = XRin
e A 1

ott 'on a posé

{ Rym = i(V,,¢V,m+ Ay dm) (2.27)

Rym = Rym — \*. VoI (z,)m
Nous montrerons dans un premier temps que ce systéme a bien un sens, c’est
A dire que les sommes infinies sont convergentes, et nous en construirons
ensuite une solution.
Tout d’abord énongons quelques propriétés :
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Lemme 2.7 :
(a) Pour tout polynome P(X,Y) de Fy on a :

[Pa(Y'P(X,Y)| < G5+ (k + )| P(X, V)|l s, (2.28)

(b) La dérivation par rapport & une composante de x, , Oy, , est une opé-
ration continue de E} dans E},,, pour tout k € IN et de norme majorée
uniformément par rapport a k.

(c)Il existe C,C1 € IR telles que V(z4,&,) € Q -

|(va)iIa(wa)' < Ci(i!)(ma)"”d(a}a,{a)_i (2.29)
et
102, (3(Tas £a) — Ta-ba)| < Clald(@q, €)1 (y)? (2.30)
démonstration et commentaires :
(a) est une conséquence directe du lemme 2.5.
b) découle des inégalités de Cauchy et des inégalités (2.21).
2

(c) se déduit des hypotheses (H), des inégalités de Cauchy et de (2.20),
pour la premiére inégalité, et de (2.8) pour la deuxiéme.

Nous sommes alors en mesure d’estimer les normes des différents opé-
rateurs intervenant dans (Ij).

e Norme de Tif% 73.1(1/")‘gz)i(i{—"m—“l , de E} dans lui méme .
D’apres (2.28) et (2.29) on a pour tout my € E}

a\?

Py LT ) < ikt i) )4 () el

, , (2.31)
Ainsi (P (V) Lhlzedyy, € Bl et Iapplication (Po(Y#)(TlLezely g5t un
morphisme de E} dans E},; de norme inférieure ou égale & C*. C’est donc
aussi un endomorphisme de E}l de norme majorée par (uC):, et la série
iy 7),,(}/").QE)KZ‘I!—“M&l converge dans B(E}) pour p < & et est de norme
inférieure ou égale a % De plus on remarque que son image est incluse
dans le sous espace Ej, = {(ms) € E | mo =0} .

e Norme de =% Pa[ﬂﬂ)%ixx—“)- x .| de E? dans E, .
En utilisant encore (2.28) et (2.29) il vient, pour tout m; @ P(X,Y) € E}

Y (V) (z,)

Po[ ] (mi @ P(X,Y))] = Myt (2.32)
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avec [miyi| < Cd(za, &)™ @a) P lImell g3 (Co) ™ (k + ) || P(X, V)|,
< CH(Co)*F(k + i) (za) d(2a, &) Iy @ P(X, Y|z

: V) (V)L -

ce qui montre que P, 4%l est un morphisme de EZ dans E'Ill de

norme inférieure ou égale & u(Cp)' . On peut alors comme précédemment
1oy = YV (L)(za) .

donner un sens, pour p < g, & la série TE% P,[ 722l % ] qui est un

morphisme de E7 dans E} de norme inférieure ou égale & 1—€C-“—# . Son image

est aussi incluse dans EJ .
e Norme de &=} X—}"iv—?é(l—“l@—“l de E} dans E} .
Avec (2.28) et (2.29) on a pour tout my, € Ej} :

XYi'(V?!i(L‘)(x“)mk =my ® (XYY)

avec

Imi4il < C*Coktd(za, &)™ (@a) " lImull
Ainsi “mk+i”E~,‘,§+i < C’Cé“k’“”mk”,gi
Comme d’autre part || XY?||p,,, < Cy*(k +4)7* il vient :

[misi ® (XY )| gz, < Cllmill g

k+i
ce qui montre que X—Yﬂ%,ulil(ﬂ‘l est un opérateur borné de EL dans EZ
de norme majorée par C(Cp)"~! . En suivant le méme raisonnement que
précédemment on trouve que, pour u < 1/C , Tf% MV—(}(I—“K&) est un
morphisme de E}A dans Eﬁ de norme inférieure ou égale a C ﬁ .
e Norme de 1% M_V_:M de Ez dans lui méme.

On a pour tout my @ P(X,Y) € E}

XY'.(Vi(I,)(2a)

i

me @ P(X,Y) = mpy; @ (XY'P(X,Y))
avec |mpyi| < Cld(zq, &) F (za)*|lmk|| 5z, ce qui donne donc :
Imiill gz, < Cllmel gz
Comme || XY:P(X,Y)| 5, < ||P(X,Y)||F, il vient :
[ mesi ® (XYP(X,Y)gz,, < Cillme ® P(X,Y) € B¢l
et I'on obtient de facon tout & fait similaire & ce qui précede que, pour

p<1/C,vEy XV (V) (La)(Ze) gt un endomorphisme de Ez de norme infé-

1!

. , I C,
rieure ou égale & —‘“—1_0# .
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e Norme de A,, de E, dans lui méme.

D’apres le point (b) du lemme 2.7, A,, est un endomorphisme de E}‘ de
norme inférieure ou égale & Cyu? et d’image incluse dans E;.

e Norme de (V,,0.V,, +iA;,6 + A;,) ® X de E2 dans lui méme.

Pour tout m; € E? et P(X,Y) € F il vient de méme en utilisant les
résultats du lemme 2.7 :

18a,millzz,, < Calk +2)%|[mll 2
IVag-Vamill gy, < Ca(v + Cr)(k + 1)l|msl 52
1Az, ¢millz,, < CPllmelz
IXP(X,Y)| 5y, < Co ¥ *(k+2)2| P(X, V)|,
IXP(X,Y) |5y < Co 2k + 1) PX,Y )|

(Voo Vi, +i85,0 4 Az,) ® X est donc un endomorphisme de E2 de norme
majorée par Ky (K € RR).

e Norme de (Ry)~" de E; dans E, .

Il faut tout d’abord construire un inverse a Ry .

Notons p(t, 4, &,) le flot de V,¢(z4,&4).V, tel que p(0, 24,&0) = 4. Gérard
et Martinez ont montré dans [G-M] que p(t,2q,&), défini sur
I*(R,d, M, €,0" — 8) , est analytique en (24,&) et tel que pour tout
(t0) €T, t>0:

1
p(t: 20, 8a) €T, et |p(t, 20, o) 2 7-({Re(2)) + [&alt) (2.33)
On sait aussi, d’apres (2.19), qu’il existe v > 0 tel que
d(p(t7zaa£a)a£a) 2 d(mméa) + vt (2'34)

Pour construire un inverse de Ry on commence par définir sur I':

(Bead(p(t, Tar £0), £0) = A"V La(pl(t, 20, 0)))d2)
(2.35)

+00

mo(Zq, &) = exp( - /0
dont on vérifie qu’il est analytique en (z4,&,) et tel que :

mo(2a,&a) — 1 = O((Re(2a)) ™) = O((za) ™) (2.36)
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uniformément sur T.

On construit ensuite pour tout élément my de E} , (k > 0), le symbole
Myj_) par :

mk_l(-Taafa) Qo = 2(/0

+00 My

g (Pt 0 €0), £0)dt o (3 £0) © 7 (2:37)

qui est un élément de E}_; solution de I’équation :
Rymyp—1 = my

De plus avec (2.33) et (2.34) il vient :

mk—l(maaga) < /oo(cok)kd(p(t7waa)aga)—k(p(taxa7£a)>_p||mk||ﬁfdt

< KI/ COk ( (xmfa) + 71t)—k—p”mk”}?,fdt
< K(Colk = 1)*Dd(xq, £)F (2a) 7 |lmul| 57

et |lmi-1]lg_, < Ka|lmgllg;. On a donc construit un inverse de Ry de Ej
dans E! de norme inférieure ou egale a Kpp™!

Nous venons de passer en revue tous les opérateurs intervenant dans le
systeme (I;) et d’estimer leur norme. Notons [ la série de E/ﬁ n’ayant que
son premier coefficient non nul, et égal & (mg) @ 1, (Mo étant défini par

(2.36)), et cherchons une solution ;Ln de I; dont le premier terme soit

(mp) ® Ty
0

matricielle suivante :

). Cela s’écrit, en remarquant que Ro(mg) = 0 sous la forme

m lo m
- = N 2.38
(7)) =[] @39
ol la matrice M est de la forme

pA} pAd

A} pAj
les opérateurs (A’) étant, au vu des estimations établies, bornés, uniformé-
ment par rapport & u proche de zéro. La série ¥j>9 M7 converge donc dans
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B(E,, x E?) , pour u assez petit, et la solution de (2.38) est trivialement

donnée par : ]
(F)=(s)

La solution que nous venons de construire est une série formelle que nous
allons resommer en suivant la méthode développée dans [G-M].
On prend une fonction de troncature xo , de classe C°(IR) telle que
Xo(z) =0siz <1let xo(z) =1siz>2,eton pose:
oo 5 <$a>
P(Tar8a) = 2 (M @ Ta + Pa(7) X (5,) (2.39)
k=0 1
de telle sorte que pour (z,,&,) fixés la somme ne porte que sur un nombre
fini d’indices. De plus en utilisant le lemme 2.5 il vient :

e (g, © Ta + Pal 7))l p2xey < CHRH ) ~* (2.40)

Posons :
P (2a,€a) = e p(24, &)
En choisissant C; >> C les symboles i, et my étant analytiques dans 2 on
a les estimations :
op op el
||£||L2(xa) + ||f||L2(Xa) < el (2.41)

uniformément sur . Utilisons alors le théoréme 3.2 de [L] que l’on rappelle
ici :

Théoréme 2.8 - Soit w un ouvert borné de IR" et U un ouvert quasi-
conique de ¢ X c" de base w x IR". Alors pour tout f € C®(U) telle que
Of soit exponentiellement décroissante, il existe un ouvert quasi-conique
V C U, de base wx IR" et pseudo-conveze ainsi qu’une fonction g € C*(V)
exponentiellement décroissante telle que Of = dg dans V. (avec la notation
of = (g—é%a gé))

En application directe on en déduit Pexistence d’un fonction g¢(z,,&,;) de
classe C® sur I't = TH(R',d, M, €, 0%) telle que :

@(2a, &) = O(e™ %)) et Jp =dg sur I'*

En posant m(z4,&,) = @) (p' — ¢)(24,&,) on obtient une solution a la
proposition 2.4 sur It (R',d, M,€,0"). O
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2.3 Construction des opérateurs d’onde pour un canal
de réaction quelconque.

Une des propriétés essentielles qui nous a permis d’effectuer notre con-
struction des opérateurs d’onde est que dans le cas ol a est une décomposi-
tion en deux amas, le terme d’interaction I,(z,) a la structure d'un potentiel
a deux corps. Pour généraliser notre construction au cas ol #a > 2 'idée
relativement simple consiste seulement & dire que si z, reste dans une région
conique ne comportant pas les plans de collision, c’est a dire dans la région
ol nous étudions la diffusion, I,(z,) a encore la structure d’un potentiel &
deux corps.

Pour généraliser la construction d’Isozaki-Kitada, comme nous ’avons
fait en introduction, les hypothéses d’analyticité sur les potentiels sont en
fait excessives, des hypotheses de régularité et de décroissance similaires a
celle de [I-K] suffisant. C’est ainsi que nous avons pu traiter & la fois les cas
#a = 2 et #a > 2, en utilisant dans ce dernier cas le terme d’interaction
I,(z) au lieu de I,(z). (Cf définition 1.4). En revanche pour la nouvelle con-
struction que nous venons d’exposer ci dessus les hypotheses d’analyticité
faites sur les potentiels sont essentielles et ne sont pas satisfaites par fa(x)
qui comporte des fonctions de troncature. Cependant nous avons vu qu’avec
la définition des opérateurs d’onde :

D
Xao | D | )Pa

WE =5 — lim e JetHe
t—too

nous avons aussi :

) ; x —itH
Wi = s = Jlim e, () T i

Dee i

1D, |

de telle sorte que nous aurons besoin de construire nos fonctions de phase
$a.j(Ta, &) et nos symboles mq j(24,&a) que pour &, € SupPXao(éﬁ) et pour
Zq € supp(xa‘(l—fﬂ-')) c’est & dire dans la région ou I,(z) est analytique.

Pour éviter de réécrire entiérement la construction des fonctions de phase
et des symboles, nous pouvons nous contenter de constater qu’avec la dé-

finition 1.2 : ¢
a E Suprao xa
- = —) =1
et cos(zq,&,) > Ok, X‘”(]mal)
de telle sorte que I,(z) est holomorphe dans la région I'f (R,d, M, €,6x,),
et l’on peut reprendre sans modification les résultats des propositions 2.3
et 2.4 en nous limitant a la région sortante et au cas a}" >0k,
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Notre travail ne traitant que de la diffusion 2 amas - k amas nous
n’utilisons, pour les décompositions & plus de deux amas, que 'opéra-
teur d’onde sortant. Nous définirons conventionnellement ¢;(z,,&,) = 0
et m;j (2q,8a) = 0.

Le théoreme 2.2 peut étre alors repris pour les canaux de réaction a plus
de 2 amas, avec pour seules modifications le fait que nous nous limiterons
a U;-r > Gk, et que le point (3) du théoréme n’est alors vrai que pour
Popérateur d’onde sortant W;. (L’opérateur d’onde entrant ayant été pris
conventionnellement égal & zéro. )

Nous n’oublierons pas non plus que ce qui distingue les propriétés des
modificateurs, entre le cas #a = 2 et #a > 2, s’exprime aussi par le fait
que dans le cas #a = 2 les fonctions x,, et X4, sont identiquement égales a
1, alors que dans le cas #a > 2 ces fonctions sont nulles pres des plans de
collision. En particulier dans ce dernier cas le commutateur [D? , xal(ﬁt)]
n’est pas nul, et nous devrons le prendre en compte tout au long de notre
raisonnement.






3. Démonstration du théoréme 1.9

Les opérateurs d’onde que nous venons de construire dans les sections
précédentes ont des propriétés similaires & ceux de Gérard et Martinez, de
telle sorte que la démarche que nous adoptons pour démontrer le théoréme
1.9 va pouvoir suivre en grande partie celle de [G-M]. Seuls quelques argu-
ments nouveaux doivent intervenir dans le cas ou les amas d’avant et apres
diffusion sont différents, et en particulier dans le cas ou le canal de sortie
n’est pas & deux amas.

A la base de la démonstration se trouve une formule de représentation
de la matrice de diffusion analogue a celle introduite par Isozaki et Kitada
pour le probléme & deux corps dans [I-K], que nous exposons ci dessous.

Théoréme 3.1 Sous les hypothéses (H) et (E), on a pour tout
A€ [d,M] :

Sap(A) = Phbappe + 217 ,lirgl+ fﬁ(A)pZ,TI:QR(A + ie')Ta’lpafa()\)*
‘ (3.1)
=2in Fa(MN)pjJ52Ta1PaFa(N)*

Démonstration du théoréme 3.1 :

La difficulté principale pour obtenir ce résultat consiste en fait a montrer
que la limite écrite ci-dessus a effectivement un sens. Cela peut étre fait dans
un cadre plus général & ’aide d’estimations sur les valeurs au bord de la ré-
solvante obtenues par la théorie de Mourre (comme dans [Bo2]), mais dans
le cas présent il s’avere bien plus simple d’étudier cette limite apreés avoir
effectué une distorsion analytique, le probléme, nous le verrons devenant
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alors trivial. Comme nous ne faisons intervenir les distorsions analytiques
que dans la section suivante nous laisserons ce point en suspens quelques
temps, avant de le traiter rigoureusement dans le paragraphe 3.2.

Nous présentons cependant ici le reste de la démonstration qui suit une
démarche que ’on trouve dans [I-K].

On calcule pour commencer :

i itH, —itH
(W:)*(WE) =85— tl{_r‘_noop;elt J:,lJb,Qe i bpﬂ

= ba,6PaPa

car les images de W et W; sont orthogonales pour o # f et car
(I - J;1Ja1) est compact dans L*(X,). Ainsi :

Sap(A) = (W) (Wy = Wo) + ba gPepa

On notera : S'O,,ﬂ(A) = Sa g(A) — b4 PP
EtVf e S(IR") , Yg € S(IR") avec la notation To1 = HJ,1 — Js1H, on
a:

(Sas(D)f,9) = (Wg =W f,Wig)
— _i/_‘::o(eitHTa,le‘itHapaf, W;g)dt
_ —/_Zoth+md0(Ta,1e_itHapOtf, eiaHTb‘2e—i(a+t)prﬂg)
—i/+oodt(Ta,le_itHapaf3 Jb,2€_itprﬁg)

—00

¥ +00 ; i i
= —/_:dt/o dO‘(eZ(UH)H"TI:ge WHTa,le ltHﬂpafv PsYg)
. [Foo 1 * —1i
—Z/_oo dt(eltHbe’QTa,le tHapOtfv pﬁg)

Appelons I et I, les deux intégrales se trouvant dans le dernier terme de
cette égalité. En faisant intervenir les opérateurs transformée de Fourier F,
et Fp définis dans D'introduction, en utilisant (1.3) et (1.4) on obtient :
. +00 +o0 | too
L= lim [Tdo[ Tdt] " d)

€, =0t

((FﬂpZTi2e-ia(H—A—ie)Ta,le—it(Ha—/\)—e ltlpaf)()\, D, .7:5(/\)9) Y
im [ 7dt[T7d)
€p

€, =0+ /=0

(FapsTEaRON+ i) Tape = Mlp, £)(X,.), Fo(A)g)

G

Introduisons alors F:F, = 1 dans chacune des intégrales I; et I5. Il
vient :
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. . —+ —+
I, = lim -—217r/ “dt [
—00 €

€, -0t

A €+°°dx

B
eitA=X)=¢|t] ((fﬂp;;Tb*,QR(/\ + if)Ta,lpa}-a(X)*fa(X)f)(/\, Dy fﬂ(A)g) (s
et :
L= lim 2 [t [TCdn [TaN
e -0+ —00 €3 €a
it()\—/\,)—e'|t| * T* . '\ !
€ ((fﬂpﬂJbJTa,]pafa()‘ ) ]:a()‘ )f)(A, ‘)a fﬂ(A)g)Lz(Sg"l)

Ce qui donne pour finir :

(Sap(A)f,g) = 2ir [

sup(€a,€p)

[ lim (FaphTiaBO+ i) Lo Fa FuWAO, 1 Fo(N)g) o

~((FapbTiaTespoFa) FaW AN . FoN)g) o]

ce qui n’est rien d’autre que le résultat annoncé. (L’existence de la limite
écrite ci-dessus sera on le rappelle justifiée au paragraphe 3.2) O

Ecrivons encore la formule de représentation de la matrice de diffusion
que nous venons d’établir ainsi :

Sa 5(way 05, A) = 60 56(0y — wa) + 4im((A — €a)(X — €5))"T)(My — M)
avec .

M1 =(ei‘/)\—cpeb.zb ® ’(/)ﬁ(itb), J,:2Ta,1ei\/)‘_€°‘w“‘x“ ® ¢a(xa)) (32)

M, = lim My(€) (3.3)

¢ —0+
My(€) = (V395 @ upp(a), Ty RO\ +i€ )Ty 1e™ e @14 (a")) (3.4)

expressions qui peuvent encore s’écrire en remplagant les opérateurs T ; et
Jo;j par leur forme intégrale :

My =(wi(@)xs, (‘—%‘)ewr»v*-fﬂﬁvmb,?(xb, VA =€) P5(2%), 50:1(2))

L3(X)
(3.5)

Ma(€) =(s1(2), RO\ + i€ )s4,1(2)) (3.6)

LA(X)



42 A. BOMMIER
ou :

501(2) = wa(2)xay (250 N0, (0 /X gt (29)
D2, wa() oy ()] ), 1 (0, /X gt (2)

et

sp2() = wy(@)xs, (2P VAW, oy, IN= €50,) ()
HDZ, wi(x)xo, (2] VA= Wy oy, /X = €50 )1a(a?)

Rappelons ici que les termes M) et My(¢') sont définis a priori comme des
inégrales oscillantes.

Dans toute la suite nous allons supposer que les constantes oj-i qui inter-
viennnent dans le théoréme 2.2 ont été choisies de telle sorte que :
-1<o0;<0f<0<o7 <o0f <1 si #b=2
Ok, <0y <o0f <ok, <oy <of <1 si #b>2
Rappelons que la valeur des opérateurs d’onde est indépendante de ces

choix.

Nous allons prouver alors que pour tout A € [d, M] chacun des ter-
mes M, et M, se prolonge méromorphiquement en X sur un voisinage de \’
de la forme :

Dy.={N||Re(X) = X| <¢, |[Im())| < €}

Nous supposerons pour la suite que toutes les fonctions de troncature
que nous avons intoduites dans la construction des opérateurs sont Gevrey
s, avec s > 1.

3.1 Prolongement de M;

Nous distinguerons deux cas :

- Le cas a = b, c’est & dire lorsque les amas en présence avant et apres
diffusion sont identiques.

-Le casa # b.

e Casoua=>b
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Rappelons que comme ici a et b sont toutes deux des décompositions en
deux amas nous avons x,, = xs, = 1.

De par leur définition les symboles mq j(4,&,) sont nuls dans les ré-
gions cos(zq,&.) € [07 — 6,0F + 8], de telle sorte que 1a ou le produit
Ma2(Ta,€a)ta1(Ta, Ea) nest pas nul les fonctions de phase @ ;(zq,€,) sont
égales & une des fonctions ®*(z,, £,) données par la proposition 2.3 qui sont
holomorphes et vérifient :

<:D:k(xa,fa) =240+ 0((xa>l—p)
uniformément dans I'F(R, d, M, ¢, +0).
On peut donc écrire :

Ml =/ ei:ca(\//\—eawa— A—e€gla)+r(A,za,wa,0a)
X

X [(wa(:c)ma,a(wa, VA — €50a)1p(2?),
Wa(2)ta1(Ta, VA — éawa)?ﬁa(xa)) L2(X%)

+(wa)maa(a A = €ba)a(a?),
[D2, wa(@)lma (20, VA = €avaba(a))

ou (A, Z4,wq,0,) est une fonction holomorphe sur un ouvert contenant les
support des produits mga( )ta1( ) et mq2( )mq1( ), et de taille O({z,)'~*)
uniformément par rapport a A, wg, 6

Séparons maintenant 'intégrale (3 7) en quatre termes My = Lo+ Ly +
Lo+ Lg avec :

Ly= /X e@a(VA=cawa= ’\"e”e“)lo()\,xa,wa,ea)dxa

La

L?(Xa)] d

L= /| |<Rez‘za(\/)\—-caw—\/A—c;sﬂa)ll()\, Ty Wa, 0a)d2,
Ly = /[z - el‘la(\/)\—fawa_w/)\—fﬁea)lk(A, xa,wa,Ga)da:a (k =2,3)

les symboles l;(A, &4, w,, 8,) étant définis par :
o(A, a0, 0a) = € O000) X (wo(@)ma 2wy /A = €aa)s(2”)
(D2, wa(@)lma, (e, /A= esba)tbale)) 1,
Ui\, g, we, 8a) = e"()‘*’”a""“’o")x(wa(m)mayg(aca, A — €58,)p(z?),
wo(@)ta1 (T VA= a)a(2))
lo(\, Zay way ) = 11N, Zaywa, 8a)(1 — X)(cos(2q, wa))
I3(\, Tgywa,ba) = Li(A, 24, wq, 00) X(cOS(24,wa))



44 A. BOMMIER

la fonction de troncature x étant Gevrey s, égale & 1 sur [o7,07] et de
support inclus dans [o] — 6,07 + §].

Examinons chacun de ces termes :
Ly : Utilisant les propriétés de support des dérivées de la fonction de tronca-
ture w,(z), supportées dans des région du type (z,) ~ (27), et le fait que les
opérateurs e‘f’(’”a)ma’l(a:a,fa) et e‘ﬂ(’”a)DxamaYI(za,fa) sont bornés, uniformé-
ment par rapport a x,, on constate sans difficultés que Iy(A, zq,wq,6,), qui
est un terme Gevrey s en w,, 8,, holomorphe en A sur un domaine de type
Dy . est exponentiellement décroissant en (z,). Il en suit que pour € << €,
Ly, qui est alors une intégrale absolument convergente, définit une fonction
de G*(S, x S;) holomorphe en A € Dy .
L, : L’intégrale définissant L; portant sur un domaine borné on constate
aisément, au vu du théoréme 2.2, que le terme L; se prolonge holomor-
phiquement en A comme une fonction G*(S, x S,), sur un domaine Dy _.
Lo : Sur le support de (1 — x) le symbole t,1(24, VA — €4w,) est exponen-
tiellement décroissant en (z,) d’apres le Théoreme 2.2. Ainsi les fonctions
830851 l5(X, %4, wa, 0a), qui sont holomorphes en A sur un domaine Dy , vé-
rifient les estimations :

102,00, 12(X, @y, )] < CHIHFlete) (o) |611)°

uniformément en )\, pour €; < €. L’intégrale Ly est donc absolument con-
vergente, donnant un terme G*(S, x S,) holomorphe en X sur un domaine
Dy

L; : Remarquons que de par la présence des fonctions w,(z) dans la défini-
ton de I;, le terme I3 n’est pas holomorphe en |z,| dans la région |z.| > R.
Pour pallier & cet inconvénient nous introduisons de part et d’autre dans
le produit scalaire définissant {1 I'identité wq(z) = 1 4+ (wq(z) — 1), de telle
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sorte que l3 se décompose en quatre termes, I3 = I} + 12 + 3+ 14, avec :

B\, 24, wa, 0,) = X(cos(a:a,wa))e’("’”“"”“*"“)x(ma,z(xa, VA = €g8a) (2%,
ta1(@as VA = qa)a(2))
B\, g, wq,04) = X(c08(24,w,))e"Meawale)
X ((wa(w) = 1)maa(way /X = eaBa)iba(2°),
to (e VA= €atu)a(a®))
B(X, ZayWay 00) = X(cOS(2q,wy))e"Mawaba) x (mag(xa, \//\—_q;0a)¢ﬂ(x“),
(wa(z) = tar(za, VA = eawa)z/)a(x“))

L2(X*)

L*(Xe)
lg(A’ TayWas ea) = X(COS(:L’a,wa)) r(Aza,wa,0a)
% ((wa(@) — D)maa(za, X = eaa)t
(wa(2) = 1ta1(2a, VA = fa"-’a)d’a(ma)) L2(X*)

Remarquons que (w,y(z) — 1) étant supporté dans la région (z%) > (z,) la
fonction :
ecu(ra)(wa(x) _ 1)6—60(1-“)

est bornée. Ainsi au vu du théoréme 2.2 les termes I3, I3 et I3 sont exponen-
tiellement décroissants en z,. Les intégrales correspondantes L%,
(k = 2,3,4) sont donc absolument convergentes définissant des fonctions
G*(S, x S,) holomorphes en A sur un domaine Dy, . Seul le terme :

Lé = /| . eiZa(\/A—CQWa“\//\—fﬂea)lé(}\, ZTq, Wa, 0a)dma

dont l'intégrande est holomorphe en |z,| reste & étudier.

Distinguons ici deux cas, selon que les canaux de réaction avant et apres
diffusion sont identiques, ou non, cette distinction ne portant que sur les
énergies €, et €5, puisqu’on a déja supposé que a = b.

Premier cas : €, = €g.

Nous écrivons pour ) réel :

Li=(\-

—fa i(wa—0a)-Ya -3
) ® [ rme €T B e = €a)7H wa, B)dye

Notons (X, Ya, Wa, 0a) = BX, ya(A — €a)" %, Wa, Ba)-
La fonction u se prolonge holomorphiquement en X sur un domaine Dy . et
vérifie :
|aﬁaaaﬁaagau()\,ya,wa,0a)| < Cl+|04|+|ﬂ|+|7|(ya)—'reC(ya)l"’(|a|!)s(|lg|!)s(|7|!)s
(3.8)
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Décomposons avec R; assez grand L} en deux termes :

Ly = Q=)™ o ien, © 70O Y o, B0)dye

+ (>\ B EQ)—%Aya|>Rl ei(wa_ea).yau(k7 yaa wd? oa)dyll

Le premier se prolonge au vu de (3.8 ) en A € D,/ comme une fonction
Gs(Sa X Sb).

Pour le deuxieéme, que nous noterons L'3, nous distinguerons les cas p > 1
et p< 1.

Si p > 1 Pestimation (3.8) est de type symbole pseudo-différentiel, et L,
définit donc le noyau d’un opérateur continu de C*°(S,) dans C*(S,) et de
D'(S,) dans D'(S,), holomorphe en X € Dy o

Si p < 1 nous remarquons que u(A,¥Yq,wq,0,) est supporté dans
cos(Ya,wq) € [07 — 8,071 + ] et ainsi que sur le support de u :

awa[ya'(wa - eb)] = (ya-wa)wa — Ya 7é 0

A ) fixé on se trouve exactement dans le cadre du lemme 1.2.1 et du
théoréeme 1.2.2 de [C-Z], qui affirme que L3, qui est rappelons-le défini
comme une intégrale oscillante, est le noyau d’un opérateur borné de G*(S,)
dans G*(S,) et de (G*(S,)) dans (G*(S,)). Ainsi ces opérateurs apparais-
sent comme étant une limite faible d’opérateurs holomorphes en A (uni-
formément par rapport & A) et sont donc holomorphes en A sur un domaine
Dy .

Deuxiéme cas : €, 7 €3
On peut supposer par exemple que €, < €g, les canaux de réactions « et (3
jouant au départ un réle tout a fait symétrique.
Pour ) réel si 'on choisit o7 et of assez proches de 1, on a sur le support
de 13(\, 24, Wa, 04)

T (VA = €qwa — YA — €305) > v|xa| ;Vwe, 0, € S, ;v >0

Ainsi [§()\, 24,wq,0,) étant analytique en |z,| dans la région |z, > R
on peut faire le changement de contour  d’intégration
2q — (14 iex(|zq| > R))z,. L'intégrale définissant L étant définie comme
une intégrale oscillante il n’est pas difficile en effet de vérifier que la contribu-
tion & P'infini est bien nulle. Avec ce changement de contour L§ devient alors
une intégrale absolument convergente et définit une fonction G*(S,; x Sa)
qui se prolonge holomorphiquement en A sur un domaine Dy .

e Casoua#b
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Dans ce cas les espaces X, et X; sont distincts et ’on ne peut plus faire
successivement le produit scalaire sur X* puis sur X, dans 1’équation (3.4).
Cependant nous avons pris le soin de construire nos symboles de telle sorte
que les opérateurs ey 5y, /X = €30h)¥5(2°),
eel)“:a)rna,l(xau VA — fawa)"aba(ma), eeo(xa)Dx“ma,l(xm VA - ana)’(,/}a(.’l}a)
et e, (x4, VA — €awa)¥a(2?) soient uniformément bornés par rapport
a A, &, wg, 0y (Cf Théoreme 2.2).

Ecrivons :

My = (emolefateny/A=ahly, (wy(@)es=imy (2, X = esy)p(a®),

N

602" gida1(zaV/AEqa) (wa(x)e‘O(”")ta,l(xa, VA= €awa)
+eC D2, wo(z)]ma,1 (Ta; VA — eawa))wa(m“))

12(x)

et notons que comme a et b correspondent ici & deux compositions diffé-
rentes il existe une constante €; > 0 telle que :

2e1<w>><bl<|§—§,> <el{a®) +(a) , VoeeX . (3.9)

Il vient alors :
M= (e_q(zb)emz(zb" A Ky a(N, 2, 05),
e—c1(Za)ei%,l(xb,\/)\—eawa)I{a 1()\, Za, wﬂ)> (3.10)

LX)

ol les symboles Kj o( X, s, 6) et Kq1(A, x4, w,), définis comme des éléments
de G*(Ky, L*(X?)) et G*(S4, L%(X®)), sont holomorphes, en A € Dy , bornés
uniformément par rapport a (z;) et {z,).

11 suit alors des propriétés des fonctions de phase ¢, ; que M; définit une
fonction G*(S, x K3), holomorphe en A sur un domaine de la forme D),
(avec € << € ). O

3.2 Prolongement de M,

Au regard de 1’expression de My(¢) il apparait clairement que pour con-
struire un prolongement méromorphe en A de My = Ili1101+ My(€) 1a difficulté
€ —

principale vient d’une part bien sur de ce que l’existence méme de cette
limite que n’a pas encore été démontrée, mais surtout du fait que, de toute
facon, on ne saurait prolonger méromorphiquement le terme R(A + 10) sur
un domaine du type Dy . & cause de la coupure due au spectre essentiel de
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H. Pour surmonter ces difficultés nous utiliserons les opérateurs de boost-
distorsions, qui sont décrits dans 1’appendice A.. Considérons donc une
fonction de troncature x vérifiant la condition (A.1) et telle que :

x(z) =0 V|z|<2R (3.11)

Avec cette fonction de troncature nous définissons, pour 6 et k réels, ’opé-
rateur W (0, k), dit opérateur de boost-distorsion, par la définition A.1. Nous
commencons alors par affirmer que :

Proposition 3.2 -

(i) Les vecteurs W(8,k)spa(z) et W(0,k)sq1(x), considérés respective-
ment comme des éléments de C°(Xy, G*(K,, LA(XY)) et de
C%X,, G*(S4, LX) pour 8 , k réels, et X\ dans un domaine de la forme
Dy ¢ se prolongent, holomorphiquement, respectivement en (6,k, ) et en
(0,k,X), sur un domaine de la forme {|] < e, } x {k €c} xDy .

(1t) Pour Im(0) > 0 assez petit, et k tel que :

oK, /\:ggf([m((l +0)(A~ep)?)) < Im(k) < o7 | Ei%f"e(Im((1+0)()\——ea)%)>

o (3.12)

sup |05 W (8, k)sp 2(x) || L2(x2) €t sup ||35GV~V(0, Ek)sa1||2(xe) sOnt exponen-
9»65’5 WaGS'am—l
tiellement décroissants, respectivement en (xy) et en (x,), pour tout multi-

ndice o.

Remarque : Sil’on choisit € assez petit, on peut toujours trouver un & tel

que I'inégalité (3.12) soit vérifiée. En effet si 3 est un canal de réaction a
deux amas, alors conventionellement ok, < 0 et kK = 0 convient. Si 3 est
un canal de réaction & plus de 2 amas alors d’apres 'hypothese (E .5.2)
€x < €p, et par construction o] > ok ce qui donne pour Im(6) > 0 et €
assez petit :

710 owp c(Im((l +O)A—ep)h)) <07 é%f,ve(Im((l +0)(A - ea)}))

Démonstration de la proposition 3.2 :
Rappelons tout d’abord 1’expression des vecteurs sq;() :

Sa,i(‘r) = wa(m)Xm h)ewa’i(%' /\—eawa)ta,i(zaa VA= fawa)l/)a(xa)

Jza]

+[Dz’ wa(x)Xm(]%:T)]ei%'i(za’ /\—eaua)ma,i(xav \% A— eawa)'(/)a(ma)
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Nous noterons encore ici :

Sqi() = wa(z)xal(‘—ﬁﬁ)zl()\, Zq,2%) — 2in(wa(a:)xa1(|%:—|)).z2()\, Zq,Z%)
—Az(wa(x)xal(ﬁﬁ))@(/\,a:a,x”)

ou
Zl(/\, g, .’L'a) = ew"'i(%’mwa)ta,i(ma» mwa)d)a(xa)
29(A, Tq, %) = Dzew“"(’”“’ﬁ‘”“)ma,i(fca, mafa)%(x“)
z3(A, g, %) = eid’“*‘(”“"/r“""“)ma,i(ma, VA = €awa)tha(a?)
Commengons par montrer qu’a w, fixé on peut construire un prolongement
holomorphe en (A, 6, k) des vecteurs W (6, k)s, ;.
Nous savons d’apres le théoreme 2.2 que les applications :

(A 11,8) = (A (L + p)za, (1 + 6)a7) € LX)

sont holomorphes, pour tout z, € X, U {z,| (z,) > R}, sur un domaine de
la forme Dy x {|p| < €} x {|6] < €}.
Il en suit aisément que les applications :

{ Dy . x{l0] <€} — LY(X%)
(2, 6) = (A, 0) = zi(A, (14 0x(z))xq, (1 + 0x(z))z%)

sont holomorphes, pour tout z, € X, N {z4| (zo) > R}. Pour montrer alors
que les vecteurs W (6, k)s,; se prolongent holomorphiquement en (), 4, k) il
nous suffit d’écrire :

(0, K)sas(@) = € M0 Jy(2) (@) (2220, 6)
_2ie_ik(z)‘]9(x)%Vz(wa(x)xal (I_xL))'yQ()‘v 0)

Z4|

—e—ik{z) Jg(x)%Ar(U)a(fL')Xal (,;’j))yz(/\a 0)

Trois cas se présentent :

1) z € suppw, Nsuppy . Dans ce cas (z,) > R et d’apres ce qui précede
W (8,k)sqi(z) € L*(X?) est holomorphe en (),6,k) sur un domaine de la
forme Dy . x {|6] < €} x {k € c}.

2) z ¢ suppw,. Le terme W (6, k)s,;(z) est alors nul et ’holomorphie en
(X, 0,k) est évidente. )

3) x, ¢ suppx. Dans ce cas W (0, k)s,i(z) ne dépend pas de 6 et I’holomor-
phie en 6 est triviale. Celle en X et k ne posent aucun probleme, d’apres le
théoreme 2.2.

Pour vérifier que le prolongement ainsi construit définit bien une fonction
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holomorphe & valeurs dans l’espace de Gevrey considéré, nous constaterons
sans difficulté a la vue des expressions donnant les termes z;, qu’a A fixé le
terme W (0, k)s,; est Gevrey s en w,, et que de plus on a des estimations
localement uniformes en A pour les semi-normes correspondantes.

Ceci achéve la démonstration de (7).

Il ne nous reste plus qu’a montrer les décroissances exponentielles annoncées
dans (7).

D’aprés la construction des symboles et des fonctions de phase, nous
avons dans les régions ou sont supportés les symboles m,; et m; 3 les esti-
mations uniformes :

Pa(@as &) = (2a-ba + O((2a)' 7)) (3.13)
et
bo(xs, &) = (5.6 + O({xa)' ™)) (3.14)
Posons par la suite :

Co = §[Im(h) = o, sup (Im((1+0)3 = €)"))]

AL

Ch=4[oT g (Im((1+6)r = ) — Im(k)]

Che= sup (Im((1+6)(A = ea)})) + | Im(k)|

D’apres (3.12) ces constantes sont strictement positives, et :

lim C;, =0
&, Im(0)—0

En utilisant (3.13) et (3.14) il vient :

k@ ei¢»a(:ca,\/:\:awa) — O(ecg‘i(z)) pour COS(m‘a, W) € ["LUI—]
’ O(e=%.%))  pour cos(zq,wa) € [07,1]
(3.15)
et
—iE(z)ﬁ_ i6s(o,n/A—eplh) _ O(C‘fﬁ,e(xb)) pour cos(zp, ) € [—1,0Kb]
€ 7 - O(ecﬂ»f(’)) pour cos(zy,0) € [0k, 1]
(3.16)

D’autre part nous avons les estimations uniformes en X et 6 :
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”eeo<za>U0(ta,l(xa, V A— ana)wa(xa))"Lz(X“) =

o(1) pour cos(&q,w,) € [07,07]
{ 0(6_60("“)) sinon (3.17)

Comme les dérivées de w, sont supportées dans une région o (z,) ~ (z9)
nous avons aussi :

eV U DZ, wa(@))(ma,2(Ta, VA = €atwa)toa(@))l| 2y = O(e0))
(3.18)
Remarquons que « étant par hypothese un canal de réaction & deux amas
Xa; = 1. Des estimations (3.15), (3.17) et (3.18) nous en déduisons que :

W (8, k)sa1()|| 12(xe) = O(e™)) (3.19)

Pour le canal de sortie nous avons :

l|e= Uy (th (@, X — €588)05(*)) | 12 (x0) =

{ 0(1) pour cos(zy, 0y) € [07,07]

O(e~*ot2)) sinon (3.20)

Utilisons maintenant les propriétés de support des dérivées de wy(z) et
Xbl(lz l) pour estimer le terme restant. Celles de wy(z) sont supportées 1a ou

(zp) =~ (2b), et celles de Xb, () dans la région | cos(zp, 0h)| < 0k,, pour tout
0y € K. Nous obtenons donc

Ua([Di,,»wabl (2lms (s, /A — €a8)a () )”L2(X") =

0(1) pour |cos(zy,0)| < ok,
{ O(e~%t)) sinon (3.21)
et ainsi, en utilisant (3.16) :
[W (8, %)sp2(2)| 20x0) = O(e™) (3.22)

Les estimations (3.19) et (3.22) étant uniformes en w, € S* et 0 € K} elles
donnent le résultat de la proposition 3.2 pour |a| = 0 . Les autres cas se
traitent de méme. O

Nous avons maintenant, avec la proposition 3.2 et ’appendice A., tous
les éléments nécessaires a la construction d’un prolongement méromorphe
du terme M.
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Pour A € [d, M] reprenons 1’expression :

My(X,€) := My(€) = (spa(z), RO+ i€), 501(2)) 12(x) (3.23)

dont on va montrer que la limite pour € — 0 est bien définie et qu’elle se
prolonge méromorphiquement en A sur un voisinage de la forme D N ¢ bour
tout \ € [d, M].

Choisissons E]om\/)\' —€3,07 VA — &[NR*. (On pourra prendre en
particulier y¥ = 0 lorsque 3 est un canal de réaction & deux amas.)

Pour 0 réel assez petit, W(0,70) est un opérateur unitaire et nous avons
encore :

My(\,€) = (W(8,78)s4(z), R (A + i€ ), W (6, 70)sa,1(2))2(x)  (3.24)

ot lon a mnoté Rw(\' + i€) = (Hy — X — i)™ et
Hy = W(07 70)H(W(97 70))_1'

Nous savons par le théoréme (A.3) que 'opérateur Hy se prolonge holo-
morphiquement sur un domaine {|f| < €} et que pour € assez petit :

A+ie ¢ o.(Hy) , V|0l <e, Im(d)>0

D’autre part, avec le choix k = 8 la condition (3.12) est toujours vérifiée
si lon se limite aux \ réels.
Ainsi la fonction :

FN0,€) i= (W(0,70)sp2(z), Rw (A + i€), W(6,70) 501(2)) r2(x)

est holomorphe en # sur un domaine {|8| < €,Im(6) > 0} pour tout X réel
proche de \'. De plus (3.24) nous donne :
. n}(iﬂo F(X0,€) = My(\€)

et cette limite est donc indépendante de Re(f). A X et € fixés, quitte &
multiplier f(),6,€) par une constante, nous pouvons supposer que cette
limite est réelle et construire un prolongement holomorphe en 6 de f(6, A, €)
sur le disque {|0] < €} en posant f(8,\,€) = f(8,,€). Etant constant sur
’axe réel ce prolongement n’est rien d’autre qu’une fonction constante. Nous
montrons ainsi que notre fonction d’origine, f(8, A, €), est indépendante de
0 et égale & My()\,€).

L’expression (3.24) reste donc valable sur le demi-disque
{16] < €, Im(8) > 0}, pour tout A réel suffisamment proche de \'.

Fixons maintenant 6 dans ce demi-disque. Il existe un domaine D),
et une constante € sur lequel la condition (3.12) est vérifide, et tel que
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Dy N (0e(Hyw) — i€) = 0 pour tout |¢| < €'. D’apres le théoreme A.3, le

terme Ry (A + ie') se prolonge méromorphiquement en A + i€ comme un

opérateur borné, et la limite ,lir{)1+ Ry (A +i€') définit donc une fonction mé-
€ —

romorphe dont les péles sont des valeurs propres de Hy. (En particulier si A
est réel cette limite est bien définie et ’on voit que I’existence supposée de
la limite de My(€') ne pose effectivement aucune difficulté.) Utilisant main-
tenant la proposition 3.2 il apparait clairement que la fonction f(6, A,0%),
donc M, se prolonge méromorphiquement en A € D/ . comme une fonction
a valeur dans G*(S, x K}), fonction dont les péoles sont nécessairement des
valeurs propres de Hy, c’est & dire des résonances du Hamiltonien. O






4. Démonstration du théoréeme 1.10

L’idée de la démonstration suit la remarque suivante : dans le dé-
veloppement précédent la régularité des termes M; et M ne semble étre con-
ditionnée que par la régularité en w,, 0 des fonctions de troncature utilisées
dans la construction des opérateurs d’onde. Or les opérateurs d’onde, et
par conséquent les opérateurs de diffusion S,g, ne sont pas modifiés par le
choix de ces fonctions de troncature (& condition bien siir de respecter les
conditions de support). On pourra donc utiliser cette invariance pour mon-
trer analyticité des noyaux de S,g(\) et de ses résidus. En particulier on
s’attend assez naturellement & ce qu’en prenant des fonctions de troncature
dans différentes classes on puisse en déduire que ces noyaux soient dans
des classes de fonctions dont l'intersection est incluse dans ’ensemble des
fonctions analytiques, et montrer ainsi qu’ils sont analytiques.

Pour mettre cela en forme nous posons quelques définitions supplémen-
taires :
Définition 4.1 - On note G lensemble des suites (wy) de IRY logarith-
miquement convezes telles que :
T oo (4.1)
k=0 Wk+1
Définition 4.2 - Pour w € G et Q un ouvert de IR on note C,,(Q) la
classe de fonctions non quasi-analytiques définie par :

Co(Q) = {f € C=(Q) [3C telle que |fP(z)| < C*wy Vz € Q}

On a alors les propriétés suivantes :
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Proposition 4.3 - (i) Pour tout ouvert Q C IR, tout s > 1
Nueg(Cw NG*)(Q) C a()

Pensemble des fonctions analytiques sur ).
(i) Yw € G il existe des fonctions de troncature sur S dans (C, N G*)(S)

Démonstration : Commengons par prouver (i), qui n’est qu'une conséquence
directe du théoréme de Bang [Bg]. Ce dernier affirme en effet que :

nwegcw(g) - a(Q)
et il nous suffit donc de montrer que :
YwegG, s>1, Fteg tel que G(Q) C (Cu NG*)(Q) (4.2)

Cela revient donc & montrer que pour toute suite w € G et tout réel s > 1
on peut construire une suite t € G telle que t; < inf(wg, (k!)®).

Pour cela définissons des fonctions u; et ug, continues , affines sur les inter-
valles [k, k + 1] et telles que :

ui(k) =logwy et wug(k) =slog(k!) Vke N
u; et ug sont des fonctions convexes car (wy) et (k!)® sont des éléments de
G. D’autre part :
+00

/0 @ dy = Z/ e @)y = > Wk

k=0 Wk+1

< 00

le méme type d’estimation tenant aussi pour us.
Appelons alors v I'enveloppe convexe de u; et up. La fonction v est une
fonction convexe et telle que :

v(z) < inf(ui(z), us(z)) et v’(x) > inf(ull (z), u;(x))

Ainsi ff®e™ (’)dx < oo et la suite t définie par t; = e'® répond au
probléme posé.

Le point (ii) découle immédiatement de (4.2), et du fait qu’il existe des
fonctions de troncature dans toutes les classes C;(€2). O

4.1 Démonstration de (2)

Soit Ao un pole de S, g(A) et Q;, les résidus correspondants. Pour montrer

o
que les opérateurs @;, ont des noyaux analytiques sur (S;x Kj3) il nous suffit,
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d’apres la propoosition 4.3 de montrer que ces noyaux sont dans les classes
(Co NG*)(Sax Ky), pour un réel s > 1 et pour tout w € G.

Choisissons 6 et k complexes tels que la condition (3.12) soit satisfaite.
Prenons donc w € G et s €]1,(1 — p)~![, quelconques, et choisissons les
fonctions de troncature intervenant dans les équations qui définissent les
¢q,j €t Mg ; dans la classe (C, NG*®). Au vu de ces équations et des propriétés
d’analyticité des autres termes, il est clair que I’on peut écrire :

W (8, k)san = (><1(wa,I |)pl()\ ) TayWa) +x2(wa,| l)pz(A » Tay Wa)) Xao(Wa)

o1 les fonctions de troncature y; et X, choisies ici dans (C, N G%)(S,), sont
de supports inclus respectivement dans les régions cos(w,, z,) €loj, 07 + 4]
et cos(wa,z,) €lof — 6,07, et o les fonctions p; et py, & valeurs dans
L%*(X9) sont analytiques en w,. Ainsi au vu de la proposition 3.2 il vient en
utilisant les estimations de Cauchy :

" pz()‘ LayWq "L2 (X9) < Ca+la|e—€2(:c.,) (43)

sur le support de ;.

En remarquant que w € § = - < Ci-t G +l), pour une constante C' assez
grande il vient : )

||8§aW(0, k)sag"IJZ(X) S Ca+l’w|a|

W(0,k)sqo est donc dans la classe Cu(S,). De méme on montre
que W(@,k)s,, est dans la classe C,(K;) et par la méme que
My € Cy(Sax K3). On a déja vu d’autre part qu’avec ce choix de tron-
cature que M, € G*(S,%x K3).
Le terme M; étant holomorphe en ) il est clair que les résidus de Sa ()
sont identiques aux résidus de lopérateur de noyau M, et ont donc des

noyaux dans (Cy, N G*)(S, % I%,,). a

4.2 Démonstration de (1)

Nous procédons ici de fagon tout a fait similaire en montrant que le noyau

de S, 5()) est dans toute les classes (C,, N G*)(2) ot 2 = S, I&b sia#f
et Q= 5, %X Sp {wa =0} sia=p.

Prenons donc un réel s €]1,(1—p)~![ et une suite w de G fixés, et choisissons
les fonctions de troncature dans la classe C, N G°. Nous venons de voir
qu’avec ce choix de troncatures My € (Cy, N G*®)(Sy % K, 3). Seul le terme M
reste donc & étudier. Nous distinguons la aussi les cas a = b et a # b.
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e Casa="b

Sil’on reprend la démarche suivie dans le paragraphe “prolongement de M;”
on constate aisément qu’avec ce choix de troncature les termes Ly, L1 Lo, et
L; si €, # €3, qui sont définis par des intégrales absolument convergentes,
sont dans (Cy, N G®)(Sq X S,).

Seul le terme L3 dans le cas oul €, = €5 mérite un peu plus d’attention.
Prenons donc (w,’, 8,°) un point de (S, x S,) donné et remarquons que pour
X réel, si a # B ou si w,’ # 0,°, on peut toujours choisir oF et § tels qu’il
existe un voisinage  de (w,?,8,%), 7 = %1 et v > 0 tels que :

(waa Oa) €0
et = 724.(VA — €awq — VA = €584) > vz
24 € supp(l3(A, 24, wq,ba))

Ainsi I3()\, 24, w,, 0,) étant analytique en |z,| dans la région |z,| > R on
peut faire le changement de contour d’intégration y — (1 + iTex(|y| > R).
L’intégrale définissant L3 devient alors absolument convergente, et donne
donc un terme de (C, N G*)(). O

e Casa#b

Dans ce cas expression (3.10) fait apparaitre une intégrale absolument

convergente, les termes K} 1(\, 5, 0) et K4 9(X, T4, w,) étant pour leur part,
o

avec ce choix de troncature dans C, N G*(K}) et C, N G*(S,) . Le terme

M; est donc évidemment dans la classe(C, N G*)(S.x K3), ce qui acheéve la
démonstration. O



A. Appendice : Les “boost-distorsions” et
le probléeme a N corps.

L’outil que nous élaborons est en quelque sorte un prolongement,
ou plutét une combinaison, des développements de Hunziker [Hu] et de
Combes et Thomas [Co-T], qui traitent respectivement des distorsions ana-
lytiques et des “boost-dilatations” pour les problémes a N corps. Notre
développement ici est nouveau étant donné que ’on considere des “boost-
ers” légerement différents de ceux de Combes et Thomas, et surtout qu’il
place dans le méme cadre distorsions et “boost-dilatations”.

Posons quelques définitions.
Définition A.1 - Pour 6,k € IR, et toute fonction de troncature
X € C*(X, R*) vérifiant :
Ix(z) = x| < |z —y| Vz,ye X
x(z) =1 Y|z| > 4R
nous définissons : .
1) L’opérateur de distorsion Uy par :
i { LY(X) — L¥X)
1
V@) — To(@)i(a +0x(z))
ot Jy(x) est le Jacobien de Uapplication z — z + fzx(z).
2) L’opérateur de boost-distorsion W (0, k) par :
- LA(X) — L¥X)
W(G,k){ P(z) — e'ik<’>(ifg1/))(x)
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Pour |0| assez petit Uy et W(0,k) sont des opérateurs unitaires.

Définition A.2 - Nous notons F l’ensemble des fonctions entiéres de c®
qui sont des O(e™®’), a > 0, dans un céne de la forme
{z € c" ||Imz| < €(Re(z))} et nous définissons 'ensemble A par :

A:={pe LX) | ¢(z) = f(z) pour une fonction f € F}
Nous énoncgons alors le théoréme suivant :

Théoréme A.3 - Sous les hypothéses (H), pour toute fonction x véri-
fiant les conditions (A.1) :

(3) La famille d’opérateurs Hy = W (8, k)HW (8, k)" se prolonge holomor-
phiquement pour 0 et k complexes, |0| assez petit, et définit alors une famille
holomorphe de type A, de domaine H™ 0.2

(%) crd(HW) est indépendant de la fonctzon X

(%) ae(HW) le spectre essentiel de Hyy est inclus dans :

. 1
S = Us{oa(Hg) + mp(k)}

ot P(k) est le paraboloide d’équation :
(Im(2))* < 4c*(Re(2) +¢*) ; c= (Im(k))

(iv) L’intersection du spectre essentiel de Hy et de Uaze réel est incluse
dans :

)+ - ) ()]

(v) Pour toutes fonctions v , ¢ € A la fonction gy 4(z) = (¢, (2—H) 7 ¢) 12(x)
s’étend méromorphiquement de {z € ¢ | Im(z) >0} a c\S et Uon a :

oa(Hw) = Uy,gea{ poles de gy 4(z)} (A.2)

Explicitons ces résultats :

Remarquons tout d’abord que ce théoréme englobe a la fois les cas des
dilatations analytiques (k = 0 et x = 1), des boost-dilatations (x = 1), et
des distorsions analytiques (k = 0).

Pour que ces résultats soient utilisables dans la pratique il convient de lo-
caliser le spectre essentiel. Cela est fait grace au point (iii) du théoreme, qui
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montre que le spectre essentiel de 'opérateur Hy est constitué d’un ensem-
ble de paraboloides d’axes paralleles a la droite Im(z) = —2Im(6)Re(z),
et d’ouverture proportionnelle & I'm(k). En particulier lorsque k¥ = 0, cela
devient un ensemble de demi-droites, et 'on retrouve dans le cas y = 1
les résultats bien connus sur les dilatations analytiques et le probléeme & N
corps.

Le point (iv), qui n’est qu'une conséquence directe du (iii) mérite tout de
méme une attention particuliere. Lorsque 'on fait tendre Im(k) et Im(6)
vers zéro les paraboloides s’aplatissent et prennent une orientation plus
proche de ’axe réel. Si en plus on maintient constant le rapport %%2 et

que Pon s’intéresse & lintersection du spectre essentiel de Hy et de D'axe
réel on constate que les deux effets se compensent, et que cette intersection
tend vers l'ensemble :

Urerinfa + 0, (7))

Ainsi on voit qu’un point A de ’axe réel n’est pas dans le spectre essentiel
si Im(k) est assez petit et si |%| < 4/d(A) ou d()) est la distance en-
tre A et le premier seuil qui lui est inférieur. Notons au passage que cette
derniére condition est exactement celle que 'on obtient pour que l'opéra-
teur %(mD,: + D,.z) — ;ﬂm(%(x) soit conjugué au Hamiltonien, au point A,
au sens de Mourre [Sk].

Pour effectuer la démonstration du théoreme nous avons besoin de
quelques résultats préliminaires.

Lemme A.4 - Pour toute fonction x vérifiant les conditions (A.1) nous
avons :
(i) Pour tout ¢ € A Uapplication :

{(G,k) — W(0,k)¢
{16] < V2} x ¢ — L*X)

est analytique. 5
(ii) Pour chaque couple (8,k) € {|0] < V2} x ¢ Uensemble W(8,k)A est
dense dans L*(X).

On trouvera la démonstration de ce lemme dans ’article de Hunziker [Hu,
Théoreéme 3.
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Introduisons la partition de I'unité construite dans [Gr], (ja)ac, indexée
sur les I'ensemble des décompositions, qui a les propriétés suivantes :
1) Va € A, j, € C®(X, R") et les dérivées de j, sont bornées.
2) ZaeAja(x) =1
3) 3 Cy, C telles que sur le support de j, :
|z < Cy et |2 >C1 Vb a
Définitions A.5 - Pour toute décomposition a et tout 6 < 1 on pose :

4a(x) = ja(5)

()

1 T
(_1:0—)2(Dzu + km)

Ra(z) = Qa(HaW - Z)_l
Qa(z) = q«:(HaW - z)_l(HaW - HW)

ot 'on a noté Hy opérateur Hy pris dans le cas particulier ou y = 1.

HaW= 2+H5

Lemme A.6 - (i) Pour tout compleze k le spectre essentiel de l'opérateur
(Dy+kry ) opérant sur X = IRP, est inclus dans le paraboloide P(k) défini
dans I’ enonce du Théoréme A.3.

(i) (D + km) est un opérateur strictement m-sectoriel, au sens de Kato

(Cf [Ka] V.8.10 pour la définition).

Démonstration du lemme A.6 :
L’opérateur (D, + k 2 )2 est Vopérateur pseudo-différentiel de symbole
de Weyl P(z,€) = (€ + k ) Notons que :
dz?  d€?
2
)
(2)? " (€)

Pour z € C\P(k) on définit P,(z,£) = P(TE)—Z qui est dans la classe
S((&)2, dxz + ) car |P(x,£) — z| > C(£)% On écrit :

P(z,€) € S((€)%,

OP“’((P(%DZ)) —2)0p"(P.(z,D:)) = 1+ Op"(R:(z, Dy))  (A.3)

ol R,(z,&) est un symbole de classe S((x—)(é’ % + (@2). L’opérateur associé

est donc compact (Cf [Ho], tome III, théoreme 18.6.6). On peut de plus,
en estimant les semi-normes de P;(x,ﬁ), vérifier que pour tout secteur I'
contenant P(k) il existe une constante C' telle que :

z € c\I' = ||0p“(R.(z, D,))|| r2(mr) < Cdist(z,T)™" (A.4)
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Ainsipour 2z € R et —z >> 1opérateur (1+O0p¥(R,(x, D,))) est inversible
et le théoreme de Fredholm nous permet d’affirmer au vu de (A.3) que

-1
((Dz + k(%))2 - z) est une fonction méromorphe sur c\P(k).
Montrons maintenant (%¢).

L’ensemble P(k) étant un paraboloide d’axe IR, pour tout # > 0 on peut
choisir, au vu de (A.4) un secteur :

T, ={z€c|Arg(z — 2z) < 0}
tel que :
. z € e\l 9 = [|Op*(R(x, Do)l (v <
Ainsi d’aprés (A.3) pour z € R, z < z :
I(Op*((P(, D2)) = 2))~!|| < 21|0p*(Pi(=, D2))|| < 2Colz = 2™

et Popérateur (D, + ko ) est m-accrétif au sens de Kato.
Pour monter qu’il est sectoriel nous remarquons que pour tout u tel que

(D2?u) € L? :
x
(D2 + s Pusu) o = 1Deliagol < B+ [EIDullz0n

[N

et donc que le “numerical range” de (D, + k(—’;—))2 est inclus dans le
paraboloide :

{zec|3teRtel que |z -t < |k|* + |kt|}
et par 12 méme inclus dans un secteur d’angle aussi petit que I’on veut. O

Lemme A.7 - (i) Les opérateurs R,(z) et Qq(z) sont analytiques sur
c\S.
(11)Qa4(z) est compact pour tout z € c\S
(i)  lim {|Qa(2))]| =0
Re(z)——o00

Démonstration du lemme A.7 :
Pour le premier point il nous suffit de montrer que o.(Haw) C S. Pour
cela écrivons :

H, V2@ Ixe + Ix, @ Hf

W= <1+o>2( S

Chacun des opérateurs +€ L5 (Dy, + k Hac ) et Hf étant strictement m- sec-
toriel on a :

1

Ta
mg((Dza + k—

O’(Haw) = (xa)

)?) + o (H)
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Le spectre de (Hg) est bien connu et s'écrit :

ay __ a b 1 +
o(Hy) = o4(Hy) bCaLYJ#a{Ud(He) + mm }

D’autre part le spectre essentiel de (D,, + k<—;:—)2 est inclus dans le
paraboloide P(k) d’aprés le lemme A.6. Comme P(k) + R* = P(k) on
obtient effectivement o.(H,w) C S.

Pour montrer que Q,(z) est compact on calcule :

(14 60)X(Huw — Hy) = k(?wlT) - ﬁ)xa.Dxa - k(”—z%Dza + sym
z¢ 2
el - o) + IS
+(14+0)2L((1 + 6)z)

d’ott l'on en déduit que (H,w — 2)~'q.(Haw — Hw) est compact. Nous
écrivons alors :

Qa(2) = (Haw — 2)"'qu(Haw — Hw)
+((HaW - z)_l[HaWaqa]) X ((HaW - Z)—I(HuW - HW))

ce qui ne fait apparaitre qu'une somme d’opérateurs compacts.
Enfin pour montrer le point (4i) nous écrivons pour Ay >> 1 :

(Haw — 2) Y Haw — Hw) = (Haw — 2)""(Haw + o))
X ((Haw + o) Y (Haw — Hw))

et il apparait clairement que limpge(;)——co ||(Haw — 2) ™ (Haw —Hw)|| = 0. O

Démonstration du théoreme A.3 :
Pour montrer (%) nous écrivons :

Hy = W(0, k)D2W (6, k)" + V((1 + 6x(x))<)
Le terme V((1 4 6x(z))z) a, d’aprés les hypotheses (H), une extension
holomorphe en 6 et est borné. Quant & Popérateur W (9, k)D2W (6, k)™,

c’est un opérateur différentiel du second ordre, holomorphe en 6, de symbole

principal : . -

5(a.€) = (A@)E+ k), (€4 k)

ot A(z) = B(z)™!, B(z) = 'JJ et J =1+ 6Vy. (Cf [Hu]).
Pour 6 assez petit on a :

|p(z, €)] > Cl¢J*
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de telle sorte que le domaine de W(G,k)DZ_W(O,k)‘l, et par conséquent
celui de Hyy, est égal a celui de D2, indépendamment de 6 et k.

Pour démontrer les points (i¢) & (v) nous reprenons le schéma classique
de la démonstration que ’on trouve par exemple dans [Ba-Co] et [Hu].

La principale difficulté consiste & localiser le spectre essentiel de Hyy.
Pour cela nous procéderons en deux temps : nous montrerons tout d’abord
que le point (#7¢) du théoréme tient dans le cas y = 1, puis nous en déduirons
le cas général.

Dans le cas y = 1 nous calculons :

(HW - Z)_'I = EaGA Qa(HW - Z)‘l

= (ToeaQul(2))(Hw = 2)7!
+ ZaGA Ra(z)

et le lemme A.7 nous permet d’affirmer que (Hy —z)~! est méromorphe sur
c\S, et ainsi que o.(Hw) C S. Intéressons-nous maintenant au cas x # 1.
Pour éviter toute confusion nous utiliserons la notation Hy pour le cas
x=1et Hy pourlecas y # 1.

Posons alors pour tout z € p(Hy) N p(Hw)\S :

Rw(z)=(Hw—2)"' ; Rw(2)=(Hw —2)"! et Kw = Rw(z) — Rw(2)
Nous avons :
Kw = Rw(z)(Hw — Hw) — Rw(2)
= Rw(2)(V((1 +8)z) = V((1 + 0x(z))2))Rw(2)
+Ry (2)(W (8, k)DIW (6, k)" — W (0, k) D3W (6, k)~") Rw (=)

"Le premier terme de cette expression est compact car
V((1 + 6)z) — V((1 + Ox(z))x) est un potentiel & support compact.
Quant au deuxieme terme il est aussi compact car I’opérateur
W(0,k)DW(8,k)"t — W(0,k)D2W(0,k)™ est un  opérateur
différentiel de second ordre de symbole principal
((A(z) = 1)(E + k), (€ + k), et A(z) — 1 est & support compact. Nous

constatons ainsi que Ky est toujours compact. D’apres le “ Strong Spectral
Mapping Theorem” [R-S] :

7.(Rw(2)) C {52 5 t € ou(Hw)} U {0}

et ainsi :

oe(Rw(z)) CG, avec G,:={ ; t€e S}

t—z



66 A. BOMMIER

Pour z ¢ S I’ensemble G, est borné et son complementaire, c\G, est con-
nexe. L’opérateur :

By (t) = Kw(Rw(z) = t)™!
est compact, méromorphe en # sur c\G.. Pour |to| assez grand (R (2)—t9)™!
existe et ((Rw(z) — to)(Rw(z) — t))"1)(1 + Bw(ty)) = 1. Ainsi d’apres le
théoréme de Fredholm nous savons que (1 + By(t)) est méromorphe sur
c\G., et par la méme que :

oo(Rw(z2)) C G,

Utilisant & nouveau le “ Strong Spectral Mapping Theorem” il vient :

i teonln)cG={1:tes)
et pour finir ae(f{W) C S, ce qui acheéve la démonstration de (4i7), et de
(iv), qui en est une conséquence directe.

Démontrons (v).

Pour 8 et k réels I'opérateur W(ﬁ, k) est unitaire de telle sorte que nous
avons encore :

gus(2) = (W (0, k)¢, (Hw — 2)"' W (8, k)8) 12(x) (A.5)
D’apres (i) et le lemme A.4 cette expression, a z fixé, se prolonge holomor-
phiquement en (8, k) sur un domaine {|f] < €} x {k € c}. De plus étant
constante sur le réel, elle est constante sur tout le domaine d’analyticité et
Vexpression (A.5) reste valable pour 6 et k complexes.

Fixons maintenant 6 et k, complexes, les points (¢) et (¢4¢) nous permet-
tent d’affirmer que (A.5) s’étend méromorphiquement en z sur C\S, et que
ses poles sont des valeurs propres de Hy.

Il ne nous reste donc plus qu’a montrer que :

ga(Hw) C Uygeaf poles de gy 4(2)} (A.6)

Pour cela prenons un élément A de O'd(ﬂ W) et notons @ le résidu d’ordre 1
de (Hy —z)~! au pole z = \. L’ensemble W (6, k) A étant dense dans L*(X),
d’apres le lemme A.4, nous pouvons choisir ¢ et ¢ dans A tels que :

(W (8, %), QoW (8, k)¢) # 0

Le point z = X est alors un péle de gy 4(z) et nous avons montré (A.6).

Enfin remarquons que le point (77) du théoréme est une conséquence de
(A.2), étant donné que les fonctions gy 4(2) sont définies indépendamment
de la fonction y . O
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