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0. INTRODUCTION

Soient hi(z),h2(z) deux fonctions analytiques réelles définies prés de zo € R?
vérifiant hq(zo) = ha(zo) = 0, dhi(zo) et dha(z¢) linéairement indépendants. Soient
Ay, A; les demi-hypersurfaces ouvertes
(1) A] = {(l',hz(.'l?) = 0, hl(fb‘) > 0}

Ay = {z,h1(z) =0, hy(a)> 0}

et L Paréte
(2) L = {z; hy(z) = hy(x) = 0}.

Soit Q* (resp. 2¢) 'ouvert intérieur (resp. extérieur)

3)

Q' = {z;hy(2) >0 et hy(z) > 0}
Q¢ = {z;hi1(z) <0 ou hy(z) < 0}.

On a 09 = 99 = A, o1 A est le diedre

On s’intéresse a décrire les singularités analytiques et leur propagation, pour les
solutions de ’équation des ondes dans M = R; x Q, @ = Q' ou ¢, d’énergie finie, et
vérifiant la condition de Dirichlet

Oju—5; 82ju =0 dans M
(5)

ulopr =0 et u € HL (M).

Lorsque les équations h; des faces du diédre sont linéaires, le calcul de la fonction de
Green du probleme (5) a été effectué par GARNIR [G]. Le cas plus général d’ouverts 2
a singularités coniques a été traité dans la catégorie C> par CHEEGER-TAYLOR [C-
T], et dans la catégorie analytique par ROULEUX [R]. Dans le cas des diedres & faces
linéaires, le probleme (5) avec des conditions aux limites plus générales a été étudié
par ESKIN [E]. Dans le cas des diédres a faces “courbes”, et pour le probléme extérieur
2 = Q¢, UcHIDA [U] a obtenu des estimations a priori sur les singularités analytiques
et GERARD-LEBEAU [G-L], dans le cas d = 2, ont traité le probléme de 1'asymptotique
sur le cone diffracté de la solution de (5) associée a une onde conormale entrante. Les
résultats obtenus ici généralisent ceux de [G-L] : nous définissons un front d’onde
analytique jusqu’au bord pour les solutions de (5); nous travaillons en dimension
d’espace d quelconque, ce qui force a considérer la propagation le long de rayons
tangents a l’aréte L (absents en dimension d = 2), enfin nous traitons conjointement
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les cas intérieurs et extérieurs, et 1'étude n’est pas restreinte au cas de singularités
conormales entrantes.

Décrivons plus précisément les résultats obtenus. On choisit d’abord un systéme de
coordonnées ¢ = (z/, "), ' = (x1,22), 2’ = (x3,...,2,) (n =d+ 1, de sorte que z”’
contient la variable temporelle) qui redresse le di¢dre, de sorte que hy = 1, ho = x3.
On appelle 2/ les variables normales et z” les variables tangentielles. On travaille avec
un opérateur P différentiel d’ordre 2 & coefficients analytiques de la forme

(6) P(z,D) = Pi(z,D') + L(z, D', D") + Q(z, D")

de symbole principal p = p1 + £+ ¢ & coeflicients analytiques, et vérifiant

R p réel; p(z,§) =0 et £E#£0=0p#0
p1(x, &) > colé* co>0

et on a donc CarpNTX C {¢ = 0}, avec TA = TA UTA, UT}. On note M* = {z; > 0
et 2 > 0} Pouvert intérieur, M® = {z; < 0 ou z2 < 0} l'ouvert extérieur.

On note 7 la projection canonique de T*_M—\TZ sur Tg‘M =T*MUT*ALUT*AyU
T* L, qu’on munit de la topologie quotient, ®T*R™ le fibré cotangent de Melrose (dual
du fibré des champs de vecteurs tangents & x1 9 = 0) et 7 ’application canonique de
T*M \ T} dans *T*M définie en coordonnées par

(8) («,2",&,&") > (2, 2", 8" v1 = 21 &1, va = 2262).

On a donc le diagramme

TM\T, —— Im(F) C 1M
(9) 7r
M

la fleche d’identification 4 étant bijective continue (ce n’est pas un homéomorphisme;
7 n’est ni ouverte, ni fermée et Ty M n’est pas métrisable, alors que bT*R™ ~ R?™ est
une variété différentiable). On note aussi

(10) Yy =m(Carp), Z =7(Carp).

Alors ¢ : ¥ — Z est un homéomorphisme, ce qui nous permettra d’identifier £}, et
Z; ¥y est la variété caractéristique du probléme aux limites dans le diedre.
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Définition 1. La région elliptique £ de Tb* M est
(11) £ =Ty M\ 5y = {p; 77} (p) N Carp = ¢}.

On notera Zj, (resp. Zp) les points de Z au dessus de ’aréte L (resp. au dessus du
diedre A), et on stratifie Z par

(12) Z=S'uUS'uS? S'°=2Z\Za, S'=2a\Z., S*=2..

Définition 2. On définit la région glissante G de Z par
(13) G = {p; H{r™"(p) N Cax(p)} = 1}
et la région transverse 7 de Z par

(14) T=2Z\6.

On notera que GN S° = % G N S! est la région glancing usuelle sur les faces du
diedre, et GN S? correspond aux bicaractéristiques de p tangentes & l’aréte L; G n’est
pas fermé.

Dans le systéme de coordonnées choisi on a

(15) p(z,€) = "(¢§ —v) A (¢ —v) — R(z,¢")

ol A, est une matrice 2 X 2 symétrique définie positive, v = v(z,£") est linéaire en
¢". Avec Ry = R|,;=pon a

(16) S2={Ry >0}, S*Nng={Ro=0}, S*NT={Ry>0}.
On posera S'; =5'NngG, Si=5NT. Soit T,Z le cone tangent en p a Z.

Définition 3. Soit p € T ; on définit les vecteurs entrants (resp. sortants) V,~ (resp.
V:’), comme le sous-ensemble de ¥7,Z

(17) VF = {di(H,y(0)); 7(a) = p, q € Cax(p), pr(FH,(1)) € TH }.

Pour p € G, on a V; = VI = {d&(H,(¢))} ot ¢ = 7~(p) N Car(p), et on notera
Hy(p) = dn(H,(q)). Pour p € S;, ona Hy(p) € T,,S;, et donc les strates S; de G sont
feuilletées par les courbes intégrales du champ (hamiltonien) H,.

Pour p € S}, on a VINT,S =¢.
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Définition 4. Un rayon est une application continue v de I (intervalle de R) dans
Ty ~ Z C R?" vérifiant

(18) si «(to) €G, ~ est dérivable en ty et Y(to) = Hy(v(t0))
(19) si ~(to) €S}, il existe € >0 tel que y(t) ¢ S* pour 0 < [t —to| < €.

Les rayons sont (localement uniformément sur M) Lipschitz, dérivables & gauche
et a droite en tout point et 4, 4(t) € V;F( y) L’ensemble des rayons est fermé pour la

topologie de la convergence uniforme, et par chaque point, il passe au moins un rayon
maximal (voir le paragraphe I). ’

On va définir SSp(u) comme sous-ensemble de Tb*]\l . En coordonnées polaires
z1 =r cosb, T =7 sinf soit E = {f(z1,72); f,0,f,206f € CY(I;L>)}oul = ]0, z
(cas intérieur) ou I = ] - 37”,0[ (cas extérieur), et Ey = {u € E, ulgear = 0 et
u|r=0 = 0}. Soit aussi F le sous-espace de D'(R") formé des u(z',z") qui vérifient

V6, € C&(R?), VK compact de R"™% 3C,m
(20) V6, € cg°(1{)H90(m') / u(m',z”)el(x")(l;t”H < C sup 0%6;
Eo lo]<m
c’est-a-dire F' = D'(R7.; Eg joc)-
En suivant ’étude faite par KONDRAT'EV [K] sur les problémes elliptiques dans les
coins, on obtient (voir le paragraphe II, proposition 1)

21 Pu=0, ue H = ueF.
( ) I 0

On définit alors SSy(u) par régularité tangentielle comme suit : Soit Ty la transfor-
mation de FBI tangentielle

m 22
(22) Tou(w,2',\) = /e’\w’ A2 ") de"

et oo la fonction poids @o(w) = 3(Rew)?. D’aprés (21), si Pu = 0, u € H{,
61(z") € C§° on a To(61u) € Hyo(Eooc), espace de Sjostrand & valeurs dans Ej joc.

Définition 5. Soitu € H}, Pu=0, p€ T;J\l. On définit SSy(u) en posant que p
n’appartient pas a SSp(u) ssi

1) si p ¢ T*L, définition usuelle

2) sip=(z}, ) € T*L, wo = zll — €Y, il existe 6;(z") € C, 6 = 1 prés de
ia;elo(a:') € C§°, 6y = 1 prés de 0, W voisinage de wg et g9 > 0 tels que pour w € W,

(23) [|60 To O1ul|p < sieA[Lpo(uy)_éo].
0
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On a alors la proposition suivante (voir le paragraphe II, proposition 2).

Proposition.  $Sy(u) est fermé, localement compact dans T} M (on prendra garde
au fait que ce résultat est faux sans la condition aux limites uls = 0).

Il n’est pas évident que la définition précédente de SSy(u) soit indépendante
du systéme de coordonnées choisi, ou de I'espace Ey de régularité normale choisie;
toutefois, cela est vrai, en effet on a (voir le paragraphe IV.4).

Théoréme 1. .
SSp(u) = n(SS(u) \ TA)

ott u est le prolongement canonique de u par zéro a R" \ M.

Dans la suite u désigne toujours une solution du probléme aux limites : u € H{,
Pu=0.

On prouve dans le paragraphe IV.3 le :
Théoréme 2. (Régularité elliptique)

(24) SSp(u) C Iy

po,a

Pour pg € S? et a > 0 soit I'
(25)

= {rayons : [—a, 0] (T M UT* &1 UT™ Az) N Zp; 7(s) = po(s — 0_)}.

I’ensemble des rayons entrants en pg

On prouve dans le paragraphe V le :

Théoreme 3.  (Réflection hyperbolique sur I'aréte)

Soit po € S?. On suppose qu'il existe un voisinage W de py dans £y et ag > 0
tel que pour tout p € W tel qu’il existe v € I, avec a < ag et v(—a) = p, on a
p & SSy(u). Alors

a

(26) po & SSp(u).

Les théorémes 2 et 3 s’obtiennent en écrivant les projecteurs de Calderén déduits
de I’équation Pu = ¢;6; + g202 (81 = bzy=0,62 = 6z,=0), qui fournissent un systéme
2 x 2 d’équations sur les traces g; des dérivées normales (pour P) de u sur les faces
du diédre. le point clé est d’obtenir des estimations 2-microlocales a priori pour g,
g2, & sur les involutives {z; = 0}, {z2 = 0}, {1 = 22 = 0}, qui permettent d’écrire le
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systéme de Calderén comme une équation pseudo-différentielle tangentielle a valeurs
opérateurs sur les fibres des involutives z; = 0 ou zz = 0, linversion du symbole
principal correspondant comme dans [G-L] a ’étude d’un probléme de transmission
a coefficients constants dans un diédre linéaire en dimension 2.

Pour traiter la propagation sur les rayons tangents a ’aréte, on utilise la stratégie
microhyperbolique développée par SIOSTRAND pour les problémes aux limites dans
[S3].

Soit pp = T*L tel que Ro(po) = 0, donc py € 52 et ©(z",£") une fonction
analytique réelle définie prés de po vérifiant ©(po) = 0, {Ro,©}(po) # 0. Soit po
'unique point de T*M N p~1(0) tel que 7(59) = po.

On prouve dans le paragraphe VI le :

Théoréme 4.  (Estimation prés de S?)

Soit K un compact de 53; il existe Ay (grand) g, 6o (petits) tels que pour tout
po € K, € €]0, &)

(27)  Boule(pg, Aoe?) N SSh(u) = ¢ => expsH,(po) ¢ SSs(u) pour |s| < boe.

Des résultats précédents on déduit dans le paragraphe VII le théoréme de propa-
gation des singularités analytiques suivants :

Théoréme 5. Pour u solution H} de Pu = 0, SSy(u) est un fermé de Ty et si
po € SSi(u) il existe un rayon maximal issu de po dans SSy(u).

Le papier est organisé comme suit :

Dans le paragraphe I (Géométrie), on introduit les différents espaces cotangents qui
interviennent dans le probleme, la variété caractéristique, et on étudie les propriétés
des rayons, en particulier les réflexions successives sur les faces du diedre dans le cas
intérieur.

Dans le paragraphe II (Front d’onde), on prouve l’estimée (21), et on introduit le
front d’onde analytique jusqu’au bord.

Dans le paragraphe III (Microlocalisation), on étudie l'effet de la transformation
de FBI sur I'équation Pu = 0, ulap = 0, ainsi que l'action des opérateurs pseudo-
différentiels sur les espaces obtenus apres cette transformation. Le résultat principal
du paragraphe III est la proposition 3 qui relie les traces des microlocalisés aux
microlocalisés des traces (systéme de Calderdn).

Dans le paragraphe IV (Estimations elliptiques), on commence par prouver un
résultat d’ellipticité (proposition 1) pour une équation pseudo-différentielle a valeurs
dans une chaine d’espaces de Banach, que nous utiliserons dans la preuve du
théoréme 1. On étudie ensuite les problémes elliptiques dans les secteurs angulaires
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du plan R?; en particulier les propositions 2 et 3 permettront d’obtenir I'inversion
des symboles principaux des opérateurs pseudo-différentiels a valeurs opérateurs qui
interviennent dans les théorémes 1, 2, 3, 4. On prouve alors les théorémes 1 et 2.

Le paragraphe V est consacré a la preuve du théoréeme 3. Comme dans [G-L], la
stratégie consiste & effectuer une déformation complexe dans les variables normales
(z',¢') pour se ramener 3 un probléme elliptique. Pour prouver que cette déformation
est licite, nous utilisons les théorémes A.1 et A.2 de 'appendice qui permettent de
controler la structure 2-microlocale des traces sur les faces du diédre.

Le paragraphe VI est consacré a la preuve du théoréeme 4. Nous adaptons ici la
stratégie microhyperbolique standard en effectuant une déformation complexe dans
les variables tangentielles (z",¢").

Dans le paragraphe VII, nous prouvons le théoréme 5 essentiellement en suivant la
méthode de R. Melrose et J. Sjostrand.

Enfin dans appendice, nous rappelons les notions de base de 2éme microlocalisa-
tion tempérée, le théoréeme A.2 prouvé dans [G-L], et nous prouvons le théoréme A.1.
(Si V est une sous-variété involutive, nous définissons ici SS}' comme fermé du fibré
normal & V, Ty avec la convention de signe qui assure ’absence de front d’onde
analytique lorsqu’on décolle de V dans une direction absente de S S'f,’l.)






I. GEOMETRIE

I.1. Fibrés cotangents

On se place dans R™ munit du systéme de coordonnées
(1) T = (21, +,z5) = (2',2"), &' =(z1,72), " =(23,-°+,25)
On appelle z' les variables normales et z' les variables tangentielles. On pose
Ay = {z;z2 = 0,21 > 0} Alz{z;u:O}

(2) Ay = {z;21 = 0,22 > 0} A, = {z;z, =0}
L= {z;21 =2, =0}

Le diedre A est

On appelle A;, A, les faces du diédre et L Paréte du diedre. On a R\ A = M*UM®
avec

(4) M= {z;z;, >0 et =z >0}, M¢={z;21 <0 ou =z, <0}.

L'ouvert de R™ dans lequel on travaillera sera soit M = M (cas intérieur), soit
M = M* (cas extérieur).
On note T}, T} les fibrés conormaux aux faces et a 'aréte, T*M, T*A;, T*L les

fibrés cotangents & I'ouvert M, aux faces, et a 'aréte et T*M = T*R"|57. On définit
le conormal au diédre par

(5) T =Tk UTL, UTY .

et on pose
TyM=T"MUT*A UT*"AUT*L .

On notera 7 la projection canonique
(6) "M 5 Ty M

et on munit TS M de la topologie image définie par m. On prendra garde aux
faits suivants : La projection 7 n’est ni ouverte, ni fermée, et la topologie de
Ty M n’est pas métrisable, les points de Ty M \ T*M ne possédant pas de systéme
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fondamental dénombrable de voisinages; Les parties fermées de Ty M sont les parties
séquentiellement fermées, mais ’adhérence d’une partie differe en général de son
adhérence séquentielle.

Toutefois, la topologie induite par Ty M sur chacune de ses composantes (définies
en (5)) est la topologie usuelle et pour tout Cp > 0, le sous-espace

® ({20 e "M ; I < Colé"|})

de Ty M est métrisable et localement compact.
Introduisons & présent le fibré cotangent compressé de R. Melrose. Soit *TR™ le

fibré de rang n sur R™ dont les sections sont les champs de vecteurs tangents a Aq et
Ag, ®T*R™ son fibré dual et posons

9) T*M = T*R"3; .

On note 7 I’application de T*M dans *T* M déduite par transposition de ’application
TR — TR™ Si on note (v”,v;,v2) la base de *T*R™, duale de la base
(8", £10,,,720,,) de ®TR™, on a

(10) T (ZB/,(B//; ﬁlagn) — (CII,,:I,‘”; 5”, x1€13x2£2) .

On notera ¢ 'application bijective continue canonique de Ty M sur I'image de 7

"M — Im(7) C'T*M
(11) .
T M

Tous les espaces précédents sont munis de I'action de R} déduite de (z,§) — (z,t€),

et si F est un de ces espaces, on notera F' = F'\ {section nulle}, la section nulle étant
I'ensemble des points fixes de I'action de R .

1.2. Variété caractéristique

Soit P(x, D) un opérateur différentiel d’ordre 2, & coefficients analytiques, défini
au voisinage de l'origine de R™ de symbole principal p(z, £) réel
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1) P(z,D) = Py(z,D') + L(z, D', D") + Q(z, D")
p(IL', E) = pl(xa 6,) + e($,£,7 6“) + Q(xy 6”)

vérifiant, pour un ¢ > 0

(19) {p(w,5)=0 et £€#£0 = Jp#0

pi(z,€') 2 cl¢'?

On notera Car(P) = {(z,€);p(x,€) = 0, # 0} la variété caractéristique de P;
d’apres (13), on a Car(P)NTX = ¢. On pose

(14) S, = n(CarP)  Z =#(CarP) .

Alors ¥y est un fermé localement compact de Tb*M , et 'application z : Ty M —
Im(7#) induit un homéomorphisme de ¥j sur Z; on identifiera par ¢ £; et Z. La région
elliptique € de Ty M est définie par

(15) E=TyM\S, = {p € Ty M: 771 (p) N Car(P) = ¢} .

On note pr la projection de Z (ou &) sur M, et Zo = pr=*(A), Zy = pr~}(L). On
stratifie Z par la réunion disjointe

Z=5ustus?
(16)

SO=Z\ZA,S] =ZA\ZL,S2=ZL .
On définit la région glissante G de Z par

(17) g ={pez; i ' (p)n Car(P)} =1}

et la région transverse par

(18) T=2\¢

et on pose pour ¢ =0,1,2

(19) S'=5,uS;, Si=5'ng, S;=85nT.

On a alors 57 = ¢, §) = 8% S} C T*Ay UT*A, est la région glancing usuelle sur
les faces du diedre, et Sg C T*L correspond aux bicaractéristiques de P tangentes &
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l'aréte L. (On prendra garde au fait que G n’est pas fermé en général.) D’aprés (12),
ona

(20) p(z,6) ="(6' —v)As(€' —v) - R(z,¢")

ou v = v(z,€") est linéaire en ¢", R(z,{") quadratique en ¢", la matrice 2 x 2
symétrique A, étant définie positive.

On pose vy = v |gzer, Ro = R |zeL. On a alors
(21) S%={(a",€")€T*L; Ry >0}, SZ={Ry=0}, Sf={Ro>0}.

D’apres (13), on a Ro(z",£") =0 et " # 0 = O¢nRo(z",€") # 0 et par suite 5'2
est une sous-variété lisse de codimention un de T*L (ou bien Sg ¢ si Ry nes annule
pas). Plus généralement, toutes les strates S;, S; sont lisses. Comme Z est contenu
dans la variété *T*R™, si p € Z on peut définir le cone tangent en p a Z, T,Z comme
sous-ensemble de T,(*T*R"™) par u € T,Z ssi il existe des suites p, € Z, A, € R},
avec pp, — p et Ap(pn — p) — u.

Définition 1. Pour p € ¥ ~ Z on définit les vecteurs entrants (—) et sortants (+),
V;,': C £T,Z par

(22) v = {di(H,(a)), 7(a) = p, g € Car P, pr(xHy(q)) € TH }

ou H, désigne le champ hamiltonien de p sur T*R".

Pour u € Vf (resp. V) on a bien u € T,Z (resp. —T,Z) car si u = (dt(Hy(q)),
g € m7(p) N Car P, pr(H,(q)) € TM, (resp. —=TM) il existe une courbe s — ~(s),

v(0) = ¢4(0) = p(q) s € [0, s0] (resp. ]50,0]) tracée dans Car(P)Npr~* (M), puisque

Car P et pr ~1(M) sont tranverses d’apres (13), et 4(s) = % o y(s) est tracée dans Z
et vérifie ¥(0) = u.

Sipeg,onan~!(p)NCarP = {q} et pr(+H,(q)) € TM et donc V; = V] est
réduit & un unique vecteur, qu’'on notera, Hy(p) = dit(Hp(g)). On a

(23) p €Sy = Hyp)€T,S, .
On a aussi
(24) pESI=>VENT,Si=¢ .

En effet, pour p € S}, V} (resp. V) est réduit au singleton d(H,(g+)) (resp.
g-), ot g+ sont les deux points de Car P au dessus de p avec pr(H,(g+)) € TM, et
pour p € S, p= (zg,&0) si q= (' =0,¢,25,&)) € w“(pﬂCarP) on a d’apres
(20), &' — vo(z4,€4) # 0, donc 22 5¢ (9) # 0 et la bicaractéristique de p issue de ¢ quitte
Paréte.
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On remarquera que pour p € S%, H,(p) = H,(p) (H, étant le champ hamiltonien
de p), pour p € SZ, (voir (20)) 4 (p) —Hp,(p) en identifiant Hy(p) € T,S2 &
un vecteur tangent a T*L, et que pour p € 51 NT*Ay, Hy(p) s'identifie au champ
glancing défini par p sur Sl NT*A;.

La fibration 7~}(T*L) — T*L admet la section canonique p — (p,vo(p)), ol
(p,v0(p)) est le point de la fibre 7~1(p) ol p(z,£) atteint son minimum, d’oll un
isomorphisme j de fibrations

J
TR X T'L ———— ~Y(T*L)

NN

i), (&",€") = (", 0" + vo(z",£"),€")

Les fibres du fibré vectoriel TyR™ — L sont munies de la métrique définie par
p(z,€) |rzr~ . On munira le fibré normal T R™ de la métrique duale; on notera (|),
|l I, les produits scalaires et normes sur ces espaces et (,) la dualité entre T} et TF.
Dans le systéme de coordonnées précédents, la matrice du produit scalaire sur la fibre
de T}R™ (resp. TLR™) au dessus de z” € L est Ao,z) (resp. A(‘OII,,)).

On note (e1, e2) la base des fibres de T R™ telle que e; soit 'image de a par la
projection TR™ |, — R™. On remarquera que les demi-droites R e; sont 1ntr1nseques,
i.e. indépendantes du systéme de coordonnées choisi. On notera (e, e3) la base duale
des fibres de TfR", c’est-a-dire e} = dx;.

Pour z” € L, on définit 'angle des faces Ay, Ay du diedre en z”, 8(z") par
(26) 0(z") = angle (Rye1,Ryer) €]0, 7|

c’est-a-dire (e1 | e2) = cos8(z")]|e1]l]lez2]|-

Notons #; les projections T*A; |— T*L, m; les projections T*R™ lz,— T*A; et
posons pour p € T*L

(27) Fip=m(r"'(p) =47'(p) i=12.
Pour p € £, NT*L = S?, on posera

(28) Z, =mi(n"Y(p)NCar(P)) i=1,2.
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Alors pour p € Sg, Z:, est réduit & un point, et pour p € S? est un intervalle qui
s’écrit dans le systéme de coordonnées précédent

={0a"6,6, p=@"€", & elai(p),af (]}

(29)
Z= {(0,:15";62,5"), p=(z",€"), &€ [a{(p),as“(p)]}

avec £; € [al-(p) a(p)] ssi 'équation du second degre en (2, p(0,2";61,(2,€") =0
posséde une racine reelle Onaf; = aj(p) (resp. at(p)) lorsque cette équation possede
une racine double {; (p) (resp. ¢S (p)).

La blcaracterlsthue de p issue de ¢— = (0,2";a;(p),{; (p),&") (resp. g4 =
(0,2"; a7 (p), ¢ (p),€")) est alors tangente & A; et rentre dans z; < 0 (resp. z; > 0);
en eﬁ'et soxt A= A,y et e1(p) € (T{R™), tel que

(30) af (p)dz1 + (f (p)dez = e1(p) + vo(p) -
Puisque p(g+) =0, %(qi) =0,o0ona

(31) ler(P)lI* = Ro(p) (€3, A(e1)) =

ou A = (Z 2) est considéré comme application de T} dans T, d’ou il résulte

(32) a7 (p)dey + G5 (p)daz = —e1(p) + vo(p) -

Sie; =uef+vel,onabutdv =0et A(e;) = aje; avec ay = (e}, A(€1)) = au+bv.

Comme 2¢; = (af — a])dz; + ({§ — (;)dzs, on a u = -a—’-;—:i‘— > 0 donc aussi
a) = id_—b—zu > 0 et par suite

9 .

551-(%) = 2(el, Ale1)) = 2a; >0 .

On définit de méme relativement & Z2, CE(p), et 2(p) = (F(p)dzy + af (p)dza —
vo(p). On a

(33) lle2(p)lI* = Ro(p), (€3, Ale2)) = 0, A(e2) = azez, a3 >0 .

On en déduit

(34) angle(e1(p), £2(p)) = 8(z")

puisque (g1 | €2) = 'e? Ae? = ajazle; A7 ey = ajap cosb|leq|| |lez]| et ailles]] = |l&:l-

On remarquera que la base (€1,¢2) ainsi construite de (T}),» est indépendante du
systéme de coordonnées choisi (voir (30)).
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Alors pour p = (z",£") € S?, par (25), 7" !(p) est identifié & (T}),», et

771(p) N car(P) au cercle C, = {n' € (T})z; |In'||> = Ro(p)}; par la construction
précédente on peut aussi identiﬁer Z, au segment [—1,+1]e1(p) par (0,2",6 =
tay +(1—t)af,&") = (1 —2t)e; et Fl a Rei(p). Rappelons que 7y est la projection

7~Y(p) = Fi,,; avec les identifications precedentes par (29) et (30) on a m1(€1) = €1
par (31) e3 est perpendiculaire a ¢, et m;(e3) = dmz |74, = 0 donc m; est la projection
orthogonale sur Re;. De méme en identifiant Z; 2 3 [~1, +1]e2(p), w2 est la projection
orthogonale sur Re;. On posera

G ={n'eC ('l 20}

(35)
cz={n'ec, G20}

Comme on a (g; | €]) = a; > 0, on a ey, &2 € C}, &3, €1 € C? et la figure

AN

suivante dans le plan euclidien orienté (T} ).~ .

(36) ¢

On remarquera que les bicaractéristiques de p issues d’un point intérieur de C’1
(resp. C2) rentre dans x5 > 0 (resp. #1 > 0).

On définit les arcs et segments

(37) Cll,'+ = —61,62) C C;, C’z’+ = (—62,51) C Ci
(38) Z,l)'+ = 7r1(C;’+); Z§’+ = 7r2(CZ’+)

dont la signification est la suivante : Soit P,(D') = P((0,2"); D',£") I'opérateur
a coefficients constant sur R? obtenu en gelant les coefficients de P. Alors une
bicaractéristique de P, issue d’'un point (z1 > 0,22 = 0,7') rentrante dans 2, > 0

rencontre dans la,vemr z1 =0ssin € Cht\ {e2}. Enfin on définit les applications
721 Zl"'—»Z2 712 Zr‘”'—)Z1 par

(39) { T (a)=be=>3TAeC)t  m(A)=a m(4)=b

T'?(b)=d' <= 3BeC2? my(B)=b m(B)=4d
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(40)

Les applications 72!, T1? représentent avec les identifications faites, le billard pour
lopérateur a coefficients gelés P, dans le cas intérieur M = M*. En particulier
T1? o T?! s'interpréte comme la rotation d’angle —26 sur C)t (voir fig. 40) et
ona

(41) sup {j; (TY? 0o T2V (a) existe } <

et donc le nombre total de réflexion pour une bicaractéristique de P, intérieure au
diedre est borné.

On posera :
(42) (T2 0T (—e1) = yjer; (TP o TV (—e2) = viea
Les suites finies v; sont strictement croissantes et on a

(43) (TH? o T®1Y(Z,%) = [y],1]er pour j21.

1.3. Rayons

Rappelons que ¥, = m(car P) et Z = 7(car P) sont identifiés et que Z est fermé
dans *T*M qui est une variété différentielle.

Définition 2. Un rayon est une application v d’un intervalle I de R dans ¥ ~ Z
continue telle que pour tout t € I on ait

—-Si y(t)e g, v estdérivableen t et (t) = Hy(v(t))
(44) —Si 4(t)€T,¥(t)€S;, ilexiste ¢>0 tel que
pour 0<|t—s|<e, s€I, onait v(s)¢S'.

~ On dira que y(t) est de type 1 (resp. type 2) si y(t) € T*M U T*A, (resp.
T*MUT*A,) et que v est de type 1 (ou 2) si y(t) est de type 1 (ou 2) pour tout ¢ € I.
¢
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Rappelons que nous avons choisi un systéme de coordonnées {z} = (z1,z2, ") qui
redresse le diédre et dans lequel P a pour symbole

(45) p="¢-v)A, (¢ —v)— R(z,¢&") .
Nous choisissons également un systéme de coordonnées {y} = (y,y2,y")

(46) y2 = 22 G2(z), y1 =21 +22Gi(2), y' =2"+2,G"(z)

dans lequel A; a pour équation y; = 0, conservant l'orientation y; > 0 & z2 > 0,
avec A; = {y2 = 0,y; > 0} et tel que le symbole de P s’écrive

(47) p=1; = r(yn,n") -
On posera ry =r |,,=o de sorte qu'on a

(48) SINnA; = {y: >0,r0 > 0}; S;ﬂAI:{y1>0,ro=0} .

Remarquons d’abord que si v est un rayon et y(t) ¢ L, par exemple ~(t) de type 1,
alors v est prés de t un rayon (analytique) au sens de [Sj]. En effet, seul le cas
~(t) € S; est & considérer; on a dans le systéme de coordonnées {y}, pres de pr(y(t))

(49) T*R™ 5 5T M : (y,n) — (¥;m1,10" w0 = y2m2)

et donc la définition 2 d’un rayon, qui est intrinséque signifie exactement en ~(t) =
(y1 > 0392 = 0,y",m, 0", w = 0) avec ro(y1,y";m,n") =0

. —0r -0 oy —Or
(50) Y1 8771 ) Y2 ) Y 877”

) or ., Or )

"o T VTP

ce qui est bien la définition de [Sj], la relation w = 0 étant entrainée par y, =y =0
puisque |nz| = r1/? est borné.

Si 4(t) est un rayon de type 1 dans z; > 0, les coordonnées yi,y",m1,7" sont
dérivables, y, est continu, dérivable a gauche et a droite et on a

. or . —or . or ) or .
(51) ;1= o y' = 0 T g ' = 3 |i2,g,4] = 2r'/% .

De plus y,n1,n", y2n2 vérifient une condition Lipschitz (uniforme sur les compacts
(voir MS II). Si f : I — R est continue, dérivable a droite, avec |f;(t)| < M pour tout
tel,ona|f(t)— f(s)] < M|t — s| pour tout t,s € I. Nous utiliserons également le
lemme suivant.
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Lemme 1 Soit f [0,t9] — R4 continue, dérivable a droite, o,Cy,Cy > 0 tels que
£(0) < 02, fa(t) < Co fY/2(t) + Cit pour t € [0,10). Alors on a

(52) f(t) < (U +A0t)2 pour tE€ [O,to] dés que 2A% > Co Ao + C], Ao >0.

PREUVE. On peut supposer o > 0. Soit A = {t € [0,%],Vs € [0,], f(s) <
(o + Ags)?}. Alors A est de la forme [0,t,]; si £, < to, il existe une suite t, >
tey tn = te, f(tn) > (0 + Aota)?, et f(ts) = (0 + Aots)? dlon Llial=flt)
20 Ag + A3(t, + t.) donc fi(t.) > 2A4¢(0 + Aots). Or on a aussi fi(t.) < Co(o +
Agt,) + Cyt., ce qui contredit 0(24¢ — Cp) > 0 puisque t,(242 — C; — Cp 4y) > 0.

¢

Lemme 2. Soit v : [0,to[— Z un rayon, p = v(0) = (a,&) € S?. Il existe e > 0
tel que sur ]0,¢[ v est soit de type 1, soit de type 2.

PREUVE. On supposera qu'on est dans le cas intérieur M = M, le cas extérieur
M = M¢® étant similaire et plus simple. Soit J = {t €]0,¢0[,7(t) € A1}; quitte a
permuter les faces A et A,, on peut supposer que t = 0 est adhérent a J, car sinon
on a y(t) € T*M pour t > 0 petit. Pour ¢t € J, les coordonnées z(t),£"(t) et &(t)
sont bien définies, car z;(t) > 0.

Soit A ={a € [0,1], il existe une suite t,, € J, t, — 0, et {(z(tn),&1(tn), € (tn)) —
(0, :cg';aal_(p) + (1 — a)af(p), f“)}} (ot a¥(p) sont définis en (29). Le point

(0, zg, a3 ,f ') est dans la région glancing de T* A1, et la bicaractéristique de p issue
de ce point rentre strictement dans +x; > 0). Alors A est fermé et 1 ¢ A car pour
B > 0 petit, un rayon g défini sur [0,t,] vérifiant g(t,) = (1 > 0,2z, = 0,2",&;,¢"),
|€" — & + & — a7 (p)| + |z1| + |&" — x| < B? est un rayon (analytique) associé
a la variété de bord A; sur [t,t,], si on a ; > 0 sur [t,t,]. Or sur un tel rayon,
on a dans les coordonnées {y}, [91(s) — 91(tn)] < Cols — tnl, |92,9,4] = 2rt/2,
[Fg.da] < Cor'/? 1 |4=, < CoB?, donc par le lemme 1, r(s) < Cte(B + |s — ta|)?,
@0 lyo(s)] < Ctels ~10l(8 + |5 — ta]) et puisaue 2% (0,4, a5 (p), &) = v > O,

91(s) < ¥ (si n grand, B petit) et 21(s) = y1(s) + O(|y2(s)|) ne peut s’annuler dans
[0 ta]. Smt dont ap = max(a € A) et supposons ag > 0. Soit t, — to une suite
associée & ag; les points v(t,) sont dans S; et restent & une distance strictement
positive de S;; les bicaractéristiques de p issues de 4(t,) sont donc uniformément
transverses a A; et ne rencontrent pas A; pour 0 < |s — t,| < €, avec € indépendant
de n. Elles doivent donc rencontrer A, en t), 0 < t|, < t,, sinon O ne serait pas
adhérent & J. Soit B, a5 (p) + (1 — Bn)af(p) la coordonnée & en ces points. Les
valeurs d’adhérence B de la suite §, sont dans [0,1]; or le méme raisonnement que
précédemment montre 1 ¢ B (et 0 ¢ B) car un rayon issu de «(t}) avec B, ~ 1
(~ 0) ne rencontre pas A; dans le passé (dans ’avenir) et donc S, reste dans un
compact de ]0,1[ pour n grand. La bicaractéristique de p réfléchie sur A, en +(t},)
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doit alors rencontrer & nouveau A en t/, 0 <t < t. Si apay(p)+(1—ayz)af (p) est
la coordonnée €; en (i), Pargument precedent prouve que a, reste dans un com-
pact de ]0,1[. Si aco est une valeur d’adhérence de la suite a,, les bicaractéristiques
construites entre tl ¢! ¢, étant strictement transverses a A; et A;, on doit avoir
(1-2a9)e1(p) = TH? 0 T2((1—2ac0)e1(p)) donc 1 —2ao, < 1—2aq ce qui contredit
la maximalité de ag car as, € A. Donc A est réduit & {0}, et si t, € J, tn — to, un
rayon issu de 7(t,) ne rencontre pas A, dans I’avenir, ce qui prouve le lemme.

¢

Lemme 3. Soit v : I — Z un rayon; alors 4 est dérivable a gauche et & droite en
tout point t de I et

(53) F4(t) € VZ Ya(t) € V2

(0 y(t) -

Réciproquement, une courbe v : I — Z continue, dérivable a gauche et a droite
vérifiant (53) est un rayon.

PREUVE. La réciproque résulte de (23) et (24). Vérifions l'assertion relative aux
dérivées & droite. On peut supposer (o) € 7. Si y(to) € Si et 7~ !(y(to)) Ncar P =
{¢+,9-}, pr(H,(¢+)) € TM, on a 1(t) = #(g(t)) pour t > to, t ~ to olt g est
la bicaractéristique de p issue en ty de g4, donc J4(te) = di(Hp(q4)) = V"(t ) Si
v(to) € S?, par le lemme 2, v est par exemple de type 1 sur |to,to + €[ donc soit
v(t) € T*M pour t €lty,to + €[ et on conclut comme précédemment, soit il existe
un rayon ¢ (analytique) de la variété de bord Ay, contenu dans z; > 0 qui coincide
avec « sur Jtg,to + €[, et g est prolongeable en tg, et avec les notations du lemme 2, la
coordonnée £; de g en tq est a1+(p). Donc les coordonnées y,n1,n" de g sont dérivables
en to et vérifient (50), et le lemme résulte de & = n; + y20(1), £ = 0" + y20(1),
z2é2 = y20(1), y2 = y2 = 0.
¢
Comme les ensembles V} sont bornés dans T(*T*M) sur les compacts de Z on a
donc :

Lemme 4. Pour tout compact K de Z, il existe Cy, tel que pour tout rayon
v :I — K on ait dist(y(t),7(s)) < Co|t — 5| (ot dist désigne une distance sur *T*M ).

Il résulte aussi du lemme 3 et de p = {(¢' — v) A(¢' — v) — R, que sur un rayon les
coordonnées x et £" vérifient

2,4l € O(R”z)
o .+ o] com

éra - 2R (@ ¢ € O(RV 2" 4



24 G. LEBEAU

ou le O est uniforme pour z restant dans un compact. Pour p € Z on note
B(p,r) = {p' € Z;dist(p’,p) < r} avec dist(p’,p) = |lp — p'||, o2t on a posé pour
p=(z,€",01,v2) € *T*M, ||p|| = max(|z'], |z"], |€"], [v1], [val)-

Lemme 5. Soit K un compact de Z . Il existe a9 > 0, to > 0 et Ag > 0 tels que
pour tout rayon v : I — K, et tout o € [0,0¢], si pour un s € I et un p dans S:,
v(s) € B(p,0?) alors pour s+t € I, |t| < tg,ona

(55) 7(s +t) € B(exp tHy(p), (o + Aolt])?)

ot exp tHy(p) est la courbe intégrale de Hy issue de p.

PREUVE. On peut supposer s = 0 et on a p = (z(,£)) € T*L avec Ro(zg,&) = 0.
Soit z(t), £"(t), vi(t), vz(t) les coordonnées sur ~(t) et R(t) = R(x(t),£"(t)) >
0. D’aprés (54) on a Ry = #'2% + i" 2% + {”% € O(RY?) et R(0) =
R(2'(0),2"(0),£"(0)) € O(o?) donc par le lemme 1, R(t) < (o + Aglt|)2. Comme
p =€ — v)A(E' —v) — R et g0 € V¥, ona i) ,(1)] € O(c + It]) et |4'(0)] < o?
implique |z'(t)] < o? + O(o|t| + t?). Soit (y"(r),n"(r)) = exp—tHpg,(p); on a
(8 =G| +IEL g "] € 02" (O + R4 [~y +[E" —"] et [2"(0)—y" (O)], |€"(0)—
7"(0)| < o2, d’ott max(|z"(t) — y"(t)],1€"(t) — #"(t)]) < o + O(o|t| + t*). Enfin,
par (53), il existe (z,£) € #7(¥(t)) Ncar P tel que 0y 44 = z1(5.2) + 5‘?&{1, donc
[01,9,a] € O(o +|t]) et |v1(0)] < o? entraine |v1(t)] < 0? + O(o|t| + t?) d’our le lemme.

¢

On a également le lemme analogue pour Sy, & savoir :

Lemme 6. ~ Soit K un compact de Z N (z1 > 0). Il existe o9 > 0,9 > 0, A9 >0
tels que pour tout rayon v : I — K (donc de type 1) et tout o € [0,00], si pour un
s€letunpe S;, o(s) € B(p,0?) alors pour s+t € I, |t| <ty on a

(56) y(s +1t) € B(exp tH,y(p), (o + Aolt])?) .

Ce lemme est démontré dans (MSII) et reste valable pour un rayon de la variété
de bord A; (sans 'hypothése z; > 0) en remplagant Z et H, par les notions
correspondantes.

Lemme 7.  Soit K un compact de Z et v :]a,b[— K un rayon. Alors +y se prolonge
a [a,b].

PREUVE. D’apres le lemme 4 tlim 7(t) = p € K existe. Si p ¢ S%, le lemme résulte
—a
de (MSII). Si p € S;, puisque v4(t) € v-j(t) pour t > a, on a pour t — a, R(v(t)) — 0
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donc z}(t) — 0, zj(t) — %ﬁﬂ(p), () — %?ﬁ(p), donc z', z", £" sont dérivables
a droite en a avec les bonnes dérivées. Comme v1(t) = (21&1)(¢), et & |z, %0 reste
borné on a v; — 0 et v; 4(a) = 0. Enfin si p € S?, la preuve du lemme 2 entraine
qu’on peut supposer soit y(t) € T*M pour ¢ €la,a + ¢, s0it 7 |jq,a4¢[ st de type 1,
contenu dans z1 > 0 et lim &;(t) = ai"(p) donc un rayon de la variété de bord Ay qui
est prolongeable d’aprés MSII, et le lemme en résulte.

Lemme 8. Soit K un compact de Z et v, : [a,b] — K une suite de rayons qui
converge uniformément sur [a,b] vers une courbe v. Alors v est un rayon.

PREUVE. Soit to € [a,b], p = 7(to). Si p € T*M ou S}, le résultat est clair. Si
pE Sg (ou .S';) cela résulte du lemme 5 (ou du lemme 6) car v(t) —exp(t —to)Hy(p) =

Y(t) — v (t)+ O [It — to]? + dist(y(to), 'yn(to))] pour n grand, le O étant uniforme en

n, t ~ to. Il reste donc & étudier le cas p € S? et comme dans la preuve du lemme 2,
on se placera dans le cas intérieur M = M?, le cas extérieur étant plus simple. Pour
€0 > 0 petit et n grand {t € [ty,to + o, pu(t) € S?} = S, contient au plus un point,
car d’aprés la preuve du lemme 2, puisque dist(pn(t), S2) > v > 0, il existe ¢ > 0 et
a > 0 tels que si pn(t) € S?, dist(pa(t'),S?) > co|t' — t| pour |¢' —t| < a. Quitte &
diminuer g et a remplacer éventuellement p, par p.(t) = pa(t — t,) pour une suite
t, — to convenable, et & prendre une suite extraite de p,, on peut supposer S,, = ¢.
Posons pour i = 1,2, J} = {t € [to,to + €o], pu(t) € T*Ai}. SiJl =J2=¢
pour un choix de g9 > 0 et n assez grand, quitte & extraire une sous-suite de
Pr, 0N @ pu(ty) — p € 77 Y(p)NcarP, Hy(p) € TM, et pour t € [to,to + o),
pn(t) = exp(t — to) Hy(pa(to)) donc |2, (t) — 27,(t0)| = colt — to| avec co indépendant
de n puisque &/,(t) reste proche du vecteur fixe a_agll(/;) # 0. Il en résulte sur (1),
t € [to,to + €0, |2'(t)] = co|t — to| donc (t) ¢ S? pour t €]tg,to + o). On peut donc
supposer J! # ¢ pour n grand, et qu’il existe une suite ¢, € J! de limite #,. Pour
t € Ji, on écrit & nouveau la coordonnée &; ,(t) = an(t)a; (p)+(1—an(t))at (p), et on

pose A’ = {01,3 suite extraite np et t,, € J,’;,,,tn,, — to,ap, (tn,) — a}. Alors

A! est fermé, contenu dans [0,1] et 1 ¢ A car les rayons issus d’un j € T*A,,
proche de p, et de coordonnées £; proche de aj(p) ne rencontrent pas S? dans
le passé. Si O € A, le méme argument entraine si t,, — tg, an,(ts,) — 0,
ZTin, (1) — 1,0, (tn,) = co(t — tn,) pour t > t,, (voir la preuve du lemme 2), et
le lemme en résulte. Il n'y a donc plus que deux cas & considérer : A! compact dans
]0,1[ et A% = ¢, ou bien A’ et A? compacts dans ]0, 1[. Dans le premier cas on choisit
a € A'; pour t > t,, les rayons p,,(t) sont uniformément transverses a A; et ne
rencontrent pas A, donc 3 5, (1) 2> co(t —tp, ), d’ott le lemme. Dans le deuxiéme cas,
le nombre de réflexion des rayons p, entre A; et Az est uniformément borné, et ces
rayons restent strictement transverses a Aj, A, et en particulier le temps entre deux
réflexions successives tend vers zéro. Donc pour tout n > 0, il existe N tel que pour
n>Nett€[to+n,to+¢],on apy(t) € T*M et on conclut comme précédemment.

¢
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Remarque : On notera que l’ensemble des valeurs d’adhérence des dérivées
pn,g,d(tn), tn — to, peut étre plus gros que {p4(t0),pa(t0)}, (ce qui ne se produit
pas aux points de S}), comme on le voit sur la figure suivante

(57)

On a donc obtenu la :

Proposition 1.  Soit K un compact de Z et R = R([a,b],K) = {rayons «~:
[a,b] = K}. Si R est non vide, il est compact pour la topologie de la convergence
uniforme.

PREUVE. Les parties bornées de R sont équicontinues d’aprés le lemme 4, et la
proposition résulte du théoréme d’Ascoli et du lemme 8.

o



II. FRONT D’ONDE

I1.1. Estimation a priori

Si B est un espace de Banach, on notera D'(RP,B) l'espace des applications
linéaires continues de C§°(RP) dans B; pour u € D'(R?, B), ¢ € C§°(RP) on notera
w(p) = (u, ).

Si u € D'(RP, B), est a support dans un compact K de R? (i.e. (u,¢) = 0 pour
¢ € C§°(R? \ K)), la transformée de Fourier @ de u est définie par

(1) a(n) = (u,e”¥")  (neCP) .

C’est une fonction entiere de n € CP a valeur dans B.

Pour o € R, K compact de R?, on définit I’espace de Sobolev Hf[B] par

(2)  HY[B ={u € D'(RP, B), support (u) C K,

oA def
| P el dn < ul? < oo}

On pose

(3) {Qi={(1‘1,$2)€R2; T >0,1?2>0}

Q =R\ Q'
En coordonnées polaires £, =r cos 8, z, =rsin 6, on a
(4) Q' ={r>00€j0,[=r}i@={r>04 e]%jio[: e}
Pour Q@ = Q* ou Q¢, on définit les espaces de Banach E, E, par
(5) E = {u(1,2) € I*(Q); w,Ou, ~dpu € C*(9 € I )
(6) Eo = {u €E, ulpeor=0 et ulmo= o} :

Rappelons que P(z, D) est écrit sous la forme

(7 P(z,D) = Py(z,D') + L(z,D',D") + Q(z, D")
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et on supposera ici que P; est homogéne de degré 2 en D'.

Rappelons qu’on a p;(z,€') > ‘clf'lz.avec ¢ >0, que z = (¢',2") € R", ¢’ € R?,
" €RP, p=n—2 et qu'ona M'= Q' x RP, M* = Q¢ x RP.

Proposition 1.  Soit M = M® ou M® et u(z) € H}(M) tel que Pu € L*(M).
Alors pour tout ¢ € C§°(R™) on a pu € D'(R?,,, Ey).

PREUVE. Pour ¢ € C{°(R"), on a Pyu = ¢ Pu + [P,)]u € L*(M) et on peut
donc supposer u(z) & support dans le compact |z'| < A, |z”| < A. Rappelons que
'angle intérieur 6*(z"") des faces du diedre en (2’ = 0,2") est défini en 1.2 (26); pour
M = M on pose 6(z") = 6(z") et pour M = M¢, 6(z") = 27 — 6*(z"). Dans le cas
M = M (resp. M¢) on choisit 6y €]0,7[ (resp. |r,27[) tel que

(8) o > sup{f(z"); |z"| < A} .

On pose K = {|z""| < A}. On a

(9) Py(z,D")u = Pu— L(z,D',D")u — Q(x,D")u € D'(R?,,, L*(Q))

PUR

et par partition de I'unité en z', E; étant un C§°(R?) module, il suffit de prouver
I’assertion suivante, pour o € R fixé.

Il existe 6 > 0 tel que pour tout zp € Q@ N {|2'| < A} on ait

. 1)
(10)  § ue HZ(HY(Q)), Pru€ HE(IX(Q)) et support(u) C {|s' — zp| < 5}

entrainent u € H(Ey) .
On fixe z{, € QN {|z'| < A}. Sloit ¥ € CP(R?), ¢(a') = 1 pour |a'| < 2, 4(a') =0,
pour |z'| > 1 et 1s(a’) = p(=5=2). Posons

Ly(z",D") = Py(zq,2",D")
(11) L(z,D") = s Py(z,D") + (1 — 95) Lo(z", D")
Li(z,D") = L(z,D") = Lo(x, D") = ¢s[P1(x,D') — Lo(z",D")] .

On a
: P 6
(12) support (u) C {l.’L‘ —zg| < -5} = Piu=Lu

et il suffit de prouver (10) avec P; remplacé par L pour un é > 0 uniforme en z;.
Pour cela, nous allons suivre la construction de Kondrat’ev [K], en tenant compte des
parametres tangentiels z'' € RP.
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Pour a € R, k = 0,1,2, soit W} I'espace de Hilbert
we = {u(e") € D'(Q); /|30 € L2(Q), pour 0 < |8 <k}
(13) lull?.0 = Z /Q|x'|“"2"+2|ﬁ||0ﬂu|2 ‘

0<|BI<k
Plus généralement, pour J = [q,b], k =0,1,2 on pose

(14) W= W&, lullsx = sup [|ufla -
a€J o

Soit T Vapplication continue de [W9]® dans D'(Q)

(15) T(uy,up, uz) = Oy uy + By uy + l_;% .
On pose

qu’on munit de la topologie d’espace de Banach image, i.e. W; ! = [W§]*/KerT.

Lemme 1. Soit K = {|z"| < A} et 0 € R fixé. Il existe Cy > 0 indépendant de zj,
|zg| < A et de 6 > 0 petit tel que pour k = 0,-1, et tout Jx C {a;|1+k — 3| < 5}
on ait :

1) Déquation Lo(u) = v € HY (W} ), u |ag= 0 posséde dans H;"(W}":'z) une
unique solution et ||u]| < Col|v||.

2) Pourue HE(W5*?), ona Li(u) € HL(WE ) et || Li(u)]| < CoV/é |Jul.

Ici, la condition aux limites u |3q= 0 signifie 4(z',£") |aq\{2'=0}= 0 pour tout £"
ce qui a un sens puisque u € Hj‘\;(ij:'Z)

' € 9Q\ {z' = 0}.

entraine 4(z',£") € H}, prés de tout point

Vérifions d’abord que le lemme 1 entraine la proposition 1. On choisit § > 0 assez
petit pour que les équations, (ol zj, |zg| < A est un parameétre)
(17) Lu= Lo+ Li)u=v € HL(WS) ulsg=0, k=0,-1

possedent une unique solution v € Hf.(W }“*’2).

k
Soit u € HE(H}(Q)) tel que Lu € HI(L*(Q)) et support (u) C {|a' —zp| < £}. Si
w(z') € H}(Q) est & support dans |2'| < Cte,on a w € W'[i) 3z) car en coordonnées
*0o

polaires

[
r~lw(r,0) = / l3(9111(7‘,¢7)da € L*(rdrd8)
o T
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puisque 19pw € L?*(rdrdf). On a donc u € HY (Ho N [}) %—'»]) et aussi Lu €
%o

H}'((W'[o,a]) pour tout a > 0. Soit f € HLH(W?2), J = [sup(0,2-— g-’5),2+ ";—:] I'unique

solution de Lf = Lu, f |3Q= 0.Onafe HK(WO u]) L(f—u)=0, f —u|sg=0

donc u = f. Comme on a 2* > 1, il en résulte u € HE (VV[1 3]) donc en coordonnées
polaires, u, %, dru, dpu, X 3gu Bzou, 1 9}u appartiennent & Hg(L?(drdo)), donc

u € HE(E) et puisque u € HK(HO), u |gcar=0.
On a enfin 4(¢") € C°(6; H}) pour tout ¢, dou

E_(_T_E:I_')(o’ T) = a(€,,1(0$ 0)

(18) + % /0 " 0.a(€")(6, p)dp .

L’inégalité de Hardy entraine % fo 8,4(€") € L?(drdf) et puisque —2 € L?(drdd),
(18) entraine @ |,=9= 0 d’ou u € H, (Eo).

PREUVE DU LEMME 1. Vérifions d’abord le point 2; Ly est combinaison linéaire
d’opérateurs de la forme, avec |3| = 2, a(z) € C™

! !
z' — g

(19) Au(z',2") = d?(

)[a(w', z") — a(zg,z")) af, .

Soit (") € C°(RP), p =1 prés de K ; pour u € H(B) (B=W)*? a € Jt) on a
(20) Au(, €)= (2m) [ GA@a(,E" - ") do"

et il suffit donc d’estimer dans L}, (1 + |9"|)|"|||L,;?4(0”||. Comme ||0"°’<;,\4(0”)|| <
J 102 Al||dz", et que J ,,cpA est de la forme (19), il suffit d’estimer la norme d’un

opérateur de la forme ¢v(ﬂ‘1 )a(z') — a(x})] 87, de Wr+? dans W. Pour k = 0, 87,

est de norme au plus 1 de W2 dans W et d»(x—_éz-,ﬂ)[a(:c’) — a(z()] est de norme O(§)
sur W2, d’ott le résultat. Pour k = —1, on écrit B = B; + o, |Bi| = 1 et

.’l,'l

8 _ 58 [T 50\ (! Ny 8
@) (522 fae!) - aat)] 0 = 98 [5(EF ) ale') — a(ah) 922 — 905
avec g = tb(-zl—_f-a)af,‘a(:c’) + (0"11/))(”;::’ )(“(z’)_ﬁa(z;’)) comme 87! est O(1) de W9
dans W7, il suffit de vérifier que si g(z') € L, support(g) C {|z' — zh| < 6}
I'opérateur de multiplication par g est de norme majoré par Co /8 llgllzee de W9 dans
Wi, avec Cy indépendant de z}, |z)| < A, et de § > 0 petit.

Soit M une grande constante positive. Pour |z5] < M6 il suffit d’écrire pour
u€ WY, gu= mh’]gu puisqu’alors |||2'|g|lec < (M + 1)é]|g||oo. Pour |zg| > M,
il existe y¥ > 0 indépendant de é et un champ de vecteur X = coswd; + sinwd,, tel
quesiT = {a' € Q;2' =y +tX,t > 0,y € B(x(,6)} on ait pour tout z' € T,
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ylzgl < || < -}-’Ia:“, et diam(7T) < L. Soit w la solution & support dans T de

1.
Xw = gu. On a, avec ¢ = (diamT)1/2y =%

. 2 _le a o

(22)  ll'|Fwllza@) <777 lzol? lwllzz(ry < ev26 |ag | [[ullL2(B(2y,60) 9]l 0o

d’oui le résultat puisque pour 2’ € B(zp,6) on a %‘:;l[ €l- 7\1/1" 14 Tll']

(23) ’xl
W

Pour prouver le point 1 du lemme 1, on introduit la transformation de Mellin,
définie pour u € C§°(Q) par
(24) (Mu)(z,ﬂ):/ u(r cos 8,7 sin 6) r"z-’-?, z€C, 6€I°oul .
0

Pour J = [a,b], k = 0,1,2, la transformation M définit un isomorphisme de W¥ sur
Wk avec

2

1/2
sup Z /dﬂ/ Izil a;z U|2 <oo |
i i<k Rez=—1-%+k

0.U =0 pour Rez+1—k€]—b :z_a[}

. b —
(25)W}°={U(z,o), bel, zeC, Rez-}-l—ke[—;)——,——a],

5

avec I = I' ou I, ce qui résulte de (13), puisque M est une transformation de
Fourier partielle en la variable y = log(r). Pour v(z;,z2) € W2, on pose #(y,0) =
v(e¥ cos§,e¥sinf) de sorte qu'on a e¥1+%l§(y,8) € LA(R, x Ij), 8,v = e7¥9,7,
1

T

v =e¥, et avec w = T(v1,v2,v2), v; € W2,
w=¢e"Y [By(cos 09, + sin 6%, ) + O9(— sin 891 + cos 602) + U3 + cos 891 + sin 0132] .

Ilen résulte w € W' & o € I/i/']-_l, ou Wj_l est I’espace de Banach image définit par
I’application T

(26)  T(b1,2,W3) = Oyid; + Ophz + w3, e'?+Hw;e LY (R, x Iy), a€lJ.
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o o
Comme C§°(Q) est dense dans W9, C$°(Q) est dense dans W' ; et la transformation
de Mellin (24) s’étend en un isomorphisme de W;l sur WJ—I, espace de Banach image

par T de [W3[1]]°

- {T(Ul,Uz,lfa) =zU;, + 04Uy + Us, A U; e WI1]
U(z,0) e WI1] <= U(z—1,8) e W9 .
On a
(28) —Lo(2",D') = a(zp;2") 02 + 2b(xf,2") 0,0, + d(z4,2")0F .
En notant (| ) et || || le produit scalaire et la norme sur R® définis par la matrice

a b\ » cosf\ . [ —sinb .
(b d),t: (sine)’n —.< cosf ),onobtlent

— M(Lou)(z,8) = L(Mu)(z + 2,6)
(29) ] " _ =212 a2 7= 2 2 =112 2
L(zg,z") = [177]|" 95 + 2(t | 7)(z — 1) + (°[1t]1" + (I7]|° — [I£]|*)=)

ét par suite, le point 1 du lemme 1 est équivalent a la résolution de 1’équation, avec
k=0,-1

(30) LWU)=V, UeHL(WS?), Uleor=0, Ve HE (WS [-2])

ol Wk[—2] = {V(2,6), V(2 +2,6) € Wk}.

Si J = [a, B] est un intervalle contenu dans [_T:’ 0—’;] , et si on pose pour k =0,1,2,
B% = Wk J' = [2k — 2 — 28,2k — 2 — 2a] et en définissant B} comme l'image de
[BY]? par T', (30) équivaut & la résolution de

(31) L(zh,z")U)=V; Ue€H§(B5?), Ulpeor=0, VeHEBY.

Si on fixe z" = zyf, ’équation L(zgy,zf)u = v, u € Bﬁ“, u |gpear= 0, avec v € BX
posséde une unique solution u = L71(zf,zy)v avec ||[L7(zy,zf)|| < Cte, ot cette
constante est indépendante de zg,zy variant dans un compact. En effet, les espaces
W définis par (13) et (14) sont invariants par changement de coordonnées linéaires
en (x1,z2). Il existe un tel changement de variable (z1,2) — (y1,y2) qui transforme
L(zy,zy) en —A, et Q en le secteur angulaire {(y1,y2) = (pcosp,psing);p €
10,6(zg)[, p > 0}. Notant (par abus) z la variable de Mellin associée aux variables
(y1,y2), on est ramené a résoudre

(32) (05 + 2")u(z,0) = v(2,0); U |p=0=tt |p=p(a)=0
avec toujours |Re z| < t. Or la solution de (32) est

(e}

33 L sin) 2_ 1" o d
(33) u(z,go)—;msm kcp-m/o sin(Ags)v(z,s)ds
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avec A\p = ‘_"5’ d’ou le résultat puisque (8) entraine |22 — A%| > Cte(k? + |z|?) pour
|Rez| < &

Soit alors v(2,8,2") € H(B%) et posons, avec y" € RP, U(z,6,y",¢") =
LY (zh,y")V(2,6,€"). On a L(zh,y")[8ynU) = —(8,+L)U d’ot

10,2 T (-, 4", €")l| gr+2 < Ctel|(8yn£)T | g5 < Cte [T ]| ga+z < Cte ||Vl s
d’ou par récurrence
195, TC 4" €Ml ge+2 < CallV (- €)Ml g3 5

avec C, mdependant de y" variant dans un compact. Si on pose F(z,6,z",y") =
1,[)(.10")(2#)"’[6" ' U(z,6,y",6")de", ¢ € CP,p=1préesde K, K' = support(z/))
on a alors L(zp,y")F =V, et la trace F |yn=pn= U(z,0,2") exxste et appartient a
H,‘,(Bk'”) donc LU = V et U |gear= 0. On a donc prouvé 'existence d’une solution.
(Le fait qu’on ait U € HE(B%*?) résultera de I'unicité.)

Vérifions donc l'unicité. Soit U € HZ(BY) tel que L(U) = 0; Comme on a
L(zh,z",2,0) = L(zp,z",—2,0) pour a(z,8) € B!, g(z") € C$(RP) il existe
d’apres ce qui précede b(z,e,m") € H¢,. (B}) pour tout s tel que *L(b(z,0,z")) =
g(z")a(z,8), b lecor= 0, d’ou

comp

(34) /d0dm"U(z,e,z")g(x")a(z,9) = ]dedr"E(U)b(z,G,z") =0

donc pour tout £, [ dov(z,8, €¢")a(z,8) = 0 pour tout a € B} . En choisissant a(z, 8)
de laforme (M —2)~?b(8), M, o grands, et b arbitraire dans H ~!(I), on obtient U = 0.
¢

I1.2. Front d’onde

Dans ce paragraphe, nous définissons le front d’onde analytique SSi(u) d’une
solution dans H! du probléeme de Dirichlet Pu = 0, u |s= 0, comme sous ensemble
de Ty M. Pour cela, on introduit la transformation de FBI tangentielle

(35) Tou(w,x',/\) — /ekwm/l_A-‘# u(l",;l:")da:”, w E CP, A 2 1 .

Si B est un espace de Banach K un compact de R?,,, et u(-,2") € Hf(B), on a
Tou € ,,(CP, B), po = (Re w)2 ou 'espace de Sjostrand H,(U, B), U ouvert de
CP est défini par
(36) f(-,w,X) € H,(U,B) <= f est holomorphe en w € U a valeurs dans B

et 3C1,C2 >0, VA>1 [|f(-,w0, )]s < C1 AC2 ™) W € U.
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D’apreés la proposition 1, si u(z',z") € Hé‘loc, Pu = 0, on a pour tout 3 € C§°(R"),
To('l/)U) € H¢°(CP,E0).

Définition 1. Soit u € H}
p ¢ SSi(u) ssi

i) Sip@T*L; p ¢ SSi(u) avec la définition usuelle de SSj(u) pour les problemes
aux limites non caractéristiques & bord analytique (voir [Sj]).

i) Sipe€T*L; p=(zy,&); 1l existe ¢(a’,z") € C§°, égal & 1 prés de ' =0,
z" = zy, U voisinage de wy = xg — 1€y et €9 > 0 tels que To(yu) € Hyo—eo(U, Eo).

solution de Pu = 0. On définit SSy(u) C Ty M par

Joc

On remarquera que la définition précédente est locale en z € M.

Proposition 2.  SSy(u) est fermé et localement compact dans T{M .

PREUVE. Vérifions d’abord que SSy(u) est fermé. Il suffit de prouver que si
po = (z,&) € T*L, po ¢ SSi(u), il existe € > 0 tel que avec Q. = {(z',2",¢',¢") €
T*M,|z'| < &,|z" — 5| < &,|¢" — &| < €}, on a 7(Q) N SSy(u) = ¢, puisque Q
est un ouvert saturé pour w. Soit donc p = (z',2",¢',€") € Q.. Si 2' = 0, on a
m(p) ¢ SSi(u) pour € assez petit car la condition ii) de la définition 1 est ouverte. En
désignant par u le prolongement canonique de u € H, (},loc par 0 & R" \ M, ii) entraine
(z',z" €' €") ¢ SS(u) pour |z'| <, |&" — zli| <, |€" — €| < e, &' € R? puisque

(37) / e 3T =R 2 oy do da” = / e~ =V Ty (Yu)da’ e~ 3
Q

D’ol le résultat, puisque pour les solutions des problémes aux limites non car-
actéristiques & bord analytique, on a SSy(u) = n(SS(u) \ T3 )-

Pour vérifier que SSy(u) est localement compact, il suffit de prouver qu’il est
contenu dans 7(G), G = {(z,€) € T*M;|¢'| < Col€"|} avec Cy assez grand. Soit
Cy tel que CarP C {|¢'| < Col€"|} et p € SSy(u). Si p € T*M, on a Pu = 0,
donc p € Car P, donc 7(p) € 7(G). Si p € T*A;, on a Pu =0 et u |o,= 0 donc
p € m(Car P) (par la condition aux limites) donc p € n(G). Enfin si p € T*L, on a
trivialement p € 7(G) d’ou le résultat.

¢

On remarquera qu’il n’est pas évident que la définition de SSp(u) donnée est
indépendante du choix des coordonnées locales dans lesquelles M s’écrit {z; > 0,z >
0} ou {z; < 0 ou z3 < 0}. On prouvera dans le paragraphe IV que SS,(u) est
intrinséque; plus précisément, on montrera le :

Théoréme 1. Soit u € Hy),., Pu=0;0na

(38) SSi(u) = w(SS(w) \ T2)
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ott u est le prolongement de u par 0 34 R" \ M.
A ce stade, on notera que !'inclusion
(39) m(55(w) \ TX) C SSi(v)

résulte de la preuve de la proposition 2.
I1.3. Continuité des opérateurs de Poisson

On se place dans R? munit du systéme de coordonnées = = (z;, ;). Soient ¢(z,£),
p(z,€) des polynémes de £ = (£1,€2) € R2, & coefficients C™ en z dans le disque
D = {z;|z| < po}. On suppose

degeg < 2N —2 degep=2N.

N
Il existe ¢y > 0 tel que p = H(£2 - ﬁfj’j(z,fl))(fg - {;'j(x,.fl))

i=1

(40) <
les racines {;’j(:c,ﬁl) de p(z,€1,&2) =0 vérifient
€] S g (L 1a]) 5 £Ime 2 co(1+ )

et on pose

q(z, )

41 r(z,8) = ——=.

(41) (z,€) (@, 6)
Soit L2 = jf(ml) € L% support(f) C x; > 0} et pour I intervalle contenu
dans [0,27], E* l'espace des fonctions f(z,z2), définies pour z; = pcosb, z2 =
psind, p > 0, 8 € I telles que f,2L, 2L ¢ C°(6 € I;L%), muni de la norme

le ) 6172

3 3
sup (Ifllz3 + I + 155 l12z) = Il

Soit ¥(z) € C{,”(f)) et A lopérateur de L% dans D'(R?) défini par I'opérateur
pseudodifférentiel

(42) A = #(z) [ r(a,)f(en dea de
ou A € [1,+o0].
Proposition 3. A est borné de L?,_ dans E1927(, De plus, la norme de A est majorée

par un polynéme de \ ne dépendant que de ¢y, et des normes L des dérivées d’ordre
au plus 4 de ¢ et des coefficients des polynémes ¢, p.

PREUVE. On remarque d’abord que si y — F(y,-), y € R? est de classe C* & valeurs
dans ET et a support dans D alors f(x) = F(z,z) existe, et vérifie | f||r < Cte||F|,
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|F| = sup{||8;’F(y,-)||1,y € D, |a| < 4}. En effet, avec F(n,~) = fe“”"F(y,-)dy,
on a F(n,-) € E pour tout 5 et sup(1 + |n|)*||E(n,)|lr < Cte||F||. Or on a
n

f(z) = (2m) 2 / e*"F(n,z)dy donc f e E!

Ifllr < Cte /(1 + DI #(n, )|z dn < Cte |||

Comme on a A(f)(x) = F(y,2) ly=s avec F(y,a) = @(y)b(c) [ e r(y,£)
f({l) d¢, d€; pour ¢ € Cg° égale a 1 sur le support de ¥, et que 9y r(y,£) est de méme
forme que r avec méme constante ¢y dans (40), on peut supposer ¢ et p indépendants
de z.

Soient Ki‘ ={z€C; || < 2 1+ &), £Imz > L1+ &)} v+ (resp. v-) le
bord de Kf,_‘ (resp. K') orienté dans le sens direct (resp. indirect) et

(43) oa(Aay, &1) = / €18 1 (€) e .
RES
On a o
|lox(Azz,&1)| < Ctee™"F 12210 +ED (1 4 g )~
et
(44) A(f) |42250= ¥(2) / e f(£)) ox(Axg, €1) dEr | 42030 -

1l suffit donc de vérifier que f — A(f) est estimé de L? dans E! avec I =]0,7[ ou
|m,2x[, et que pour f € L%, A(f), 8;, A(f), @, A(f) se recollent sur § = =. La
deuxiéme assertion résulte de

(45) 04(0,61) —0_(0,61) =0; O, [0, 04(0,€1) — By, 0-(0,£1)]= 0.

Vérifions que f — A(f) est borné de L? dans E!®™, Comme pour f & décroissance
rapide, A(f) |z,>0 est C* jusqu’au bord, il suffit de vérifier qu’on a

(46) sup [|A(f), 0z, A(f), 0z, A1z < pol(N)] £l -
0<f<r

Pour 0 < @ £ 0 < B < 7, (46) résulte du fait que l'opérateur g fooo e Y g(y)dy
est borné sur L% (Inégalité de Hardy). Il suffit donc de vérifier (46) pour 8 €]0,¢o),

le cas 6 € [r — €o, 7| étant identique; on peut maintenant supposer f({l) a support
dans § > 1. Onadans £ >1

(47) o+ (A, 61) = / AT

Yo
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ol 7o est le contour fixe dans Im2 > 0, bord de Imz > ¢, |2| < cio.

Comme la fonction ¢Z r(£1,2£1) est bornée en & > 1 uniformément en z dans 7y,
il suffit de vérifier que 'opérateur

)
(48) g — [) eipcosOfl-Hpsin 026 g(&)d&

est borné de L%*(¢; > 0) dans L%(p > 0) uniformément en 6 €]0,&0), 2 € vo. En

effectuant la changement de variable ; = (cosf + Rez sinf)§;, on se ramene a
l'opérateur (u = sin 6 Im z)

(49) gr— /0 eir&i=€uo g(¢ ) de, = T, g(p)

avec u €]0,1]. Avec §(z) = f0°° €17 g(&,)d€;, on a T,g(p) = §(p+iup), § holomorphe
dans Im 2z > 0 et le résultat est conséquence de

(50) sup [|§(re*®)||zz < Cte gLz -
0<p<m

Soit & présent N = 9;, o A ou N = 3§,, o A.
Lemme 2. Pour f(z;) € L?>, on a

(51) N(f)| 44,50 € CO(xz2 205 L*(Ry,))
(52) N(f) € C%(z1,L*(Ry,)).

PREUVE. (51) résulte des arguments standards précédents de théorie elliptique.
Pour (52) comme précédemment on se rameéne a r indépendant de z, et avec
n(€) = &ir(€) ou &r(€) il suffit de vérifier que 'opérateur

fr / P n(€) f(61)dE = T(f)(z1,22)

envoie L? dans C%(z;, L%(R,,)) ce qui résulte de n(£) € O(ﬁl-m),

J(f) € C°(zy, L2(R,,)) si f est & décroissance rapide et de

|F (&)

I7(F)(@1, )|z < Cte A~/ 2”/ T+ 6]+ [&]

< Cte A2 | f]|

dEll L2(&2)

la derniére inégalité étant I'inégalité de Hardy.






ITI. MICROLOCALISATION

II1.1. Transformation F.B.I.

Pour f € &'(R™), distribution & support compact dans R", on définit Tf(z, ),
(€C"A> 1) par

(1) Tf(z N = [ AF fa)da
C’est une fonction holomorphe de z qui vérifie des estimations

1o\® M M _Ap(z)
(2) 3IM, Va, ICa, Vz,A, ((Xaz) Tf(z,A)jgcaA (14 |z)Mere

ou la fonction poids ¢ est

3) o) = 5 (Rez)? .
Si on pose fx () = e~ 3(a=2)’ f(z)on a

(4) Tf(a+ib,A) = F fra(=Ab) .
Il en résulte la formule d’inversion

() f(a) = (;;)"/ MDA T f(z it \)db

ou le membre de droite est une distribution définie par une intégrale oscillante d’apres
(2)-

La transformation F.B.I T est associée a la transformation canonique complexe de
T*Cc"

(6) ($7€)'_—’(25C)a z=z—1i, (=-—-izx
et on a les identités

@ (50) 17 =7("5)

(8) (8, — A2)*Tf = T(3%f) .

Pour w € C", on note ||w|| = sup |w;|.
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Soit P(x,D;) un opérateur différentiel d’ordre m & coefficients holomorphes et
bornés prés de ||z|| < Dgy. On écrit P sous la forme

(9) P(z,D.)= Y. (%0,+i/\m)"op,,(1',)\) (A>1)

[v|<m

ou les p,(z,)) sont des polynémes en A de degré au plus m — |v|, & coefficients
holomorphes et borné pres de ||z|| < Do. On a

(10) Py = Z Du,a Pt , |p”’a| < CteDQ‘loxl /\m—|u| .
o

Le symbole principal de p de P est

(11) p(2,6) = Y pu(2)€ .

vi=m

On pose, pour (z,() € C*", ||¢|| < Do

(12) Pz, = D ()" ATl (G A) 5 ph(GA) = pu(iG, ) -

[v|<m
On a alors

(13) P2, ¢, A) = p(iG, iz + ¢) + O(A7Y) .

Pour C > 0, on pose

py(z,A) = Z PraT®
lo|>2
P=P.+P°, P°=Y (l.az+i)\z)uop°(:c,)\)
(14) lv|<m ¢ ’
1 o
P! = Z Gz)* AM-mp, (28.) .
(32:)
lal< &
On a alors

zlINI (] +n —1)!
(15)  |p5(z,2)] < Cteam—1H~ (y)f(]?%__l;)_

0
S A
>e

(z € C", |lz]) < Do)

et pour f € £'(R™), a support dans ||z|| < r avec r < Dy, d’apres (7), (8), (14)

(16) A" PET(f) = T(Pf) - T(P°f) .
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Dans la suite, on notera T} (resp. T,, T, T?) la transformation analogue & T
n’agissant que sur les variables z" = (z3,...,2,) (resp. 2’ = (z1,22),z1,z2) de sorte
qu'on a
(17) T=TJ_®T", T, =TT, .

On notera de méme ¢ = 3(Rez")?, p1 = 1(Re?')?, ¢1 = 1 (Rez)?, p2 =
% (Re 22)2.
II1.2. Polyndémes elliptiques

Soit A un espace compact de parameétres. On note P74 Vespace des fonctions
continues p(a, z), a € A, z € C%, polynomiales en z de degré m donc vérifiant

(18) 3C, Va€ A, lp(a,z)| S C(1+|z))™ .
On dira que p € PZ; est elliptique si on a
(19) 3C', Yae€ A, VzeRY,  |p(a,2)| > C'(1+|z)™ .

Soit p € P74 elliptique, z = (z',zq), 2" € C4 1 et

(20) Z(a,2") = {szC;p(a,z',zd)=0} .
Il existe alors cg, c1,co > 0 tels que, avec

U= {z' €C |Imz'| < ey (1 + |Rez'|)}
on ait

(21) Va€e A, V' €U, Z(a,7')C {|zd| <ec(l1+12']) et |Imza| > co(1+ |z'|)} .

En effet,onap= 3 pa(a)z?, ou les fonctions p,(a) sont bornées et
lej<m
IP(o,...,0,my(@)] = C' d’apres (19). Il existe donc ¢; > 0 tel que pour tout a,z’,
p(a,z',24) = 0 implique |z4] < ¢;(1 + |2'|). De plus avec p, = Y po(a)z® on
|al=m
a [pm(a,z)| > C'|z|™ pour z € RY, a € A. Si (21) était faux, il existerait une suite

k

k Lk 1k k | Im 27|
a®, 2% = (2'%,z%) avec a —_—
’ (2%, 24) " 1+ |Rez'¥|

Si |2'%| est borné, on peut supposer z¥ — z € R* et p(a,z) = 0 contredit (19).
Sinon, on peut supposer z¥ = w* A% JwF| = 1, AF > 0, M = o0, w* s w € Rd\O d’ou
pm(a,w) = 0 contradiction.

k—a, pak,2¥)=0
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Si on note
7= {zalzal = 201+ |')) et Imza 2 3 (1+]2'))}
U{zd; |za| € 2c1(1+|2']) et Imzg = 6—20(1 + |z'|)}
il existe alors ¢3 > 0 tel qu’on ait

(22) Va€ A, V' €U, Vzg €7, lp(a, 2', za)| = e3(1 4 |z)™ .
m . .

En effet, on a p = p(o,....0,m)(a) [] (2a — 2}(a,2")) avec Z(a,2') = {z}(a,z')} et pour
i=t

a€A, 2 eU,zq €77, |2a—z)(a,2')] = ¢(1+]2'|) ot ¢ > 0 est indépendant de (a, 2).

Définition 1. Pour £ € Z, on notera ’Rf“,d I’espace des fractions rationnelles

r o= ﬁ%—%, q € 'Pﬁ"yld, p € P}, avec p elliptique et m' —m < . On remarquera

. —
quesir € Ril,d» o%r € RA'J,G'.

II1.3. Espaces de Sjostrand et calcul pseudo-différentiel

Si s — ~(s) est une fonction lipschitzienne de R dans R, affine pour |s| grand, on
notera C7 le contour complexe

(23) C"={2€C;Rez=+(Imz)}
et pour r > 0, on définit le voisinage C;Y de C?

(24) Cl={z=u4+veC;uel” |v<r}.
Pour z = (2',2") € CHF 2" = (z,...,24), soient ¢"(2"), p1(21),...,0d(2d)
des fonctions poids C', & valeurs réelles, les ¢; étant positives; on note p =

(Y1594, 9"). Solent C™,...,C7 des contours de type (23), ry >0,...,74 > 0; 0on
pose L = (r1,...,7d), ¥ = (71,---,7d), €t

(25) Ll:{zl=(z1,...,zd);z]'ecgjf} .
Soient enfin W un ouvert borné de C* et o € R.

Définition 2. On note HJ(W; C%) Pespace vectoriel des fonctions f(z',2", ) holo-

morphes en (2',2") € CLl x W, définies pour A > A, telles que, avec

9(z,0) = f(z, )1 +|&|)7 e A EDFe 0t Aoazal
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et pour I = {¢y,...,1¢} partie de {1,...d}
(26) Ni(f)(N) =

sup sup [/Ig(...,7j(uj)+iuj+ivj,...,z",/\)|2du,~1,...,dugl
2" EW, |vj|<rj  up, kgl

1/2

on ait

(27) 3B.B',  IfIY) 5 sup Ni(H() < BA

Pour § > 0, on pose

(28) QCE,5) = {z' =u' +v' €eChu €CE | < 6[1+ |u'|]} .
Soit g = (01,...,04) ERY, L= (¢4,...,04) €RY.

Définition 3. On note RHé’z(IV;C_'}, 8) Pespace vectoriel des fonctions f(z',z", A),
holomorphes en (2',2") € CLl x W, définies pour A > )¢ telles qu’on ait

d .
() = HESN = [ riani e dig(as)
Jj=1 i

J

ou A; est un espace compact de parametres, du; une mesure bornée sur A;, r; € ’Rﬁj'd
(voir § II1.2, définition 1) et

(30) 3C, Vj, VajeAj, Ve Q(C_%,&) Irj(a;,iz")| < CA+|2')Y
2l = (215, 2j=1,2j415- -, 2d), Rj(+,a5) € H;j(W; (];[_CZ: ),
j

— ) . e g (3 M A ; .
$;= (- s Pim1, @541, -1 ¢"), aj = hj(2},2", A, a;) continu en a; et

(31) 3IB,B', Vj, Vaj € 4;,  ||hjl(\a;) < BAB .

o

Lemme 1. Avec les notations précédentes, on a ’RH;";’!: C HJ pour sup(o +£; +3)<
- - J

0, sup(o + € + 3 — ;) <0.
j

PREUVE. Comme les fonctions poids ¢; sont positives, le lemme résulte de
Jr(1 + |z} + ly])~*dy = Cte(a)(1 + |=|)! = pour a > 1.
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Dans la suite de ce paragraphe, consacré a l’action des opérateurs pseudo-
différentiels sur les espaces précédents, on fixe les contours 7i,...,7q4 ainsi que les

fonctions poids ¢",¢1,...¢4. On pose H°(W;r) = HZ(W;Cz), RHZYW;r,8) =
RHGYW;CE,6), Uz, 8) = QCE, 8). Soit D > 0.

Définition 4. On note £7(W;r,§, D) l'espace des séries formelles

(32) 4= Y0 a6, )

>0
ot les fonctions g sont holomorphes en z = (2/,2") € Q(r,6) x W, ( € C+k,
|l = sup |¢;| < D, définies pour A > Aq et vérifient

(33) 3A,B, Y€ Vz,(0 gz, M) S ABUL+|z])°
Jusqu’a la fin de ce paragraphe, on désigne par p(z,(, A) une fonction polynomiale

en z € C4F de degré 2, holomorphe en ¢ € C4t*, ]| < Do, définie pour A > Ag telle
que

(34) Pour tout « avec |a| =2, 0%p! est indépendant de A
(35) 3C; V=0h, PHE IS CA+)?
Pour q € £9(W;r,6, D) on définit le composé ¢ o p* = ¢’ par
- 1 oo oa
(36) ¢=> N0 q= Y, 0ot
€20 it|al=C

Les inégalités de Cauchy entrainent ¢' € £71?(W;r, 6, D) pour D' < inf(D, Do),
puisque [92p¥| < C(1 + |z[)2~lel.

On considérera p* comme élément de E2(W;r, 6, Dy) en posant pg = 0 pour £ # 0.

Définition 5. Pour ¢ € £7°(W;r,8, D) et p* comme précédemment on définit les
opérateurs différentiels en z € W x Q(r, §)

. — (1 _(l. o > —1— *
(37) D(C,a50) = (N = 0 4e(2,0,1) (5 0.
(38) Op(q,C1,C2) = Z D(l,a;q)
lals &
157};
(39)  D°(f,a1,02,B54,p") =
y Y\ — aq 1 oy +a o 1 oath
(I0)7 D e G142 0u(2,0,0)02° 0 pH(,0,3) (55.0:)
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Lemme 2. On a
Op(q, C'11C2) o Op(p”, C],Cz) - Op(q opﬂ’ Cl, CZ) =
(40) > Dt - > Dtsgph)
tET, teT-

avec Ty =S \S_,T-=S5_\54

A A A
= < — < = <=
(41) Se={t< g lmrals g Bl )

A A
So={ttlml< G, lathl<g) -

PREUVE. En effet, on a
Op(g,C1,C2) 0 Op(p*,C1,Ca) = Z D°(t;¢,p%)
t€S+

Op(gop!,C1,Co) = Y D°(tq,p") -
teES_

(42)

Lemme 3. Soient 0 < D' < D < Dy. On suppose
(43) Jeo >0, |p*(2,¢,N)| > co(l +|2])* pour ||| < D, z€ Qr,6) x W .

11 existe alors ¢ € £~%(W;r,8,D') tel que gop* = 1.

PREUVE. On définit ¢ = 3 (4A)"%qe(2,¢, \) comme d’habitude par
£30

1 1.,
= a=— ) =8a(@ph/pt
p e

(44) go =

En suivant la preuve de l'inversibilité des opérateurs elliptiques de Sjostrand [S2]
on pose pour u € [0,1],

[Flu(z) = sup {I£(, L3 G| € D'u+ (1= w)D} .

Il existe Co > 0 tel que pour tout a, et tout u' < u on ait |3 0¢fl, <
L % p! -
C(l)a|(;_—i,j|:r|f|u', ainsi que C; tel que pour tout « ’—”"i‘o < Ci(1+ |z~ 1

suffit de vérifier qu'il existe 8 (assez grand) tel que

1\¢
(45) Ve Yu>0, VzeQr,6)x W, gl 59”16"(;) (1+ |2))72"° .
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Pour £ = 0, cela résulte de (43). Par récurrence en utilisant (44) on a, avec
u = gu<u

1 ' _2(|a|1(,+11l°’l
—~ 0% q: p/pI < Ci(1 42l S et (I I)

et il suffit donc de choisir 6 tel que C; ) (;%)'“' <1l
0< ||

On suppose a présent qu'’il existe D; > 0 tel que

(46)

~II

H<D1 et Vj, Vzj €CY | a%'_

On posera ¢ = ¢" + @1 + ... + ¢4 et on se donne W' cC W et ¢’ = (rf,...,7r}),
0< 1‘3- < rj. On se donne également un D; > 0 et on suppose

(47) 0<Dy<Dy< Dy .

Pour D € [D;, D, on désigne par Cp une constante positive telle que z € C% x W'
et ||w|]| < (DCp)~! impliquent z + w € C& x W.

Notons || ||s (resp. || ||5) la norme dans H*(W;r) (resp. H*(W';r') (voir (26)).
Donnons nous f € H*(W;r) et ¢ € £7(W;r,6,D;). Pour z € C% x W', soit v,
le polydisque de centre z, de polyrayon r,, = aj(AD)™!; pour _|a| < —CC\—D— on a
sup ro; < (DCp)7!, donc v, C CLl x W. Avec g = f(1 4+ |z|)*e™?%, les inégalités

J

de Cauchy impliquent

(48) ' ‘ f|(1+| e < ,\IGIH _,,,( 1 )M " HJIQIE?L/\iLI)'MZ

S
avec M, = sup {(11_:':; ) eMe—e(2)l ) ¢ 72}. Comme

| Re(yp(w) — ))|—|Im/ :.a—f(z+0(w—z))d0~(w— )I

en utilisant la formule de Stirling, et la notation (a) = II(1 4 a;)*/?, on déduit de
(48)

!
| < Cte DIl(a) | £, pour |a| < 2

@ |G e
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ou Cte ne dépend que de s (pour r (resp. W) restant dans un compact fixe de R¢
(resp. CF)). 1l en résulte, ¢ vérifiant (33)

D \lal A
(50) D60 fllises < CteABA~ (5-) (@il (lel< &)

”Do(ev ay, a2, ﬂ! Q7pn) f“;+l—a'+|a1| 2
D

- e le2l » D \ 181
5 < Cte B () (Z1) 7 (50) (e + ) A1

pour |az + 8| £ CLD .

Définition 6. On note B™(W;r,§) I'espace somme H™(W;r) + RHZLW;r,6)
avec 0 = 0, £; = —m pour tout j.

o

Alors, avec les notations précédentes, on a :

Proposition 1.  Soit p! vérifiant (34) et py(2,{) = 3 4 82p* |:=0.
laf=2

Soit D3 €]D,, Dy[. On suppose

(52) Il existe co > 0 tel que |pi(2',0,¢)] > co(1 +)2'|?)
pour tout 2' € iR*UQ(r, ) et tout ¢, ||¢]| < Ds .

(53) Il existe ¢; > 0 tel que |p*(z,{,\)| > ex(1 + |2]%)
pour tout z € Q(r,6) x W, et tout ¢, ||¢|| < D3 .

Soit ¢ € E7%(W;r,6,D,) tel que go p* = 1 (obtenu d’aprés (53) par le lemme 3)
et B la constante définissant la croissance des q¢ (voir (33)).

Alors pour C; > 2Cp, Cy > 2B, il existe ¢ > 0 tel que, pour F € BX(W;r,6) on
ait
(54) G € Op(p*,C1,C) F € BO(W; 1, 6)

et

(55) e} F — Op(q,Cy,C2)G] € BX(W';1',6) .
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PREUVE. Onécrit F = F, + Fy, Fy € H(W,r), F, € RHEY (W1, ), £; = —2 pour
tout j, Fo = 3 Fp 5, Fo; = [, rj(a;,i2")hi(2},2", X, a;)dpj(a;) (voir définition 3);
j J

Avec E; = HY (W, ] ), Ej = HY (W', T] C), on a donc sup [h;(-,a;)|5, <

= 23] = IZ7 A a;
cA®.Ona
(56) Op(ph, C1,C)F = 3 o2 1'(zox)(ia)“F—G

PP Ly, 02 - o! (;P s Vs ZAZ -
lal< 2
et on écrira G = G + G, en remplagant F par F; + F; dans (56).
Puisque |a| < CA‘ < 'CLD on a par (49)

1 ve L N
(aaz) Fi|| <CteD*\(a)||Fy]2

2

et par (35),
1 —|a
bagp”(z,o,m < Cte Dy 111 4 |2)?
donc puisque D < Do, on a G; € HY (W', r'). On a aussi G, = 3 G, j avec
(57)
J— 1 artor 80, _1_ o . l a2 . .
Goj= 3 pertery, (y,o,/\)/Aj (550:)" s (550:) ™ hyducay) -

aplag! ¢
lorto|<2:

D’aprés (30), on a |rj(-,2z")| < Cte(1 + |2'|)™% pour 2’ € Q(r,6); pour |aq| > 1,
écrivons a; = B + B' avec |8'| = 1; on a alors |98 r;j(-,z")| < Ce (1 +|2'|)~° pour
'€ CLl d’apres (28), donc en utilisant la formule de Cauchy sur le polydisque de
polyrayon p; = (DCp)~?, on obtient

1 ayq A . Cte A\ =3 _|01| o |01|—1
(aaz) ri(+,1z") 5—5—(1-%-|'~ DA a1!(DCp)

ol .
pour z € C;;. On a aussi

(58) “ (% 32)” h,

< Cte D12l {ay) || k|5, -
E!

Comme la multiplication par O[(1 + |'|)7!] envoie E} dans H*(W',r'), en notant
Gs,; = G ; + G} ;, ou G} ; est défini par la somme pour |a;| > 1 dans (57), on a

Cte
1G5 ;llo < 3DCh Oo(A) |IR;l g

= ¥ (35" R et

(59)

lorto|< 2
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Pour vérifier que G} ;€H O(W',r'), il suffit de prouver que O()) est borné; pour
cela, nous utilisons une stratégie de fonctions majorantes. On désigne par pof des
fonctions polynomiales, et par m = d + k le nombre total de variables. Pour X € [0, 1]
on a

(011 + (12)' laz] _ 1 m+|a |
(60) ; alagl T (I—X)
donc (et < GO po(j, k). Si on fixe y €]4,1[ on a donc O() <

|ar|=j,|az|=Fk
Cte©;())
- vCp\/ 1 +F)!
(61) o= Y (52) L=
JHk< A
Or avec I'(z,A) = 3 11) e"™? on a
B 1\ Jrea (1

(62) 0:()) = ; [(Xaz) F]r (.1_1 _700)

nsTy

et pour £ < 1 — %, en utilisant la formule de Cauchy sur le cercle de centre z, de
rayon ¥, on obtient

1

'(X a‘)nr(l')‘ < nln et (1 oy ;)—1
donc
(63) oM< Y nlnmem (1 ~ MACD)_I

A
"SET

et ©;()) borné résulte de y < 1 et C; > Cp.

On a aussi

=™ [ g [ aen .o
ilj_ Z Ca (f—a:) h;

lo| <3

(64)

ou K. est le polydisque |(| = D3. Comme D < Dj3, on a d’apres (58) izj € E;
uniformément en ({,a;) € K¢ x A;. En prenant comme espace de paramétres K¢ x A4;,

G3 ; € BO(W';z',6) résulte donc de

- (2, ¢, M) rs = ph(2',0,0)r + [PH(2,C,A) — pY(2,0,)]
Ip*(2,¢,A) — p(2',0,¢)] < Cte(1 + |2']) pour (z,¢) €Cf x W' x K
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On a donc prouvé 'assertion (54). Vérifions a présent (55). D’apres le lemme 2,
dont nous conservons les notations, et puisque ¢ o p! = 1 et que pour tout Cj,Cq,

Op(1,C4,C;) =1d,on a

66)  F-0p(q,C1,C)G = Y Dt,q,p)[F] — 3 D°(t, ¢, 0")[F] -
teT- te€Ty

Pour t € T+ UT-, avec D°(¢,-) # 0, t = (¢,a1,a2,8), on a toujours |az + 8| <
—': < C)‘p < —, |a1| < 2 (car p* est de degré 2 en z) et Cy,C; étant donnés il existe
v > 0 tel que, pour A > Ao, £+ |az| + |B| = vA. De plus, comme Card(Ty U T_) est
polynomial en J, il suffit d’obtenir une estimation exponentielle sur chaque terme du

membre de droite de (66). D’apres (51) on a pour t € T, UT_

@) It Al<Ce(55) " (B) (2) 7 0 + BRI

et (55) résulte de D < D,, B! < 61.3 <3, 0+ oz + B2 v

Il reste a traiter les termes de la forme

(68) Yoo 6N <f+lml>—aal+az 0219 pt

! 131
Nnt+y2=a2+p ay-az: ’B
1 " 1 Y2
/Aj (73 2:) " ri(50:) " hidutas)

qui sont majorés par

(69) Z Cte A~ (tHle1D) 4 geot (_g_)loqﬂnl (—D‘—)Iﬂl(l +2)” (e+]a1])
2

L 1Gro) "l (50 faucan

et par suite les termes pour lesquels ¢ + |a;| # 0 ou 4; # 0 se traitent comme
précédemment. Comme go = (p*)~! il reste & estimer, avec |az + 8| > vA

I / — / LACTINY Y
K¢ HC] H1]J pﬁ( .1, A) T jaz,B

)az+ﬂ b

Nn+v2=02+p

(70)
hjazp = C” pry (l 3 j

ou K¢, K, sont les polydisques de polyrayon D3 donc

~ . D \ le2+8|
hsoasle; < Cte (5-) (az+ B)Ihsl,
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et il suffit alors de remarquer qu’on a

{4 H L] (]
p Z,C,)\ 2’<7’\ 2’07 — Z, ,A
(11) l‘( /\) - Pn( : ) 4 ph(z, ¢, ny[ 22RO 2 (2,m,4)
Y4 (2a B ) p2(2 ,0, 7]) Pa(% 7, ’\)p2(z'707’7)
le deuxi¢me terme du membre de droite de (71) étant O((1+]2'|)~?) pour z € Q(r, §) x

W, ¢ € K¢, n € K, d’apres (52) et (53), puis de réutiliser (65) pour le premier terme,
ce qui achéve la preuve de la proposition. o

Remarque : 1l résulte de la preuve de (54) que pour Cj, Cj vérifiant également
Ci >2Cp, Cy > 2B, il existe € > 0 tel que pour F € B2(W;r,6) on a

(72) eX [0p(p*, €1, C4) F = Op (3, C1,C2) F| € B°(W;r', ) .

On a également :

Proposition 2.  Soit N¥(z,(,)\) est une fonction polynomiale en z € C¢** de
degré 1, holomorphe en ( € C4** ||¢|| < Dy, définie pour A > Ao, telle que

(73) Pour tout a,|a| =1,0°N* est indépendant de A

(74) 3C, Vz,(, A, W3z, ¢, M) < C(1+ |z2]).
Soit A& = ' |§‘<j* 5agm(z,o,x)(ﬁaz)". Alors pour C > 2Cp et F € BX(W;r, 6)
AT

ona NLF € BY(W';r',6).

La preuve de cette proposition est analogue & la preuve de la proposition 1.
I11.4. Le Projecteur de Hilbert

Soit f(z) € L%(R) et pour z € C, A > 1,

Ty f(z,\) = /e’\“_)":; f(z)de .

On se propose d’exprimer Ti(1;>0 f()) en fonction de Ti(f(z)).

Soit f*(z) = lapof, 2 = a+ib, fra = e 3@ D f ff = 3@ f Ona
pour a,b € C, f)\,a(g’) étant holomorphe en ( € C

~

(Tif)(@ +ib,X) = & fx.a(~Ab)
(75) 2
(Taf*)(a+ib,A) = X7 fif (=Ab)
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(16) Fu(&) = 5= [ 7= Foatnddn dans ¢ <0
1l en résulte, pour Im b > 0
(77) (Tyf+)(a +ib, \) = % : ﬁ(:rl F)a+ic,\)de
c’est-a-dire
(18) )N =5 [ 5 PN de

2ir )., T -z

ol v, est un contour de la forme v, = {z = Re 2z +¢ +it, t € R,e > 0}. En particulier
on a dans Re z < 0, T} f* = II(T} f) avec

1
z+1(

— +o00
(19) (N =5 [ F(=i Xy dc

I11.5. Réduction microlocale et systéme de Calderén

On conserve les notations du § II.1. Soit u(z) € H!(M) une solution définie prés
de z = 0 du probléme

(80) Pu=0, u|3M=0 .

Rappelons que P(z,D) = Py(z,D') + L(z,D',D") + Q(z,D") a pour symbole
principal p(z,£). On note N (resp. NV2) le champ de vecteurs de dérivation normale
pour P sur z2 = 0 (resp. 1 = 0)

P D) Ny =

|

81 Np=1 2 ,D) .
(51 T2 2 96, (P
D’aprés la proposition 1, § I, les traces
(82) d1(z1,2") = N1t |zp=40,2,>0
§2($2,{L‘”) = NQU |11=i0.1‘2>0

ot le signe + correspond au cas intérieur M = M, le signe — au cas extérieur M = M*
sont bien définis et appartiennent prés de origine a D'(R}.7 2,L?,_). Soit u € H! le
prolongement de u par zéro 4 R"\ M prés de z = 0. Comme Pu € D'(R2;%, H™!) pres
de z = 0 et qu’aucune distribution non nulle de la forme T(z")6;,=z,=0 n’appartient
a D'(RZ7%,H™1), en notant g; (resp. g2) le prolongement de §; (resp. §2) & z; < 0

(resp. z < 0) par zéro, on a l'identité prés de =0

(83) Pu =¢(g161 + g202); 61 = bz,=0,02 = 6z,=0 ,
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avece =—1si M = M' e = +1si M = Me.
On posera gé = ¢(g1 61 + g262).

On fixe Dy > 0 tel que les coefficients de P soient holomorphes et bornés au
voisinage de ||z|| < Dy, et tel que

(84) 3e¢>0, |pi(z, &) >c)¢')?, V€ €eREVzeCh|z| <Dy .

Soit ro tel que 0 < ro < Dy et (z) € C°(R™) égal a 1 pour |z| < 22, nul pour
|z| > ro. On a I’égalité dans D'(R™)

(85) Pyu = ¢gé + [P,y)u .

Soit A Popérateur pseudo-différentiel en z', dépendant de A > 1
p p

f(y',i")

— 2" L dy'dE .
T4z, ) %

(86) Af(z) = (2m)? / ENCRT

Lemme 4.  Soit §(z) € C§°(|z| < 2ry), égal & 1 pour |z| < 32. On a

(87) Pu = 0A(pgé) modulo D\(RZZ H?)

" s

ot D\(R"2,H®) = {u(x,A),VA > o u(-,A) € D'(R"2, H*(R?)) et V(") € CS°,
3C,C" (- €" Ml gy < CUE"I+ 1)}

PREUVE. On a Ao (Py(z,D') + A?) = Id + R, les opérateurs § o R o 8 (resp.
6 o A o 6) envoyant D\(-,H*) dans D)(-, H*t) (resp. D\(-, H**?)) et avec w =
[P, Y]u + Ny + (Pr — P)pu, (P + A?)Ypu = ¢gé + w; or w = 6w € D\(-, L?),
d’ol Oypu = §A(gd) + w', w' = §Abw — OREYu € D\(-, H?).

Définition 7.  On note H*(W;r), ’RH(;!’!(W';I'_), Bt (W;r,6) les espaces introduits
au § I11.3, avec " =  (Re 2")%, p; = 1 (Re z;)?, et le choix trivial des contours v; = 0.

Lemme 5.  Soit w(z,\) € D\(R%72,H?,), & support compact en ¢". Alors Tw €

!y

H{(W;r) pour tout ouvert borné W C C"~2, et tout r = (ry,r2).

. 2
PREUVE. Soit wy.(z) = e~ % (a=2)? w(z,A) et gxra(é) = (27]‘_—,\)"/26_'“56"%. Ona
Wha(€) = gr,e * W(E, A), d'ott il résulte pour I C {1,2},

sup {661 £ 1 i€, €00 + i)

} <e(r+ €M)

L2(&,5en
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D’aprés (4), on a Tw(a +1b,\) = A Wx,a(—Ab) et le lemme résulte de la définition
de l’espace Hj.

Lemme 6. Soit z; € C"~% tel que Re(zy) = 0. Il existe W voisinage de z{,
r=(r1,r2) et 6§ >0 tels que

(88) T(¢u) € B3(W;r,6) .

PREUVE. D’apres les lemmes 4 et 5 il suffit de prouver T(0A(vgé6)) € B(W;,6).
11 suffit d’étudier le terme T(60A(%g; 61)) par symeétrie.

Soit Af = (2m)~2 [eM='-¥)¢ +p (y I,, ) ydy'd€’. On a yg16, € Di\(:, H-1-¢)
pour tout € > 0, et le support de 3¢, 61 est contenu dans |z| < ro. Il en résulte
0A(Yag1 51) 0A(g, 6,) € D " (-, H?). Aussi, puisque 1 —§(z) =0 pour || > —'1 ,ona
(1-6)A(1g1 6,) € D)\(-, H®) pour tout s. Il suffit donc d’étudier T A(tg; 61). Posons
k(z, &) =[1 +p1(x,£')]‘1. D’apres (84), on a pour ||z|| < Dy

(89) k(z,6) =Y (27,.”:),, /K iﬂ"ni])

ou K est le polydisque centré en z = 0 de polyrayon Dy. Pour u € K, soit
G(z1,2",u) = 2(2—;)—" - 4(21,0,2")g1. Comme 9 est & support dans |z| < ro < Do,
[

il existe ¢ > 0 tel que sup |G(+,u)|r2 < C, et G est & support dans |(z1,z")] < ro.
134

Posons
(90)  F(z,u,)\) = (27)2 / N =1V E by )G (y1, 2", u)8yp=0 - dy' dE' .
On a A%(1 + pi(u,i2"))TF = T((A\? + pi(u,ida’ + D'))F) d’aprés (7) et (8), et

(A2 + pi(u,ide’ + D')F = Gé, + R(z,u,)\) avec R € D)(-, H¥~¢) uniformément
enu€ K.On a

~ du du
TA 6) = —_— -2 b(w, 12’ —_— !
(91) (¥g161) /;‘ T, TF =) /\’ k(u,iz")T(Gé) Ty, +R
avec R' = \72 [ k(u i2z")T(R) - f& € H}(W,r) pour r assez petit d’aprés (84)

puisque T(R) € HO"’ (W) d’apres le lemme 5, et le lemme 6 résulte alors de
T(Gé) = (Th @ T)))(G)(21,2",u, A), de (84) et de (29).
¢

Donnons nous & présent une constante C' > 0. D’apres (85), et (16), on a

(92) NPT (pu) = T(g8) + T([P,)u) — T(Ppu) .
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D’aprés (14) et (15), on a T(P%%u) = E (tA2)Y T(pSypu) et il existe € > 0
v|<2

(dépendant de C) tel que pour z € C", ||z|| < 2r on ait |p%(z,))| < Ctee**;
en suivant la preuve du lemme 6, il en résulte

(93) eAT(P°yu) € BY(W;r,6) .

Aussi, [P,y]u € L? et O ¢ support([P,¢]u). Donc d’aprés (4), pour W et r assez
petits, il existe € > 0 tel que

(94) e T([P,)u) € HY(W;r)
Soit N' = N; ou N, (voir (81)); en utilisant & nouveau le lemme 4, on obtient
comme précédemment
T(N+u) € By(W;r, )
(95) ANIT(pu) = TN pu) - TN pu)
e >0, eT(Nyu)e By(W;r,6) .
Pour f(z1,22,2",)) € B{(W;r,$), posons

(96) (T f) (21, 20,2, 0) O 2 A / AT ba=AF £ a0 iby. 2" N)dby.

or

Alors (T; ' f) est holomorphe en (21,2") |Imz| < r1, 2 € W, et distribution en
T3 €] —ra, 72| définie par l’intég1 ale oscillante (96) (voir (49) et le lemme 1). Il résulte
de la formule d’inversion (5) qu’on a si f = T(v) avec v € £'(R™), Ty ' f = Ty @ Tjj(v).

Lemme 7. Pour f € By(W;r,$), les traces
(97) TrE f(z,2",\) = lim T, f
Top—

existent, et appartiennent & HY(W;r).

PREUVE. Onécrit f = fi+ fo+g avec g € H}(W;r), fj = fA rihjduj, r; € 'RA o
h, € Hg(W; r2), ha € HY(W;r;) (uniformément en a;). Tout d abord, il existe B tel
que AB(1+|2'|)g(2', 2", A)e=2 (Re D |, we L2(') (vesp. L*(b,)) uniformément
en 2" € W, |a;| < rj, A > Ao, (resp. idem et b; € R) et on a la méme estimation
pour les dérivées (4 8;,)’ g (voir (49)) quitte & diminuer r,. Par (96) on a donc pour

7=0,1
+oc0 +3
sup / db; / dz,
l¢1|<"1 121

r

+
sup / dz,
IRezyf<ry J 212
zew 2

. 2 "
zz(TQ_Ig)(al + ib],it?,zll, /\) e—A[(Rez )7+af]

< Cte \?B

(98) 4 2
8L, (T; g)(21, 222", )| € M(Re N 4(Re )

< Cte \2B
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d’ot1 il résulte que T; 'g est continu en z, a valeurs dans HJ(W;r,). On a aussi

A ; 3 L .
Tz'l(f1)=%/e"\“bz"\’%/rl(al,zzl,zm2+b2)h1(w2—zbg,z",al,/\)dy(al)dbz

qui est continu en z7 & z1, 2" fixés et

- A : .
T (1) lrmo= 5z [ [ dbams(an, iz by (i, 2, 3).
1

1l suffit alors d’utiliser |r;| < Cte(1 + |z1]| + |b2|)~? et le fait que 'opérateur de noyau
(1 + |z| + |y|)~?! est borné sur L?(R) par l'inégalité de Hardy.

Enfin on a T2_1 fo= ,%ﬁ fAz du(ag)ha(z1,2", a2, ) R(z2, a2z, 21, ) avec

+oo 22
(99) R(xg,az,zl,)\)z/ e 222N 1o (ay izy, iy + by)dby .

-0

Comme 1y € R:\;,,’ onary(a,iz') = i%g—:—g—:—;degq =m',degp=m,m—m' > 1avecp
polyndme elliptique. En particulier, on a |p| > Cte(1+4|z'|)™ pour |z2| > Co[14|21|]+72

avec Cy assez grand, donc par (30)
(100) 188, ra(az, iz1,ixs + ba)| < Cte(l + |21] + |ba2|) ™"
uniformément en ag, |z2| < r2 et |Rez1| <7y, by € R, ou by € Cet |b2| = Co(1+4|z1]).

Si T'f, désigne le contour réunion de {b; € R, |b2] < Co(1 + |z1])} et du demi-cercle
{b2 € C,Imby > 0,]by| = Co(1 + |21])} on a pour z; €]0, 72|

z2

(101) R(zg,09,21,)) = /+ er22be=AF 1o (qy iz izy — by)dby
r

d’ou

(102) V[, 30[, Vz, E]O,TQ[, VZl, |R621| <r, Va,

0%, R(z2,a2,21,A)] < CeX (14 |2))" .

Donc lim+ T, ' f, existe et vaut % fA? du(az) ha(z1, 2", az, A) fl"fl ro(ag,121,
Ig—0

+b2)db; d’ott le lemme, puisque hy € H)(W;ry) et fP:, ro(aq, 121, +by) db, est holo-

morphe et borné dans |Rez | < ;.
¢

On définit de méme les opérateurs de trace

(103) Trf f(z2,2",)0) = lim ' f
rp—

qui envoient BY(W;r,§) dans HY(W,ry).
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D’apres (82), le lemme 4, et le § I1.3 lemme 2, on a (avec le signe + dans le cas
M = M?, le signe — dans le cas M = M¢)

(108 zzli—{r:lto YN1u =1 |z,=0 §1 € D'(REZL2) et g1 = 12,3001
10
zllig}m YN2u =1 |z,=0 §2 € D'(RL72,L2,) et g2 = 12,5002 -

ot les limites sont prises dans D'(-, L?).

D’ot finalement la proposition suivante, qui est I’expression du systéme de Calderén
microlocalisé.

Proposition 3.  Soit u € H!(M) solution prés de t = 0 de Pu = 0, u |apm= 0,
et zi € iR"™2. Alors, avec les notations précédentes il existe r = (r1,r3), 6 > 0, W
voisinage de z{, et pour tout C > 0 un ¢ > 0 tel que

(105) F = T(yu) € Bj(W;r,9)

106 M PLF = T(yg6) + m
C

(107) { MITEN] ¢ F) = (Ti © Ty)(® lsz=0 1) + m

MUTrF NG o F) = (Ty @ T))(¥ ley=0 92) +ma
ot les restes vérifient e**m € BY(W;r,6), e*m; € HY(W;ry), e*my € HY(W;rsp).

PREUVE. On a (105) par le lemme 6; (106) résulte de (92), (93), (94). Vérifions la
premiere ligne de (107). Puisque lin:lto YN = P |zp=0 §1 on a TrE(T(PMu)) =
ro—

(Ti®T))(¥ |ey=0 §1) d’apres Ty oT = Ty @T), et puisque ¥ |z,=0 §1 € D'(R% 2, L2))

et 1;,>001 = g1, d’apres (79) on obtient H(Trf(T(z/)Nlt_L))) =(Th @ TY)(¥ |zo=0 91)-
On a aussi d’apres (16)

T(pNyu) = ANF T($u) + TV u) + T([$, M]w)

et eMT(Nfvu) + T([9, Mi)u)] € BY(W;r,8) d’apres (95), [, Ni]u € D'(-, H') et
O ¢ support [, N1]u. Donc d’aprés le lemme 7, Trf (TN u) = /\Trjt./\fﬁc Tyu + a,
avec e*a € HY(W;r;), et il suffit de constater que d’apres (78), II envoie HJ(W;r;)
dans HJ(W;r}) pour r} < ry car le projecteur de Hilbert est borné sur L? et pour
Pestimation L™ il suffit d’écrire

1

. 1 1 N,

ot [TTh(a +ib, A)e=3 9° < Cte /X sup |h(t + iv)][ 2oy e~ 5
“ Y%

Remarque : On utilisera par la suite que (107) et II o I = II entrainent des
estimations meilleures dans Rez; < 0 ou Rez, < 0.






IV. ESTIMATIONS ELLIPTIQUES

IV.1. Calcul dans les chaines d’espaces de Banach

SI E est un espace de Banach, on notera ||z; E|| la norme de z € E; Si P est
un opérateur borné de E dans F, on notera ||P; E, F|| la norme d’opérateur de P
c’est-a-dire sup {||Pz; F|; ||z, E|| < 1}.

IV.1.1. Rappels de calcul pseudo-différentiel 4 valeur dans les Banachs

Pour tout A € [Ag,+00[ soit E(A) un espace de Banach et A(A) une sous-algébre
unifére de ’espace des opérateurs bornés sur E()), muni d’'une norme |-, A(A)|| qui
vérifie

(1) A()) muni de ||, A()A)|| est complete

2 I11d; A =1

3) 1P 0@; AN < [Ps ANIQ; AN (P,Q € A(X))

(4) 1Pz, EQVI < |12 ANz EMI (P € A(A); z € E(A)) -

Pour Q ouvert de C% et ¢ € C*(£;R) on note H,(Q; E())) espace de Sjostrand
des fonctions f(z, ) définies pour z € 2, A > A telles que

(5) f(:;A) est holomorphe en z € Q & valeurs dans E())
(6) JA, B, V2 €Q, VA= )Xo, |f(z,A); EN)| < ANBre(®)

Si ¢ est de classe C! a valeurs réelles, définie prés de z9, on note H,, ,,(E(A)) 'espace
des germes

(7) Hy,:(E(X)) = lim Hy(; E(X))
Q

ou la limite inductive est prise sur les voisinages de zo, et H,, ., (E(A)) le microlocalisé
(®)  Hpro(BO) = Hono(B(V) /{3 > 0, f € Hpmepno(BV) } -

Pour W ouvert de T*C¢?, on note £(W; A())) I'espace des séries formelles
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p= 2 (1A)""pn(z,¢, A) qui vérifient
(9) pn(2,(,A) est holomorphe en (z,{) € W & valeur dans A()), pour A > Ag
(10)3A4,B, V(2,{) e W, VA 2> Xq, |lpa(2,¢(,A); AN)|| < AB™n™ .

Pour p,q € E(W; A())) on définit p o ¢ par

AN—7 1 o o
(1) pog=) (NT"(Podn; (Poa= Y 0P ek .

j+ktlal=n

Les inégalités de Cauchy et (3) impliquent p o ¢ € E(W'; A(X)) pour W' cCc W.
Pour my € T*C¢, on notera £y, (A())) 'espace des germes

(12) Emo(A(N)) = lim E(W; A(M)
W

ot la limite est prise sur les voisinages de mg. Alors £,,,(A(A)) est une algébre unitaire,
dont ’élément unité est 1 = > (1A) ™" p,, po = Id, p, =0(n > 1).

Un élément p = ) (:A)""p, de &,,(A(A)) est dit elliptique lorsqu’il existe W
voisinage de mq et p¥ = S(i\)""pl¥ représentant de p dans E(W; A(N)) tel qu'il
existe ¢V (2, ¢, \) holomorphe en (2, () € W a valeurs dans A(\) pour A > )\ vérifiant
p¥ ¢V = ¢Vp¥ = 1d. On vérifie comme dans [Sj] que les éléments inversibles de

Emo(A(N)) sont les éléments elliptiques.

Soit ¢» comme précédemment, mq = (zg, 2 %‘ﬁ (z0) = (o). Pour §2 voisinage de zq et
f € H,(; E())), on pose

1

(13) fao(zv/\)z (%az—co)uf )_cl/\z Co(l/\

0. ) e~ A= f(z,A)

et pour p € E(W; A())), W voisinage de {(z,();z € Q}

1) OpmiCLCN = 3 (M) 28 Pl Co V(=N
n<z}—
|a|sz*7
Alors avec Dq = sup|| ; ab F2(2)=Coll (I¢]] = sup|¢;|) les inégalités de Cauchy appliquées

au polydisque de polyrayon pj = aj(AD)~! avec D > Dg, la formule de Stirling et
Refp(w) — u%ww—aaw~4m0;Lm + 6w = 2)) = Go) dB - (w - 2))

impliquent

(15) sup {[I£&(z,X) EQ)l|e™ 9} < MDII(a) sup {[|(z, ); ()=}
2€Q 2EQN
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ott M est une constante universelle, (@) = II(1 + «;)!/? dés que Q' CC Q et |a| < -(%
avec Cy tel que ||lw — z|| < (CoD)™! et z € ' implique w € . Comme on a
1202 pa(z, 60, A); AN < BOB]"Bgo'ln" pour z € Q, A > ), pour des constantes
By, Bi, B, convenables il résulte de (4) que (14) définit un élément de H,(Q'; E()))
pour ' cC Q dés que Cy, C; sont assez grands, pourvu que ’on ait B; Dg < 1 dont
la classe dans H,, ;,(E())) ne dépend pas de Cy,C2. Comme ¢ est de classe C*, on a

lim Dg = 0. Par suite (14) définit une application bilinéaire
—2p

(16) Emo(A(A)) X Ho,z(E(A)) 3 (p, f) — Op(p) f € Hy,20(E(X))

dont on vérifie comme dans [G.L] qu’elle munit H, .,(E())) d’une structure de
Emo(A(A)) module & gauche.

IV.1.2. Espaces associés & une chaine d’espace de Banach

Soit E,, o € [0,1], une chaine d’espaces de Banach, c’est-a-dire la donnée pour
tout o € [0,1] d’un Banach E, et pour tout 0 < ¢ < ¢' < 1 d’une injection %4 4
de E, dans E,: tel que t,, = Id, ||ig/,0; Es, Esr|| < 1, ton g/ Olgrg = ign, pour
0<o<d' <0"<1.

Pour tout n = 1,2,--- on note E[n] I'espace de Banach
(17) Efn] = @ Euy
k=0

munit de la norme ¢
(18) z = (zo, ", Tn), llz; E[n]l| = sup ||zk; Ex/nll -
0<k<n

On notera A[n] l'algebre unifére des opérateurs M sur E[n] qui s’écrivent sous forme
matricielle

(19) My=z, 2i=) My,
j

ou M; ; est un opérateur borné de E;;, dans E;/,, et M;; = 0 si j > ¢ (matrice
triangulaire inférieure). Pour p > 0 et M € A[n] on pose

i

(20) M5 p,n]| = sup Y | Miit; Eizt, Eifall p° -
P oe=o0
On a alors
(21) [1d; p, || = 1
(22) [Mz; E(n)|| < [|M;1,n|[|z; E(n)||
'\ n
() WMl UMl (5) M el pour 0< p <4

(24) 1M o M; p,n|| < ||M; pyn]| | M5 p,n]
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(24) résultant de

i i—e

i
ST IMiklliMii—ellp® = o IMiimer | Y Mg s e—jll o -
=0

=0 i>k>i—t =0

En particulier si M vérifie || M; p,n|| < 1 pour un p > 0, Id — M est inversible dans
A[n], et puisque par (22), (23), (24) on a

12455 E[n]|| < [|M*; 1,0 < sup(p™",1)|M*; p,n|| < sup(p™, 1)||M; p,n]|*

Vinverse (I — M)~! = 3~ M vérifie
k

1
25 d-— M) pnl| < ——n-—
(25) II¢ )7 el < 7 T o]
-1 sup(1l,p™")

- . < =2 F 7
(26) l(Id = M)™"; En]|| < T= [0 port]

On se donne a présent une fonction A — n(A) de [Ag,+oo[ dans N*, et un réel
T2>0.

On définit ’espace de Banach E,()) par

{ E,(\) = E[n())]
(27)

_k
= (2o, ,ZTan) T E-A)||= sup |lzx; E_x_ IlerA e
0<k<n(A) ey

et ’algebre unifere 4,()) par

(28) {AP(A) = Aln(V)]
|M; Ap(Ml = || M5 p,m]|
On a alors
(29) p > e" = |Mz; E-(A)|| < |M; A,(Mllle; E-(A)] -

Pour 7 > 0 on a une application canonique j, de M, .,(E-())) dans H,, ;,(Eo(A)). Si

p, T et la fonction n(\) sont tels que p > e” Co) pour tout A > Ag, alors H,, ,,(E-()))
et H, .,(Eo(X)) sont des modules & gauche sur &,,,(A,(A)) et pour p € En,,(A,(R)),
f € Hp(Br(X) on &

(30) OP(P)Ojrf=j-rOOP(P)f .



PROPAGATION DES ONDES DANS LES DIEDRES 63

IV.1.3. Injectivité pour un systéme elliptique dans une chaine

On se donne E,, o0 € [0,1] une chaine d’espaces de Banach, ¢ € CI(Q R),
vmsmage de zy dans C?, W voisinage de (z,{o = < az £2(29)) contenant Q x (, et
PEo(2,(,A), k € N des fonctlons holomorphes en (z,() € W, définies pour A > z\o a
valeurs dans les opérateurs bornés de E, dans E,» pour ¢ < o' sik > 0, 0 < o' si
k = 0, vérifiant

(31) 3By, B1,B,, Vz,(,)\ k0,0, a,

“ 1 3¢ P51 o(2,¢,2); Eor, Egr Bak )k

o —-oc

< B, B'“‘(

avec la convention ( )k =1lsic'=0cetk=0.

On se donne également f(z,\) € H,(Q; Ey). Pour tout «a, k,0,0' on pose

(32) Gokoro(2,3) = (N (208 8 ) (2, G0, Vo0 £ (2, 3)
avec f$o = (;.lxaz — (o)®. Comme dans le § IV.1.1, (25) on a

sup {”ga,k,a’,a(za /\)a Eo’”e-’\‘p(:)} < Ia,k,o,a’

ZEQ!
Bk

(33)
Ia,k,a',a’ = MBo(BlD)|a|<a) [m

k
| sup {Ilf(z X); Bolle™#9}
pour ' CC 2, D > Dqg = sup|| 1 52(2) = Golls la| < & avec Cp tel que |jw — z|| <
(CoD) et ze Q¥ 1mp11que w E Q.
Il en résulte que ' CC Q étant fixé, si on pose
(34) 9or0(2,1C1,Co) = Y > Gakero(z,))
z’r\;(a’-—a) |"|<T

pour 0 < o < o' <1l existe C?,C? > 0 tels que pour C; > CY, C; > C2, on ait
9o',0(2,2;C1,C2) € H, (' Ey) et de plus il existe ¢ > 0, ¢,¢' > 0 tels que pour
tout C} > Cy > CY, Cy > C2 > C? on ait

A
_ ' —€o0 Gy
e Ap(2) < c)\C e 34

9o',o (" C,Cr) - 9o o(" C; ,C2); Egr

(35) sup
E134

—&o Fxr(ﬂl—a')
2 .

e~ (2 < e e

(36) sup 90',0(+,C1,C2) = 9o 0 (", C1,C3); E.

Proposition 1.  Avec les notations précédentes, on suppose
Il existe C, > CY, C,>CY, €>0, ¢, >0
(37) tels que pour tout 0 <o <1, A > A on ait
U [lg0,0(, 1, Ca); Eolle ™) < X=X
2€Q’
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L’opérateur pg,a(z,c,/\) de E, dans E, est inversible pour tout

(38) o €[0,1], A > Ao, (2,0) EW et ilexiste K >0 tel que
sup [|(p3,0) " Eo, Eol| S K .
2,(,A,0
(39) Pf;',a 040 =p,’§,,0 pour tout 0 < o' si k#0, 0 <o' si k=0 .

Alors la classe de ¢y f dans le microlocalisé H, .,(E1) est nulle.

(40) Remarques :

i) D’apres (35) et (36), on peut remplacer dans (37) C; et C, par Cj > Cj,
Cy > Cs.

ii) Lorsque les p* forment une chaine d’opérateurs c’est-a-dire commutent a
gauche et & droite avec les injections ¢, alors la proposition résulte de
Pinversibilité des opérateurs pseudo-différentiels elliptiques a valeurs dans
les chaines d’espace de Banach (voir [G.L]). Mais ici (39) est une hypothese
plus faible.

PREUVE. On conserve les notations des paragraphes IV.1.1, IV.1.2. On fixe p > 1
et on choisit un y > 0 tel que

. Bspp
41 KBy————< 1.
(41) “Bo TR, m <

Quitte & augmenter C2 (Remarque (40), 1)) on peut supposer Cou > 1. On peut
alors augmenter Ag, ce qui ne modifie pas la conclusion de la proposition, pour avoir
Ao(p — é) > 1 et choisir une fonction A — n(A) de [Ag, +o0o[ dans N* vérifiant

A

(42) VA, Z<n()<ph
C;

On pose ok x = n(k,\), 0<k<n(A)et

— '.
(43) (01 = (90000) ey € HAR Bo(N)) -
(44) 1= (Forn ) cpcniny € Hol Eo() -

M(z,0,3) = (Mes(.0,0),

Sy — . A Y

(45) Mo = ()75, s 55 avec k=€=j si k< s
AL

M,;=0 51]>€ou€—]>am.
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Alors puisque k < Clzag,,\ = k < ¢ d’apres (42), il résulte de (39) qu’'on a

(46) o= Y =0 M(=,6,0) (50— @) 1] -

lol<

De plus, en écrivant M = D + N ou D est diagonale et N triangulaire inférieure
stricte, on a

By Bapp

@) WEAMIE Y (§) BlBnot < TR

1<k<n())
(48) ID(2,¢,A); Ap(N)]| £ Bo -

VS
>
N—"

En identifiant M a > (¢A\)T"M,, My = M, M, = 0, n > 1 on a donc M €
EW;A,(N)) et en notant {g}, {f} les classes de [g], [f] dans le microlocalisé
He,zo(Eo(A)) on a d’apres (46)

(49) {9} = Op(A){f} .
D’apres (38), D est inversible et

(50) 1D (=, ¢, Ay A,V < K .

D’apres le choix de p, (41) et (47), M est elliptique dans Emy(Ap(A)), et M1 €
Emo(Ap(X)) désignant son inverse on a d’apres (49)

(51) {f} =0p(M~"){g} .

D’apres (37) pour 7 > 0 assez petit, {g} est dans I'image de ’application canonique
A
Jr de Hy 2o(Er(X)) = My 20(Eo())). Si 7 est assez petit, on aura p > e "0 pour
tout A > Ag d’apres (42). D’apres (30) et (51) {f} est alors dans I'image de j,. Il en
résulte que la classe de ¢ o(f) dans H,, ,,(E) est nulle d’apres (27).
¢

IV.2. Problémes elliptiques dans le plan

Le but de ce paragraphe est de prouver l’ellipticité des systémes pseudo-différentiels
associés au probleme de diffraction par le diedre.

Pour b réel, on désigne par L;" Pespace des fonctions f holomorphes en £ € C,
Im¢ < —b, vérifiant

+oo
(52) sup / |f(u + iv)|* du < 400

v<—bJ—-c0
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et par L, l’espace des fonctions f holomorphes en z € C, Rez < —b, vérifiant
¢ f(-ig) e L7

D’apres le théoréme de Paley-Wiener, L, est l'espace des fonctions

(53) f@)= [ eto@is, g€ P(Ruedn) |
0

On se donne po(€;,€2) un polynome elliptique de degré deux, c’est-a-dire une fonction
po = al+2b&1 & +dE2 + el + fé2+49, a,b,d,e, f, g constantes complexes, vérifiant

(54) Je>0, YEER®, |po(E)l=c(l+[E)* .

On suppose en outre que pour €2 € R (resp. {; € R) les deux racines de I’équation
Po(2,8&2) = 0 (resp. po(&1,2) = 0) sont situées de part et d’autre de I’axe réel, et on les
note £X(¢&;) (vesp. ££(€;)) avec £Im¢E > 0. Cette hypothése est bien sir satisfaite
si les coefficients de pg sont réels.

On notera O(py) une constante strictement positive telle qu'’il existe ¢ > 0 vérifiant
(55) £€C?, |Im¢| < O(po) = Ipo()] 2 (1 +[€]) -

Alors la fonction &, — &5 (€2) qui est analytique réelle de £, € R dans {£; € C,Im¢&; >

0} se prolonge en fonction holomorphe dans |Imé;| < ﬂ\/’;-‘;) et vérifie

OWo) _, 1mer(ey) » 20

V2 2

En effet, identité po(&f(€2),&2) = 0 et (55) impliquent |Im & (&2)|? + |Im&|? >
©?(po). On a le méme résultat pour la fonction & ().

(56) | Imé&;| <

On note Py 'opérateur de symbole pg, N1, N, les opérateurs du premier ordre de

symbole %%’6’—2", %-g—g% On se donne également un signe ¢ = +£1, 0 = +1 (resp. —1)

correspondant a I’étude du cas intérieur (resp. extérieur).

Pour g1(z1), g2(z2) éléments de L?(R4; dx), on note G la distribution sur R?
(57) G—_‘ (_a)[gl(xl)®51'2=0+92(‘T2)®611=0

et on pose

(58) U(zy,z2) = Py Y(G) = J/ei("5‘+’25’)wdfld§2.

42

Po(€1,€2)
On a alors
. 1 iU il:lfl %% o
(59) 51_1{(1)1+ Ni(U)(z1,0¢) = 591(3’1) “s2 /€ p_0(§1,£2)g2(€2)d€1 dé;

—

: 9po
(60) lim, Na(U)(oe,aa) = 5aalea) — 5o [ €726 25 (61, 60)0a(61) s .
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Pour £ € C2, |Im¢| < ©(po), on a [B(£)] € O((1+ [€])™!) et par suite (59) et (60)
définissent deux éléments de L%(R;dz) (voir § 1.3, lemme 2) et on a

o 1 o
(61) / e~irrh hm Ni(U)(z1,0€)dzy = 5@ 3 S1,2(G2)
0
ot —izp € . 1 N o
(62) /(; e 2 zel_lgl+N2(U)(U€,$2)d$2 592—3 S2,1(91) -
+o0 1 %P&

) Sial@)6) = o / 26 52 (6 () &) in(E)

oo E _51 (52
+oo 1

%= o (61,65 (60)) 81 (&) d6y

(64) S2,1(91)(&2) = Z/ 6 (6
o0 2 2 1 352

Il existe également un 6(po) tel que l'on ait

(65) méel < 2B s 1meF () > 8(p0)(1 + [6al) -

5

(En effet, pour |€2] borné, cela résulte de (56), et pour |{,| grand du § II1.2. (23).)

Il existe donc ¢ > 0 tel qu’on ait

@(Po) G)(Po)
2

(66) {Imfl < —— et |Im&| < } S

“F’
=

__1__. & X
foaE o)

< °
T ltlal+ el

g

1

Donc si on pose § = 9(‘29—"—) les opérateurs Sj 2, S2,1 qui, par construction, sont bornés
sur L[,F , se prolongent en opérateurs bornés de L; dans L7 g

Définition 1. On note S P'opérateur matriciel

_ 0 51,2
(67) 5= ( 5, b )

et on pose C? =1d + oS.

On remarquera que si on pose Ut = Ulz,50 et 2,50 €6 U— = Ulz,<0 ou zp<0 On @

(68) PU = - [NJ(U+)|1~2=+0 - Nl(U—)lzz=-0] Lz, 2062,=0
— [MaU)ler=t0 = Na(U-)ler=—0] Lis20 62,0 -



68 G. LEBEAU

(En effet on obtient (68) en appliquant la formule des sauts sur les faces lisses
du diédre, ’absence de contribution supplémentaire en z; = z2 = 0 provenant de

Ue HI§_€(R2) pour tout € > 0.)

oc

En notant N(U;) = (1z120 Ni(Ui)lzz=+0, 12,20 NZ(U+)|z,=+o),

N(U—) = (1-’5120 NI(U—)|12=—0’ 13220N2(U—)|11=—0)a et g = (91’92)7 on a donc par
construction

Id oS5\ . —
(69) N(Us)-NU-)=0g et (5 -72)d=N,)
donc aussi
(70) C%§=—-2N(U-,)

d’ott il résulte qu'inverser C7 sur L est équivalent a la résolution d’un probléme
elliptique couplé intérieur-extérieur ou I'inconnue est le saut des “dérivées normales”
N et la donnée les dérivées normales d’un seul coté, sous I'hypothése de raccord des
premieéres traces.

Pour v vecteur de C?, on pose po[v](£) = po(€ — v); alors po[v] est elliptique pour
|Imv| < O(pe) et O(po[v]) = O(po) — | Imv| vérifie (55) pour po[v]. Le polynéme pg
étant fixé, notons C?[v] = Id + 0 S[v] ou S[v] est défini par (67), (63), (64) avec po[v]
en place de pg pour | Imv| < ©(py).

Lemme 1.  On suppose C? inversible sur LT ® L. Alors C°[v] est inversible sur
L;"l 69[’2; pour max(|by| + | Imvy|; |b2| + Imvy) < 2(,_1,5'-1.

PREUVE. Soit T, 'opérateur de translation défini par T,(g1(é1),92(&2)) = (91(&1 —
V1), 92(€2 — v2)). C’est un isomorphisme de L;"x e Lz; sur LI—Im(ul) &) L;;_Im(uz) et
onaTl_,oC?%v] =C?%0T_,. On peut donc supposer v = 0. Maintenant, si C? est
inversible sur Lf @ L, on a (C7)™' =1— 05+ SC;'S et le lemme résulte du fait
que S envoie (L)? dans (LY ,4)? pour 3 = DUpo),

%

Pour A matrice complexe 2 X 2 symétrique, 4 = 4, +14,, Ay, A2 matrices réelles,
et z € C, on pose

(71) pE(E) ="EAE + 5
On remarquera que si p™* est elliptique, et A; > 0, alors I’hypothése de séparation
par ’axe réel des racines fit(fg) et E,Zi(fl) est automatique.

( En effet, comme pour & € R on a, pA* étant elliptique §1i(£2) ¢ R, il suffit de le

vérifier pour £, voisin de +oo; fli(fg) est alors voisin de z%&;, avec 2% racines de
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az? +2bz2+d=0,A= ((; Z) Or Re A > 0 entraine que az? 4+ 2bz +d = 0 n’a

pas de racines réelles; 4 nouveau par un argument de continuité, on peut se déformer
sur Im A = 0 et le résultat devient évident.)

Proposition 2.  Soit Ay matrice 2 X 2 symétrique réelle, Ag > 0 et zo € C\ R_.
I existe alors €9 > 0 tel que pour A = A; + 1Ay, ||A— Ao|| L €0, 2€C, |z2— 20| L &0
on ait

(72) pd* est elliptique et O(p**) > ¢ .

Le systéme C? associé & p™* est inversible sur L:’l <) Lz;

73 _ I3
(73) et II(C”)—IH Ssol, pour max(|b;|, [b2]) < ;0 .

PREUVE.  D’apres (59) et (60) l’opérateur C° dépend continiement en norme de
A et z; comme py = pA0:%0 est clairement elliptique, il suffit de vérifier que le C°
associé a pg est inversible sur Lg’ EBLE,+ , ce qui est démontré dans [G.L, Appendice D];
on peut aussi utiliser la preuve de la proposition 3 suivante.

Proposition 3.  Soit Ay matrice 2 x 2 symétrique réelle, Ay > 0et Cy >0,C; >0
deux constantes données. Il existe alors ¢ > 0 et ty > 0 et pour t €]0,¢0], C(t) > 0
tels que pour A = A; + 1Ay, z € C vérifiant

(74) |Rez| < g, Imz =t €]0, ]
|41 — Aol| <o, || A2]| < Cot

on ait

(75) p™* est elliptique et O(p™h*) > Cyt .

Le systéme C° associé & p™* est inversible sur L;,"1 &) L;f2

(76) Cit
et [(C7)7'|| < C(t) pour max([bi],|bs]) < —-

PREUVE. D’abord, si ¢q est assez petit, ||4; — Ag|| < €o entraine A; > 0. Avec
(=€¢+wmona

Rep™*(¢) = "€41€ — 2"€4ym — "Ain + Rez
Imp™3(¢) = €426 +2'€An — A + 1t .
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Donc pour ||4;|| < Cot, ||n|| £ Cit,on a
Imp™3(¢) 2 ¢[1 - 2[|¢] | 41]| Co — Coll€]1*] - CFCo

et si to, £ sont assez petits pour ||| < D, ot D > 0 ne dépend que de Cp, on
aura Imp##(¢) > £. Aussi, pour [|¢]| > D on a Rep®*({) > €A € — 2|€||Co C1 2 —
| 41]|C2t% — e > 0'si tg et o sont assez petits. Il en résulte (75) et plus précisément

(17) |Imé] < Crt = [pA*(6)] 2 clef + 5

ol ¢ > 0 est indépendant de t €]0,to]. Alors d’apres (77), (63), (64), S envoie (L;)2

dans (Lt ﬂ)z, B = %‘—', et sa norme entre ces espaces est estimée par une fonction

C(t) > 0. Par la preuve du lemme 1, il suffit donc de prouver (76) avec by = by = 0.

Soit I un secteur angulaire du plan défini en coordonnées polaires (r,8) par r > 0,
6 €)6_,6.[. Pour u,v € H(T), posons

(78) a(u,v):/tVuAVf)+zufr
r

qui est une forme hermitienne continue. Alors a est coercitive, quitte & diminuer gq
puisqu’on a

Ima(u,u) = / "Wudy Vu + tlul?

(79) :

Rea(u,u) = / 'VuAd; Vu + Rez|ul?
r

qui implique (||Az|| £ Cot, |Rez| < )
(80) la(u, u)| > ct |Jull3

pour un ¢ > 0 indépendant de ¢ €]0, ¢o].

Par le lemme de Lax-Milgram, pour ¢ € L?(T") donné il existe un unique fp €
H}(T), qu’on notera (PA’Z)B1 g, qui vérifie pour tout v € H}(T), a(fp,v) = fI‘ gvu.
On a PA*fp = g dans T et Ifollay < (ct)|lgll2. De méme, il existe un
unique fy € HY(T), qu'on notera (P*4*)y'(g) qui vérifie pour tout v € H(T)
a(fn,v) = [rg¥;o0n a PAT fy = g dans T, ||fn|lm < (ct)_1||g||Lz et la formule
d’intégration par parties valable pour ¢ € C$°(R? \ (0,0))

(1) [Prere=attor- [ 74V

implique que les traces sur la partie lisse de OI' des dérivées normales N(f) =
V- AV fl|sr sont nulles.



PROPAGATION DES ONDES DANS LES DIEDRES 71

Vérifions déja que C7 est injectif sur (L )2. On suppose o = +, le cas 0 = — étant
analogue. Soit donc § = (§1,92) € (LT)? tel que Ct § = 0. Posons U = (PA*)"1 G,
G = —[g1 ® 6230 + 92 ® b2,=0], U4 = Ulgs, U= = U|ge. On a U € HE~*(R?) pour
€ > 0,donc U_ € H'(Q®) et par (70), N(U-) = 0. Comme P#* U_ = 0, (81) implique
a(U-,¢) = 0 pour tout ¢ € F, ou F est 'espace des restrictions & Q¢ des éléments
de C§°(R?\ (0,0)). Comme C§°(R?\ (0,0)) est dense dans H'(R?), on a a(U-,v) = 0
pour tout v € H*(Q*), donc U_ = 0 donc Uy |aqi = 0, d'ott Uy € H}(Q') et comme
PA*U, =0, on en déduit U, = 0 donc G = 0, d’ot1 l'injectivité de C+.

Pour achever la preuve de (76), on introduit E(T'), espace des distributions sur le
secteur angulaire I',; qui vérifient en coordonnées polaires

L1 v
(82) u € C%([0-,6+]; Hy(Ry)) ~Opu € CO([6-,6+]; L*(Ry))
wr=0;0=0_)=u(r=0,0=604)

ou H! et L? sont munis de la topologie faible.

On remarquera que pour x € C§°(R2), u — xu envoie E(I') dans H(T"). Pour u €
E(T), u|sr existe, et appartient & H(9T'). De méme, N(u) = (- AVu)|sr, 7 désignant
la normale unitaire extérieure, existe et appartient a L2(9T'), ces morphismes traces
étant continus. Alors (76) va étre conséquence de

Lemme 2.

(83) i) Pour tout g € L*(T"), h € H'(9T'), il existe un unique u € E(T')Nn H(T)
tel que PA%u =g, u|gr = h.

(84) ii) Pour tout g € L*(T"), h € L?(9T), il existe un unique u € E(T)NH(T')
tel que P4*u =g, N(u) = h.

De plus il existe une fonction C(t) > 0, t €]0, ] telle que

(85) [ull < CE) gl + IRl -

Vérifions que le lemme 2 implique (76). Si fe (LF)? est donné, il existe par (84)
U- € E(Q®)N H! vérifiant PA*(U_) =0, N(U-) = :2£ et |[U-|| £ C(t)||f|| Donc il
existe d’aprés (83) Uy € E(Q') N H', vérifiant PA*(Uy) = 0, Uylagi = U-|age
et Ut < (C(1))? ||f|| Alors U € L*R®) défini par Ulgi = Uy, Ulge = U-
vérifie PA*U = G = —g; ® 67,20 — g2 ® 6z,=0, avec g; = N(Uy) — N(U-)|z,=0,
g2 = N(U3) = N(U=)|z,=0 donc § € (LF)? vérifie C* § = et llgll £ C(¢) ]|f|| avec
une autre fonction C(t), d’ou (76).

PREUVE DU LEMME 2. L’espace E(I') se transportant par changement linéaire de
coordonnées, et puisque A = A; + 1 A; avec A; > 0, on peut supposer 4; = Id.
Comme nous avons déja vérifié 'unicité de u, il suffit de vérifier I'existence de u
satisfaisant a (85). Pour cela, nous réintroduisons la transformation de Mellin M
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sin 6 cos @
l’opérateur de symbole ' A¢, —L 4 son image par transformation de Mellin, N4 I'image
de Vopérateur de dérivation normale (7- AV f)|sr. On a (voir le § 2.1 (29)), ou (|)
est le produit scalaire (complexe ici) défini par A, et avec ||a||®> = (a | a)

définie au § 2.1 (24), et les vecteurs ¢ = (C.OSO)’ = - (sma)' On note Ly

(86) La=|7|* 85 +2(| 7)(z — 1) 36 + 2°|18]1* + =(I7)* — |1€]|*)
(87) Na=%[#|8)z+|7]*0)] (+ en=6,,— en 6=06_)

de sorte que pour u € C$°(R? \ (0,0))

(88) —M[Lau)(z,8) = La(Mu)(= +2,6)
(89) M([VAVu|(z,0+) = Na(Mu)(z+1,64)

et la formule d’intégration par parties

0+

(90) La(f)gdo = a.(f,9) + Na(f) gl

6_

]
O1)  a(fig) = / " |12 B f Bog + =(F'| 7)(0f G — O3] + 22| £7 -

Soit @ > 0 petit. Pour z € U = {7 € C;Rez € [_Tl-—a, %—f—a]} on note H? I'espace
H?((0-,64)) muni de la norme ||} = |03 f|7. +(1+|2])*06 f 72 +(1+|2)*|f[72, et ¥,

1 =0, 1 les opérateurs de trace yo(f) = (flo,, flo_), n(f) = (NA(f)|Q+7-’VA(f)|0_)-
Soit T}, , les opérateurs de H? dans L*®C? , ||a; C2 ,||* = (1421209 (Jag |2 +|az|?)

(92) T .(f) = (La(f)y7i( )

qui sont bornés (uniformément en z € U) d’aprés (86), (87). Lorsque A = Id, i.e.
Az = 0 un calcul explicite prouve que Tg’z (resp. T}‘,:) est bijectif pour z € U (resp.
z € U\{|z| < a}), et que leurs inverses vérifient ||(T4, )" }|| < C, avec C indépendant
de z. Comme A = Id + 17 Ay, ||A2|| £ Cot, ce résultat subsiste pour TA si to est assez
petit.

Pour prouver le lemme 2, on se rameéne d’abord a h = 0 comme suit. Dans le
cas Dirichlet, pour h a support dans r < 2 notons h = (h_,h+) Alors M(h)(z)
est méromorphe dans Rez < 1, son seul péle est en z = 0, simple de résidu
—(h(0), h(O)) et pour touta < g ona [ ,_ |z[*|M(h)(z)]> < Cte ”h”ill(ar‘)’ puisque
Mh(z) =L [ K'(r)r=*dr. Posons

1
9z7r

(93) w(r,0)= /R . r* W(z,0)dz + h(0); W(z,8) = (T§.)"'[0, M(R)(z)] .



PROPAGATION DES ONDES DANS LES DIEDRES 73

Par construction on a L4 w(r,0) =

Rappelons que la transformation de Mellin est une isométrie (é. 2r pres) de L? (R+)
sur L*(Rez = ) d'inverse M7'F(r) = 3= [, =51 F(z)r*dz. D’aprés ce qui
précede on a

82W 2
/ df / oL 1 2100w P + 1=PIW17) 1d] < Cte 14l
Re z——

donc W, zW, ;W appartiennent & C°([0_,0.]; L*(Rez = })) par les injections de
Sobolev, donc d,w, 1 dgw sont CO([0—,0,]; L2) et on a aussi w = & + h(0) avec
W € C°([0-,604]; L2). On a w|sr = h par construction. Si x € C$°(R?), x = 1 pour
r < 3 on aura donc yw|sr = h; PA*xw = xzw+[PA%, y]w = ¢ € L%, ||| < Cte||h||
et |[xw| grynar () < Cte||h|| g1 et en remplacant g par g—1), on se ramenera & h = 0.
On procede de méme dans le cas Neumann, en utilisant cette fois

1

7z7r

(94)  w(r,6) = /R . r*W(z,0)dz; W(z,60) = (T4 .)" [0, M(R)(z — 1)]

=g

en remarquant que w(0,8) = 0. On aura alors N[xw] = h + [N, x]w|sr = h prés de
r = 0. Maintenant, lorsque h est & support dans r > 1, on peut supposer par exemple
queI' = {0 < 8 < 6y} et que h = h(x) est a support dans ; > 1. On reléve alors les
problémes de Dirichlet (D) et Neumann (/N) en posant

1 : . .
(95)  wp(zy,22) = '(9—7r)/emﬁﬁmq(f’)h(ﬁl)d&
1 Opg

1 izg E1+iz2 €3 (61 ! 7
(96) wN(l‘ly‘T'z):@/e futiz2 G (6) (:2' 0—52) (&1, ;(&))h(fl)dfl-

Ona PA*wp N = 0dans 23 > 0, wplg=¢ = h, N(wn)|¢=0 = h, wp,n € E(T)NH(T)
et sa norme dans cet espace est estimé par C(t)||h|| (voir la preuve de la proposition 3
du § 2.3). En choisissant x(z,z2) € C( R?) & dérivées bornées, a support pres de
{(z1 = 1,22 = 0)}, x(z1,0) = 1 prés de z; > 1, on aura yw € E(T) N HY(T),
Ixwl < C@lbl, PA*xw = [P xjw = , ¢ € L3, |9l < Coll e
(xwp)lr = (h sur 8 = 0, 0 sur @ = 6), ainsi que N(xywny) = hsur § = 0, 0
sur 8 = ), en choisissant, ce qui est toujours possible x tel que N(x)|z,=0 = 0.

Remplagant u par u — xw, on est ainsi ramené a h = 0. L’existence de u dans
HY(T) vérifiant I'estimée (85) est alors conséquence de Lax-Milgram, et on est ramené
a prouver des estimations sur v dans E(T"). Pour cela, on écrit 1 = xo(z)+x1(z)+x2(z)
ol xo localise pres de r < 2, x; pres de (OI'Nr > 1), les x; étant C™ & dérivées bornées
et telles que N(x;)|ar = 0. Si on pose u; = xju, on a PA?u; = [PA% yjlu + g
qui est estimé dans L%(T) et ulsr ou N(u)lsr = 0. On en dedult des estimations
dans H?(T') pour u, et aussi pour u; par la théorie elliptique des opérateurs dans
un demi-espace, et on conclut dans ces cas par linjection de H?(T') dans E(T). On
peut donc supposer u & support dans r < 2. On travaillera & présent dans le cas
Neumann, le cas Dirichlet étant analogue et plus simple. On a donc L4u = v € L%(T"),
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N(u)lr\oy = 0, support(u) C {r < 2}, u € H'(T). Soit f(z,0) = (Mu)(z,9),
g(z,0) = —M(v)(z — 2,6). Alors g est estimée dans L?(Rez = b; 6 € (6—,64)) pour
b <1, et zf, Opf sont estimés dans L*(Rez = b; 8 € (§-,64)) pour b < 0. On a
La(f)=getaussi Na(f)=0

( en effet d’apres (81) [Lvg = [.*VpAVv pour tout ¢ € Cg°(R® \ 0) d’olt en
effectuant la transformation de Mellin, pour b <« 0, f:* JRe sep IM @ —a.(f, M@) =

donc par (90) et L4(f) = g, [fRez_ NA(f)Mcp] = 0donc Na(f) = 0). On a donc

pour a > 0 petit f(z,60) = (T4 ,)"*[9(z,0),0] pour tout z € {Reze [-1-a,-a]},
ce qui entraine que f(z,) se prolonge 3 z € {Rez € [— 1 —a,3 +a;|z| > a} et
vérifie ziagf € L} (Rez = pN|z| > a, 8 € (6-,04)) pour p € [— i-aq, 1 +aq.
Par la formule d’inversion de Mellin et la formule de Cauchy, on a puisque u € H!(T")
implique u € C°(6; L?)

1

u(rcosf,rsinf) = 5n (T4 ) ' 9(2,8),0]r% dz
< Rez=1 '
o ro— [ (@) e(2,0),01r" d
2w Az e '

|z|l=a

Dans (97), le premier terme est estimé dans E(T') pour r borné, et il suffit donc
d’estimer le résidu. Pour cela nous utilisons une méthode de Grushin. Pour z prés de
0, A= A, +1A; prés de Id, notons Q(z, A) loperateur de H2®C dans (L2 C?)aC
défini par Q(z,A)(f,z) = (La(f) + z1,m(f)), fo '(0)do). 11 est inversible car

Q(0,1d) Dest. Si on désigne par E = (E, ;) son inverse Ey (z,a) : L3 & C* — HZ,
Ei2(z,A) : C —» H} Ey4(z,4) : L2@ C? — C, Ey5(z,A) € C, alors TA,Z est
inversible ssi Fj 2(z, A) # 0 et on a alors (T}‘ y"'=E);, — Ep E'2_21 E;;.

Un calcul élémentaire prouve que Egy(z,Id) = c2? avec ¢ # 0; on a aussi
E»2(0,A) = 0 pour tout A car T} 4(1) = 0. Comme aa—:, E3,(0,1d) # 0, on en déduit
Egg(z A) = e(z,A)(2® + q(A)=2), avec e # 0. Pour A réelle, on a ¢(A) = 0 car
T - est inversible pour z # 0,z ~ 0 (puisqu'il n’existe pas de solutlon au probléme
A(r ¢(8)) =0, On(r*p(0))|or = 0 dans un secteur angulaire I' du plan pour z # 0, 2

pres de 0), donc ¢(A) = 0 pour tout A. Il en résulte que dans (97), le terme de résidu
est de la forme

04

6+
(98) Logr - bo(6) [ " an(¢)a(0,p)dp+12(6) [ ar()a(0.0)dp

b+
+a( 9)/ ©) 9:(0,9) dp

avec ; € H3, aj € L. Or ce terme doit appartenir & H(T') prés de lorigine.
On a donc nécessairement 1o(6) [+ ao(y) 9(0,)dep = 0, %1(8) [, a1 () 9(0,0)dep +

6 . . .,
6) [ a2(p) 92(0,0)dp = C ol C est une constante, qui est donc estimée par
|lv]|L2¢ry ce qui achéve la preuve du lemme 2. ¢
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IV.3. Preuve du théoréme 2

L’objet de ce paragraphe est de prouver le :

Théoréme 2. Soit M = M' ou M® et u € H}(M) solution de Pu = 0. Alors
SSy(u) C Ss.

Compte tenu des résultats classiques sur les problémes aux limites sur les variétés
a bord analytique, il s’agit de vérifier que si po = (zg = 0,£7) € T*L N &, on a pour
u € H}(M), Pu=0, po ¢ SSp(u). Pour cela, nous allons utiliser la proposition 3 du

§ 3.5, dont nous conservons les notations. On pose zy = —i ; et
(99) F(z,3) = T($u)

(100) Gi(21,2",A) = (T1 @ T} )(¥]22=0 91)

(101) Ga(22,2",2) = (T2 ® T} )(¥ ]2, =0 92)

(102) G=F(Gi1+Gy) (—si M=M' + si M=M*).

Rappelons qu’on a p(z,£) = '(¢' —v)A,(¢' —v) — R, ou v(z,£") est linéaire en £,
R(z,€") quadratique en £"”. On posera

. ,Z’z"+ "N I= Z”,

(103) V(lC - N CII) C IIH( C)

R(i¢, 22" + (") = (2", () .

D’aprés le § III.1, on a

. . 1 1
(104) P26, ) = (12 = p) Aig(iz' — ) =7 + 5 PY(2,O) + 35 Po(2,0)
ou p‘lt (resp. p}) est un polynéme de degré 1 (resp. 0) en z. Comme po € &, il existe
W voisinage de 2y, D > 0, r = (r1,72), § > 0 tel que pour A > Ao
(105)  Feo>0, [pH(zC N 2 co(l+[sD?, iGN < Doy =€ Rz 8) x W

ou §(r, 6) est défini au § 3 (30) avec les contours triviaux 4; = 0. Quitte & diminuer
W,r,6, D il existe d’apres le § 3., Lemme 3, ¢ € £E~%(W;r,6, D) tel que gop? = 1. En
choisissant le support de v assez petit, on a alors :
F e B{(W,r,8), e[\ PLF -G e BYW;r,§)
(§ 3., proposition 3);
e [F —Op(q,C1,C2) A7%G] € B3 (W; 1, 6)
(§ 3., proposition 1, car § 3 (52), (53) sont satisfaits ).
D’ou en utilisant le § 3, proposition 2 et 3 et le § 3, lemme 7

ATMI(Tr N 6 0 Op(g,C1, C2)G) = G1 + my

(106) { /\_IH(TrétN:f'C 0 O0p(q,C1,C2)G) = G2 + mg

avec e mj € HJ(W;r;), (106) étant valable pour tout C, Cy, C; assez grands, € > 0
dépendant de C, Cy, Cs.

Nous allons a présent détailler la structure du systéme (106).
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o0
Lemme 3. Onag=3Y q(iA)7% g = (p")" "V gp, do =1, Ge(2,¢) = E (iz)”
£=0 la|<32

de,a(C, A), et il existe A, B tels que pour tout £,a, ||C|]| < D, A > Ao, |q,,o,((, A)| <
ABtel.

PREUVE. Les §; sont déterminés par récurrence par §o = 1,

1 . o2 pt
B\—(2041) 5 _ 1y —(2i+1) 5. P
(1’)( )‘11— E ‘aag[(.”) ' q.] ;3
lal+i=t
L
donc
~ a — (27 g A aa1+azpn
Ge=-pD S — va atan 6 (@NTE) 0 4 =
|°‘1+:}£ll+"—l

Comme p, est un polynome en z de degré 2, g, est un polynome en z de degré au plus
3¢, et pour z € Qr,8) x W, |ge(2,(,A)| < AB4€/(1 + |z|)72~¢ par le § 3. (33) donc
|de(z,¢,A)| < AB®£!(1 + |z|)*¢ d’ou le lemme 3.

¢

Soit & présent S; le composé formel .N’]“ 0g. On a §; Z(z)\) Sje, Sje =
Y 2 0g N} 02(qi). Comme N(z,¢,0) = £ 22(iC iz + c) + N0, K

|a|+i=¢

(resp. 2) si § = 2 (resp. 1) on obtient comme dans le lemme 3

(107) Sje=(p")~ 2V S, 05 S0 = Z (i2)* Sj.0.a(C, )5 |Sea] < ABYR!
la|<3+1

(108) Sjo0 =N

j

de sorte que S; € £E71(W;r, 6, D) et en utilisant le lemme 2 du § 3 et la preuve de
la proposition 1 du § 3, on obtient es’\[/\f}yc o Op(q,Cy,C2)G — Op(Sj,Cl,Cg)G] €
Bi(W;r,8), et donc par le lemme 7 du § 3, on peut remplacer (106) par

(109) ATMI(TEY Op(S;,C1,C2)G) =G +my, j=1,2.

s o ss ..
qu’on écrit sous forme matriciel

ML pfL2 G\ _ (G my
) (i ) (&)= (8)+ (o

Nous allons expliciter les termes M1, M1:2 les deux autres termes s’obtenant par
symétrie. On a, dans Rez; <Oaveco=—si M =M, 6 =+si M = M®

11~ 11 dw, L[ girazba- = P,
(111) M G - N Z] —wy | |<Z\ 012-1—1»1}-100 (IA)
al<gy

<P

—a Sy e(wr, 22 — ib, 250, 0) (=8.) " Ga(ws, 2", \) db
¢ i
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ou le contour d’intégration en w; est ’axe imaginaire orienté du haut vers le bas.
En notant v, le contour orienté dans le sens direct qui entourent la racine en wz de
p} (w1, we,2";0,)) = 0 dans —o Rew, > 0 et en posant

—1 1
(112) M}"; =5 /7 = 0¢ S1,e(wy,ws,2";0, ) dw,
qui vérifie
(113) Mo (w1, 2", X)) < A Bf By (1 + )~

pour z" prés de z{ et w; dans un voisinage conique de 7 R, on obtient
(114)

1,1 — e+l dw, 1,1 " _1_ * "
MG = %—(z ) "w_/—wl My, (wy, 2 ,/\)(i/\az) Gi(wy,2",A) .
lal<

€< zé—
On remarquera qu’on a

1 N
(115) My (ws, 2", ) = 5= / (S5 ) (2,250, dwy

Qmw

d’oli puisque N} = £ gP—(zC,zz +¢)+1 ./\/I”O(C) d’aprés (104)

,, 1 1
(116) 30w, 2" 0) = 5 0(————“1““,1')).

De méme, on trouve

117 Mg =L [ o g L [ambeaR RO

2ir ) 23 —wy z2—-0027

lals 2=
153{;
L 925, 4wy, 5 — iby, =";0 A)(la )“G (3 — i by, 2", \) db
a ¢ 21,\W1, L2 02, ~ 4, U, i z 2({ T2 2y ) 2
donc
(118)
+oo 1 o
M?2G= % (u)—"/ ]\f!cl"z(zl,—ib2,z",/\)<aaz> Ga(—iby, 2", \) dby
lal< 2 et
lst’.\;
avec

d,
(119) ML (2,0) = 22 /—L 0 Sy o(wy. 29,20, }) .

4i72 1 —w; al
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En calculant cette intégrale sur un contour de taille O(1 + |z;|) qui entoure la racine

de p*(wi,z2,2",0,)) = 0 vérifiant Re(w;) > 0, il résulte de (107) qu’il existe des

constantes ¢; > 0, A, By, B, telles que pour Rez; < ¢g + ¢1 |Im 2|, |Reza| < ¢, et
"" prés de z{ on ait

AB!BI* o
120 Mp2(2, M) € =212 = (14 |zy)
(120) | M, ( )I_.(1_+|z T oD (14 |22])
On a aussi
1,2 +o dw, 'N'lﬁ "
(121) M3 = grp [ s Th (2, ,0,0) |

Si z;t(22,2",A) est la racine dans Rez; > 0 de 'équation p(z1,22,2"";0,A) =0 on a

12 _—¢ _1 _ (M
donc Myy = 37 e (%_{_1:'
de ’équation p(0;£1,€2,€") = 0, on a 27 (22,2",0) = —i & (1 22,42") + O( ) d’ou il

résulte

- 0). Si £ (€2,€") est la racine dans Imé; > 0
n= z1 R

1 o
)
22 (0= 0565, 62,6 |eymi 2, rmisn

4 2 + 1 &H (6 29,12") 3&

My5(z,)) =

(122)

1
+O(M1+pﬂ+pﬂXLHmD)'

Rappelons que Lg est P’espace introduit au § IV.2 (52), (53), et que p|(2") =
1 (Rez")%. On choisit 0 < By < B2 petits ainsi que W, petit voisinage de zg, et on
introduit la chaine d’espaces de Banach E, = L, g,4(1-0) 8, - Alors puisque IIG; = G;
on a Gj € Hy(W,Ly) et de méme, puisque (106) entraine Ilm; = m; et que le
projecteur de Hilbert est contenu sur L2, e mj € Hyn(W, Ly). Soit E, = E, @ E,,
ou z; sera la variable dans le premier facteur, 22 la variable dans le second facteur.
On définit des opérateurs Mﬁ,_a(z”, ¢",\) de E, dans E,

k,1,1 k1,2
My s M

oo
(123) M, =
ME21 Mk .2, 2
oo

en posant
(124)

MEL +1 dw, 1,1 " ma' a

MEZ e = 5o [ ST B ML N ) )

alt

ou « est le contour Rew; = —[o B1 + (1 — o) Bo] orienté de haut en bas, ainsi que

(125)  MuL2(R)(z1) =

/ Mll 22,0"( _i b25 Z", /\)(Cu)a”(azz)az
tfag=k vIm(b2)=—[0 1+(1—0) Bo]

ol

h(—i by, 2", A) dby
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et la définition analogue pour les deux autres termes. Alors il résulte de (113) et (120)
que les Mﬁ,’ » Vérifient les estimations (31) (on a (' = —izy = 0), et commutent &
gauche et & droite aux injections de la chaine, les termes M*12 M¥21 envoyant par
ailleurs E; dans Eq si 81, B, sont assez petits. On peut alors appliquer la proposition 1
a la matrice Id — M¥, o (lidentité étant identifiée a 'opérateur pﬁ,,, =Idsik=0,0
sinon). En effet (37) résulte de la définition (34) de g,,0, puisque e**m; € H,n(W; Lo)
implique que la somme (34) étendue & k < A est exponentiellement décroissante dans
H,(W; Lg,); (38) est conséquence de (116) (122) et de la proposition 2; (39) résulte
ici de la commutation des opérateurs aux injections de chaine. Il en resulte

(126) VB2>0,3e>0,e*G; € Hp(W;Lg,) .
Orona

Lemme 4. Soit f(2",z1,\) € HLP::(VV;L2(R+)). On suppose qu’il existe € > 0,
B > 0 tels que e* Ty f(21,2",X) € Hn(W;Lg). Il existe alors ¢’ > 0 et § > 0 ne
dépendant que de € et 8 tels que

(127) e f(Z"Jl,)\) 1x16[0,6] € Hs:"(WiLil) .

PREUVE. On a Tjf(z1,2",)) = foo Azyzi=A f(~ ',z1,A)dz,, de sorte que (voir
le § 3.1 (4))
Tif(a+ib, =" A) = % fra(=Ab, 2", \)
avec
Fra(an, 2" A) = e~ 3@=m07 £(27 20 Ay
Par hypothese || Ty f(—f8 +1b,2",A)||2 < C e~ 2201z done

2 ”n
“f)\‘-—ﬂ(xl,z”a/\)”Lz(ztl) S C/\1/2 6—/\ L._,-——EA+>\</)"(Z ) ,

donc )
Y 82 _
1z et0,8 F(2" 21, MlL2gay) S C A2 X Al88+F =]

d’ou le résultat.
¢
D’aprés (126) et le lemme 4, quitte & diminuer le support de ¥, on a e* G €
BY(W;r,6) pour un € > 0, si W,r,§ sont assez petits. Il résulte alors du § III. (105)
et du § III., proposition 1, qu'on a e* F € B3(W;r, ). Rappelons que F = T(yu) =
(T ® T))) Yu, et que les espaces ET, I intervalle contenu dans [0, 27], sont définis au
§ I1.3., et que E, E, sont définis au § II.1 (5) et (6). On a E = E1%3%[ (cas intérieur),
E = E13:2™ (cas extérieur). Comme Ej est un sous-espace fermé de E, on a

(128) eA T (Yu) € Hon(WSE) = po & SSp(u)

par définition de SSy(u). De plus, d’apres le § II., proposition 3, on a Tj(u) €
H,/(W;E). Pour prouver le théoreme 2, il suffit donc de vérifier qu'on a dans le
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cas intérieur (resp. extérieur) e=* T)(vu) € Hyn(W, ET) pour I = |0, F[ (resp. dans
les troix cas I = ]%,ﬂ’[, I = ]7r, 321[, I = ]323,27r [). Rappelons que F' = T(yu) =
(TL ® Tjj) Yu. Si on pose

2 N et 2!
(129) (T HF)(", 2" A) = ( 7r) /2 eire' b —x flz' =’ 2" N)dY
le théoréme 2 va donc étre conséquence du :

Lemme 5. Soient W,r,6 fixés. Si x(z') € C'°°(IR2) est a support dans |z'| < p, p
assez petit, 'opérateur f — x(a')(TL)~!(f) envoie BZ(W,r,6) dans H (W, EI) dans
chacun des cas I = 10,3 [, I =] %, x[, I =]m, 3], I—]-‘""—’-'- 2n .

20"

PREUVE. Rappelons que B3(W,r,68) = H*(W;r) + R HZ4W;r,§) avec g = (0,0),
£=(-2,-2). Pour f € B}, on a donc f = fo + f1 + f2, fo € H?,

fl(z a*’ 9 ) / Tl(alvizl)hl(z2’z”7/\7al)dﬂl(al) )
Ay

fg(z',z",/\)zf ro(ag,t2') ho(z1,2", A, az) dua(as)
Az

rj, hj vérifiant les estimations du § III. (29), (30), (31). Les variables z" étant ici des
parametres, nous ne les considérerons plus. Puisque fo € H?, pour tout a et tout
u € R? voisin de 0, il existe Aq, By tels que ||( 0:)*(fo)(1 + |2')?|| L2(Re 2r=u) <
. ‘ot 1”2
Ay ABae? % 1l en résulte que g(a',y',A) = (7}‘;)2 fRz eV =N iyt — b N db
vérifie pour |y'| petit et tout «, 95 g € C°(y'; H?)) avec 195 gl < pola(A) donc
(TL)"(fo) = glar=y vérifie ||x(2)(TL)" (fo); HA(R?)|| < pol()), d’otr le résultat
pour fo. Il suffit donc d’étudier f;; alors a, joue & nouveau le role d’'un parametre et
nous ne le notons plus. On a

2 e 2'2
(130)  (TL)"}(fo)(2',A) = (‘)i) /e"\‘ VNI (6 4 i) hy (2 — i by, A)db
K9

En écrivant a nouveau

" _ A2 v\zb’ ' )\1'2’- —)\ﬁ . ]
gz’ y', ) = o e (U + iy’ ) e T e T hy(yr — by, A)db

&

et (TL)"(f2) = gly =z, il suffit d’estlmer pout tout a et uniformément en y' prés de 0
les dérivées (O, )"‘ g dans E prés de 2’ = 0. Or r, € R™2 qui est stable par dérivation,

2
sup(9y,)*(e” ’\'%) est & croissance polynomiale en X et 3¢ [e™* 3 hi(yr — by, )] est
R

estimé dans Lb1 pour |y;| petit. Le lemme est donc conséquence de la proposition 3
du § I1.3.

¢
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IV.4. Preuve du théoréme 1

Théoréme 1.  Soit M = M* ou M® et u € H}(M) solution de Pu =0, on a

(131) SSy(u) = m(SS(w) \ T%)

D’apres le § II. (39), il s’agit de prouver linclusion SS;(u) C n(SS(uw) \ Tx).- A
nouveau compte tenu des résultats classiques sur les probléemes aux limites sur les
variétés a bord analytique, il s’agit de vérifier que si po = (zg = 0,£y) € T*L
satisfaisant '

(132) po & m(SS(w)\ TA)

alors on a pg ¢ SSy(u). On pose toyjours zy = —i €y, et on conserve les notations

(99)-(102). En particulier (132) entraine
Pour tout z{ € iR?, il existe o > 0 et U voisinage de
(133) 1 2
(20,20 ) tel que F = T(¢u) € Hy—eo(U) avec ¢ = 3 Re(2)” .

De équation Pu = g6, et de (132), on déduit aussi pg ¢ 7(SS(gé) \ TA) ce qui
entraine puique =1 6, = 22 6; = 0, qu'on a

(134) po ¢ m(55(xj9;6;)\TA) 7 =12
donc

Pour j = 1,2 et tout z; € :R, il existe ¢g > 0 et U voisinage
(135) de (zj,25) tel que G; =T; ® Ty (3 g5 6;) vérifie

0:; Gj € Hy_.(U) avec o = "(2") + %(Rezj)2 .

Le lecteur remarquera que tout le probléme consiste & obtenir des estimées
uniformes pour |2'| grand, et que (135) n’estime pas les G, mais seulement les 9; G;.

D’apres le § IV.3, il suffit de vérifier qu'il existe une fonction de localisation ¥, un
€ > 0 et W (voisinage de z(), r, 6 tels que 'on ait

(136) e F € BX(W,r,6)
et d’apreés le § III. (105) on a

F e B}(W,r,é
(137) { o(W,r,6)

A? Pé F=G+m, erm e BY(W,r,6) .
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Or on a, si 7 est assez grand

Il existe ¢; > 0 tel que |p*(2,¢,A)| > c1(1 + |2|*) pour tout
(138)  {z=(2") € (UL N | 2 7) X W et tout ,[|C]| < D

pourvu que W,r,8, D soient assez petits.

On notera HZ(W;r) 'analogue de 1'espace HZ(W;r) ot les fonctions f(z',z",)) ne
sont définies que pour |2/| > 27, avec toujours les estimations du § IIL.3 (26), (27).
On pose alors

(139) B (Wir,8) = HM(W;ir) + RHFAW; 1, 6)|j0 2

avec ¢ = (0,0), £ = (—m,—m). On remarquera que dans B, seule la partie
“réguliere” HI™ est constituée de fonctions n’existant a priori que dans |2/| > 2.
De méme, f:'"(W; r,6,D) désignera l'analogue du £7 défini au § III1.3, définition 4,
avec les ge(z,(,A) définis pour 2’ > 27. Dans la suite, on augmentera 7 un nombre
fini de fois, en particulier lorsqu’on aura a utiliser le composé de deux opérateurs, et
on ne notera plus les dépendances en W,r, 4.

En particulier, (138) entraine l'existence d'un ¢ € £72 tel que gop! = 1
(voir la preuve du lemme 3, § II1.3). Comme on a (voir le § III., proposition 1)
pg(z,() =p(i(,iz)+1,0on a pg(z',O, ¢) =p(i¢; & = iz',€" = 0) + 1 donc ’estimée du
§ III. (52) est satisfaite. Comme G € BY, en reprenant ligne a ligne la preuve de la
proposition 1 du § IIL., en particulier en utilisant le § III. (71), on obtient a partir de
(137) que pour tout C;, C2 assez grands, il existe € > 0 tel que

(140) e*[F —A\"20p(q,C4,C,)G] € BE .
Alors, d’apres (133) et (140), (136) (donc le theoréme 1) sera conséquence de
(141) e*G e B .

En effet, (140) et (141) impliquent e<* F € B2 ce qui signifie Fliz>2r = Fi+F2j2>20,
avec e Fy € flg et e F, € RH(EO’O)'(—2’_2); il en résulte que F) est défini pour 2’
au voisinage de i R? et que F, vérifie (133). Comme F vérifie (133), on a (133) pour
Fy, donc e** F} € HZ, d’ou finalement ¢** F € BZ. D’apres le lemme 4, il s’agit donc
de prouver qu'il existe § > 0, W voisinage de zj et ¢ > 0 tels que

(142) erGj e Hy (WiLg)  j=12.

Dans la suite on notera H(B) pour B espace de Banach, I’espace des germes en
2y, lwl H_ (W, B). On se donne 6(b;,b;) € C*(R?) nulle pour || < 1, égale & 1 pour

|b] > 2 et on pose 0,(b) = 0(%) pour & réel positif grand. Pour f(z,A) € lgé, on pose,
pour b; € R

(143) TeE[R)(F)(—1 by, 2", )

Y +oo i 22
= — lim/ €2 b2 AT £ by ey — iy, 2" X)B,(by,by)d by .

27(' ro—30 —60
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Alors Trf[«] est bien deﬁm pour « assez grand, et envoie B dans H(L?(b, € R)); de
plus, les opérateurs Trl et Tri[k] coincident dans [b;| > 2. On a d’aprés (133)

(144) e TN G F - Trﬂn] NioF| € H(I*(b €R))

ou ¢ > 0 dépend de «. Si on note S; = N} og € £71 de (140), (144) et le § III,
proposition 3, le projecteur II envoyant L?(b; € R) dans L2, on a pour Cy, Cy, & assez
grands

(145) {H(’\_l Tr¥[x] Op(S;,C1,C2) G) = G; +mj  j=1,2

e**m; € H(Ly)

ou & > 0 dépend de C}, Cs, &

Comme dans le § IV.3 on écrit (145) sous forme d’un systéme matriciel 2 x 2
M[k)G = G +m, M[k] = (M"[x]); j; on a toujours S; = i(i/\)_l S; ¢ avec (voir le
§ IV.3) =

Sie=E)" S5 Sie= Y (12)5jeal(,N)
(146) le|<3e+1
1360l < ABYE Sjo =N}

ce qui permet d’expliciter la structure de la matrice M[«]. En particulier, on a dans
Re(z1) < 0, avec toujours 0 = — si M = M*, o0 = + si M = M°.

-1 [t db,
o 21 +1by

— 00

(147) MY K)(G1)(21,2",)) =

Z o lim — l)\lz by — A—kz

zg—o—ao 2m
] I<

t<7}—
. —l.’l o _ " _1_ s "
(i/\) o 6< 51 [( 2b1,$2 ’1b2,~ ,0 /\) /\ Gl( zb;,z ,/\)0,;(1)1,()2)(”)2

+o00 +oo
(148) M”[n](Gz)( 71,2 A) = - _ﬂ—' Z i/
—oo - o< o

(GA)7¢

07 ity —iby,2",0,0)

)a Ga(—iby, 2", ) B(by, bs) dbs .

>,|'—'

Pour p > 1, h € L%, on pose

+o0
(149) vo(h) = h(=p) —/ A(st)
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Alors v, est une forme linéaire sur L3, et ||v,|| = O(p~'/?); pour tout h € L on a
(150) h(z) = v,(h) +/ R'(u)du .

D’apres (138), il existe un By > 0 tel que pour tout x > T on ait |p*(z,(,\)| >
c1(1 + |2])? pour 2" € W, ||¢|| < D, |Rez'| £ 20, |Im2'| > &.

On décompose alors M1'![x](G;) sous la forme
(151) M [K)(G1) = My [x, B)(G1) + My [k, B, p)(G1) + 11

dans Rez; < —f, avec 8 > 0 petit devant By ot M, [£)(G1) est défini par (147),
l'intégrale en b; étant calculé sur I'g(k, ) = {b1 =—if+u;u€eR,|ul > 2&}

(152) My [, B)(G1)

-1 dby - 11 . " 1 * . "
== S () ML (=i, 20 (= 8.) T Ga(=iby, 2", A
27 To(x,8) 21 +2b1 o |<2é-( ) Lo ? )(2)\ ) l( 01,2 )

ASZ%

ou M ! est défini en (112), léquation p*(—ib;, —iby,z"”,0,1) = 0 n’ayant pas de
racines reelles en b, pour b; € T'y(k, ). De méme on pose

Ty(x,p) = {bl = —2k+it, t € [—ﬂ,O]}U{bl =u, |u] < ‘_.)K.}U{bl =2k—1t,t € [O,ﬂ]}
et avec la convention 6,(by,b2) = 1 pour by € C, |by| > 2k, b, € R

(153) My [, B, p)(G1)
-1 db,
2r T1(x,8) 21 +Zb]

S (N ML [R)(—i by, 2" A)( 8.)" v, (G1)(=", )
lel< 25
lsg;

avec
(154) M, [x)

R AP 1 I . o
=U“En_1005; et T2 ba—A ;;,34 Sye(—iby,xg —ibg,2",0,X)0,(by1,b2)db,.
On remarquera que ]\I; MK)(=ib1,2",A) est défini pour 2" € W, by € To(k,B) U
Iy(x,B), égal & M[’a sur [y, B) et vérifie des estimations |.Mll,’c: (k] < AB! B%al 21+
|b1])~%. Le reste r; dans (151) est défini par la formule analogue a (153) avec

_—:b' %(u,z”, A) du en place de v,(G1)(z", A). Il résulte alors de (135) qu’on a

(155) erry € H(Ly)
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ou € > 0 dépend de p, &, C;, C;, mais pas de 3.
De méme, on pose dans Re(z;) < 0

(156) M, 2[K)(21, =i b2, 2", 2)

- [T 1 1

= - T 82’ sl,[(‘i bl,—ibz,Z”,O, /\) 0K(bl,b2)db1 .

- 4 —00 <1 + zbl Z!'
qui se prolonge holomorphiquement & Rez; < 0, b2 = u + v, |[v| < By, |u| > 2k et y

vérifie des estimations

|M, 5 [8](21, =i b2, 2", M) <

o

AB! Bl »
12 (] 4|
T T+ o] 12D

(en effet, dans ce domaine, on a 6,,(b;,by) = 0 pour b; réel et p*(—i by —i by, 2",0,A) =0
n’a pas de racines b; réelle, de sorte que M, ,_,1 3[/»] est alors indépendant de k et défini

par (119) ). On a également
(157) sup [IMy 31l (z1, =i b2, =" Wz, < A Bf BIler (14 [by]) "1
ou les constantes A, By, B, sont indépendantes de k puisque
% 0 S1,e(—i by, ~i by, 2",0,X) 6(by, by)| < ABE BN 01 + by + [Ba) 7T,

et le projecteur de Hilbert étant continu de L?(R) dans L§. On décompose alors
M*'2[k])(G2) sous la forme

(158) MU [g)(G2) = My ?[)(G2) + M} *[k, p](G2) + T2
(159) M, *[k](Ga)

=y (z‘A)-“/

lﬂIS‘LAl- To(x,B0)
(53'};

M}2(R)(z1, =i by, =", A) (;Xa,)“ Ga(—iby, 2", \) db,

(160) M, (%, p](G2)

= Z (z')\)”(/
lals 2 T1(x,80)
zg@;

) " 1 @ "
M2 (RN, =i b, 2" ) (50:) va(G2)(", 0 dby

et ro est défini par (160) avec fib: %—ff (u, 2", X) du en place de v,(G2)(z", A). Il résulte

a nouveau de (135) qu’on a

(161) e} ry € H(Lg)
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ou € > 0 dépend de p, k, Cy, Cs.
Posons pgyo(z', Q)= pg(z',O, ¢) =1+ %2' Aj¢iz' qui est un polynome elliptique de

]
o
z' € iR%. On note ‘TI I'inverse elliptique de pg’o dans £72, NV ; les opérateurs de trace

o o ﬁ o o
associés é,pg’o et Sj=N; o ¢. On note M la matrice d’opérateurs (110) associée a Pg,o-
Pour démontrer le théoréme 1, nous allons comparer le systéme (145) M[k]G = G+m

a J\ol —Id. On pose

My, 8] My [s] )

162 M()K,,B=
e -7 (M(?J['c] My [+, B)

M} [5, 8,4 M:'Z{»:,p])

(163) M, B,p] =
e ( MMk, MR, By )

o (]
On notera également M, [k, 8], M [k, B, p] les mémes objets ot on remplace S; par

S;. D’aprés ce qui précede, on a
(164) Mo[k, B)(G) + M [x,B,p)(G) =G +m

avec e m € ‘H(Lg) pour tout 8 > 0, petit, et pour un ¢ dépendant de «, p, Cy, Cz,
mais pas de 3.

De plus (135) implique, avec un € > 0 indépendant de 8

(165) XM [x]= Mo [x,8]— M [x, B, p]) G € H(Ls)
ainsi que
(166) XM — M [x])(G = v,(G)) € H(Lo) -

D’ou finalement d’apres (164), (165), (166)

{ 31~ = 31 (%)) 0 v, + (Malr, B= Mo [x,B))

(167) +(My[5,B,pl- M [5,8,p)} G = G +m
e*m e H(Lg) .

Comme dans le § IV.3, nous allons utiliser la proposition 1 pour étudier le systéme
(167), en le faisant opérer sur la chaine d’espaces E; = E, @ Eo, Eq = Log,+(1-0)8,
avec 0 < 1 < B2 < [, les regroupements de termes étant effectués comme dans
(124), (125). On remarquera que l'opérateur entre parenthése dans (167) envoie Eg
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dans Eg pour 8; < ' < f < 5. En effet, pour les termes du type M(}’l (&, B] cela
résulte du choix du contour I'g(%, #), pour les termes du type Mll ’l[n, B, p] du fait que
la forme linéaire v, est définie sur Ly pour b < p, et p > 1 et pour les termes du type
My *[k] ou M; [k, p] du fait qu'ils sont tous deux définis sur L pour 8 < fo. Donc
I’hypothese (39) de la proposition 1 est satisfaite, et (37) résulte de ’estimation sur
le reste m dans (167).

Il reste donc & vérifier (38), c’est-a-dire I'inversion du terme principal. Comme le
terme principal de M —Id est inversible d’apres le § IV.3, il suffit de vérifier, en
désignant par I[«, 3] le terme principal de My[x, f]— M, [, 8] et par J[«, B, p] celui

de (M — M [g])ov,+ Mk, B, p]— M, [k, B, p], calculés en 2" = zg, ("' = 0, que pour
tout a > 0, il existe «, p tels que

(168) sup (|I1x, 8] Eall + | 11x. 8,0} Esll) < -
BLBe

13P>

Or si & est fixé, on a lim sup||I[x,3,p]; Eg|| =0car||v,; Lg,; C|| € O(p~1/?), ainsi
p—oo g
que lim sup||I[x,B]; Eg| = 0, qui résulte de (152), (115), (116) pour les termes
K—0O ﬂ

diagonaux de la matrice Ik, f], et de (159), (121) pour les autres termes, puisque
Ip*(z, ¢, A)=ph(2',0,¢)| < c(1+]2']), d’ot1 (168), ce qui achéve la preuve du théoréme 1.






V. REFLECTION HYPERBOLIQUE

Pour pg € S7 et a > 0, soit [',, , 'ensemble des rayons entrants en po
() Tpa= {rayons [—a, 0[5 (T*MUT* A UT™ A2)NZy; y(s) = po (s — 0')} .

L’objet de ce chapitre est de prouver le :

Théoréme 3.  Soit u solution de Pu = 0, u € H}(M) et po € S?. On suppose
qu'’il existe un voisinage W de py dans ¥y et ag > 0 tel que pour tout p € W tel qu'il
existey €T'>  a<ag, avecy(—a) =p on a p ¢ SSp(u). Alors pg ¢ SSp(u).

po,a’

D’apres le théoreme 1, il s’agit de vérifier qu’on a

(2) po ¢ m(SS(u)\ TR) -
On posera pg = (zj, 0) € T*L. Nous conserverons les notations du § 1.2; en
particulier 7, &, Fi o0, Z5,, Cb,, Z5¥, Cirt sont définies au § 1.2, (25) a (38).

Commencons par vérifier le :

Lemme 1. Sous les hypothéses du théoréme 3, il existe ¢ > 0 tel que pour tout
p € 7= (po) N Car (P) et s €] — ¢,0[ on ait exp (s Hy(p)) ¢ SS(w).

PREUVE. On raisonne par l’absurde. Soit donc &, — 0 et p, € m~1(po)NCar (P) tels
que a, = exp(—en Hy(pn)) € SS(u). On peut supposer p, — p € 7~ (pg) N Car (P)
et quela blcaracterlsthue de p issue de p est tangente aux faces du diedre par exemple

a4 A1. On a a,, € T*M, B, = n(ay) € TN (S° U S') donc B, € SSy(u) =
7r(SS(u) \ TA) D’apres la preuve du lemme 2 du § 1.3, les rayons issus de 3, ne
rencontrent pas 'aréte L dans le passé, sur un mtervalle de temps indépendant de
n; en utilisant le théoréme de propagation de Sjostrand pour les variétés a bord
analytique, on en déduit qu’il existe g > 0 et des rayons v, : [—€g,—€n] = Zp
(de type 1) avec Image(yn) C SSi(u). D’apres § L3, proposition 1, on peut
supposer vy, — < uniformément sur les compacts de [—¢o,0[. Alors le rayon «
se prolonge en s = 0 (§ 1.3, lemme 7) et on a y(0) = m(p) = po. On a donc

v € T',,, et puisque SSy(u) est fermé y(s) € SSy(u) pour s < 0 : contradiction.
¢
Comme dans le § IV, on pose ¢ = —1 dans le cas intérieur M = M* o = +1

dans le cas extérieur M = M. Comme on a Pu = g6 = 0(g; 61 + g2 62) prés
de z = (2 = 0, 2" = z{), ou les ¢g; sont définis au § IIL.5. (83) et que P est &
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caractéristiques simples de symbole principal réel, d’aprés le lemme 1, I’estimation
(2) sera conséquence de

(3) FipoNSS(gi)=¢, 1=12.

Comme de plus g; est a support dans z; > 0, le théoréeme d’Holmgren-Kashiwara
entraine qu’il suffit de vérifier

(4) Pour i = 1,2, il existe un m; € F; ,, avec m; ¢ S5(g;) .

V.1. Estimation 2-microlocale des traces

On note Vi, V,, V les involutives d’équations respectives z; = 0, 23 = 0,
z; = zo = 0. Rappelons que F; ,, C T* A; est la feuille de z; = 0 qui se projette
sur pg € T*L et que Z:;o = mi(77(po) Ncar (P)) C F; ,, est identifié au segment
[=1,41] €i(po) (voir le § 1.2). L’objet de ce paragraphe est de prouver la :

Proposition 1.  Soit u vérifiant les hypothéses du théoréme 3, g1, g2 les traces des
dérivées normales satisfaisant a Pu = o(g1 61 + g2 62). Alors pour ¢ = 1,2, et tout
point m; € F; ,, avec m; # €,(py), on a

(5) (mi,v) €SSy (9)) => v =0

(Porientation du fibré normal & V; est choisie telle que v = +1 corresponde a z; > 0).

PREUVE. Comme g; est a support dans z; > 0,on a (m;,—1) ¢ SS%,:_I(g,-) pour tout
m; € Fj ,,, et il s’agit donc de vérifier que pour m; # €;(po), on a (m;,+1) ¢ SS%,:_I (gi)-
Dans le cas extérieur, M = M, f = u|;,<o est solution de Pf = 0 dans z, < 0.

Posons ag = fl|;,=0-, a1 = % . Alors ag est a support dans z; < 0 donc

Iz2=0‘
si mp € Fi,, (mi,+1) ¢ SS%/;I(ag). Nous pouvons appliquer le théoréme A.2
de l'appendice si m; # +e1(po) car soit m; est un point elliptique, soit m; est
hyperbolique et alors la demi-bicaractéristique de p issue de m;, rentrante dans
z2 < 0, tournée vers le passé n’est pas dans SS(f). Nous pouvons appliquer le méme
théoreme si m; = —¢e1(po) en prenant pour équation locale pour Vi s = —z1, car la
demi-bicaractéristique de p issue de —e1(pg) tournée vers le passé est contenue dans
xy > 0, donc ds(H,(m;)) > 0; de plus si f n’était pas Vj-sortante en m; il existerait
un rayon v : [—¢o,0] = T (22 < 0) de la variété a bord 23 < 0 contenue dans SSy( f)
tel que 4(0) = m; (en effet, (m;,+1) ¢ SS%,‘ll(f|,2=0) entraine que, pour € > 0 petit,
m € T*(Ay), [m—my| < e et s(m) < 0onamg SS(fley=0). On peut donc appliquer
le théoréme de propagation des singularités analytiques pour le probléme de Dirichlet
de Sjostrand sur les rayons contenus dans z; > 0, ainsi que Pargument de compacité
sur l'ensemble des rayons pour construire ). Or la restriction de v & ] — o, 0] définit
un élément de I', dont I'image est contenue dans $S;(u) : contradiction.
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D’apres le théoreme A.2, on a donc (m;,+1) ¢ SS%,;l(al) simy # €1(po), et comme
g1]z,>0 est de la forme Qg ag + Q1 a1, ol les Q; sont des opérateurs différentiels, il en
résulte (mq,+1) ¢ S S:",;l (91), d’ott la proposition dans le cas extérieur.

On se place a présent dans le cas intérieur.

Soit zg = (zy = 0, 2" = zy), po = (27,&5). On a Pu = —(g1 61 + g2 62) pres
de ¢, et d’aprés le lemme 1 pour s €] —¢,0], exp (s Hy(p)) ¢ SS(g2 62) pour tout
p € 77 1(po) N Car (P), car les supports de g; §; et g2 6, sont disjoints en dehors de L.
Comme P est a caractéristiques simples réelles, est & coefficients analytiques et que
Op # 0 sur p = 0, £ # 0, il existe une distribution w définie pres de z, vérifiant,
quitte & diminuer ¢

(6) Pw + g5 6 =0 pres de z
exp s Hy(p) ¢ SS(w) pour p € 7~ (po)NCar P, s€]—¢,0[ .

(En effet, soit K = 7~1(pg) N Car P. Il existe une distribution w; définie prés de
zq vérifiant SS(Pw; + ¢g262) N K = ¢ et exp s Hy(p) ¢ SS(w1) pour s €] —¢,0[ et
p € K, car H, est transverse a I{. Si h = P w; + g3 67, il existe alors une distribution
wy définie pres de zg telle que SS(wy) N K = ¢ et Pwy — h analytique pres de x4 car
O¢p # 0surp =0, £ # 0. On conclut en utilisant le théoréme de Cauchy-Kowalewski.)

On pose f = (u — w)|z,>0. On a Pf = 0 prés de z¢ dans z2 > 0. On notera
y = (21,2") € R"™ et D'(-, H*(x,)) les distributions en y a valeurs dans I’espace
de Sobolev H® en z3. Si u(y,z2) € &'(R™) vérifie WF(u) N {n = 0} = ¢ alors
u € D'(-,H?®) pour tout s. Si ¢(z) € C(R™), on a ¢ g2 62 € D'(-,L?), et comme P
est elliptique d’ordre 2 prés de p = 0, il en résulte ¢ w € D'(-, H?) et en particulier les
traces w|z,=o €t (—f;’—z'i’z- 2,0 Sont bien définies. On notera également 7 = (z;,2") € C*~!
et si ¢(Z, z2) est une fonction poids a valeurs réelles définie pour Z € U ouvert borné
de C"7!, 25 € I—iJ, I ouvert borné de R, J ouvert de R voisinage de 'infini, et o réel
on notera ici HJ(U, I, J) 'espace de Sjostrand des fonctions h(Z, 22, A) holomorphes

en 3 € U, zy € I —iJ vérifiant, avec g(%, 22, \) = h(2, 29, 1) e72?(5:22) (1 4 |2|)?
(7) VAB, sup{llg(,a—ibrraen; F€U, a€ T} < ANE .
Soit 1 = 1 (Re2)?+ 3 Re(22)%, m1 € Fyp,, mi(z1 = 0,24,€7,60), 51 = (=€) zf —

i £y). Alors pour U voisinage de 1, I voisinage de 0, J = R et ¢ € C§°(R"™) & support
preés de z, égale & 1 prés de xy on a puisque Yw € D'(-, H?)

(8) T(yw) € H. (U, LR) .

Comme on a (voir § III.1. (16))

9) N PET(Yw) = =T g2 6) + T([P, )] w) — T(Pypw)
on obtient

(10) A2 PLT(pw) = =T (3 g2 ) + m
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avec e**m € Hgl(U, I,R) pour un € > 0 dépendant de C, quitte & diminuer U et I.

Pour prouver la proposition 1, nous allons distinguer trois cas : m; est elliptique,
my = —61(p0), m; = tel(po) avec t E] - 1,+1[.

ler cas : my = tey(po) avec |t| > 1. Alors my € T* A, est elliptique. Dans ce
cas il existe un ¢ > 0 tel que |p*(z,(,A\)| = c(1 + |22]) pour A > Ao, z = (£, 22),
% prés de 71, Rez; prés de 0 et ¢ prés de 0. Soit 02 = 1 (Rez")? + 1 [(Re 22)+]2.
Comme g2 §; = g2(z2,2")65,=0 et que g2 € L? est & support dans z2 > 0, on a
T( g2 62) € HY,(U,1,R) et (10) entraine alors par ellipticité T(yw) € HZ,(U,I,R).
En utilisant comme dans le § II1.5 la formule de trace (96) qui permet de calculer

Ti @ Tjj (w]zy=o0, -gﬁ-l 2=0) en fonction de T (w, g—;‘;) on obtient directement

z

)
(1) (ma, £1) ¢ 555 (]2, %LFO) .

Il en résulte
5
(m1,+1) ¢ SS\'}ll(f]a-FO) )

donc par le théoréme A.2
of
2.1 ( 0.
(m1,+1) ¢ SSy; (E;"FO) ’
donc en réutilisant (11), (mq,+1) ¢ SS%}ll(gl).

2éme cas :  m; = —¢€1(po)-

Alors m; € T* [31 est glancing et la bicaractéristique de P issue de m; rentre
dans z; < 0 dans ’avenir. Avec les notations du § .2 on a m; = (z; = 0,2g,& =
aj (po),&y) et I'équation p(0,2q,a; (po),&2,€)) = 0 posséde une seule racine double
€2 = (5 (po)- Si J est le complémentaire d'un petit voisinage de (5 (po), U et I assez
petits, on a comme précédemment

(12) T(yw) € H2 (UL, J) .

Soit go = (z0;&1 = a7 (o), &2 = (5 (po), &) )- Ona g € Car PNV, V étant 'involutive
z; = x2 = 0. On note (ey, ez) la base des fibres du fibré normal Ty tel que e; soit
I'image de 0;,. La classe de H,(qo) dans le fibré normal (Tv ),, est v = (—s0,0) avec
so > 0. 81y~ = {exp s Hy(qo), s < 0} on a alors y_ N SS(w) = ¢ (d’apres (6)) et
-y ¢ L‘S',S'l{,’l(Pw)q0 (car T (g2 62) € H), implique 553,-‘1(g2 82)g0 C {(0,¢),t > 0}).
D’apres le théoreme A.1 il en résulte

(13) SSL (w)gy C {(=s,t);8>0,t>0} .

D’apres la formule de décomposition de I'appendice A. (13) si I' est un sous-cone strict
de {Rez; > 0 et Rez; <0}, on a pour 2" >~ af — i€, Rez' proche de 0 dans I" et
Im 2’ 2 (—ay (po), =G5 (po))

Y TN 0l < 417 AT
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En utilisant (12), (14) et en déformant la formule de trace du § IIL. 5. (96) restreinte &
z2 = 0 lorsque Rez; > 0 sur un contour z; = —ib; du type Rez; = —6(Im 22) Re 2y,
6 € Cg° 6 >0, avec {(u,—6(Im=23)u), u > 0} contenu dans I' pour Im z; prés de
—(5 (po), on obtient

0
(15) (s, +1) ¢ 555 (wlesmoy 5o ,mo) -

Pour conclure comme dans le ler cas en utilisant le théoréme A.2, il suffit de
vérifier que f = (z — w)|z,>0 est V1 sortante en m;. Tout d’abord (15) entraine
$S(w|zy=0) N {z1 > 0} = ¢ prés de my € T* Ay, et on peut donc appliquer le
théoreme de propagation des singularités analytiques pour le probléeme de Dirichlet
de Sjostrand pour la variété a bord z3 > 0, dans x; > 0. Si f n’était pas V; sortante
en my, il existerait alors un rayon v : [—¢&o,0[— SS(f|z,>0) avec 313(1) v(s) = my,

donc v définit un élément de I";o. Si y(s) ne rencontre pas 2 = 0 dans s < 0, c’est
alors une bicaractéristique de p, et d’apreés (6) on aurait I'image de v contenu dans
SSp(u), ce qui contredit ’hypotheése du théoréme 3. Sinon, on a Pwl|,,50 = 0 et
pour s négatif petit tel que y(s) € (z2 = 0), y(s) ¢ SS'(w[“_o, g;") d’apres (15)
d’ou puisque dans la catégorie analytique le spectre au bord est réunion du spectre
des traces, y(s) ¢ SSp(w|z,>0).- On devrait donc avoir v(s) € SSy(u|z,>0), ce qui
contredit I’hypothése du théoreme 3.

3éme cas : my =tei(po), t €] — 1,+1].

Dans ce cas, on utilisera la figure du § 1.2 (35) qui permet d’identifier 7~%(po) N
Car P au cercle C), et les projections m; : T*M — T* A, restreintes & 7 1(po) aux
projections orthogonales sur les droites R e;(po). De plus, nous serons amenés a faire
la démonstration conjointement pour les deux traces ¢g; et go. On remarquera que si
q € 7r_1(p0) N Car P est représenté par ty ¢; + ta €2, alors la classe de H,(q) dans le
fibré normal a pour direction A(o,zg)(tl €1+t2e2) =artie;+aztresetonaa; >0
et a; > 0.

Pour vérifier qu’on a (my,+1) ¢ SS?,‘ll(g]) il suffit de prouver qu’on a (m,,+1) ¢
SS’;‘)/'I1 (wlzy=0, g_:;'z;,:O)‘ En effet, on pourra appliquer le théoreme A.2 & f =

(& — w)|z,=0, puisque m; est alors dans la région hyperbolique de T* A, et que si v-
est la demi-bicaractéristique définie par m; qui dans le passé rentre dans o > 0, on
ay- NSS(u) = ¢ (par le lemme 1) et v—- N SS(w) = ¢ (par (6)).

Soit my = (21 =0,2" = 2y, & + vo1(po), &) et L(m])=7r1"l(m1)i.e.

(16)  L(my)= {(w' =0,2" =2¢,& +10,1(po), 2 + vo.2(po), £5) €2 € R} :

Avec l'identification du § 1.2. (25) on a si m; = tei(po), L(mi) = {te1(po) +
se3(po); s € R} et on notera bi(ml) les deux points distincts de L(m;) N Car P,
avec bi(ml) = t €1 + tEe,, j:t > 0 qu’on notera aussi bi(ml) = (2! =
0,z" = zg,&1 + vo,1(po), &5 + Vo,z(pg ¢'). En utilisant (10) on obtient si J est le
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complémentaire d'un petit voisinage de {£; + vo 2(po), &5 + vo,2(po)} et U et I assez
petits

(17) T(ypw) € H:‘;z(U,I,J)

et comme dans le deuxiéme cas, on est ramené a prouver des estimations sur
SS%,’I(w) prés des deux points b*(my), b~ (m;) qui permettront d’obtenir (my, +1) ¢
SS%,’ll (wlzs=0, g—:{lzﬁo) en déformant le contour d’intégration dans la formule de
trace du § IIL.5. (96) restreinte a 23 = 0. Posons

{hive<t (te,+1) ¢ SSY(91)} =] — o0, ai

(18)
{t2 VE<t, (ten,+1)¢ 553;‘(92)} =] — 00, as[ .

D’aprés ’étude des premiers et deuxiémes cas on a a; > —1 et a; > —1. Montrons
qu’'on a

(19) 7!'1(—62) E] —£&1,a7 61[ et 7T2(—61) E] — E9,Q2 82[ .

En effet, soit d’abord m; = te; €] — 1, m1(—¢2)[ et appliquons le théoréme A.1 en
b*(my) et b~ (m;) a I'équation Pw = —g; ;. D’aprés la deuxiéme ligne de (6), la
conditon A. (14) y_ N SS(w) = ¢ est satisfaite dans tous les cas, et en tout point p de
L(m1) on a S5y (g2 62), C {(0,t); t > 0}. Comme b*(m;) = tf &1 + t§ €2, t7 > 0,
on a par le théoréme A.1

(20) SS?}l(w)H(ml) C {(s ay ti",saz t;’ +3s');5>0,8 > 0} .

Comme ¢} > 0, le membre de droite de (20) est toujours contenu dans un sous-cone
strict I' du demi-plan supérieur, de sorte que —I'° contient toujours un voisinage
conique de la direction (0, —1), ce qui permet de déformer le contour dans la formule
de trace prés de b*(m;), comme dans le deuxiéme cas. On a b~ (m;) = t] &1 + t; €2
donc la classe de H, dans Ty en ce point est ay t] e; + azty ez qui ne peut étre de
direction (0, —1) car on a t] < 0 puisque m; €] —&;,m(—¢2)[. On a donc l'estimation
(20) avec t1,t;, ce qui entraine a nouveau que SS?}I(w)|b~(m1) est contenu dans un
cone strict I' tel que —I'° contienne un voisinage d’une direction (1, —8), § > 0 et on
conclut comme dans le deuxiéme cas.

Si te; = m(—ey), alors b7(my) = —e, et d’aprés le deuxiéme cas (—ez, £1) ¢
SS%,;I(gg) donc SS%;l(gg 82)6-(my) C {(0,0)}. En particulier T(¢ g5 62) est majoré
par le poids ¢y = 3 (Rez")? prés du point z7(m;) correspondant & b~(m;) et en
appliquant le théoréme A.1, et Dellipticité de P sur L(m;) \ {b%¥(m;),b~(m;)} on
obtient ‘

(21)
SSy (w), € {(0,0)}, p € L(my) \b~(my), p proche de b™(m;)
SS%,’I(w)I,-(m,, C {svo; s 20} avec vy = classe de H,(b"(m;)) dans Ty .
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Il en résulte que pres de 27 (my), T(Yw) est majoré par le poids ¢y dans Rez € —I'?,
ou I' est un petit voisinage de (0,—1), et aussi majoré par le poids vy prés des
points z = z — 1§, (z,§) € L(my) \ b~(m,) proche de b~(m,), d’ou Dlexistence
d’une déformation de contour adéquate dans la formule de trace. On a donc vérifié
(19). De plus, I'argument qui précéde entraine que pour avoir, avec m; = teq,
(ma,+1) ¢ SS?,’I1 (w|z,=0, g—;‘;|22=0), il suffit de vérifier

(22) ma(b™(my1)) =teg avec t < ag

car (20) reste toujours valable, (22) entraine (21), et la classe v = (v4,12) de
H,(b~(m;)) dans Ty varie en direction de (—1,0) a (+1,0) en restant dans le demi-
plan inférieur lorsque m; varie de —e; a +€1, de sorte qu’il existe § = (6y,6;) tel que
0-v<0et B >0, cequi permet la déformation dans la formule de trace.

Or on vient de vérifier my(—¢;) €] — €2, a2 €3] (en permutant les indices 1 et 2). I1
en résulte donc m; (b'(7r2(—51))) €] — €1, a1 €1[. En itérant cet argument on obtient
a; > 1 et az > 1 d’ou la proposition 1. On remarquera que pour traiter le 3éme cas
on a utilisé les rebonds successifs sur les faces du diedre.

¢

V.2. Déformation du systéme de Calderon

On commence par choisir les contours sur lesquels nous allons déformer le systeme
de Calderon. Avec po = (z¢,&)) € T*L, on a vo(po) = (vo,1,%.2), €t vo; =
%[a;(po) + aj+(p0] (voir le § 1.2, (30) et (32)); pour j = 1,2, soit y; € C*°(R,R)
vérifiant avec des constantes cg, ¢; > 0

(23) {’rj(fj) = —co(&; — ,5) pour &5 € [aj (po) — 1, af (po) +1]

75i(&5) = —a pour &; ¢ [aj (po) — 2, a] (po) + 2]

v

o
F-J
+

ot

(24) /\ )_
_/

Pour € > 0 petit, on définit alors les contours C/ par
(25) o = {zj € C;Rezj =ev;(—Imz;)} .
Comme dans le § II1.3, (24), on pose, avec r; > 0

(26) Cf;j={z,-EC,zj=u+v,u€C€’j,Iv|<r}
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ainsi que, avec r = (r1,72)

(27) Ci={(21,2) €C?; z; €C/} .

Désignons par F,, = {(z' =0, 2" = zlJ; ¢ € R?; ¢ = £}/)} lafeuille de I'involutive
V = {z' = 0} définie par p,.

On notera O la section du fibré conormal a V restreint a la feuille 7, définie par
(28) O(&1,&2) = 71(&1) dar + 72(&2) daa -

On choisit les fonctions poids ¢"(2") = 1 (Rez")?, ¢1(z1) = 0, pa(22) = 0, on
pose ¢ = (¢",0,0) et pour W voisinage de zj = (vg —¢&y), £ = (r1,72), 6 > 0,6 >0,
on introduit les espaces définis au § II1.3

(29) H(Wir,e) = Hy(W;Cf)
(30) RHZYW;r,6,¢) = RHSYW;CE,6)
(31) B™ (W;ir,6,6) = H™(W;r,e) + R HZYW;r, 6,¢)

ou o,m € R et dans (31) g = (0,0), £ = (—m, —m).

On notera également H?(W,r;,¢) l'espace analogue a H?(W;r,¢) constitués de
fonctions de (2", 2;) € W x Cr .

Dans la suite de ce paragraphe, la fonction u € H!(M) solution locale prés de
zo = (zg =0, ) de Pu = 0, u|sps = 0 vérifie les hypotheéses du théoréme 3 et nous
utilisons la proposition 3 du § III.5 dont nous conservons les notations.

Lemme 2. Il existe e > 0 et pour ¢ €]0,¢0], W,r, 6 tels que

(32) T(1pgé) € BX(W;r,6,¢) .

PREUVE. OnaT(¥g; 61)(z,A) = (T1 @T))(¥|z,=0 91)(21, 2", A) et il s’agit de vérifier
(Ty @ Ty)(¥)zy=0 91) € H*(W;ry,¢€). Pour z; € C5' avec Imz; < —af(po)+a (a>0
petit) ou Imz; grand cela résulte du choix du contour (24) et de support(g;) C
z7 > 0 pourvu que r; > 0 soit petit en fonction de ¢ > 0. Pour z; € Ci;l,
Imz; € [—af(po) + @, —aj(po) + 2], cette estimation résulte de la proposition 1,
dés que € et r; sont petits.

Lemme 3. Il existe g > 0 et pour ¢ €]0,¢0], W,r, 6 tels que

(33) F=Tu)€ B (W;r,éce) .
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PREUVE. Comme dans le § IV.4, on note H?(W;r, §,¢) 'analogue de I’espace

H?(W;r,é,¢) ou les fonctions f(2',2",)) ne sont définies que pour |2'| > A, ol
A est une grande constante positive, et on pose BX(W;r,6,e) = H™(W;r,6 6) +
RHz’f(W;Lé,s)hz:bA, avec g = (0,0), £ = (—m,—m). D’apres le § III, (105), on
a M P!F =G = T(g8) + m avec e**m € Bg(W’;r_',6’) pour un choix convenable
de W', r', 8", ot @ > 0 dépend de C. Quitte & diminuer a, pour W', r', §' ¢ petits,
on a donc e"'"m € B°(W;r,6,¢). D’apres le § IV 4, (140) on a (pour un a > 0)
e [F - 2720p (q,Cl,Cz)G] € B2, ot q € £ vérifie g o p* = 1, donc quitte
a diminuer a et a augmenter Cj, Cg, des que W,r,6,e sont assez petits, on a

e} [F — A\~20p(q,C1,C2) G] € BXA(W;r,6,¢).

D’aprés le lemme 2, on a G € BO(W;;, 6,€). Les résultats d’opérance de
Op(g,C1,C2) du § I11.3 entrainent donc F € B*(W;r,§,¢). Pour vérifier 'estimation
F € BX(W;r,é,¢), on est donc ramener & vérifier

(39) F(2', 2", 0)] < ANB e3 (Res™)"

préé de chaque point (z1,2;,27) avec z; € C®J. D’apres les rappels de deuxiéme
microlocalisation de ’appendice, (34) sera conséquence, pour € petit de

(35) neF, (nv)eSSE(F), et v#0= (O(n),v)<0
On a
(36) NPF=G

et pour n = (a' = 0,2" = xg, £',€" = &) € Fpp, et v #0 (n,v) € SSEN(G)n
implique, d’apres la proposition 1, un des trois cas

él =a—1+(p0)a 52 #a;(p()) et 1/=(t,0) t>0
(37) €1 # af (po), €2 = a3 (po) et v=(0,t) t>0

&1 =af(po), €2 = af (po) et v=(t,0) ou v=(0,t) t>0.

Alors, lorsque P est elliptique en n, (35) est conséquence de (37), (36) et de
'yj(a;'(po)) < 0. Sine€ 71'_1(/)0) N Car P on écrira comme dans le § V.1 n =

t1 €1 + tz €2, et on notera y— = {exp:H,,(n) s < 0}. La classe de H,(n) dans le
fibré normal a V est v(n) = ..A(O 2 (€ = vo(po)) (voir le § 1.2, (20)). On peut
alors appliquer le théoréme A.1 a lequatlon (36) puisque y_ N SS(F ) = ¢ par le

lemme 1et —v(n) ¢ SS2'(G), d’apres (37). Pour n # &; et n # &2, on en déduit
(F) C {v = sv(n),s > 0} et (35) est conséquence de (23) et

(O(n),v(n)) = =2¢'(¢' — vo(po)) A(O’,,.g)(f' —vg(po)) <0 .
Lorsque n = ¢, c'est-a-dire (voir le § 1.2, (30)) & = af(po), €2 = ¢ (po), on a

v(n) = & €1, @1 > 0, donc par (37) et le théoréme A.1, & nouveau SS3'(F), C {v =
sv(n),s > 0}, d’ou (35), ce qui achéve la preuve du lemme 3. ¢
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Lemme 4. Il existe g > 0 et pour € €]0,&0], W,r,6 et ¢ > 0, D > 0 tels que pour
2" €W, 2' € QC;,6) (voir le § II1.3., (28)) ¢ € C", ||{|| < D on ait pour A grand

(38) P*(z, ¢, M| 2 (1 +|2%)

PREUVE. On peut supposer —Imz; € [a;(po) -1 a;"(po) + 1], j = 1,2 puisqu’en
dehors de ce rectangle p* est elliptique et (voir le § IV.3., (102)) il s’agit donc de
vérifier

P(l‘:) =0, xg, €1 - iCo€(£1 - VO,l), & — icos(& — 1/0‘2)6("') # 0,

ce qui résulte d’apres le § 1.2., (20) de (1 —7ico)*("n' Ao,z n") — Ro(po) # 0 pour
tout ' € R%, car Ro(po) 7é 0.
¢
Fixons W',r',¢8' tels que F € B2(W';r',§') ainsi que ¢,W,r,§ tel que F €
B%(W;r,6,€). (On peut supposer W CC W' et C£ CC {(z1,22) € C%;|Rez;| < r}
en diminuant ¢ et r). On a alors pour C assez grand N},CF € By(W'r',8') N
BY(W;r,é,¢).

Lemme 5. Pour f € BY{(W';¢',8')nBY(W;r,6,¢), on a

(39) TrE(f)(21,2",0) € HY(W'; 7)) N HY (W ;71 ,€) .

PREUVE. On reprend la preuve du lemme 7 du § IIL.5. Pour 2" € W', |Re z| < ri,
on a Tritf(zl, 2N = limio T, f
Top—

A

+oo ﬁ
5 / eAT2b2=AF £ 2y —iby, 2", N)dby .
g

(40) T2_1(f)(z1’x27 )‘)

Comme f € B}(W';r',8'), on peut déformer l'intégrale du membre de droite de
(40) sur le contour by, = & + iey2(&2), &2 € R, pulsque v2(€2) est borné. On
écrit alors f = f1 + fo + g avec ¢ € HY(W,r,¢), fA rihjdu;, r; € ’R,A 2
hj € HY(W;rj,e), |rj(a;,iz")] < C(1 4 |')7! pour z' € (C;,6). Les termes
provenant de f; ou g se traitent comme dans le lemme 7 loc. cit. Pour le terme
fz2, on a encore T, '(f;) = ng duz(az) ha(z1,2",a2,A\)R avec R(z2,a2,z1,A) =

Jr gide2b-2 S T2(02,2~1,l$2 —by)dby o0 I' = {by = & + iv’72(§2)}, 7 € Ct
|z2| < % et |6,2 ro(az,i21,179 — by)| < Cteg(l + |21| + [b2|)™! pour 2z, € C’e1
|z2] < %2, by € T ou by € C et |by] > Cy(1 + |21]) avec Cy assez grand. Si I‘é:l,

z1 € Cﬁ;l est le contour réunion de {b2 € I" |b2| < Cy(1+|z1]) et de la portion de cercle
;.2
{£Imby > —e C; et |by| = Co(1+|21|} onadans a3 >0 R = fr* eirzzba=A ¢ 1o gp,
21
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donc zzlm:xh R(z4,a2,21,A) = /r‘i ra(az,221,—by) dbs qui est borné en A d’ou le
lemme. N
¢
Si £-%(W;r,6,e,D) = £~2 désigne I'espace introduit au § II1.3. définition 4 relatif
a §)C;,8) x W, d’apres le lemme 4, il existe g € €% tel que gop! = 1. En suivant la
statégie du § IV.3. on obtient & nouveau

(41) ATMI(Tef N 0 Op(g,C1,C2) G) = G +m;  j =1,2

avec e"”\mj € H(W;7j,e), 0 < 7; < rj ot ici le projecteur de Hilbert II; est calculé
par

(42) (I f)(z,\) = == / -——f —iC, Ay de

sur le contour bord supérieur de i CS7. De plus, la structure de inverse ¢ de p* est
toujours décrite par le lemme 3 du § IV.3. En notant toujours S; le composé formel

./V} 0 g, on a les estimations (107) et (108) du § IV.3 et on peut & nouveau écrire (41)
sous forme matricielle

ML ppL2 Gi\ _ (G my
(43) (M'M M“) (c:2>‘(c;2 +{ma
avec

(44) MY G =
i, dw N
= Y (Y ‘)m/ B 0,2 ) (55 02) Galws, 2, A) du

Z1 — Wy
lel< 2 I

z<zé-

ol Pl = {wl = —ibl, bl = 51 +2")/1(£1) +’L.'I‘1,§1 € R}, 21 € C;l'l et Y+ (resp.
v-) désignant le contour orienté dans le sens direct qui entoure la racine en w,
de p*(wy,wy,2",0,\) = 0 située & droite (resp. a gauche) de {wy = —iby, by =
& +192(€2) &2 € R} et avec v = 4 dans le cas extérieur (resp. ¥ = y— dans le cas
intérieur) (voir le § IV., (112))

-1 1
(45) .A/.[;,'c’(u)l,h ,)\) / E 6:’ Sl,((uv],uvz,z”,o,/\) dws
, a!
qui vérifie, quitte & diminuer W et r, pour z"" € W et w; € Cg!
(46) IM} 2 (w1, 2", \)| < AB{BY 01+ hoy])”
et aussi

(47) 1\4'1’2 G2=
NG / MyE(zy, —iby, ' ,A)(;—

lQISL‘\T ba=&2+iv2(€2)+im:

159;

az)aGg(—ibg,z”,/\)dbg
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avec & nouveau (voir le § IV., (119))

(48) MY (z,A) = — /F duwy lagsl,f(wl,zz,z",o,x)dwl.

a ) — |
’ 4 L Z1—wy ol

Pour z, € Cg;?, la racine en w; de p*(wy, 22,2"”,0, 1) = 0 située & droite de C*! vérifie
pour z1 € {u+v; u € C5Y, v € R_}, |21 —wy| > Cte(1 + |21| + |22]), d’out en utilisant
le § IV, (107) , (108) et la formule de Cauchy sur (48), des estimations, pour z; € Cﬁf,
zn=u+v,uelCq,veR_

AB! Bl o

49 MM (2| < ———1=2 =
( ) | [4 (Z )l—(1+|:1|+|:2|)

,a

(14 |z])" .

Introduisons alors la chaine d’espaces de Banach E, = L1 @ L2, o €[0,1], 0l L7 est
I’espace des fonctions - holomorphes en z € U, = {u+ v; u € C%7, v €] — 00, —0p(},
p > 0 petit et vérifiant

(50) sup ||h(u + v)||L2(ceiy < +00

ce qui définit la norme de LJ. Alors le projecteur de Hilbert IT; (42) est borné de
L?*(8U,) dans LJ. Compte tenu de (44), (46), (47), (49), on peut donc considérer le
systeme (43) comme une équation pseudo-différentielle en les variables tangentielles
2" & valeurs dans les opérateurs sur la chaine E,, comme dans le § IV.3; on a
e m; € HY(W;7j,e) et II;mj = m; d’aprés (43), donc, si p est assez petit, la
classe de m; dans Hap”,:{)’(Lé) est nulle. D’aprés (4), le théoréme 3 sera conséquence

de

(51) la classe de G; dans ’Hl',u'zg(L{) est nulle .

En utilisant comme dans le § IV.3 la proposition 1 du § IV.1, il suffit de vérifier
invertibilité du symbole principal (43). Comme les termes non diagonaux M!? (ou
M?1) envoient Htp”,:{,’(L%) dans Hn v (L)) d’apres (47), (48), donc régularisent dans
la chaine, il suffit d’apres le § IV, (116) et (122) de vérifier 'invertibilité sur L} & L3
de l'opérateur

( Id 0'5112

(52) g 52‘1 Id

) (0=—, si M=M' o=+, si M =M¢)

ol 51,2 est 'opérateur de L} dans L}

(53) 1/ ! T (00 EF by ) i ) db
— | —————— =2 (2= 0; £, 00,6)) f(—2
o | oz +i6 (b, 60) 22 P s

calculé sur le contour {b; = & + icy2(&2),& € R}, & (&2,&l) étant la racine de
p(zg = 0,2q,&1, 62, &) = 0 située au dessus de {& +icy1(&); & € RY.
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Notons L% = { f(z;); f(e**(zj +ivo,;)) € Lo} olt Ly est introduit au § IV.2 (53),
et Arg(1 —icoe) = a.

Lemme 6. Il existe eg > 0 tel que pour € €)0,¢0] I'opérateur Sy o envoie L3 dans
L+,

PREUVE. 1l s’agit de vérifier Im &5 (C2,€l) > —co € Re(&f ({2, €l)) pour tout (o =
€2 + iem2(&2); Pour & ¢ [a;(po) — 1, af (po) + 1] il suffit que € soit assez petit,
car dans ce cas il existe co,c; > 0 tels que Im& > ¢o + ¢1|é; — v,2|; Pour & €
[a3 (po) =1, a (po)+1], cela résulte du fait que 5’ — (1—icoe)? iy’ Ago,zzyn' — Ro(po)
est un polyndéme elliptique.

¢

On notera Id— S Popérateur (52) agissant sur L} & L3 et Id— S+ le méme opérateur
agissant sur LY T@L?>+. Si f € (Li@L)N(LY @ L* 1), ona S(f) = ST(f). D’apresle
§IV.2, Id— St est inversible, car c’est exactement ’opérateur C'° associé au polynéme
elliptique (1 — i coe)? 'y’ Ag,ay ' — Ro(po)- Si f € L} & LE vérifie f — Sf =0,ona
parlelemme 6 f = Sf € Lt @ L% d'ou f — St(f) =0donc f =0.Si g € L} @ L2
et si on pose f = g+ Sg+St(1-S5%)"1S%g alors comme S* envoie L1t @ L2+ dans
L} @ L2 pour ¢ €]0,¢o] pour g assez petit (preuve analogue a celle du lemme 6), on
afeLi®Liet(Id—S)f=g. Donc (Id— S) est inversible sur L & LZ, d’ou (51),

ce qui acheve la preuve du théoréme 3.






VI. MICROHYPERBOLICITE

VI.1. Théoréme microhyperbolique

On se place ici dans le systéme de coordonnées (z', 2", €', £""), dans lequel le symbole
principal de 'opérateur P s’écrit (voir § I-1, (20))

(1) p(z,6) ="(6' —v)As(§' —v) - R(,¢")

et on travaille prées d'un point py = (zf = 0," = & # 0) € T*L tel que
R(zy =0,z§ =0,£)) =0; on a donc py € S;. Soit O(z",£") une fonction analytique
réelle définie pres de pg, vérifiant

(2) O(po) =0 {Ro,0}(po) #0

avec Ro(z",£") = R(zp = 0,2",£"). Soit o = (20 = 0,&y = v(20,&y),&) Punique
point de T*M N p~1(0) tel que 7(Ho) = po.

L’objet de ce paragraphe est de prouver le :

Théoréme 4. Soit u € Hy(M) solution locale prés de zg = 0 de Pu = 0. On
suppose qu’il existe un voisinage V' de pg tel que

3) p=(a",2",6,¢") eV et O",") <0=n(p) ¢ SS(u).
Alors po ¢ SSy(u).

Pour prouver ce résultat, nous allons suivre la stratégie de déformation microhy-
perbolique pour les problémes aux limites de Sjostrand [S3].

Lemme 1. Il existe r > 0 tel que pour tout p = (a',2¢,¢', &) avec 0 < |2'| < r,

on ait j ¢ SS(u).

PREUVE. On peut supposer (z',z!/) € M. D’aprés le théoréme 1, il suffit alors de
vérifier m(p) ¢ SSp(u). Comme SSy(u) C p = n(p~1(0)) par le théoréme 2, on peut
supposer 7(p) € . Il existe donc p' = (a',zg, 7', &), p(p') = 0, n(p) = = (p').
D’apreés (1), on a alors |n' — v(a', 2y, &))|* < Cte R(a', zy, &), donc si r est assez
petit, on aura p' € V. Sur tout rayon passant par 7(p') = 7(5), on a d’apres 1.3 (53)

(4) (0(",€")g.a(n(5)) = {©, R}(<', 25, &) + O(|'|'/?)
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donc d’apres (2), tout rayon passant par w(p) rentre dans @ < 0. Comme on a
n(p) € S°U S, puisque 0 < |z|, on peut appliquer le théoréme de propagation des
singularités pour le probleme de Dirichlet sur les variétés a bords lisses de Sj6strand,
d’ou 7(p) ¢ SSp(u).

¢

Rappelons que d’apres la proposition 3 du § IIL5, il existe r = (ry,72), 6 > 0, W
voisinage de —i &y, et pour tout Cy > 0, €9 > 0 tel que
(5)  F=T(¢u) € BY(W;r,9)
(6)  NPLF=T(yg8)+m, e*°*meBy(W;r,6)
() ATTFN? G F) = (T; @ T))(¥gjle.=0) + m;, € m;j € HY(W;r;)
ou t € Cg°(R™), 3 =1 pour |z| < 22, (r1,72) K ro.

On posera a nouveau G1(z1,2",A) = (T ®‘T||)(1,Z)|1-2-_-0g1), Ga(z2,2",A) = (T2 ®
T))(¥]z,=092), G = F(G1 + G2) (= si M =M, + si M = M¢).

Comme d’habitude, on commence par convexifier la fonction © en posant

(8) @0(1‘",&”) — @(.’E",f”) + |17" // 2 + K” _ (I)I|2 .

Alors ©g vérifie toujours (2). La transformatlon F.B.I. T} est associée a la transfor-
mation canonique complexe (', £"") - (2" = z" =i £"; (" = —iz"") qui envoie T*R™ 2
sur Ay = (2", 2 %“:,L,'), ¢" = 1 (Rez")2. Posons

(9) O1(s",¢") = Og(i(", (" + ")

(10) Ay =expitHe, (Ayr).

Alors pour [t| petit A¢, qui est l'image par la transformation canonique complexe
expitHg, de A, est I—Lagrangienne, R—symplectique et la projection A; >
(2",¢") — z" reste de rang maximal. Il existe donc une fonction g(t,z") définie
prés de zj = —i&, strictement pluri-sous-harmonique en 2" telle que

(1) v={( 3 )

On peut prendre pour g la solution des équations d'Hamilton-Jacobi

209 | . 20
a2 T3t (T gm) =0 90 =S,
de sorte qu’on a
(13) 9(t,2") = ¢"(2") +tOo(",€") + O(t"), " =2" —ig".

On posera

(14) "(t, 2"y = g(t,2") — g(t, z5)
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On a alors

T 02"
(6 =05 ¢"(0,2") = ¢(") = 5 (Re2")?
4" (£) — dg"| € Ot

Ay = (2” 2 6‘19”('!))

(15)

Dans la suite, on supposera t € [0,%0], to > 0 petit.

Lemme 2. Soit ko > 0 petit. Il existe t¢ > 0, k1,k2 > 0 et pour tout t €]0,¢o]
A(t) > 0 tels que

(16) Ip*(x' — i€, 2"5ia! ¢ N)| > Ky € + kot
pour (z',£") € T*R?, |2'| < ko, (2",¢") € Ay, |2" +1€Y| < Ko et A > A(2).

PREUVE. Reprenons les notations du § IV.3 (103), (104) et évaluons ‘(iz' —
p)Aic(iz' — p) — r aux points (2,() = (2,2",¢',¢"), 2' = 2' =€, (' = —ia',
($l,€l) € T*R2, |l,l| < Ko, (zn’CH) € Ay, '~// + lf”l < l‘vo On az! = g" —ig",
¢" = —iz" avec (:L‘",f") — (y//’nn + Zt(ag“ "oy, — ay“ (y ’77")) + O(|t|2) avec
(y",n") réel et |y"|? + |17 —&|* < Ctex?. Ona alors avec Aic = A1 +14z,v=p+(,
|Rer| + ||41 — Ao]| £ (KQ +t), [|[42]| + |Imv| < L, et d’apres (2) |Im7r| > ta, ou
a > 0 ne dépend que de la géométrie et de la fonctlon ©O. On peut alors appliquer la
proposition 3 du § IV.2, en particulier (75) et (77) pourvu que kg soit assez petit. (On
remarquera que cette proposition, écrite pour Imz = t €]0,to] s’applique également
aImz = —t, t €]0,¢0] par conjuguaison complexe, de sorte que le signe du crochet de
Poisson {Rg,©}(po) est indifférent.)

¢

Définition 1.  Soit 2’ = (z;, ;) voisin de (0,0) dans R?, (z",£") voisin de (z§, £))
dans T*R""2, t € [0,10], c € R.
On écrira u € Jt'c(x',x”,{”) ssi
i) 11 existe V voisinage de z'' = 2" — i¢" dans C"~2, U voisinage de z' dans
R?, et pour tout ¢’ € R?, w voisinage de ¢’ tels que F(2',2",A) = T(yu)
appartienne a l'espace de Sjostrand H,((U —iw) x V) ou ¢ est la fonction
poids ¢(z) = ¢"(t,2") + 1(Rez')? +c.

ii) Si de plus z = (2',2") € A\ L, par exemple T € Ay, ie. 2’ = (21,0),
z; > 0, il existe V voisinage de z" = 2" — i¢" dans C"? et r > 0 tels
que G1(z1,2",2) = (Ty @ T)))(¥]z,=091) appartlent a l'espace H? (V CY) (voir
§ II1.3, Définition 2) ot ¢ = (3(Rez1)%,¢"(,z") 4+ c) et v est le contour
Rez; = y(Imz;) = ;.

iii) Si de plus ¢ € L, ie. ' = (0,0), il existe V voisinage de 2" = z" — ¢£¢"
dans C""%2 et r > 0 tels que G; = (Ty @ T))(¥|e,=001) € Hg (V,C1) et
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G, = (T2 @ T)))(¥|z1=092) € H&(V,C;’?), ol o, = (3(Rezj)%,¢"(t,2") + c) et
7; les contours Re z; = v;(Im z;) =0, pour j = 1,2.

%

On remarquera que u € J“°(z',z",¢") implique v € J“(y',y",n") pour
(v',y",n") proche de (z',2",¢").

On a toujours u € J%%(a',2",£"), et d’apres le théoréme 1, le théoréme 4 sera
conséquence de

(17) 3t>0, c<0 telsque ue J"(0,zy,¢&

puisque ¢"(t, 2¢) = ¢"'(2¢) = 0.

Lemme 3. Les propriétés suivantes sont équivalentes
i) V& e R? (2',2",€',€") ¢ SS(vpu)
ii) 3¢ < 0 tel que u € J%¢(a’, 2", €").

PREUVE. Comme on peut supposer ¢ = 1 pres de (a',2") et que ¢"(0,z") =
2(Rez")?, on a ii) = i). Réciproquement lorsque v € L, i.e. ' = 0, i) = ii) est
prouvé au § IV.4 (voir en particulier (141)). Supposons a présent z € A \ L; on peut
se restreindre au cas 2’ = (z,0), ; > 0 petit. Il s’agit de vérifier que pour B assez

grand, on a avecun ¢ > 0
H)2__c]

. Alg?
(18) [|G1(a — b, w”>’\)I|L7ﬁL°°(|b|ZB) < g7l +Rew

pour (a,w") proche de (21,z" — i£") car (18), Go € HJ(W,r2), et Dellipticité de
I’équation (6) pour |¢'| grand entrainera le point i) de la définition; pour cela nous
réutilisons la stratégie du § IV .4, en particulier Pellipticité de p*(z, ¢, A) pour |2'| grand
(voir (138) loc. 01t) On a d’apres (140) loc.cit efA[F — A~ 2Op(q,Cl,Cg)G] € B? ainsi
que )\H(Tr1 C F) =Gy +my, e*my € HY(W;r;) et on peut supposer z; < 71,
2" e W' cC W

Soit alors V un petit voisinage de z", v le contour Rez; = z; et r > 0 petit
devant z1, et notons ici H ’espace analogue a H g(V ,CY) formé des fonctions définies

pour |Im z,| assez grand. Comme on a Tr Nl o F € HQ (voir § I11.5) en utilisant la
formule de Cauchy sur l'intégrale déﬁnissant le projecteur de Hilbert (voir § II1.4) on

a eMII (Tlik./\/ F) - Trf:./\/f'COF) € H donc
(19) ATITEE N 6, 0p(9,C1,C2)G = Gy +m, e*me H.

Dans (19) la contribution de Gy € HY(W;r,) est négligeable dans H car z, > 0, et
en utilisant le calcul du § IV.3, on obtient que (19) entraine

(20) > (M)"”M},:i(umZ"»”(;lxa:)aGl(u»l,:“,M =m, e*mel
lal< 2
15-(};
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ot les M, sont introduits au § IV.3 (112), |Imw, | étant assez grand pour que ceux-
ci soient bien définis et vérifient les estimations du § IV.3 (113) pour |Im w;| grand.
Comme M(},’(} =1+ 0(3(_1'-01—|—w:—|)’ (20) est une équation elliptique, de sorte que (18)
s’obtient comme la proposition 1 du § III.3. On remarquera que cet argument ne fait
que préciser le fait que SSp(u) ne rencontre pas la région elliptique, par ’estimation
de décroissance L? (18) ce qui utilise I’estimation a priori u € H}. Enfin si z ¢ A i)
= ii) est conséquence de (6) comme précédemment en inversant p! pour |z'| grand,
le second membre de (6) étant ici négligeable.

¢

Soient 0 < 81 < B, petits; d’aprés les lemmes 1 et 3, il existe az > 0 et ¢; < 0 tels
que, avec ||z'|| = sup(|z1], |z2]), on ait

(21) = JO,C1(1:I’$II’£II) pour 0< ﬂl S ”(tlll .<_ ,BZy lel|2 + |€II _ (I)I|2 S ag‘
On se donne aussi un a; €]0, a2[ et on note

(2  Ko={G\" )< B " +IE" - & < a3}
(23)  Ki={@a" ) ek, ||| 28 ou " +]€" ~ & 2 of}.

On écrira u € JV(K;) ssiu € J4(2',2",£") en tout point de K;. On remarquera
! J j q
qu'on a

(24) u € JO(I).

Lemme 4. Il existe tg > 0 et pour tout ¢t €]0,%g] un c < 0 tel que

(25) u € J(Ky).

PREUVE. Ona¢"(t,a" —if") = 3(z")* + 4 [O(m",{”) +a"? 4" —.f(']lz] + O([t|?)
donc pour ||z'|] > B; cela résulte de (21). Pour |2"|? + |¢" — &(|* > a? on a
@"(t, " —i€") = 3(z")? 2 £[O0(2",€") + o — O(|t|)] d'ou le résultat par (24)
2

si ©(z",€") > =*. Enfin par I'hypothése du théoréme 4, il existe c; < 0 tel
que (z',z",€") € Ky et O(2",¢") < _—;12- entraine u € J%(z',2",€") : en
effet, par un argument de compacité, il suffit de vérifier pour un tel (z',z",¢")
Pexistence d’'un ¢ < 0 tel que v € J%°(a',2",£"); par le lemme 3 on peut alors
supposer ¢ = (z',2",¢") € M et I'hypothése i) du lemme 3 est satisfaite puique
SSp(u) = w(SS(@) \ TX) et SSy(u) C Ty

¢

Le lemme de globalisation des estimations suivant permettra la déformation du
systéme de Calderén. On se donne 3 €]3;, 32] et a €]a;, az[ et on pose

(26) Wa — {Z" =" — Zf", !17”'2 + K” _ d)/l?. < 02}.
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Lemme 5. Il existe 6 > 0, co > 0, tg > 0 tels que pour tout t € [0,to] et tout
¢ € [—co,co], siu € J4(Ky) on a

(27) G € Hy (Wa,c,-)
(28) Fe H2(Wa,C) +RHPO22(W,,C,6)

avec ¢ = (%(R)ezl)2, 1(Rez)?, ¢"(t,2") + ¢), 9, = (%(Rezj)z,cp"(t,z”) + ¢),
7,'(Im Zj) =0, Cj = C;’ ,C= ngl’;ﬂ

(Voir § II1.3 pour la définition de ces espaces).

PREUVE. Supposons d'abord que (27) est prouvé avec un o' > a et un §' > f;
p

d’apres le point i) de la deﬁmtlon 1, F(', 2", /\) € H,(Q) avec ¢(z) = ¢"(t,2") +
LReo'Y +cet @ = (o = o' —i€,2" = 2" — " ||| < o, |E'| < BuJe"f? +
[€" — &)* < a3} pour tout B > 0 fixé. Reprenant les notations du § IV.4, il
suffit donc de vérifier F € H3(Wa,C) + RHG ™7 (,,C,6). Or d’aprés le
§ IV.4 (140) e F — A~ 201)((],C1,02)G] € B 5, ou ¢ > 0 dépend de C;,C; assez
grands OrsiGj € H (War, ﬁ,) on a pour Cy,C; assez grands Op(¢,Cy,C2)G €

(Wa,C) + ’R,H(O 0)( —% _2)(1’[/0,(,' 8) d’apres les résultats du § II1.3 car o' > a et
ﬂ' > 3, et il suffit “de choisir to et cg assez petits pour avoir (28).

, I P (

Vérifions a présent (27). D’apres les points ii) et iii) de la définition 1, il existe
r >0, A, B, )\ tels que avec

1.2
. - _L 1" ZI’
h(z1, 2", \) = |Ga (21 — 61, 2", Mllzaepnpe(eny € L3+ 0 0¥e]

(29) sup {h(wl,:",/\); 2" € Wa,, 21 € [—r, ﬂg]} < ANB.

Or Gy = (Ty @ T)))(|x,=091) €t g1 est & support dans z; > 0, donc d’apres le § I11.4,
on a II(G1) = Gy, donc (29) reste valable pour tout » > 0, d’ou (27).

¢

Jusqu’a la fin de ce paragraphe, on posera
(30)  H(aB) = H (WasC))
(31) B} (a,B) = HY(W,,C) + RHLOI=I(W, . C,6)  j=0,1,2

pour a €lay,az], B €]61, B2, les notations étant celles du lemme 5.

Si E est un quelconque des espaces précédents, on notera aussi *E ’espace
analytique correspondant, c’est-a-dire

(32) “E = {v;Ve >0,e “*v e E}.
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On remarquera que d’apres le preuve du lemme 5, pour t € [0,10], ¢ € [—co, co], si
u € *J4(Ky),onaGj€ “Hto,c(oz,,@) et FF e “B?’c(a,ﬂ).
Rappelons (voir le § II1.1.16) que p”o est l’opérateur différentiel

1 1 o
(33) o= Y. P01 (55 0:)
lol<g

Pour ¢} € C"~2, prés de 0, on posera

1 1 al 1 aII
# _ f.. 1 _ n __ sn , y— "
(34) Pon = E , ol 0 p*(z;¢ = 0,4 =G, A) (_i)\ 0. ) (—i/\ 0. Co) )

lo| <&

a=(a,a").

On définit de méme les opérateurs N}C o
,CiCl

Les fonctions p*(z,(, \) et J\/}(z, ¢, A) vérifient des estimations

(35) Ip*(z, ¢, A)| < Cte(1 + |2'])? l/\/}(z,C,/\)l < Cte(1+|2'])

pour z € (r,8) x W, ||¢|] £ Dy (voir le § III) et on peut supposer les constantes de
localisation §; et a; petites devant r et W. En particulier on aura

2 BQH(ZH)

) z!

D
@) s {| || =t —ig Pl -G <ad) < 2
pour ||¢¢'|| < Be. Soient o €]ay, @z, B €]B1, Bal-

Lemme 6. Il existe cg > 0, tg > 0, Co > 0 tels que pour t € [0,%0], ¢ € [—co, co],
1€"]] < Be, siu € *T4(K,y) pour tout C > Cy, il existe ¢ > 0 tel que

(37) pnC,C")’ Fe aB?,c(avﬂ)7 N}VC'CAI € aBtl’C(Ol,,B)

(38)  epo ey —PE)F € Bl (a,B), NN —N}o)F € B (a,h).

PREUVE. Soient o' €]a,as[, B €], Bz[. D’apreés le lemme 5, on a F' € “Bf .(o/, B").
On a aussi

1 N\ _ iy (1 o iaegy
(39) (0 =@) =M (F00)

de sorte que (37) peut étre interprété comme un résultat d’opérance de p*(z,¢’, ¢§ +

¢, 3)
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sur l'espace analogue de *B? (a,) ot le poids ¢"(t,z") + ¢ est remplacé par
¢"(t,2") + ¢ + Im(z" - (y'), ce qui est prouvé au § III.3 (puisque pour tg,co petit,
d’apres (36), les inégalités du § II1.3 (46), (47) seront satisfaites).
&

Avec (o = (0,}), soit

1 1 o o m

(0) Kz GX= 3 TR G NG
" A 1: 2
lartay >3
On a
1\
(41) Ph-phg= k(z,al,C,/\)(aaz)
Jo1|<2

et pour un g9 > 0

(42) |k(z,ay,C,N)| < Cte (%-)lal‘e—so[%"lml]

0

et (38) résulte donc du fait que la constante D qui intervient dans le § II1.3 (49) sera
inférieure a %—ﬂ pour to petit d’apres (36).

¢

Soit alors Cy la constante fournit par le lemme 6, et ¢¢ la constante € pour C' = Cy,
on peut supposer que le méme g décrit les restes dans (6) et (7); soient ¢o > 0, > 0
compatibles avec les lemmes 2, 4, 5, 6, avec de plus

(43) to, co <K ¢g.
Choisissons t €]0,t] petit tel que

(44) u € Jh(Ky)

ce qui est possible d’apres (24). Soit

(45) I= {c € [—co,col; u € “J"’C(KO)}.

D’apreés le lemme 4, pour un ¢; < 0, on a u € J"(K) il en résulte que si on a
Jesco] C I pour un ¢ > ¢; alors c € I (en effet si v € 2JHT¢(K,) pour tout € > 0, on
a G, € “ch(a,ﬂ) et F € “B?‘c(a,ﬂ) d’apres la preuve du lemme 5, donc u € 2 J%¢
en tout point de Kj \ I\"l). Donc

(46) IN ey, 00[= [ez,co]

et (17), donc le théoréme 4 sera conséquence de

(47) soit c€I, ¢>0, alors c—¢ €I pourun ¢ > 0.
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Comme on a ¢ > 0, il suffit de vérifier u € J"*"%(K;),K; = Koy—K;. On a
Gj € “ch(a, B), F € “B?,C(a,ﬁ) et

NP, F=G+m
(48) :l: .
ATI(Tr; N} 10 F)=Gj+m;j
avec
(49) 3e >0 tel que e**m € B?,c(a,ﬂ), e*mj € HY c(a,pB)
car t € €9 et ¢g € €o. Donnons nous (z',z",€") € K, et soit 2" = z" — i¢",

=3 —‘%:,.z— D’apres le lemme 6, (48) implique

ou les restes vérifient (49).
Supposons d’abord que z = (z',2") ¢ A, et pour €' € R?, soit Q un petit voisinage
de () = 2' —1€',2" = 2" —i¢") dans C" o(z) = ¢"(t, ") + 2(Rez')? + c. Alors

onaG+me€ H, () pour une >0 (c est clair si @z # 0, et aussi dans le cas

extérieur M = M¢ si 2' = (21,0), 21 < 0 car II(G1) = Gl)‘ D’apres le lemme 2,
I’équation (50) est elliptique dans ’espace de Sjéstrand H,(2) donc

(52) Fe H«P—E(Q)-

Siz' =0, alors v € J“¢(0,z",£") est conséquence du lemme 2, la preuve du
théoreme 2, § IV.3 s’appliquant, en utilisant la proposition 3 du § IV.2 pour 'inversion
du symbole principal.

Enfin dans le cas ' = (z1,0), z; > 0, toujours d’aprés le lemme 2, le probléme au
limite (50), (51) (avec bord x, = 0) est elliptique pres de &' = (z;,0), 2" = 2" — ",
o= f-(:,—%(t 2""), globalement en ¢ € R, de sorte qu'en recopiant la preuve du

lemme 3, on obtient aussi u € J"“7¢(a’,z",¢") dans ce cas.

On a donc G; € Hy,_.(a,B) d’aprés Iétude des cas 2' € Louz' € A\ Letle
lemme 4, d’ot1 en utilisant (52) (pour contréler les |£'| bornés) et la preuve du lemme 5
(pour contrf)ler les |¢'| grands), u € J"7¢(K,) pour un ¢ > 0, ce qui achéve la preuve
du théoreme 4.

VI1.2. Estimation prés de S’

On se place toujours ici dans le systéme de coordonnées (z',z") qui redresse le
diedre A. Rappelons que dans le paragraphe 1.3 pour p € £y ~ Z, r > 0, on a définit
la boule B(p,r) par

(53) B(p,r) = {p € Ty, dist(p, p) < r}
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avec dist(p’, p) = ||p — p'|| ot pour p = (z,£",v1,v2) € PT*M on a posé ||p|| =
max(|z'|, [z"], [€"], [v1], [vz2])-

L’objet de ce paragraphe est de prouver la :

Proposition 1.  Soit K un compact de S:. Il existe g > 0, 8o > 0 tels que pour
tout pg € K, € €]0,¢] et |s| < oe on ait, pour u € Hy (M) vérifiant Pu =0

(54) B(po,) N SSy(w) = ¢ => exps Hy(po) ¢ SSh(u).

PREUVE. On supposera K = {pg}, 'uniformité des constantes &g, 6o résultant
de la preuve. On remarquera que modifier la métrique sur *T*M qui définit les
boules B(pg,r) n’a pour effet que de modifier les constantes 8y, €9. Soit (y,n) un
systéme de coordonnées symplectiques sur T*L pres de po tel que Ry = —n; et
po =(y=0,n=0). Pour t >0, ¢ €]0,50], ¢ > 0 petit, « > 0 petit posons

t

2
S W ) -t y=(y)

(59) Oc(2", ") =y1 +

(56) Ki.= {p = (2',2",€" v1,v2) € Dy ~ Z C 'T* M, |2'] < ae?,

Os,t(xuvgu) S 07 yl(l'"vé-”) 2 —GEQ, (y'z + 772)(1"76") S (1264} .

Les ensembles K . sont croissants en t.
Soit

(57) I={t>0,K,.NSSy(u) = ¢}.

Si a est assez petit, on a K,:2. C B(po,e?) pour tout ¢ €]0,&0] car si p =
(2, 2", 6" v1,v2) ETy ~ Z, p=(a,€) et Y(&' —v) Ay (' —v)— R(z,€") =0, donc ¢’
est borné et |z'| < ae? implique |v;| = |z;¢;] < Cteae®. Désignons par M une cons-
tante géométrique telle que pour p = #(z,€) = (a',2",€",v1,v2) € £y ~ Z,
p(z, &) = 0 avec |2'| petit, (z",€") = (y1,y',n) proche de py on ait

(58) p € B(expys Hy(po), M max(|z'|, (y'* +1*)'/?).

Soit alors p = (z',2",£",v1,v2) € Kye, (2",€") = (y1,y',7) avec |z'| = ae®. On a
y1 € [—ae?,t] et d’aprés (58) p € B(expyi H,y(po), M ac?). Si s — y(s) est un rayon
passant par p avec y(0) = p, on a d’apres le § 1.3, Lemme 5

(59) 1(s) € B(exp(s +y1) Hy(po), (VMas + Aols|)”)

pour tout s tel que |s| < ty. Choisissons alors a, d¢, ¢ tels que VMa + Ag by < %,

Soco < to, agg < 6p. Pour t < pe, on aura y; € [—ac?, p¢], donc |y1| < dpe < to donc
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¥(—v1) € B(po, 54—2), d’ou y(—y1) ¢ SSs(u). Aussi, d’apres (59) pour s entre O et —y;
on a R(v(s)) € O((VMae + Aq|s|)?) donc puisque (voir § 1.3, (53)) |z5 4l € O(R?),
on a |2'(y(s))| > ae? = Co(VMa+ Agég)e - boe ot Cy ne dépend que de la géométrie,
donc quitte & diminuer & et €9 on aura [z'(y(s))| > 4 €? pour tout s entre O et —y;.
Le rayon v(s) ne rencontre donc pas 'aréte L entre O et —y;, et en appliquant le
théoréme de propagation des singularités de Sjostrand pour le probléme de Dirichlet
sur les variétés a bord lisse on en déduit

(60) pEK,, t<bpe et |2'(p)=ac?=>p¢ SSyu).

La proposition étant conséquence de éoe € I, supposons par ’absurde 6o ¢ I. On
a alors I = [0,¢[ avec 0 < t < dpe (car SSy(u) est fermé dans ¥, et la projection
Ly — (2, 2", ¢") est propre), et il suffit de vérifier

(61) p=(a',2" 6" v1,v2) € Kiey, Ocq(a",€")=0=p¢ SSp(u)
puisque on a d’apres I = [0, ¢]

(62) p=(2' 2" " v1,v2) € Ky, Ocq(a",6")< 0= p¢ SSp(u).

Montrons (61). Si (2",€") = (y1,y',7), comme on a K,.2. C B(po,e?), on a
t > ae? et on peut donc supposer y; > 0 donc y’.2 + 1% < a?¢?, ainsi que |2'| < ag?
d’apres (60). Comme de plus {Ry,0.,} = —1 si y(s) est un rayon passant par

p =~v(0), on a d’apres le § 1.3, (53)

d

(63) (dS)g dag't(x”(s),f”(s))!szo =+1+ 0(|V95,1|(Rl/2 + |z']).

Orona RY2+|a'| € O(\/ac) et | V.| € O(1+ =L) € O(1+£2). Quitte a diminuer

a nouveau éy et €y, on a donc

Wl =

d
(64) (), Ocale"(3).6"(5))sm0 2
8/ g,d

et par suite, tout rayon passant par p rentre dans le passé dans O, < 0 donc dans
Ky . pour un t' <t puisque |2'| < a&?, y; > 0, y'? 4+t < a’et.

Par suite (61) est conséquence du théoréme de propagation de Sjostrand si «’ # 0,
du théoréme 3 si ' = 0 et p € S7, et du théoréme 4 si ' = 0 et p € 57, car (62) et
SSp(u) C ¥y entraine 'hypothese du théoreme 4.






VII. PROPAGATION DES SINGULARITES

Dans ce chapitre, nous déduisons des résultats précédents un énoncé de propagation
des singularités.

Théoréme 5. Soit u € H}(M) solution de Pu = 0, K un compact de £y, K
o

son intérieur, s4,s— deux réels strictement positifs. Soit po €K NSSy(u). Il existe

un rayon v : [a,b] — K N SSy(u) tel que 0 €]a,b], v(0) = py et soit b = s, (resp.

a = —s_) soit y(b) € OK (resp. y(a) € 0K ).

PREUVE. Si J désigne I'application antipodale J(z,€) = (z,—§), J laisse stable
p~1(0) et induit une involution, qu’on notera également J sur ¥;. Si P est 'opérateur
dont les coefficients sont les conjugués complexes des coefficients de P, on a o(P) =
o(P) et Pu = 0,u € H}(M), SSy(@) = J(SSs(u)). De plus si 7(s) est un rayon,
s — J(v(—s)) est un rayon, et on peut donc se restreindre a travailler sur les rayons
v : [0,b] = K NSSy(u). Cette remarque montre aussi que 'orientation des rayons est
indifférente pour les résultats précédents. Posons

(1) Tosy = {rayons v : [0,8[— K N SSy(u), v(0) = po, 0 < 6 < s+}
et supposons 7,, ,, # ¢. L'ensemble 7,, ,, est muni de la relation de bon ordre
évidente : pour 7; : [0,6;[—= K N SSy(u), 1 < 72 ssi 61 < &g et ¥aljo,5,[ = 11+ Soit

alors v : [0,6[— K N SSi(u) un élément maximal. D’apres le § 1.3, lemme 7, v se
prolonge a [0, 6], et SSp(u) étant fermé, v(6) € SSy(u). Si v(6) € OK ou 6§ = sy,

on a gagné. Sinon ¥(6) €K NSSy(u) et puisque v est maximal, T (5),,, -5 = ¢ de
théoreme 5 sera donc conséquence de 7,, ,, # ¢.

Lemme 1.  Soit py € SSy(u)\ S2. Il existe § > 0 et un rayon v :] — 6, 6[— SSp(u)
avec v(0) = po.

PREUVE. D’apres le théoréme de propagation de Sjdstrand, on peut supposer
po € SZ, et on peut se restreindre & prouver 'existence d'un rayon v :]—8,0] — SSy(u)
avec 7(0) = po. D’aprés le théoréme 3, pour tout voisinage W de pg, et tout
a > 0,il existe p € W et v € T, , tels que y(—a) = p et p € SSp(u). Soit
Yn i [~@n,0[— (T*M UT*A;, U T*Ag) N Xy, Yn(—an) = pn — po une suite de
tels p, v, a; on a a, — 0. Si pour un n, le rayon vy, n’est jamais tangent aux faces du
diédre, d’apres les théorémes de propagation a l'intérieur et de reflection transverse,
on a Im(y,) C SSy(u), d’ott le résultat. Sinon on peut supposer p, € T*A; N S;.
D’aprés la preuve du lemme 2 du § 1.3, les rayons issues de p, ne rencontrent pas
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Paréte L dans le passé, sur un intervalle de temps indépendant de n. En utilisant
le théoréme de propagation de Sjostrand pour les variétés a bord analytique, on en
déduit qu’il existe eg > 0 et des rayons 4, : [—€0, —an] — SSs(u). D’apres le § 1.3,
proposition 1, on peut supposer 4, — < uniformément sur les compacts de [—¢g, 0[.
Le rayon v se prolonge en 0, v(0) = pg et Im(y) C SSp(u), ce qui prouve le lemme.

¢
Pour vérifier 7,, ,, # ¢, on peut donc supposer py € S:.

Pour p € K et € €]0, €], €0 petit, posons

(2) ’R:,’e = {rayons v : [0,€] = SSs(u), v(0) = p, v(s) & Sg pour s < E}
(3 R, = {rayons v : [0,6] = SSi(u), 6 €]0,5[,2(0) = p, 2(s) & S

pour s € [0,6[,v(6) € SZ}

et, A désignant une grande constante positive, pour p € K N SSy(u), désignons par
D.(p) le sous-ensemble de SS5;(u) défini par

(4) SipeS?: D.(p)=B(expeH,y(p),Ac?) N SSy(u)
(5) Sip¢S?:
De(p) = {4(e)i7 € RY, } U { Blexp(c — 6)Hy(1(6)), A(s — 8)*) N SSu(u);
71 [0,8]  SSy(u), v € R2.}.

Si A est choisi assez grand, pour p € 53 N SSp(u), De(p) est non vide d’apres le
§ V1.2, proposition 1.

Sip¢ 53, R = {rayons v : [0,8[— SSy(u), § €]0,¢], ¥(0) = p, ¥(s) ¢ ng\/s} est
non vide d’apres le lemme 1, bien ordonné pour la relation d’ordre évidente, donc
posséde un élément maximal, ce qui prouve 7?,/11‘5 u "Ri‘e # ¢, donc & nouveau par
le § VI.2, proposition 1, D¢(p) # ¢. De plus, les rayons vérifiant une condition
lipschitzienne uniforme sur les compacts de Ty, il existe Cy indépendant de p €
K N SSy(u) et de € €]0,¢0] tel que

(6) p' € De(p) = dist(p, p) < Coe

ou dist est une distance sur Xy ~ Z C ST* M.

Soit py € 5'3. Pour tout entier N soit p;n, 0 < j < 2N des points de SSy(u)
vérifiant

(7) po.N =po, pj+1,N € De(pjN) €=¢02
Sily = {j€02_N, 0 <j < 2N} C[0,¢0], on définit yn(t) pour t = jeo 2N € Iy

par yn(t) = pj n. En tout point t de I = Uly, la suite yn(t), définie pour N grand,
reste dans un compact fixe de SSy(u) et pour t,¢' dans I dist(yn(t),yn(t')) < Colt—¢'|
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d’apres (6). Quitte & extraire une sous-suite, on peut donc supposer yn(t) — ¥(t) €
SSy(u) pour tout t € I, et v se prolonge en application lipschitzienne de [0,¢o]
dans Xy, avec 4(0) = po. Reste a vérifier que 4 est un rayon. Si y(to) ¢ Sg, on a
dist(yn (), S:) > v > 0 pour tout ¢t € I proche de to et N grand. Sit = 5027V est
proche de tg, on a donc R?m(t),s = ¢ pour ¢ €]0,¢;], ol £; est indépendant de N.
Donc on a pj41,8 = 7(€027 V) ou 7 € ’R,},N(t),“z_,v. Par recollement des rayons, il
existe donc des rayons 4 définis sur un voisinage fixe J de to tels que yn(t) = yn(2)
pour t € J NI et Im(4n) C SSp(u). Alors d’apres le § 1.3, proposition 1, v est un
rayon pres de tg.

Si y(to) € SZ, il existe gg > 0, A’ > 0 tels que
(8)  p€B(y(t),0%) et p' € De(p) = p' € Bexpe Hy(1(to), (0 + A'e)?)

pour o €]0, g et € €]0,¢1], €1 petit. En effet si p € S2, on a par (4) dist(p', expe Hy(p))
< Ae? et il suffit d’utiliser dist (expe Hy(p),expe Hy(v(to)) < (0 + Age)?) (voir § 1.3,
lemme 5) et choisir A’ assez grand; et si p ¢ S2, on a soit p' = y(¢), vy € R}, ., donc
(loc. cit) (p' € B(expe Hy(7(t0)), (0 + Age)?), soit p' € B(exp(e — 8) Hy(7(8)), A(e —
§?%), 7 € R%,, 7(8) € S2, donc (loc. cit) 7(6) € B(expéH,(y(to)), (o +
Ag6)?), donc aussi exp(e — 8) Hy(7(8)) € B(expe Hy(v(to)), (0 + Aoe)?) don p' €
B(expe Hy((t0)), (0 + Age)? + A(e — 6)?), d’ott le résultat si A’ est assez grand. De
(8) on déduit qu’on a, pour o + A'|t' —t| < 0g

(9) t,t' €Iy et yn(t) € B(y(to),0?)
= yn(t') € B(exp(t' —t) Hg(y(t0), (0 + A'|t' —t])?).

Passant & la limite sur N, faisant tendre ¢ vers to puis o vers 0 on en déduit pour
|t' — to| petit, ¥(t') € B(exp(t' — to) Hg(1(t0)), A'[t' — to|?) donc §(to) = Hy(7(t0)),
ce qui acheve la preuve du théoréeme 5.






APPENDICE

Rappels de deuxiéme microlocalisation tempérée

On rappelle dans ce paragraphe les résultats de deuxiéme microlocalisation
tempérée qui interviennent dans la preuve du théoréeme 2. Nous utiliserons ici les
constructions de [L1] (voir aussi [L2]).

Soit X = C™, variété analytique complexe de dimension n, X® la variété réelle
sous-jacente, TX ~ TX® le fibré tangent & X, T* X® le fibré cotangent a X®, T*X
le fibré cotangent a X identifié & T* X® par ¢ € T} X — {u > —Im(¢(u))} € T¥ XR®.
Si o est la 2-forme canonique sur 7* X, Re o et Imm o sont des 2-formes symplectiques
sur T* X® et —Im o est la 2-forme canonique de T* X®.

Soit ¢(z) = 3(Imz)? qui est strictement pluri-sous-harmonique; alors A, =
{(:c, % %‘f(m)), z € X} est Im o—Lagrangienne et Re o —symplectique. Si 7 désigne
la projection de T*X sur X, alors 7 identifie & A, & X et munit X de la structure
symplectique définie par la 2-forme 2995p.

On décompose = en z = (z',z"), z' € C¢, 2" € C" 4. Soit VC la sous-variété
involutive de T*X définie par V€ = {(2',2",¢',¢"); (' =0} alors V = VE N A, est
une involutive de (A, Re ), identifiée par 7 au sous-espace Im z’ = 0 de X. On note
¢v(z) = 3 (Im z")? la fonction pluri-sous-harmonique associée & V (voir [L2]).

On note Ty le fibré normal & V dans A, et H, 'espace de Sjostrand des fonctions
f(z, ), holomorphes en z, définies pour )\ assez grand, vérifiant des estimations
tempérées |f(z, )| < ANBerv(®),

Soit zg = (z§,z) € R* x C*~¢ un point de V, w un voisinage de ), dans R¢ et
f(z,\) € H, définie pres de w x {zg}. Pour w = (w',w") € C*, w" prés de zy, Re w'
pres de zg, p €]0, 1], on définit f(w,p, A) par

(1) flw,p, A) = /z'ew e‘%p(w’_rlﬂ f(.z-’,w“,/\)dm' (P - _F 2) .

Alors f vérifie estimation

~ 2 U ’
&) |f(w, 1, \)| < ANB M7 (Im w)?+3 (Im w')?
valable pour Rew' prés de zg, w' prés de z, Im w' borné et u €]0, uo] avec
po > 0 petit, comme on le voit en déformant le contour d’intégration dans (1) sur

Im 2’ = p4? Im w' pour Re 2’ prés de 2}, ainsi que l'estimation (globale en p)

) [, 1, W < ANB 3O w107 4574 1m w
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valable pour Re w' ~ zg, w" ~ zf, p € Ry, Im w' borné, § € [0,6], o > 0 petit
obtenue par déformation sur Im 2’ = § Im w’' pour Re z’ prés de zj.

Au voisinage de (zg,zg), on a la formule d’inversion standard obtenue en con-
sidérant (1) comme une transformation FBI avec grand parameétre Ap (voir [L2])

"o _ Ay —i%"z- 1; d af r " '
0 160 = ) o gy e i

avec &' = pag avec |agr| = R. Il résulte de (3) que l'intégrale dans (4) restreinte a
p > po > 0 définit prés de zo un élément de H,_. avec ¢ > 0; De méme, d’apres (2)
la méme intégrale restreinte a p < § avec ¢ > 0 définit pres de zo un élément de H,,, .

Définition 1. Soit mg = (2o,v5) € (Tv )z, €t f € H, définie prés de zo. On dit
que my ¢ SS%,’I(f) ssi avec wy = (wy,wy), wy = xp + 1y, wy = g, il existe W
voisinage de wog, €9 > 0, Ay > 0, po > 0, A, B > 0 tels que

(5)
Al ~ 2 ((Im w)2—eol4+ (Im w')?
Vw e W, Yu €0, po], VA2 #—g |f(w, pu, A)| < AXB A [(Im w)i—eol 3 (Imw™)™,

o

On appelle S Sf,’l( f) le deuxiéme micro-support tempéré de f le long de V. On
remarquera que a p > 0 fixé, (1) est une transformation canonique quantifiée qui
envoie ’espace de Sjoéstrand H,, prées de z¢ dans l'espace Hy pres de wg = (wp, wg
avec P = E; (Im w')? + } (Imw")?, la transformation canonique associée étant

!

(6) (a:',{',x",{") N (’U)' — (I," _ Z%, C’ — £I’ wl! — (L'”, C” — 6")-

En particulier, si on note SS,(f) le spectre de f € H, (complémentaire des points au
voisinage desquels on a f € H,_., pour un ¢ > 0), on a si mg = (xo, 1) ¢ SS?/’I(f),
pour tout u €]0, wo], w € W, w ¢ SSy(f) ce qui entraine

(7 YweW, Vue€]0,u] (Re w' +ip? Im w',w") ¢ SS,(f).

Comme Im w' est proche de +4, la convention d’orientation choisie est telle que si
on identifie SS,(f) & un sous-ensemble de A, il existe dans A, un petit cone C
s’appuyant sur V et de direction v tel que C N SS,(f) = 4.

Rappelons que (zo,0) ¢ S'Sf,’l(f) équivaut a o ¢ SS,(f), et que f € H,, prés de
zo équivaut & SSH(f)z, C {14 = 0}. Il résulte également de la formule d’inversion (4)
que SS2'(f) est un fermé homogene du fibré normal Ty, et qu’il est intrinséquement
défini (i.e. invariant par transformation canonique).

On notera S'Sf}l(f) = SS%,’I(f) \ {v' = 0} le deuxiéme micro-support tempéré hors
de la section nulle. Pour +' € §¢~! (|¢'| = 1), y' € R? posons

® 0w =2 {l=vi-1) =sup (- L4 Ly -y
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oty =tsit>0,ty =0sit<0. Ona bien sirsup {O(y',v'); v € §?71} = 1y

Soit T' un céne saillant d’intérieur non vide de R? \ 0; on notera I' son polaire,
I = {y";Vv' €T, y'-v' >0}, qui est un céne convexe fermé saillant et on posera

9) Or(y') = sup{O(y,v'); V' € §¢1n r}

(10) ¢r(z) = Or(Imz') + %(Im z'")?

(11) Ur= ﬂ {ly' = v'| < 1}.
v'€seé-1nr

On a donc ¢r = ¢y pour Im 2’ € Ur, et le profil de Ur est I'°. Pour f € H,, fr(z,A)
désignera la fonction définie par l'intégrale (4) avec R = 1, restreinte & ag € T,
p € [%, po], qui vérifie donc l'estimation pres de zq

(12) [fr(z, A)] < ANB erer(®)

Si Rd\O = (J T4 (réunion finie disjointe) et si on pose A’ = {a; T.N {1/'; (zo,—V') €
a€A

S'Sz}l(f)} = ¢}, on aura donc

(13) f- Z fro =9, g€ H,, présde zg.
ag A’
De plus, si on a |f(z,A)] < AABe**V (@) pour tout z = (2',2") avec Rez' ~ z{,

. 2 .
z" ~ z{ et Ima' € T, |Im 2'| petit, alors on a SSY (f)z, C —I'® comme on le voit
en déformant 'intégrale (1) dans Im &’ € T’ prés de Re 2' = 2. En particulier on a

SSY (fr) € —(I0)°.

Théoréme A.1. Soit V une sous-variété involutive de A, définie prés de py =
(z0,222(20)) € V et P(z,6,)) = Z(z)\ "pn(z,6,\) un opérateur pseudo-
n>0

différentiel analytique défini prés de po, de symbole principal po = p(z,&). On suppose
p(po) =0, p|a, réel et le champ hamiltonien Hy,(po) transverse a V. On note vo (# 0)
la classe de H,(po) dans le fibré normal (Tv),, et y— = {expsH,(po),s < 0} la
demi-bicaractéristique de p issue de pgy, ouverte, tournée vers le passé.

Soit f(x,)\) € H, définie prés de xg telle que
(14) 7-NSS,(f)=¢ et —vyg SSL(PS),,
Alors on a

(15) SS%N(f)p C {tu Fsvpit>0,5>0,v€ SSf,“(Pf)po}.
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PREUVE. Vérifions d’abord qu’il existe un seul modéle symplectique local pour le
d

couple (p,V) en po. On peut supposer V = () gj'-'l(O), avec les dg;(po) linéairement
i=1

indépendants et {g;,g;} = 0. Comme H,(po) ¢ T,, V', on peut supposer {g1,p},, # 0.
Soit Vi = g¢;'(0); alors H, est transverse a Vi, et il existe fi, fa,..., fa vérifiant
{fi,p} =1, filu = 0; {fj,p} =0, fi —gjl, =05 = 2,...,d. On a alors
fl = elgls 91(/00) # 01 f] = g] + ngl ] Z 2 donc {fj’fk}lvl =0 pour tout jak3
et {p,{f;, fr}} = 0 dou {fj, fr} = 0. On a également V = ﬂfj_l(O) et les df;(po)
linéairement indépendants. Il existe donc un systéme de coordonnées symplectiques
réelles sur A, tel que p =z et V = {& = ... = {g = 0} d’ou le résultat. Par
transformation canonique, et en conjuguant P par un opérateur elliptique, on peut
supposer ¢ = %(Im z)?, z = (a',2"), V = {¢ =0} et P = 5L Ozy — x;, de symbole
—t§y —xy réel sur A, = {{ = —Im z}, et on travaille prés de pg = (2o = 0, §p = 0). On
a alors y_ = {x = (4t,0,...,0); £ = (—-¢,0,...,0),t > 0} et 1y = (-1,0,...,0). On
pose g =Pf, et Z = S;Sf}l(g),,o. Puisque —vp € Z, on peut décomposer g pres de g
en une somme finie g = Y g, avec g, € Hy._, ol les I’y sont des petits cones saillants
fermés, convexes qui recouvrent —Z et tels que vy ¢ I'o. En particulier preés de zo on
a v7-NSS,(ga) = ¢. Soit alors hy € H, solution de Phy = ga, 7= N SS,(he) = ¢;
ona P(f —Xhy) =0,7y-NSS,(f — Zhy) = ¢ donc 29 ¢ SS,(f — Thy) puisque p

est a caractéristiques simples réelles, et il suffit de vérifier qu’on a
(16) SS%/l(ho,)poC {tv+svo;t20,520,v€——f‘a}.

Soit @ > 0 petit; on peut choisir pour hq

1

(17) ho(z1,22,...,20,A) = —/\/ e'%(rf—"z)ga(u,xg,...,a:n,/\)du

ia
et on ne note plus la dépendance en «.

Pour z; voisin de 0, on choisit comme chemin joignant ia & z; dans (17) la réunion
du segment joignant ¢a & ¢ Im x; et du segment joignant ¢Im z; a z;. Comme @r(z)
ne dépend que de Im z et qu'on a | Re(u)| < |Re 21| sur ce chemin, on obtient

(18) |h(z)| < ANBAV®),
2
P(z)=  sup {@1"(,8,1111 1‘2,...)+l(1m x1)? —-ﬁ—} +l(Im z'")?.
Im z,<p<a 2 2 2

__ Posons Ima' = (b,Im22,...) = (b,v) € R%, ys = (B,v) et supposons Im z' €
Ur N (Imz; > 0) (voir (11)). Avec L,(8) = 3(b* — 8%) 4+ O(ys,v) on a (z) =

3(Imz")? + sup sup{L,(B);B € [b,a]}. Or avec 6 = |yg —v|, v = (v;,V') € T
veErn§4-1

ona L,(B) = -+ (6 — 1)+ 23 qui est non nul dans f > 0 (car L,(B) =0et
B>0=8>1etf =wv(l-§)donconar <O0et(v1—p)?=vf[(v1—B)*+ (v —v)?]
d’ot puisque |v| = 1, (1; — §)%v'* = 2(1' — v)? dott (82 — 1)v'* = =2 - v + v2. Or
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lyp — v| < 1 implique 20" - v —v? > b% — 2by; > 0 : contradiction car v # 1/0). Comme
L,(a) < 0 pour Im z' petit car v # v il en résulte sup{L,(B); B € [b,a]} = L,(b) =
O(Im z',v) = 0 puisque |y, — v| < 1. On a donc ¥(z) = v (z) pour tout z = (z',z")
voisin de z¢ et appartenant & Ur N {Im z; > 0} ce qui prouve le théoréme.
¢
Soit & présent P = D? + R(t,z,D,) un opérateur diﬁ'érentiel d’ordre deux
A coefficients analytiques de symbole principal réel p = 72 + r(t,2,£), tel que
ro(a: €) = r(0,z,€) vérifie gﬂl(:1: €) # 0 pour £ # 0. Si M est le demi-espace
= {(z,t);t > 0}, les régions elliptiques £, glancing G et hyperboliques M de
T*BM sont définies respectivement par ro > 0 ro =0, 79 < 0. Soit V C T*OM
une sous-variété involutive de codimension 1 définie prés de pg € V. Rappelons que

si f est une distribution prolongeable sur M solution de Pf = 0, on dit que f est
V —sortante en pqg ssi (voir [G-L] définition 3.4) :

- si po € € pas de condition.

— Si po € H et si y4 sont les deux demi-bicaractéristiques ouvertes associées a py,
. o
contenues dans T* M, on a v+ N SS(f) = ¢ ou v_ NSS(f) = ¢.
— Si po € G alors H,. (py) est transverse & V, et si s = 0 est une équation locale de

V pres de py telle qu’on ait ds(H,,) > 0, il existe ¢ > 0 tel que 0 <t < ¢, |p—po| L€
et s(p) < 0 entrainent pour tout 7 (p,t,7) ¢ SSp(f).

On a alors le résultat suivant (voir [G-L], théoréme 3.1).

Théoréme A.2. Soit f une distribution prolongeable sur M vérifiant Pf =
dans M, V —sortante en py. On suppose (po,—1) ¢ SSu'(fli=0), alors (po,—1) ¢
2,1
SSH (3] o).

Rappelons que dans ce résultat, le choix de 'orientation du fibré normal Ty n’a
d’importance que si pg € G, et qu’alors (pg,+1) est la classe de H,, dans le fibré
normal.
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