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ERGODICITf ET fQUIDISTRIBUTION
EN COURBURE NfGATIVE

Thomas Roblin

RZsumZ N ConsidZrant un groupe dOisomZas discret agissant sur un espace
CAT(! 1), nous Ztablissons successivement, par des mZthodes nouvelles et ZIZmen-
taires, un thZoreme dOergodicitZ du feuilletage horosphZrique associZ, le mZlange du
Rot gZodZsique, IOZquidistribution des points orbitaux du groupe, avec premier terme
asymptotique exponentiel de la fonction orhitale, I0Zquidistribution des gZodZsiques
fermZes primitives avec, dange cas gZomZtriquement bnigur dZnombrement asymp-
totiqgue. Enbn, nous dZmontrons un thZoreme gZnZral dOunique ergodicitZ du feuille-
tage horosphZrique pour les groupes ~ mesure de Bowen-Margulis-Sullivan bnie. Ces
divers rZsultats sont nouveaux dans leur gZnZralitZ.

Abstract(Ergodicity and equidistribution in negative curvature)

We consider a discrete ismetry group acting on aCAT(! 1) space, and successively
establish, by new and elementary methodsan ergodicity theorem for the associated
horospherical foliation, then mixing of the geodesic Row, orbital equidistribution of
the group, with Prst asymptotic for the orbital counting function, equidistribution of
primitive closed geodesics with, in the geometrically Pnite case, asymptotic counting.
Endly, we prove a general unique ergodicity theorem for the horospherical foliation
for groups with pPnite Bowen-Margulis-Sullivan measure. Those various results are
new in their generality.
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INTRODUCTION

Dans le present travail, nous nous sommes prop@se@tablir des resultats generaux
concernant la theorie ergodique du feuilletage horospérique (ergodicite, unique er-
godicite), le Rot grodesique (mange), le dsnombrement et 18guidistribution asymp-
totiques des orbites du groupe dQisatries discret assoa ainsi que des gedesiques
fermees. Signalons dOenatal«que tous nos esultats etaient deja connus dans le cadre
des surfaces riemanniennes compactes de courburegative constante, de bien des
manieres et parfois depuis longtemps. Aussi nous sommes-nous phtitéttaches icia
etendre autant que possible cesasultats dans le contexte de la genmetrie de courbure
negative, ce qui nous impose le recours exclusi des nethodes etementaires. COest
ainsi que notre environnement sera celui des espaces CAT(), large famille compre-
nant les varietes riemanniennes compmies simplement connexes ‘courbures section-
nelles au plus! 1, mais aussi les arbres, wnous etudierons 10action dOun grouge
dOisoretries discret non elementaire quelconque. Il se trouve qulil sOagitdu cadre
axiomatique naturel ol puisse s€shafauder la theorie des densiégs conformes intro-
duite par Patterson et Sullivan, laquelle sera pesente tout au longde ce travail, car
nous verrons quQelle est susedpar la nature méme des probémes envisags @ propos
des mesures invariantes pour les systhes dynamiques en jeu, mais aussi des mesures
d@quidistribution). COest de cette margre que IOon peut encore aborder avec fruit les
situations oul le groupe discret en question nOagit pas decfaii cocompacte.

Ce qui aura permis les gweralisations que nous proposons ici, cOest la natuets«
mentaire des methodes emploges. DOailleurs, pour qui coniiéla grometrie de cour-
bure negative, tout au moins le demi-plan de Poincaes le present article se sifit a
lui-m&me, car nous ne nous sommes adresskaucune des tleories dOune certaine ma-
niere extrinseques (theorie spectrale, dynamique symbolique) qui ontte bien souvent
utilisees jusqué®present, non sans su@s, mais qui ne peuvent toutefois porter dans
leur generalite les rsultats vises ici.



2 INTRODUCTION

Si IOensemble desémes abords risque de paréire quelque peu disparate de prime
abord, on verra quOil nOen est rien, puisque ces divers penis seront reks et traites
les unsa partir des autres, selon un enché@ement que nous allons maintenanteksire,
en suivant le deroulement de IQexpessubsquent. Cela justiPed notre sens la collection
de ces Bsultats en un seul et n@ine article.

Par feuilletage horospterique, nous entendrons ici simplement IOensemble des ho-
rosphéres, ou encore le produit du borca’I0inPni et deR. Le sys®me habituellement
considre, 3ot horocyclique ou feuilletage horosplrique stable ou instable, se rarahe
a IOaction dd" sur le precdent, avec ses mesures invariantes. La pierre angulaire de
ce travail est un theoreme dOergodiditalu feuilletage horospl¢ique, qui @nonce que
sous certaines conditions, les actions dE, dOune part sur le boré I0inPni par rapport
a une densit conforme invariante, et dOautre part sur le feuilletage horosghigue
par rapport a une mesure invariante canoniquement assoeia la precdente densit
sont simultanement ergodiques (theoreme 2.2). Ce ssultat, qui rejoint des travaux
recents de V.Kaimanovich, ne sera pas ici utilis«dans toute sonetendue, loin sOen
faut, puisque nous nous contenterons dOen extraire un corollairéiamant IOergodicie
du feuilletage horosplerique lorsquel” est de type divergent, cOesd-tire lorsque le Rot
geodesique est ergodique (corollaire 2.3); la seule condition requise N et que |Qon sait
necessaire -, est que le spectre des longueursid@e soit pas arithmetique, hypothese
que 10on conservera pour tout le restant de cet articlea(hoter quQelle est toujours
acquise en courbure constante et dans quelques autres cas).

Ce dernier corollaire nous permettra déablir bri'evement, pour nOimporte quel
groupe I', la propriete de nmelange du 3ot ggodesique pour la mesure de Bowen-
Margulis-Sullivan, que cette derniére soit bnie ou non (ttreoréeme 3.1). Ce ssultat,
qui vient d@ire encore axmontre differemment par M. Babillot, nGxait auparavant
pas connu dans cette greralite, y compris en mesure bnie. Il constitue exitablement
la cheville ouvriere de notre travail, attendu que tout le restant en decoule ; ses applica-
tions se rpartissent en deux branches indpendantes : dOune part les divers ¢éomes
d®@quidistribution asymptotique des chapitres 4 et 5, dOautre part celui dOunique er-
godicite du feuilletage horospletique du chapitre Pnal (que le lecteur pourra aborder
sitot quOil aura pris connaissance du corollaire 3.2 du ¢o@me 3.1).

Dans le chapitre 4, le probEme de la Bpartition asymptotique des points dOune or-
bite de I dans IOespac&tevétement universelE) sur lequel il agit, est ici relie geomee
triguement au phenomeéne de netange du Rot godesique, ce qui conduita un enonax
d®@quidistribution orbitale (th«eoréme 4.1) exactementequivalent au theoreme 3.1. Il
sOorganise de ¢aii dichotomique, en distinguant le cas a'I' admet une mesure de
Bowen-Margulis-Sullivan Pnie (theoreme 4.1.1), et le cas contraire (teoréme 4.1.2).
Dans le premier cas, on y voit que la fontion orbitale de T" est exactementequiva-
lente a une exponentielle (corollaire 2); au surplus, la probabiliecuniforme sur les
points dOune orbite dans une boule de rayon croissant (ce quersxnbre justement la
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INTRODUCTION 3

fonction orbitale) converge vaguement vers la mesure conforme de Patterson-Sullivan
(corollaire 1); mais cOest urerona encore plus gweral qui traduit le melange du
Bot geocksique, et qui consiste en uneguidistribution de certaines paires de points
orbitaux (th«coréme 4.1.1) N ce qui sea fondamental pour etablir les resultats du cha-
pitre 5. Dans le second cas, la signibcation du slange du Rot ggocksique se esume en
le fait que la fonction orbitale est negligeable devant IOexponentielle posdente (theo-
reme 4.1.2). Quoique sur ce sujet de &S nombreux esultats partiels fussent dja
connus, certains n&me plus pouses, aucun dOentre eux ne couvrait congiment la
question du premier terme exponentiel asynptotique de la fonction orbitale au sens
de la dichotomie precdente ; en fait, I&quivalent exponentiel nékit jusqu@ present
méme pasetabli pour tous les groupes genrtriquement Pnis en ourbure constante,
et la contrepartie que constitue le theoréme 4.1.2 n@ait pratiquement jamais apparue.
En outre, un fait important meerite d@tre note : cOest que les groupesawetriquement
Pnis sont trés loin d@iie les seulsa’admettre une mesure de Bowen-Margulis-Sullivan
Pnie, comme IOont mone«ecemment A. Ancona et M. Peigre aussi le eitable critere
dichotomique pour le comportement exponentiel de la fonction orbitale nOest pas la b-
nitude geometrique, contrairement & ce que IOon a pu soapiiner. Pour terminer, nous
insisterons sur le fait que les neéhodes jusque-d employges pour aborder ces questions
n@taient que rarementelementaires (theorie spectrale, dynamique symbolique).

Le chapitre 5 traite de la méme faibn le probleme du comportement asympto-
tique des grodesiques fernees primitives, avec un treoréme déguidistribution (th«eo-
reme 5.1), lui aussi exactequivalent desenonas 3.1 et 4.1, et que IOon tirera de ce
dernier. Lorsquel est convexe-cocompact, il en ressort ueguivalent asymptotique du
nombre de godesiques fernees primitives de longueur majoee par un nombre crois-
sant; or ce cehombrement asymptotique reste valide dans le caswl’ est seulement
suppos<gromeiriquement bni, gréicea des arguments suppknentaires (theoreme 5.2).
Les mémes commentaires que @eedemment ont cours ici, et nous ne lesapetons pas.

Enbn, le chapitre 6 revient au feuilletage horosphtique, exclusivement pour un
groupeI’ admettant une mesure de Bowen-Margulis-Sullivan Pnie. Le thereme prin-
cipal est le 6.4, qui dfirme que le feuilletage horosphrique, restreint au produit de
IOensemble limite conique dE (qui correspond aux points non errants du Rot godke
sigue) et deR, est uniqguement ergodique. Pourl’ geometriquement bni, il en decoule
une classibcation compte des mesures invariantes par le feuilletage horosphque
(corollaire 6.5). Ainsi a-t-on pu, par une methode elementaire, englober les egultats
deja connus, qui portaient soit sur les groupes convexe-cocompacts, soit sur les proba-
bilitees invariantes par le Rot horocyclique en courbure constante. LOobjet fondamental
dont nous usons est une certaine moyenne horosphique, sucedanx des moyennes
ergodiques classiques.
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4 INTRODUCTION

Au cours de cette presentation de la colonne vergbrale de |Qarticle, nous avons laiss«
de aite quelques esultats. Nous signalerons ici seulement unesultat general d@qui-
distribution asymptotique des orbites des points paraboliques (tlreoreme 4.2), et aussi
un enona ergodique de convergence des moyennes horosphues (theoreme 6.1).

Nous avons jugsutile que cet article debutét par des preliminaires, dont IOextension
a toutefois ceci de &theux que 10expessden trouve consiablement allongx mais
Nnous croyons pouvoir nous en justiber. B effet, quelques concepts usuels de leegrr-
trie hyperbolique nOavaient pas encore fait IOobjet dOueeudition et dOunetde dans
le cadre des espaces CAT(1). De plus, certains rsultats fondamentaux nOavaient pas
ete etablis dans le cade des espaces CAT(1); lorsque la gneralisation allait de soi,
comme il arrive assez souvent, nous nous sommes contestdérona@s ; mais un theo-
reme important, connu sous le nom de Hopf-Tsuji-Sullivan (treoreme 1.7), gardait
quelque obscurit ce jusquOen courbure constantdu fait notamment que certaines
preuves prsentaient des incorrections ; aussi avons-nous teraul@claircir une fois pour
toutes en en exposant une preuve, abn de ne pas saper [Oensemble. Enbn, IOon pourra
se dispenser en prenai‘e lecture de la plus grande partie de ces ptininaires (voir les
indications donnees au commencement).

Nous tenonsa exprimer notre gratitude envers feu M. Babillot pour son attention
portee au manuscrit. Nous en remercionegalement le apporteur.
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CHAPITRE 1

PR ELIMINAIRES

Cette premiere partie esquisse une introduction commte au sujet traite, la seule
connaissance du disque hyperbolique (ou demi-plan de Poinoay«estant requise. Si
une bonne part des notions et esultats presenks dans les sections 1/ 1F sont
bien connus dans le cadre des espaces hyperboliques, voire dans celui desetesia
courbure pincee, et parfois mgime da dans celui des espaces CAT(1), certaines ge¢
neralisations, au demeurant naturelles, ne semblent pas avoete jusque-A sirement
examinees. Nous nous sommes icifferces de donner au lecteur, dans la mesure du
possible, lesedlements recessaires abn quOil ggie reconstruire aisment la theorie sur
laquelle notre travail est echafaudi Nous avons cru bon de rappeler lesesultats fon-
damentaux incontournables pour la suite, et dOinsister sur leur enchagment logique.
Nous avons aussi tenua’ detailler les points de damonstrations qui nous ont paru
insuffisamment eclaircis dans la litterature courante sur le sujet.

Avant dOentamer les parties 26, qui constituent le principal apport de ce travail,
il nOest greralement point besoin de lire les pediminaires dans leur ensemble. lls sont
organises de telle sorte quOil it de sOimpegner du tronc commun que forment les
sections 1Aa 1E (on pourra omettre la preuveetendue du theoreme 1.7 en prengre
lecture) pour se trouver deja en mesure dOaborder le chapitre 2 puis lesethremes
3.1, 4.1 et 5.1. Le treoréme 5.2 requiert dOavoir pris connaissance de la section 1F,
dont la matiere nOest au surplus pas nouvelle en courbure pic«Quant au reste,
IOaces en est command<ar les sections 1G pour les concepts, et 1H pour les lemmes
techniques.

1A. Gweometrie

Tout au long du present article, nous consid&erons unespace nekrique CAT(! 1)
propre X . Pour tout ce qui a trait ‘a ces espaces, nous nousferonsa [Bou | et [G-H ].
Abn dDatiger la notation de ladistance entre deux points x et y dans X , nous ferons
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IG@eonomie dOun symbole et laedignerons simplement par X, y), ce qui, esgrons-le,
ne sera pas cause de confusions. Rappelons que paation, X est un espace ra«
trique, propre (complet et localement compact), grodesique (deux points quelconques
sont relies par un chemin minimisant la longueur), satisfaisanta la propriete dite
CAT(! 1) (par reference au tteoreme de comparaison dOAleksandrov-Toponogov en
geomedrie riemannienne), que nous allons formulerEtant donne un triangle geode-
sique @@, b, § dans X, il existe une applicationx # X de (a, b, d sur un triangle (3, b,c)
du demi-plan hyperbolique qui induit sur chaque aiie de @, b, § une isometrie sur le
cote correspondant de §,b,c); ce dernier triangle est uniquea isometrie pres, et est
appele triangle de comparaison. La propréte CAT(! 1) specibe que pour tout triangle
(a,b, 9 dans X, IOapplicationx # X de (a,b,d sur son triangle de comparaison est
contractante, cOest-dire que (x, y) est inferieure ouegaled la distance dex ay dans le
demi-plan hyperbolique pour tousx ety sur le triangle (a, b, 9. Outre sa grande sou-
plesse N appreciation que ce travail ne fera que corroborer -, la dRnition precdente
permet dOenglober un largeventail dOespacedont le caractere est de possder une
courbure majoree en ded de zro. Parmi les espaces CAT( 1), on regroupe notam-
ment les espaces hyperboliques (de toute dimension), plussgeralement les varates
riemanniennes compétes simplement connexes courbures sectionnelles au plus 1,
et aussi les arbres et les immeubles hyperboliques.

Tout autant que pour le disque hyperbolique, on peut construire un borda 10inPni
pour X selon le pro@de suivant. Un rayon geodesique est une isoratiie dOun intervalle
maximal | dOorigine 0 d&R dans X ; necessairement = [0,+$ ) ou bien| =[0, 4]

(a %R"), auquel cas nous convenons eentement de prolonger ce rayom [0, +$ )

en lui assignant une valeur constante surd, +$ ). Deux rayons sont dits asymptotes

si la distance entre leurs images ‘chaque instant est uniformrement bornee. Lebord a
IQinbni! X de X (dit aussi bord visuel) est debni commeetant IOensemble des classes
de rayons godgsiques asymptotes. En voyant les points d&X comme extremites des
segments geodesiques dDorigine bxe, on peut munir IOensemile= X & ! X dOune
topologie naturelle (convergence compacte), qui en fait une compactibcation d¥
dans laquelleX est un ouvert dense. Signalons que 1Oon confond habituellement une
geodksique (isonetrie dOun intervalle maximal deR dans X ) avec son image. Par
deux points distincts a et b quelconques dansX passe une uniqueggodesique que
nous noterons @b). Quant au rayon geodksiqueissu dea %X et passant parb %X

ou bnissant enb %! X, il sera note Jab). Dans la generalite des espaces CAT(1),
toutes les grodksiques ne sont pas inPnies. Cependant, les rayonsagksiques Pnis ne
joueront aucun réle et seront de fait ignors, pour la seule et bonne raison que notre
attention sera tout entiere tournee vers le borda I0inPni. DOautre part, lésometries
de X (dans lui-méme) se prolongent en horeemorphismes deX dans lui-méme, pour
designer lesquels nous conseerons en pratique les ng@ines symboles.
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1A. G EOM ETRIE 7

LOobjet essentiel de la courbureawative sera ici lafonction de Busemann",, Pour
# %! X etxy dans X, on peut debnir ", (x,y) = limy ++ (X, #)! (y,#) pour
un (tout) rayon geodesiquet # # Pnissant en#. Observons la proprite de co-
cycle" (x,y)+ "1 (y,z) = "1 (x,2), ainsi que IOinvariance par isoetge " ($x, $y) =
"1 (X,Y) (dans toute cette introduction, $ designera une isoratrie de X quelconque).
Notons aussi |Qiegalite (dOorigine triangulaire)]”; (x,y)] ! (x,y). Il est prouve la
continuite de la fonction deX ' X 2 dansR qui a (a, x,y) %X 2 associe x,a)! (y, a),
eta#xy) %! X" X2 " (xy).

Une horosptere dans X est une Cligne de niveaukE dOune fonction de Busemann

"1 (x,.). Plus precimment, IOhorospére base en# %! X et passant parx % X est
IOensemble dgs%X tels que" (x,y) = 0. La fonction ", debnit en fait une Cdistance
horospherique E (algebrique) vue du point base#. Loroboule (ouverte) bordee par
IOhorosplie base en# %! X et passant parx % X est |Oensemble des % X tels
que " (x,y) > 0. On voit aisement (par comparaison) que les horoboules feress
sont strictement convexes. On ibe aussi quOen accord aveetyirologie, la sptere
de centrea % X passant par un point X % X bxe, tend, quanda # # %! X, vers
IOhorosplie base en# et contenant x.

On appelle produit de Gromov en x %X de deux pointsa et bdans X la quantite
(a,bx = %'(a, X)+(x,b) ! (a,b) . Pour # et %distincts dans X, on peut debnir
(#, %x comme la limite de (a,b)x quand X * a# #etX * b# %En fait, (#%x =
%"'; (X, p)+ "#(X,p) pour tout p %(#%. On debnit alors unedistance visuelledy sur
I X, vu du point x % X, par dy(# % = €*®'#% pour # et %distincts dans ! X, et
dy (# #) = 0. On peut montrer que dy est bien une distance N ce qui nOest pasvident
N induisant la topologie naturelle de ! X, et que la famille de distances{ dy}xsx €st

primo conforme et secundoinvariante par isometrie, cOest-dire :
1) Oy (#, 9 = e718e0x )+ 8,00 g (4 0
2 d« ($#,$% = dy(#,%.

Notons aussi que led, -diametre de! X vaut IOunit (on a dDailleur§#, %y =0 si et
seulement six % (#%). COest une coreguence tant utile quOimradiate de |0iegalite
triangulaire que (#, %y ! r et par suite dy (#,% " €’", ol r est la distance dex a
la geodesique % A ce propos, on peut voir quer = (X, p) pour un unique p % (#¥%
que 10on appelle parfois IEprojete orthogonalE de x sur (#%.

Un dernier point de notations concernant X : on designera parB(x,r) la boule
ouverte dans X de centrex % X et de rayonr, et par By (#r) la boule ouverte
visuelle dans! X de centre# et de dy-rayonr.

A 1&instar de celles de IOespace hyperbolique, les stims deX se mpartissent en
trois types disjoints, I0identiid misea part. Une isometrie elliptique Pxe au moins un
point dans X . Une isometrie parabolique Pxe un unique point deX situe a IOinbni; elle
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8 CHAPITRE 1. PR ELIMINAIRES

preserve toute horosplere bage en ce point. Enbn, unésometrie hyperbolique & bxe
exactement deux points dansX , situesa IQinbni; la gedesique reliant ces deux points
pxes est appale sonaxe, sur lequel& agit comme une translation dont le d&placement
' > 0 est dit longueur de translation de &; IOun des points bPxes, disoms est attractif,
IQautre,b, repulsif; on a alors" 5(x, &) = ' = ! "p(x, &) pour tout x % X ; il en
decoule que %, &) a pour minimum ', lequel est atteint precisament sur IOaxe dé.

Le groupe des isoratties de X sera muni de sa topologie naturelle. Tout au long
du present article, nous consig«erons ungroupe dOisostries discret I'. Il est de tels
groupes discrets qui laissent invariant un ensemble Pni de points d¥ ; on les dit
elementaires, et, hormis le groupe trivial, ils se classent en trois types disjoints. Un
groupe discret dQisostries de type elliptique posde au moins un point Pxe global
dansX ; il est dDordre Pni et seslements non triviaux sont elliptiques. Un groupe de
type parabolique pos®de exactement un point Pxe global site IQinbni; seslements
non triviaux sont elliptiques (dOordre bni) ou paraboliques ; un tel groupe Eserve les
horosphéres bases en son point bxe. Un groupe de typhyperboliquelaisse invariant
un unique doublet de points deX, situesa I0inPni; un tel groupe contient un sous-
groupe distingue dOindice Pni, engendreycliquement par une isonekrie hyperbolique ;
les autresetements non triviaux sont elliptiques. Nous supposerons dans tout ce qui
suit que I nOest paslementaire. Il contient alors une inPnite de classes de conjugaison
dOisoretries hyperboliques primitives, cOesi-dire qui ne sont pas des puissances non
triviales d@&ements del.

L@&nsemble limiteA(T") de I est par debnition IOensemble des points dDaccumulation

dansX dOune (de toute) orbite dd” dans X . CommeT est discret, on aA(I') + ! X.
Dire que I nOest paslementaire revienta dire que A(T") est inPni; alors aucun point
de A(T") nOest is@xet A(T') est le plus petit ferme dansX non vide et invariant par T.
De plus, I agit proprement discontinément sur X ! A(T'). Les stabilisateurs des points
pxes del" dans X, necessairement siteg dansX & A(I"), sont par nature elementaires.
On attribuera a un tel point bxe le type (elliptique, parabolique ou hyperbolique) de
son stabilisateur. Les sous-groupes elliptiques ou paraboliques maximaux dé sont
des stabilisateurs de points bxes d€.

1B. Densitces conformes et invariantes * a 1Qinbni

COest IOensemble limite flequi est le thegitre de la dynamique del” dans X . Aussi
a-t-on cherch&a munir cet ensemble de mesures en relation avec IQaction BeDu
fait que I' nOest paslementaire, on voit aissment qudil ne saurait exister de mesures
Pnies sur! X, non triviales et invariantes par I". Ce sont toutefois de remarquables
mesures quasi invariantes que 10on y a invesgs, dansPattl ], et qui font IQobjet de ce
paragraphe. Plutét que de parler de mesures sur le bord 10inbni X , il parat ici plus
approprie dOadopter le concept de densita IQinstar de$ulll ]. On appelleradensite
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(a IQinbni)une application p qui a chaquex %X associe une mesurgy, positive bnie
sur! X.

Une densit sera dite conforme de dimension( " 0 si pour tousx et x dans X,
la mesurelly: est absolument continue par rapporta L, avec une aivee de Radon-
Nikodym donnee par la formule :

%(#) = g %E(x'X)
dpx
Une densit p sera dite invariante par I' si pour tout & % I" et pour tout x % X,
ona® :

& Hx = Hax-
Si p est une densigcconforme et invariante parI', alors la mesurepy (x % X) est
quasi invariante par I', cOes&-dire que & i, est absolument continue par rapport
a Yy ; mais avec le concept de densit«lOon recouvre une invarianca proprement
parler. Non seulement nous ne prendrons en compte que des demsiteonformes non
nulles, mais encore nous les supposerons @mvant normalisees en imposant que
Ho Soit une probabilite (cOest-dire ,,, = 1), ou 0 est un point (origine) de X
debnitivement bx<N cOest ainsi que nous pourrons parler dOuniitkans certaines
situations. En outre, nous choisisson® parmi les points non elliptiques, cOesi-tire
de stabilisateur trivial dans I'. Remarquons que le support dOune densitonforme et
invariante par I’ contient necessairement\(I'). Nous nOeigerons cependant pas que
le support dOune telle densitsoit exactementA ().

L@xposant critique ((I") de I" est un nombre fondgmental que |Gonetnit comme
etant IOexposant critique de laexe de type Dirichlet ., € SX&) (s %R), appelee
serie de Poincae«del’, ce qui revient a dire que

(D) =limsup #{& %I | (x, &) ! t}
tro+"

(IGexposant ne elend point du choix dex et y dans X ); la fonction de t precdente
est generalement baptisee fonction orbitale de I' N nous en reparlerons notamment
dans le chapitre 4. Nous ferons dsormais IOhypotse que((I') est bnji hypothese
que la gaeralite de notre cadre genrtrique nous contraint de stipuler, mais qui est
dOemlde acquise notamment lorsquéX est une variete & courbure pinae (gréce au
theoréme de comparaison de Rauch, avec un argument volumique), ou encore lorsque
X admet un groupe dQisostries discret cocompact.

Les bases de la therie des densiés conformes one&e jetees par Patterson (Pattl ],
[Patt3 1), & qui IOon doit une construction ekbre, dont nous ne reproduirons pas les
details, et dont nous abstrayons I&ronax dOexistence ci-dess® La construction en

(M1, px designe la mesure debnie par ! px (B) = px(! " 1B) pour tout bor«elien B.

SOCI ET E MATH EMATIQUE DE FRANCE 2003



10 CHAPITRE 1. PR ELIMINAIRES

question consiste pour IOessential éxtraire une limite faible dOune somme convena-
blement normalisee de masses de Dirac le long dOune orbite Beponderees par les
termes de la stie de Poincar<ens, eventuellement quelque peu modibg, quands de-
crodt vers((I"). Ce procede ne requiert que la continuite de la fonction de Busemann
(cf. 1A), et se transpose tel quel dans les espaces CAT().

Th eor eme 1.1 (Patterson). N Il existe une densii conforme de dimension((I),
invariante par I' et de supportA(T).

Comme nous savons (voir 1A) ne pas exister de mesure non triviale invariante
par I & IQinbni, ou encore de densitonforme de dimension exo et invariante, il vient
directement du theordme 1.1 un fait loin d@tie evident : cOest qué¢(T) > 0.

A partir de ce theoréme dOexistence, la gwtie a pris un essor remarquable dans
les travaux de Sullivan ([Sulll], [Sull2]), dont la pierre angulaire est le lemme 1.3
ci-dessous, connu sous le nom de lemme de IGombre. Concurremment avec les boules
visuelles, nous ferons enféet un grand usage de ce quOil est convenu dOappéembre
(a 10inPni)dOune bould (y, r) dans X vue dOun poinix %X , & savoir :

Or(xy) = {#%! X | ]x#) - B(y,r)="}.
Enregistrons dOabord un lemmeatoulant simplement de I0®galite triangulaire,
et dont nous ferons mentiona plusieurs reprises.

Lemme 1.2. N Pour tout #%0; (x,y), on a (x,y)! 2r< ", (x,y)! (xY).

Voici a present le lemme de IQombre, comé@ IQorigine en courbure constante dans
[Sull1].

Lemme 1.3 (Sullivan). N Soit g une densit conforme de dimension( et invariante
par I'. Soit x %X . Alors, des quer > 0 est assez grand, il existeC > 0 tel que pour
tout & %1,
1
C
Demonstration. N En usant des seules @pnitions, on a

$ % $ %
Hx Oy (X, &) = Uy &0y (& 1x,x) °

0, $ % 0,
e &) 1 O (X, &) 1 Cet &),

&

$ % .
= Ug 1x Or (& 1%,X) = e WE(& ) gy (#).
O (& 1x,x)

Avec le lemme 1.2, il en Bsulte que
. $ % $ % o w0
e A& "0 (&F I, X) Ty Or (X, &X) 1 iy, €27 & EXX)

Or la borne superieure desdy-diametres des! X ! Oy (y,x), y parcourant X, tend
vers 0 quandr tend vers IQinbni. Commei, nOest pasauite & un atome (parce que
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I nOest paglementaire), on en dduit que

$ #1 %-- 1!
Mx Or(& %) " 5 kx,! maxux({#) >0

pourvu quer soit assez grand (inggpendamment de&), ce qui achéve la damonstration.
O

Une premiere congguence importante de ce esultat, decrite dans Bulll ], est que
la dimension ( de | est necessairement supkieure ouegalea ((I'). On prouve simul-
tanement que la fonction orbitale deI" (cf. supra) est majoree par une constante fois
)t estimation que IOon verra largement Erise par le theoréme 4.1 plus loin. Ce
double corollaire repose sur un argument que IOon verraapparadire dans la preuve
du theoreme 5.2 plus loin; il consiste surtouta observer que le recouvrement dé X
par les ombresOy (x, &), ou t! 1< (x,&) ! t, est de multiplicitee comprise entre
zero et une constante inapendante det, le lemme de IOombre faisant le reste.

Plutidt que d@tudier abruptement IQaction da” a I0inbni, cOeatdire un sys@me dy-
namique (! X, T', W) oU W est une densigcconforme invariante, on a pefere se tourner
vers des extensions de ce dernieg commencer par le 3ot gedesique.

1C. Flot g«eodesique

Notons SX IOensemble des isa@tries deR dans X , que IOon munira de sa topologie
naturelle. Autrement dit, SX est IOespace de®aesiques deX parametrees parR.
Dans le cas o' X est une varigte, SX sOidentibe au Pbrunitaire tangent a X , dOa’la
notation employee. On dispose dOur@projection E canonique deSX sur X, qui a un
point de SX associe ce quOon appellera spoint de base Signalons que dans notre
cadre general, cette projection peut ne pasdire surjective, les ggodesiques nélant pas
toutes bi-inPnies; ce @taut nOaura toutefois aucune incidence, comme nous I0avons
deja annonax Nous commettrons fequemment par la suite IOabus de notation consis-
tant ‘a confondre un point deSX et son point de base dans des expressions oela ne
pourra étre source dOambigik; cOest ainsi que nouescrirons " (x,u) avec u % SX,
etc. Pour B + X, nous noteronsSB IOimageeciproque deB par la projection de SX
dans X . Enbn, 1Oon voit facilement que le groupe des is@tnies de X agit librement
par homeomorphismes suiSX, et queI" agit proprement, discontindment et librement
sur SX.

Le Rot trivial sur R induit un Rot continu {g'}er agissant surSX, appel Rot
geodksique De plus, chaqueg' commute avec les isoratries de X agissant surSX.
Pour u % SX, nous noteronsg*” u (resp.g” u) I0extemite a IQinbnisuivant les
temps positifs (resp. regatifs) de la ggodesique dsterminee paru. Autrement dit, g*" u
(resp.g” u) est la limite (dans X) du point de base deg'u quandt tend vers +$
(resp.!$ ).
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12 CHAPITRE 1. PR ELIMINAIRES

La symetrie de centre 0 dansR induit pour sa part une involution | de SX, qui
agit par renversement de IQorientation gt* = @" /|, et par Crenversement du
temps E sur le Rot geodesique :1 / gt = g*t/ |.

Nous adoptons la notation usuelle! 2X pour le produit de ! X par lui-m&me prive
de sa diagonale. Dans tout ce qui sgit,nous identibperons SX ;}0! 2X ' R par IOho-
meomorphisme quid u %SX associe g* u,g*" u,"g+ ,(u,0) . Seule la projection
de SX sur ! 2X est canonique, la composantegelle dans IQidentibcation peedente
etant debnie seulemeng’translation pres. En decrivant u %SX par ses coordonees
(#,%s) %! 2X ' R, nous avonsg'u = (# %s + t) et $u = ($#,$%s + " (0,%" 10)).
Notons enbn queSX est metrisable.

Introduisons maintenant des mesures de Radon suBX invariantes a la fois par
le Rot geodksique et parl’, formeesa partir des densites conformes invariantes pai’
du paragraphe preaedent, selon une construction emploge dans $ulll ]. Il se trouve
que les mesures ainsi obtenues 6acident dans certains cadres avec celletugliees
par de nombreux auteurs suivant des voies dierentes. Aussi avons-nous choisi ici de
les appelermesures de Bowen-Margulis-SullivanBMS en abreg). Etant donnee une
densite p conforme de dimension( et invariante par T', nous lui associons la mesure
m de BMS sur SX debnie par
dix (#) dix (%ds
On constate sans peine que la mesum@ ne depend point du choix de IOidentibcation
deSX a!?X ' R; elle est donc intrins2que. Gricea la conformite dey, la mesurem
ne depend pas davantage du choix de %X ; notons dQailleurs la formule suivante :

dm(u) = &) KD g, (#)dpy (%ds.

LOinvariance pail® de m decoule alors de celle dgi. Quant a IQinvariance den par le
Rot geocksique dansSX, ainsi que parl , elle est triviale. Lorsque X est un espace
hyperbolique, la mesure de BMS assoeead la densite de Lebesgue est mieux connue
sous le nom de mesure de Liouville.

dm(u) = avecu = (#,%s) %SX, ou x %X est bxx

Nous consiagteronsepisodiquement des mesures quelque peu plugrmgrales : si)
et p sont deux densits conformes de dimensions respectivgs et (,, et invariantes
par T, nous leur associerons la mesure de BMSeperalissem(* donnee par

dm('“(u) = g®Se(xu)t °/9$71(y'“)d)x(#)dpy(%ds
avecu = (#,%s) %SX, ou x ety sont bxes dansX . La encore, on &ibe rapidement
que m(¥ ne depend point du choix dex ni de y, que mCH est invariante par T, et
enbn que @) mtH = e®#RtmGE (1 %R) et |  (mCH = mt (. La mesurem que nous
debnissions plus haut réb&it autre que mH#H

Lesquotients deg' et dem par I' seront notes respectivemeng} et m; . Nous &tu-
dierons par la suite les systmes dynamiques $X/ T',{g{ }t1zr, M: ). Lorsqu@ IOavenir
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nous parlerons de 3ot gedesique et de mesures de BMS, nous entendrongrgrale-
ment par la leurs quotients suivantI". Cependant, les émonstrations se @xouleront
dOordinaire dans l€revétement universelE SX . Nous auronsa ce moment-8 besoin
de domaines fondamentaux appropis pour [Oaction d&, au sujet desquels il convient
de dire quelques mots.

On appelleradomaine fondamentalpour IOaction d&" sur IOun des espac¥s! A(T)
ou SX, tout ouvert D tel que &D - D = " pour tout & %I'! {Id}, et tel que la
reunion I'D des images deD par I' couvre IOespace congidk Un tel domaine est
dit localement Pni si tout compact donne ne rencontre quOun nombre bni dOimages
de D. Il est facile de sOassurer de IOexistence dOun domaine fondamental localement
Pni pour IOaction del’ sur X ! A(T), et partant sur X puis SX, en reprenant la
construction classique de Dirichlet : sia % X est un point qui nOest Pa«par aucun
element non trivial de I' (par exemplea = 0), alors IOensemble des points %X tels
que (X,a) < (x, &) pour tout & %I'! {Id} estun domaine possdant les proprietes sus-
indiquees, du seul fait qud” est discret; il est appekdomaine de Dirichlet de centrea
pour I'. Dans SX ou X ! A(I'), les domaines fondamentaux convenables seront ceux
dont le bord est regligeablepour une mesure quasi invariante parl’ donnee, pourvu
quOelle ne donne aucune masad®ensemble des points bxes fle ce qui sera bien
notre situation en temps utile (voir corollaire 1.8). Il en existe effectivement, puisque
IGon peut modiber comme suit le bord dOun domaine fondamental localement Pgi
de faibn a obtenir la propriete voulue. En notant F IOensemble des points bxes, on
peut en efet recouvrir | Do ! F par une famille localement bnie dansF ¢ dOouverts
V1,V,,... dont le bord est negligeable pour la mesure quasi invariante donex et
dont les images parl’ sont dDadérences disjointes ; commé®, est localement bni, la
famille I'V1, T'V,, ... est encore localement Pnie dang € ; en debnissant par Bcurrence
Dn =(Dnz1! TV,) &V, (n" 1), on obtient par consgquent une suite de domaines
fondamentaux dansF ¢ localement stationnaire ; sa limite D est encore un domaine
fondamental localement bni, mais cette fois de bord egligeable car contenu dans
la reunion de F et desT'!V,. Rappelons enbn IOusage dOun tel domaihe: pour
toute fonction h appartenant a I0espac€.(SX/ I') des fonctions continuesa support
compact suy SX/ T', que 1Oon relve en une fonctionh St” SX, on t.'eribe aigment que

la quantite ", hdm ne depend pas deD, et quOen fait , hdm = ", , hdm; .

Effleurons pour Pnir la question des gadgsiques fernees sur le quotientSX/ T :
en IOabsence de torsion darig ce sont prcikment les orbites mriodiques du Rot
geodksique, mais aussi les proje dansSX/ I' des axes des isoptdes hyperboliques
de T orientes N nous voulons dire par la relewes naturellement dansSX ou on les
parcourra du point bxe repulsif vers IQattractif. Dans notre greralite, al il est permis
que I contienne deselements elliptiques, ces derniers ne fournissent plus toujours de
veritables geodesiques fernees, mais plutii des cheminsa extremites qui se recollent
eventuellement moyennant unetement de torsion, comme cela ate formalis& dans
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14 CHAPITRE 1. PR ELIMINAIRES

[G-H ] (chapitre 11). Cependant, dans le souci de ne pas alourdir inutilement IQexposi-
tion, nous persisteronsa appelergeodesiques ferneesles projetes dansSX/ I" des axes
orientes des isoratries hyperboliques del’. LOensemble des longueurs desogksiques
fermees relativesa I', communement denommspectre des longueurs d&', jouera un
role dans tout ce qui suit.

1D. Feuilletage horosph« erique

L&¢ude des proprites dynamiques du Rot gedesique a depuis longtemps mis au
tout premier plan les ensembles particuliers que sont les vagies stable et instable.
Pour u % SX, la Cvariete E stable (resp. instable)de u, que nous noteronsH# (u)
(resp. H* (u)), est par debnition IOensemble des%SX tels que la distance deg'v a
g'u tend vers O quandt # +$ (resp.!$ ). Il est clair que H¥ (u) (resp. H* (u)) est
IOensemble des % SX tels queg*” v = g u (resp.g” v = g* u) et que v soit
basx sur IOhorospére base eng"” u (resp.g” u) et passant par le point de base
de u. Aussi H* (u) (resp. H* (u)) sera-t-elle desormais appete, en toute Rgitimite,
Iorosprere stable (resp. instable) deu.

LOensemble des horosetes stables (resp. instables) pour le Rotepdesique dans
SX constitue une partition de SX, que 1Oon appellera I€feuilletage horosplekique
stable (resp. instable)E , qui constitue effectivement un feuilletage au sens usuel
lorsqueX est une varite. Ces deux feuilletages seattuisent IOun de |Qautre par renver-
sement de IQorientation, vu quél * (u) = | H# (1 u). Aussi ferons-nais abstraction des
directions sur les horospleres (in)stables pour ne plus consigker que 18spaceH des
horospteres deX : cOest cet objet que nous appellerons@euilletage horospheriqueE
tout court. Le groupe des isonstries de X agit naturellement sur H, correlativement
a son action sur les feuilletages stable et instable.

De méme que nous avions identie&X a! 2X ' R (voir 1C), de méme allons-nous
assimiler H a! X ' R par IOhoraemorphismegquia une J)oorospha‘reH %H de base
#%! X et passant par un pointh %X associe #",(h,0) (ce qui ne &®pend pas du
choix de h). Seule la projection sur! X est canonique, la composanteeelle néant
bien debnie qué)‘tra@;slation pres. En (gja‘rivant H %H par ses coordonees §,s),
nous avons$(#,s) = $#,s+ ", (0,$710) pour toute isometrie $.

Nous allons faire de IOaction dE sur H un systtme dynamique qui, par son origine
méme, manifestera des liengtkoits avec le 3ot rodesique, lesquels seemgleront fruc-
tueux par la suite N ceci constitue le principe méme des chapitres 2, 3 et 4. Il convient
avant tout de discuter la notion de mesure invariante pour IQaction d& sur H, cer-
taines situations particulieres dfrant des points de vue multiples. Il est tout dOabord
un cas simple @ la notion de mesure invariante et ordinaire : en dfet, lorsque ! X
est homeomorphe au cercle fotamment lorsque X est une surface), on peut orienter
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les horospteres N alors appekes horocycles N (in)stables puis les voir comme les or-
bites dOun Rot dan$ X dit horocyclique (in)stable ; on sOintkessera alors aux mesures
invariantes par le Rot horocyclique (in)stable et parT"; dans le cas a'X est le disque
hyperbolique, on peut donnera titre dOexemple les mesures du typa") ol p est une
densite conforme invariante parl’ et * la densite de Lebesgue. Conditionae sur une
orbite du Rot horocyclique, une telle mesure invariante se eduit a celle de Lebesgue;
en dfectuant une desintegration, on se convainc alors de la compatibilécde cette
notion avec la suivante, valable cette fois dans le cadre plusegeral dOun (esitable)
feuilletage. On se repesente une mesure invariante par un feuilletage comme une fa-
mille de mesures sur les vagtes transversalesa'ce dernier, invariante par holonomie.
Pour un feuilletage topologiquement transitif, ce qui sera bientii notre situation, une
telle famille est en fait determinee par un seul de seelements. Dans le cas ©°X est
une variete, on peut choisir pour transversale au feuilletage horosgrique stable le
produit dOune gedesique et dOune horosphe instable se rencotrant, ce que 10on ra-
mene, par projection de cette dernérea IOinPni suivant les gedesiquesa! X' R= H.
Les isormetries commutant avec IOholonomie du feuilletage en question, on voit de cette
fadon que les mesures invariantes la fois par le feuilletage horospk#que stable et
par I' correspondent aux mesures suH invariantes par I" . Il nous est donc tout a fait
loisible d@&tendre dans notre cadre greral la notion de mesure invariantea la fois par
le feuilletage horospletique (in)stable et par I', tout simplement en appelant telle une
mesure surH invariante par I'. Si) est une telle mesure, nougtudierons le syseme
dynamique (H,T,)).

Une classe de mesures sii invariantes par I' sOimpose, que IOon tire des deesit«
conformesa la fation des mesures de BMSA chaque densigq conforme de dimensior(
et invariante par I', nous associerons lanesure sur H, invariante par I', donnee par :

du(H) = dp, ("2 ds

avecH = (#5s) %H, et h un point quelconque deH dans X. Il est aise de wriber
IOinépendance deu par rapport au point x Pxe dansX , puis son invariance parl’. On

constate quOen outr¢t ne depend point du choix de IQidentibcation dél a! X ' R,

et partant quQelle est intringque. Signalons enbn qudavec o, la formule ci-dessus
devient

di(H) = duo(#)e” **ds.

Refermons cette pesentation du feuilletage horosple«ique sur des rappels concer-
nant ses caracsristiques topologiques qui feront dOores et eja ressortir son attache
avec le Bot godesique (voir 1C pour ce qui a traita ce dernier). Il revient & F. DalObo
([Dal]) dDavoir achee«d®@elaircir les relations entre les assertions de d®enax ci-
dessous. [Bkailler les preuves des deuxasultats suivants, qui au surplus ne nous seront
utiles quOune seule fois (8ar@me 6.4), nous abconduit ‘a par trop paraphraser Dal ].
Quoique le contexte adope&«dans ce dernier travail fii celui des varigtes riemanniennes
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a courbure pincee, tant lesenonas que les @rmonstrations sOagdent directement au
cadre «largi des espaces CAT(1) (en particulier, le lemme de fermeture qui y est
utilise reste valable).

Th eor eme 1.4 (DalObo). N Les trois assertions suivantes sonequivalentes :

() Le spectre des longueurs assaeia I' nOest pas arithmiique, cOesa-dire quOil
engendre un sous-groupe dense d&

(i) Le feuilletage horospksique restreint a A(I) ' R + H est topologiquement
transitif, cOesta-dire quOil existe une horosgié dont IQorbite suivant” est dense dans
AD)" R. $ %

(iii) Le Rot geocksique{g} } restreint au quotient par ' de SX - A(I)' A(I)' R
est topologiquement retangeant, cOesd-tire que pour tous ouvertsU et V de SX/ T’
rencontrant IOensemble peedent, on aU - gf“v = " des quelt| est assez grand.

On dePbnit I@nsemble limite horosphtique A (I') de I comme IOensemble des points
# de! X (dits limites horospheriques) tels que toute horoboule base en# rencontre
IOorbite dOun (de tout) point d&X bxe. Evidemment, Ay (I) + A(T). La proposition
suivante conprme IQimportance de cet ensemble.

Proposition 1.5  (Hedlund, Dal®bo). N Supposons que les conditiongguivalentes
de la proposition precedente soient satisfaites. Alors IQorbite suivarit dOune horo-
sphére deH est dense dans\(I")' R + H si et seulement si sa base est dan, (I').

Des lors, il va sans dire que la question de la non-arithelkicite du spectre des
longueurs asso@a I' paradt cruciale dans i@ude du feuilletage horosplegique. De fait,
nous nous heurterons encora elle au sujet de I0ergodiatde ce dernier (chapitre 2), et
serons contraints de IOadmettre tout au long du restant de IQarticle (chapitreg®), qui
est fonde sur le corollaire 2.3. Aussi nOest-il pewttie pas inutile de signaler que cette
condition est dDavance acquise dans un bon nombre de situations,|®on peut plus ou
moins facilement la veriber, alors quOelle a jusqu@resent resisk aux investigations
dans le cas greral N on conjecture cependant quQelle est vraie lorsqué est, par
exemple, une varéte, tandis quQelle est clairement invalide lorsga@@oppas<K est un
arbre a longueur dOatis uniforme. Voici I@tat de ce probEme ouvert tel quOon peut
le dresser aujourdOhui. Nous renvoyons le lectear[Dal ] pour les references.

Proposition 1.6 . N Le spectre del’ nQest pas arithmikique dans les cas suivants :

(1) X est une surface riemannienne (dimension deux);

(2) X est un espace hyperbolique (courbure constante);

(3) A(T") pos€de une composante connexe noredkiite & un point;
(4) T contient une isometrie parabolique.

Notons que le cas (3) se produit lorsqud’ est cocompact et! X est connexe.
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1E. Ergodicit« e du RBot g«weodesique et groupes de type divergent

Cette section est consaae au crittre dOergodiait«du Rot geodksique connu sous
le nom de theoréme de Hopf-Tsuji-Sullivan (nous indiquons quelques afgrences en
debut de preuve). Si ce esultat est dOores etaja assez familier dans son ensemble,
les demonstrations proposes jusquQalors paraissent peu ou prou entagide lacunes,
a tout le moins en ce qui concerne certaines tentatives deegeralisation en courbure
variable. Aussi avons-nous tenwa etablir ici un @nonaxdOune part complet dans sa for-
mulation, et dDautre part valable dans les espaces CAT(l) generaux (theoréme 1.7),
et a exposer brévement une admonstration unibee, au risque de lasser le lecteur par
certains arguments rebattus.

Auparavant, il convient de rappeler quelques notions fondamentales de lsheorie
ergodique Nous avons aa introduit au cours des paragraphes peedents plusieurs
systtmes dynamiques(§2, G,M ) ou 2 est un espace topologique eparg, localement
compact et +-compact, G un groupe qui sera eénombrable () ou R (le Rot geode-
sique), et M une mesure de Radon, Pnie ou non, quasi invariante pa® (pour tout
g %G, g M est absolument continue par rapporta M). Nous avons B IQarchtype
des sys€mes { X, T, Ho), (SX/ T',{d }t&r, m: ), (H, T, ),... Notons dg une mesure de
Haar sur G (si G = T, ce sera la mesure de ekombrement, et siG = R, il sOagira de
la mesure de Lebesgue). Un balien E + (2 est dit errant si * 1g (g, )dg est Pnie
pour presque tout, %E. Par un classique argument dOextensionK(fe ], page 17),
IOespacf se dkcompose en deux partie§lc et Qp , disjointes et invariantes par G, ol
Qp est une reunion denombrable dOensembles errants, maximale dans le sens que tout
ensemble errant est contenu dan$)p modulo M . On appelleQ)p la partie dissipative
de (2,G,M), et le complementaire ()c sa partie conser\(ative (elles sont dePnies mo-
dulo M). Si B est un borelien contenu dansf)c, alors ' 1g / g dg=+ $ presque
partout sur B ; notamment, IOorbite de presque tout point d&8 retourne indePniment
dansB. Le systme (2, G, M) sera dit completement conservatif (resp. dissipatif ) si
M (Qp) =0 (resp. M (Qc) = 0). DOautre part, le syseme 2, G, M) sera dit ergodique
si tout borelien A invariant par G est de mesure pleine ou nulle. Au lieu dQinvariant,
on peut entendre ici essentiellement invariant, cOesi-dire que M (AAgA) = 0 pour
tout g %G, et cOest ce que nous ferons par la suite sauf mention contraire (dans le cas
ou G est un Rot, cette variante requiert sa continuite). On veribe aigment que siG est
denombrable, siM nOa pas dDatomes et &, G, M ) est ergodique, alors (2, G, M) est
completement conservatif. COestlpour ainsi dire le seul lien entre les deux notions
gque nous venons de rappeler.

Venons-en au tleoreme de dichotomie du comportement ergodique du Rotepde-
sique. Il mettra en relief I@nsemble limite conique\¢(I") deT, dePni comme IOensemble
des points# de ! X (dits limites coniques) qui sont indebPniment approches par des
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points de 1Qorbite dOun (de tout) point ExdansX qui restent & distance borree dOun
(de tout) rayon geodesique donmxbnissant er#. Il est clair que Ac(T") + Ap(T).

Th eor eme 1.7. N Soit u une densit conforme de dimension( et invariante par T,
et soit m, la mesure de Bowen-Margulis-Sullivan qui lui est assoe& Dans chacun
des deux cas complaentaires suivants, les assertions (i)a (iv) sont simultanement
vraies.
Premier cas :

() " g €< S

(i) Mo Ac(I) =0.

(iii) (12X, T, o O Hoj 2x ) est compEtement dissipatif et non ergodique.

(iv) (SX/ T',{dl }iar, m: ) est compEtement dissipatif et non ergodique.
Secong cas :

(i) , € %g,;(;&w =$ (alors (= ((I).)

(i) Mo Ac(I) =1.

(i) (' X" X, T',Mo O W) est compEtement conservatif et ergodique.

(iv) (SX/ T',{dl }iar, m: ) est compEtement conservatif et ergodique.

Si la srie de PoincaecdeI" diverge en((I"), on dira que I' est detype divergent
Sinon, I sera dit detype convergent

Un dernier sous-ensemble remarquable d&(I") jouera un rdle de premier plan
dans le chapitre 2 plus loin : il sOagit degoints de Myrberg dont IOensemble sera net«
Am (). Un point #%! X est dit de Myrberg si toute geodgsique oriengea extremites
dans A(I") est limite dOune suite dOimages p&r dOun (de tout) rayon godesique
oriente Pnissant en#, autrement dit si pour tous a et b distincts dans A(I), il existe
{&} + T telle que & o0 # aet &## b On trouve dans [Tu] une etude glementaire
des points de Myrberg. Il est clair que Ay (T') + Ac(D). A 10inverse, les points bxes
hyperboliques sont des points limites coniques qui ne sont pas de Myrberg. La demi
affirmation du corollaire suivant du theoreme 1.7 sera emploge pour le corollaire 2.3;
elle gereralise le rsultat de [Tu ] a IOaide dOun bref argument.

Corollaire 1.8 . N Si T' est de type divergent, il existe une unique densitgl
conforme de dimension((I") et invariante par I'. Elle nOa pas dOatomes, et IOensemble
des points bxes dd' dans SX est negligeable pour la mesure de Bowen-Margulis-
Sullivan assocee. %

De plus, on ap, A (I) =1.

Avant de passer aux dmonstrations, introduisons s a present une classe de
groupes particulierement importante, que nous ne disserons de rencontrer tout au
long de cet article : il sQagit degroupes admettant une mesure de BMS bni&i I est
un tel groupe, etm; la mesure de BMS Pnie en question, alorsSX/ I', {df }tar, M1 )
est conservatif, dOams le theoréme de Bcurrence de Poincag(ct. [Kre ], [W]). Par le
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theoreme praedent, I' est alors de type divergent; en particulier,m, est unique, et
la dimension de la densiecassoae est((I).

Demonstration. N Le th«eoréme 1.7 dcoule des huit dfirmations suivantes, que nous
allons tour a tour etablir. Nous paraissent nouvelles (c) et, en courbure variable, (g).
Pour ce qui est de (f), nous proposons ici une extension de laetkode de A-S] ou
etait trait«e le cas particulier de la mesure de Liouville en courbure constante. Cela
mis a part, le reste des arguments a son origine dansS{ill1 ] (ou avait ete tabli le
cas( = ((I') > d/ 2 dans |IQespace hyperbolique de dimensidrpar une methode de
theorie du potentiel). On pourra entre autres consulter [Tu ], [Y ] et [Kal ] sur ce sujet.
0,

(@) Si # g8 e* "{f/g'&o) < $, alors u0$AC(F) o

(b) Si go Ac(I) =0, alors (! ?X, ', 4o O Hoy 2x ) est completement dissipatif.

(c) Si (12X, T, Ho O Ho 2x ) est ergodique, alorsyl, nOa pas dOatomes N et X
I' X, T, 1o O Wo) est ergodique et compétement conservatif.

((%) 1u%sX,g' " u%A(T) si et seulement si il existe un compactK + SX tel
que 0+ L /gi(u)dt=$ . Ainsi (S§/ F,{g)‘,o}t&R,m! ) es%ompl@%ement conservatif
(resp. dissipatif) si et seulement sip, Ac(I') =1 (resp. Ho Ac(I) =0).

(e) (S%(/ I, {d }ter, M) est ergodiguez g)ozx, T, 1o O Hop 2 ) est ergodique.

® S|. g e* 66/(()),&0) =%, alcgs Mo 4}/8(1“) > 0.

(9) Si go Ac(I) > 0, alorsp, A(I) =1.

(h) Si (SX/T,{d }tar, M ) est completement conservatif, alors il est ergodique.

Il est aise de voir comment (d) provient de la debnition de A;(T"); (a) decoule de
cette dernigre conjugee au lemme de IGombre 1.3, et (e) est triviale.

Prouvons (b). A chaque & % % !2X avec# % Ac(I) et %% Ac(T), associons
IGensemble bni non vidg, » des& %T tels que la distance de&o a (#% soit minimale.
Pour toute partie bnie non vide F de T, soit Er IOensemble (betien) des ¢, % tels
que Iy 4 = F. Si & rencontre Eg, alors & = F ; le stabilisateur de F dans I’
etant bni, Ex est errant. Comme |Oensemble des parties Pnies non vides Idest
denombrable, on voit que le carexde! X | A.(T") prive de la diagonale est contenu
dans la partie dissipative. On en deduit (b).

Prouvons (c). Supposons par IQabsurde qug possde un atome# %! X , en méme
temps que @ 2X, I', 4o O Hop 2x ) est ergodique. Prenons$ % T' tel que $# = #, et
considerons |QorbiteD = I'(# $#) dans ! X, qui est necessairement del, O Hojr 2x -
mesure pleine. Or I0orbite d&# suivant le stabilisateur I'; ne peut sOaccumuler que
dans IOensemble bmi(I';). Par consequent, on peut trouver & %T" de faibn que &#
soit dans IOouvert non vide de\(I'") quest le compkaentaire de{# & I'| $#. Ainsi
(#,&#%) %! ?2X | O, ce qui est contradictoire avec la pénitude de la mesure deO.
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Prouvons maintenant (f). Nous nous appuierons sur la version greralisee du second
lemme de Borel-Cantelli ci-dessous, dont |Gsgwest duea’ Renyi, et dont on trouvera
la demonstration dans PA-S1.

Lemme 1. N Soient M une mesure positive bnie sur un espac®, et {A}gr- UNE
famitle de parties de) telle que la fonction(t,, ) # 1a,(, ) soit mesurable. Supposons

+

que , M(Ap)dt=$, et quOil existe une constant€ > 0 telle que
& &1 * &1 +,
M (A - Ag)dtds! C M (A¢)dt
0 O 0

pour tout T > 0 assez grand. Alors IOensemble de$4() tels que(o+ ’ Ap, (,)dt= 8

. N 1
a une M -mesure sugieure a .

La demonstration de (f) use de techniques voisines de celle de la prezné€ etape du
theoreme 4.1 plus loin. Aussi le lecteur dsireux de poursuivre voudra bien consulter
au debut du passage ciéles dePnitions des objets gemetriques K (z,r), OF (a,b) et
L, (a,b), dont nous allons dgja nous servir. Le lemme de IOombre 1.3 au poirt= 0
reste bien s valable pour les ombres par exes ou par d&faut, avec unr assez grand,
desormais Pxx« Notons alorsK = K (o,r).

# . . . .
Supposons que g, € %0.&0) = ¢ Nous allons montrer ci-ap®s les deux irgali-
tes suivantes, valables poull > 0 assez grand, ole symboleC; designe une constante
strictement positive independante deT .

& &+ , o 0 *2
m(K - g*'&K - g*¥S$K)dtds! C; g #0.&0)
0 0 gral (0,&0)! T
&1
m(K - g*t&K)dt" C, g %0.&0)
0 ga! (0,&0)! T

On achevera alors la preuve en appliquant le lemme preedent avecA; = K, - gf“K!
ou K, estle projete deK dansSX/ T', et M la mesurem, restreinteaK, . La premiere
condition exigee pour obtenir la conclusion du lemme dgoule de (2), et la seconde de
(1) et (2) ensemble, vu que

& &1 & &1 & &1

M (At - Ag)dtds =2 M (A - Ag)dtds! 2 M (At - A+ )dtds.

~0 0 0 t 0 0 %

DOapes (d), la conclusion du lemme signibe bien qug, Ac(I") > 0.

Montrons donc (1). En revenant aux debnitions dem, K et L, (a,b), on voit que
dhto () do(%)
L (0," 0) do(#, %2%
Or do(#,% " €*" lorsque @%rencontre B(o,r), et L, (0,$0) + ! X' O} (0,%$0). DO’
0,

. $ Y
m(K - g '&K - g**#3$K) 1 e, O (0,%0) f’

m(K _ g#t&K _ g#t#s$K) 1
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Enbn, en utilisant le lemme de IOombre adaptaux ombres par exes, il vient :
m(K _ g#t&K _ g#t#S$K) ] Cse#%o,"o)_
Mais si K - g#t&K - g*¥#s$K nOest pas vide, on voit, par IGigalite triangulaire,
qubalors
(0,&0) + (&0,$0) ! (0,$0) + 67,
et aussi
(0,&0)! 3r! t! (0,&0)+3r et (&0,%0)! 3r! s! (&0,%$0)+3r

(on rappelle queK + SB(0,3r/ 2)). Il resulte de tout cela que
T

m(K - ¢g*'&K - g* ¥ S$K )dtds

0 0 g al
I (6r)2 C3e6% e# 0/60,&0)6# %&0," 0)

(0,&0)! T+3r
(&0," 0)! T+3r
' +
I C4 e# %0,&0)
(0,&0)! T+3r
(on reindexe la somme sufs en remplaant ce dernier par&$). Comme

e# %0,&0)
T< (0,&0)! T+3r
est bornee, gedice a I% majoration de la fonction orbitale de I" vue a la suite du
lemme 1.3, et comme ¢&* %229 diverge, I0irgalite (1) sOensuit.
Montrons enbn (2) de faion similaire. Si& %I est tel que
3r! (0,&)! T! 3r,
on voit, en examinant plus attentivement la debnition deK = K (o, r), quQalors
& & & &
' ” _ dio(#dpo(% ~ "2 T
L(0.&0) Go(#NA%* L5 o
2 dio (H)dpo (9
L (0,&0) o do(#a %2% ' o
0 0
ce qui est plus grand quer?p, O (&0,0) W, OF (0,80) , puisque
L:(0,&0) 3 O (80,0 ' O (0,&0)
et que le diamétre dedy est 1. Pourvu s§ulement gue nous ayions pris assez grand
avant de commencer, nous savons qug, O” (&0,0 " Cs, comme on aura pu le voir

dans la preuve du lemme de IOombre %.3 (ici ad@)aux ombres par afaut). Qui plus

est, ce m@ime lemme nous assure qug, Of (0,&0) " Cge” %©.49), En dePnitive, on a
&1

Lex (0°" "o )dsdt

=T

m(K - g*'&K)dt” c; e Mo 80),
0 ga&! 3r! (0,&0)! T#3r

On en deduit (2) par IOargument terminant la preuve de (1).
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Prouvons a present (g), ce qui recessitera le lemme de elwation de la mesure,
ci-dessous. QuandX est IOespace hyperbolique, les ombraddinbni sont des boules
euclidiennes et I8ronax suivant, alors contenu dans un teoréme classique, peutetie
employe sans autre forme de proes, ce qui nOest plus permised que I0on se place en
courbure variable N ce point a ete negligedans [ -, ol subsiste cependant ce lemme 2,
que nous montrerons ci-apes. Pourr > 0, on notera A(r) IOensemble des points de
I X appartenant a une inbnite dOombres distincte®;, (0,80) (& %T') ; observons que
A¢(T) est la reunion croissante des\(r) quand r crodt indebPniment.

Lemme 2. N Des quer > 0 est assez grand, pour toute fonctiorh % L*(u,), pour
Ho-presque tout# % A(r), on a
_$;y0
Ho Or (01&0) O, (0,&0)
quand (0,&0) # +$ avecOy(0,&0) * #.

&
'dp-o wo- (#)

~ $ %
Terminons dOabord la preuve de (g). Supposons que A¢(I') > 0. Nous allons en

fait montrer que si un borelien A + A¢(T") de Ho-mesure non nulle est invariant par
I, alorguo(A) = 4, Prenons un tel A (par exemple A¢(T")), et r > 0 assez grand pour
que o A - A(r) > 0 et que les conclusions du lemme 2 ci-dessus et du lemme 1.3

(avec x = 0) soient toutes deux valides. NotonsB = I X | A. Une application du
lemme 2 avech = 11z et # %A - A(r) nous procure une suite{&,} + T telle que
$ %
O, (0,8,0) -
(0,8,0) # $ et Ho $(0.&40-g 0 quand n¥$

Ho Or(0,80)
0,

Or le quotient ci-dessus est proportionnela g, O$O, (0,&0) - B /?ce que IOon voit en
utilisant les lemmes 1.2 (pour le nungrateur) et$1.3 (pour le den(%ninateur). Compte
tenu de IQinvariance d@& par T, la quantite g, O, (&' 10,0 - B estegalea la pre-
cedente, et tend donc vers 0. En prenant des valeurs de arbitrairement grandes, on
obtient une suite dOouvert$), de! X telle gue le diametre de! X ! Q tend vers O
et Wo(2% - B)# O quandk #3$ . Quitte a extraire, on peut supposer que X !
converge au sens de Hausdfirvers un point . ; alors 4o(B ! {.}) = 0. En prenant
& %I tel que &. = ., en utilisant encore IQinvariance d& par &, on aboutit enbn a
Ho(B) = 0, ce qulil fallait montrer.

Completons cette demonstration par celle du lemme 2. Pouth %L *(l,), introdui-
sons la fonction (dite maximale) h( bien debnie en tout point# %A(r) par
&

-{# = lim, sup - do

—$ - U
Ho Oy (0,&0) O, (0,&0)

ou la borne superieure est prise sur lesX % T tels que (0,&0) >t et # % O, (0,&0);
posons- ( =0 sur ! X ! A(r). Par un argument simple quele lecteur pourra retrouver
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a la bn de la preuve du tleoreme 2.2, on sait que la conclusion ekiree cgcoule de
IQirgalite (4) suivante, ol C > 0 ne depend pas deh :

$ % c&
(4) pourtout / >0, Wo {-(>/} ! 7 - dio.
X
Fixons / > 0 et montrons (4). Nous disposons deG + T tel que
&
- 1
{-(>/}+  0O/(0,&0) et —$—— % - dpo > /
&&G ' p‘O Or (01&0) Or(O,&O) °

pour tout & %G. NotonsG = {&}an avec 0,&0) ! (0,&+1 O) pour tout i. Debnissons
par recurrenceip = 0, puis

iker =min{i>i | Or(0,&0)-& ;1 kO (0,& 0) = " }.

Siik <i<i ks pour unk, alors O;(0,&0) - O;(0,&;0) =" pourunj ! Kk, et [©on
dispose dOun rayonegksique partant deo qui traverse B(&; o,r) et B(&o,r); sOil
les rencontre dans cet ordre, alor€D; (0,&0) + O3 (0,&; 0) par un simple argument
de geomedtrie hyperbolique; sinon, on voit que B(&o,r) + B(&,; 0,5r) du fait que

(0,&0) " (0,&;0); on en conclut dans tous les cas qué,(0,&0) + Os(0,&; 0).

Ainsi, en notant G = {&,j %N}, les ombresO, (0,&0), & % G( sont deux a deux
disjointes, et nous venons dédeblir que

Of (01&0) + OSI’ (01&0)
&&G &&G*3

DOapes le lemme de IOombre 1.3, on voit que pourassez grand, on a
$ % $ %
p.o OS( (0,&0) ' CO“O Or (0,&0)
pour une constanteCy independante de& %I . Il resulte de tout cela que

$ ( % $ % ) $ %
p.o {' > /} ' p.o OS( (0,&0) | CO p.o Or (0,&0)
&&G*S . &&G* & . &
L “duo ! 7 |- [,
2&Gs Or(0,&0) ' X

ce qui termine la preuve du lemme 2 et de (Q).

Prouvons enbn (h), en reprenant un argument etebre de Hopf €f. [Ho]). Comme
dans [Sulll ], introduisons une fonction O(u) = eg“%”v! 0) gy %SX); elle induit une
fonction 0 sur SX/ I'. Il est aise de wriber quem SB(o,r) ! 2re?” ; or en appelant
D + X le domaine de Dirichlet pourT centre eno, on a0(u) = €* 4%4.°) pour u %SD ;
IQinggrale par rapportam de 0 sur [SB(o,r+1) ! SB(o,r)]- SD est donc majore par
une constante foise” % . Il sOensuit qu® %L (m, ). DOautre part, on wribe facilement
que pour tousu et v dansSX tels que

(u,v) ! 1, Jo(v)! o()|! 4(e**u,v)0(u).
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Comme 0 est continue et strictement positive, on a
& .
oO(gtu)dt = +$
0

pour tout u tel que g*” % A(I'). Consideronsh % C.(SX/ I') que 1Oon relve enh
sur SX, et debnissonsht (resp. h() sur (g*" )# TAc(D) (resp. (g )*TAc(D)) par

( (Th gtdt (Th/g#tdt
h* = limsup (7 et h —Ilmsup (7
T+ + 0/ g#tdt

On veribe aimment, a I0aide des propeies de continuites deh et 0 indiquees plus haut,
que ht (resp.h() est constante sur les horosphies stables (resp. instables) bass
dans AC(F) De plus, elles sont toutes deux borees et invariantes (stricto sensu) par

I' et g'. Elles induisent ainsi chacune une fonction boekenn%surA%F) Supposons
(SX/ T,{d! }ter, M ) completement conservatif, ou encorel, Ac(I') = 1. Alors h(
et h¢ sont egalesm-presque partout, dOapes le theoréme de Hopf (voir Ho], [Kre ]).
Avec ce qui precdde, on conclut quQelles sont-essentiellement constantes. Ainsi les
moyennes ergodiques

( o h/g'tdt

. 0/ gftdt
convergentm, -presque partout vers une fonction constante quandT|#$ , ce pour
toute h dans C.(SX/ I), puis dansL*(m, ), gréce encore au teereme de Hopf, ce qui
signibe IQergodiagitde SX/ [, {d! }tar, M ). Ainsi se termine la preuve de (h), et avec
elle celle du theoreme.

Demontrons pour bnir le corollaire 1.8. SupposonE de type divergent. LOargument
dOuniciecsera repris de $ulll ]. Si p et y° sont deux densiks conformes de dimension
((I) et invariantes par T, il en est alors de n&mne de) = %(u + ). Or p, est
absolument continue par rapporta),, et IOinvariance pail’ de u et de) entradne celle
de dpo/d), modulo ),. On sait en particulier que (! X, I',),) est ergodique, et par
congquentdy,/d ), est essentiellement constanteggalea 1, dOou= )& W

La non-atomicite dep decoule du lemme de IOombre et du fait que, Ac(I) =1;
IOensemble des points bxes Badans SX est invariant par T et par le Rot geodesique,
de plus fermx et different du support de m, donc m-negligeable par ergodicie«du Rot
geodesique.

$ %
Prouvons enbn quey, Ay (I) = 1. SoiteB une base @nombrable de la topologie

du support de m dans SX, cOest-dire de !2X - (A(I')' A(I'))' R. PourV %B,
soit M (V) IOensemble dea % SX tels que g'u % I'V pour une suite t; tendant
vers +$ . Le borelien M (V) est invariant par T" et par le Bot geodssique. Gaice
a la conservativite de SX/ I',{df }1er, M: ), on sait que M (V) 3 T'V modulo m.
LOergodicit«du Rot grodesique montre ensuite queM (V) est de m-mesure pleine (on
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. 8. %
am(V)> 0). Org" veg M (V) = Ay () par la debnition méme deAy (I'), ce
qui emporte la conclusion. O

1F. Groupes g«eometriquement Pnis

Cette section est consaae aux groupes dOisatries discrets les plus simples que
IOon coadive du point de vue ggometrique. On songe en premier lieu aux groupes
cocompacts cOest-dire dont le quotient de X assocs«est compact; IOensemble limite
dOun tel groupe est le bord 10inPni tout entier. Les proprites de ces groupes ont dOor-
dinaire leur homologue dans la classe plusegerale des groupe$’ convexe-cocompacts
qui par dePnition agissent de fatin cocompacte sur EhveloppeE de A(T) dans X,
debnie commeetant la reunion des godesiquesa extremites dansA(I"). Faisons obser-
ver que E nOest pas @risament convexe ; @anmoins, siX est une variete a courbure
pincee, IOenveloppe convexe dgI") est contenue dans un voisinage uniforme dé&
(voir [Bow? ], paragraphe 2.5).

Supposons qud’ soit convexe-cocompact. Soitm, la mesure de BMS assoeka
une densit conforme invariante parT" et de support A(T"), comme IOon en sait exister
dOapes le theoréme 1.1. Vu que son support est le quotient pai” de

$! 2X - (M) A())" R+ SX,

lequel quotient est compact, la mesurem, est Pnie. Aussi les groupes convexe-
cocompacts appartiennent-ilsa cette classe remarquable msenke suite au corol-
laire 1.8. En fait, les groupesconvexe-cocompacts sont pgissment les groupes
admettant une mesure de BMSa support compact. Notons que ce sont par ailleurs
les groupes dont tous les points limites sat coniques ; on en verra dOautres caraai«
sations apres la proposition 1.10.

Nous allons ci-apes introduire une classe de groupes plus large que lagmedente.
Il sOagira des groupes ditsegaetriquement Pnis, dont les multiples caracerisations
sont bien connues dans le cadre du disque hyperbolique ; que IQon hausse seulement la
dimension de IOespace, eekpointent quelques complications, dont un tour dOhorizon
a ete merxa bien dans Bowl ]; cette etude a &te poursuivie en courbure variable
pincee dans Bow2 ], ol IOon est contraint de renoncea la caracterisation en termes
de geometrie dOun domaine fondamental. Comme les etkodes de Bow2 ] ressor-
tissent par trop a la geomedrie riemannienne (emploi du volume...), nous proposons
ci-dessous une analyse de la notion de Pnitudeegrawirique dans la grewralite des
espaces CAT({ 1), ce qui, autant que nous le sachions, nOa pas encete examirg
Nous montrerons que I8guivalence des deux caraeisations fondamentales reste va-
lable (proposition 1.10); pour bnir, nous aborderons la question de la bnitude dOune
mesure de BMS pour les groupesegrits en nous eferant a [D-O-P .
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Un point p (dans A(I')) est dit parabolique si son stabilisateurI', dansI' est un
groupe (glementaire) parabolique Cf. 1A); on aalorsA(I'p) = {p}. Si en outreI', agit
de faion cocompacte suA(I")! {p}, alors p sera dit parabolique borres LOensemble des
points bxes paraboliques bores del" sera nowAp,(I'). Lorsque X est une surface, tout
point parabolique est borng, tandis quOen dimension sepieure, ces deux cagories
se aioient. Nous donnerons plus loin une preuve commune desnenas 1.9 et 1.10.

Le lemme suivantetablit IOexistence dOhoroboulesagisament invariantes pour un
point parabolique borne. En courbure pin®e, ce fait est ngine awse pour tout point
parabolique, selon le Lemme de Margulis (voirBow?2 ]); ici, la compacite introduite
par IOhypottese que le point soit borepermet de pallier IOabsence de borne éniigure
generale sur la courbure.

Lemme 1.9. N Soit p un point parabolique borre«der. Il existe alors une horobouleH
base enp telle que les images dél par I' soient deuxa deux disjointes ou confondues
(une telle horoboule est dite peeissment invariante par I'y). En corollaire, il appara@t
que An(T) - App(T) =" .

Nous dirons quel’ est ggometriguement bni lorsque A(I') = An(I') & App(I)). Ce
nOest pasalla debnition courante, qui stipule plutdt que A(T") = Ac(T") & Apy(T), mais
leur equivalence aete deja signake dans Dal ] pour ce qui est des vamrtes ; au surplus,
cette presentation paraditra plus naturellea qui etudiera la preuve plus bas. LOassertion
(iii) ci-dessous deerit IOaction caraakistique dOun groupeepmetriquement bni sur X .
On y retrouve IOimage famitre dOun quotienX/ T' composxdOune partie compacte,
d®un nombre Pni de bouts hyperboliques et dOun nombre bni de cornes paraboliques.

Proposition 1.10 . N Les trois assertions suivantes sonequivalentes, et signibent
queI" est ggometriquement bni :

() A(T) = An(T) & Apn(D).

(i) A(T) = Ac(l) & App(T). )

(iii) App(I') est la reunion dOun nombre Pni ou nulk dOorbites distinctes
I'ps,...,Ipg, et chaquep; est la base dOune horoboulé;, de telle sorte que les
images parI’ des horobouledd,, ..., Hy sont deuxa deux disjointes ou confondues, et
gue le quotient deE! (I'H; & 4a&T'Hy) par I' est compact, al E designe la runion
des godksiquesa extremites dansA(T).

Notons maintenant que T’ est convexe-ocompact si et seulement s(I") = A (),
ou encoreA(I") = A¢(T), et que les groupes convexes-cocompacts sont, en desré ana-
lyse, exactement les groupes@xmetriquement Pnis ne contenant aucun sous-groupe
parabolique.

Demonstration. N Pour montrer les ©nonas 1.9 et 1.10, nous nous appuierons sur le
lemme suivant, qui contient le premier de ceux-&.
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Lemme 1. N Sipetp sont dansApp(T) et siH' est une quelconque horoboule bes«
en p, il existe alors une horobouleH base enp, telle que pour tout& %T, on ait
&H - H' =", amoins que&p = p.

Prouvons le lemme 1 par IQabsurde, en supposant que pour tout% N, IOon ait

quelque & %T tel que &p = p et &Hy, - H = ", oll Ho est une quelconque
horoboule pbxe bage enp, et H, I®horoboule contenue dan, de bord a distance
n de celui deHp. Vu que Hy - & H = ", la geodesique p & 'p) rencontre le

bord de & 'H' en un point x, % H, ; soit aussiz, le point dOintersection de cette
geodesique aveg! Ho. Comme I'y agit de facion cocompacte surA(I') ! {p} et par-
tant sur ! Ho - g. 1y (p (P#), ON peut supposer quez, demeure dans un certain
compact, quitte a composer&, a droite par un element deI', et & remplacerx, par
son antecdent par ce dernier, donc sans touchea &, X, . Il est alors facile de esi-
Per, par comparaison avec le demi-plan hyperbolique, que pour %1I', donne, on a
(Xn,1xp) ! e#”(;n,lzn) = O(e’"). DOautre part, commel', agit de fagon cocom-
pacte sur!'H - .. (1) {p!}(p'#), on peut de méme supposer ques, X, ne quitte
pas un certain compact, quitte & modiber&, sans dgplacerx,. On peut alors trouver
une suiten; # +$ telle que &, x,, converge vers un pointy % X . Considerons
1 %I : on a vu plus haut que Kn,,1xn,) # 0, dOo'(y, &, 1&%y) # 0, et par suite
&, 1&,ﬁfil %Iy des quei est assez grandI( ed discret). Mais I'y etant Pni, on en deduit
queT', I0esegalement, et qued, I'p& 1 + Ty pour i assez grand, soif’, + T'y: 1y, Ce

&n
qui est absurde parce qud’, est parabolique et ne bxe par coresguent quep.

Le lemme 2 cgcrit I0action du stabilisateu, dOun point parabolique borag sur E.

|[emmge 2. N So(;%mt p %Aps(I'), et H une horoboule base enp. Alors le quotient de
E& A)! {p} ! H parI', est compact.

En effet, prenons un domaineF fondamental localement bni pour IOaction deé'p
sur A(T')! {p}. Alors F + A(F%! {p}, vu que p % App(I). Soit B 10ensemble des%X
tels que la bouleB (x, Argcosh 2) rencontre la reunion des godsiques dont IOune des
extremites estp et IOautre dang . Consideronsa et bdistincts dans A(T)! {p} = T'pF.
Par comparaison avec Ie5demi—plan hyperbolique, on voit que tout point de db) est a
distance au plus Argcosh 2 de (pa) & (pb). Par consequent, E + Fp#. Or il est clair
que B! H est relativement compact dansX ! {p}, ce qui emporte la conclusion.

Demontrons enbn la proposition 1.10. Les implications (iiip (ii) 6 (i) sont evi-
dentes. Supposons (i) et montrons alors (iii). Soientpy,p.... des reprsentants de
chaque orbite suivant I' dans Apy(I') (ce dernier peut étre vide). En utilisant le
lemme 1, on peut trouver pour chaquep; une horoboule H;j basse enp; de telle
sorte que les images des horoboules feemesH 1, ... soient deuxa deux disjointes ou
confondues. SoitD le domaine de Dirichlet pour I" centre en 0 ¢f. 1C). Nous allons
prouver la compacite deD - E! (I'H1 &...), ce qui entradnera en sus que le nombre
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dBhoroboulesiy, ... est bni, autrement dit gue le nombre dOorbites danspp(I') est
Pni. Soit {x,} une suite de points deD - E non bornee (sOil en existe). Quittea’
extraire, on peut supposer que{x,} converge vers un point#, necessairement sitae«
dans A(T') = E- ! X. Pour tout & %T, on a (X,,0) ! (Xn,&0) car x, %D, et par
suite "y (0,&0) ! 0. Ainsi # % An(I'), et donc # % App(I') selon (i) ; on peut supposer
que# = p; par exemple. OrD est contenu dans le domaineéd, de Dirichlet pour I'p,
centre eno, et dOapes le lemme 2, on sait qud; ! H; est isok dep;, compte tenu
du fait que D est localement Pni. CommeD * x, # p1, on en deduit que x, %H;
pour n assez grand. Ceci agtve de prouver queD - E! (I'H1 &...) est compact. I

La structure des groupes gometriquement bnis que IQon vient de psenter dfre une
certaine simplicite du point de vue ggomedrique. Cependant, tout au long du present
article, nous ménerons |I€wde des groupes principalement par la voie des mesures de
BMS assocees, et de ce point de vue dierent, les groupes les jos accessibles sont sans
conteste ceux qui admettent une telle mesure qui soit Pnie. 85 lors se pose la question
de savoir quels liens existent entre ceux-ci et cewal entre ces deux esgtes de bnitude.
Lorsque X est un espace hyperbolique (courbure constante), il est bien connu que les
groupes gromedriquement Pnis admettent une mesure de BMS Pnie (voir§ull3]) N
en particulier, ils sont de type divergent. Le probleme de la Bciproque a néme ate
suggre dans Bull2] : en fait, cette derniere aete tres largement inbrnee, y compris
en dimension deux, depuis que de larges familles de groupes fuchsiens admettant
une mesure de BMS Pnie, tout eretant eux-mémes gonwririquement inbnis, ont ete
béties, par des voies toutes dierentes, dans fAnc ] et [Pei], auxquels nous renvoyons
le lecteur. La situation en courbure variable pin®@e aete etudiee dans D-O-P ], et
paradt plus confuse, du moins plus vaee : loin de toujours possder une mesure de
BMS Pnie, un groupe gomeiriquement bni peut méme sOavrer de type convergent.
Les criteres de divergence et de Pnitudelabores dans P-O-P ] ne requierent point
de borne infrieure sur la courbure, et se transpoant avec leurs preuves dans le cadre
des espaces CAT( 1), a quelques formulations pes. Nous aurons besoin du créfe de
Pnitude suivant & propos du theoréme 5.2, dont la preuve pesente dQailleurs un point
commun avec celle de celuid (on y prouve une bnitude de mesure partir de celle
de la srie ci-dessous).

Th eor eme 1.11 ([D-O-P ], theoréme B). N Supposons qué soit ggometriquement
Pni, et soit m;, une mesure de Bowen-Margulis-Sullivan assceg<a une densit
conforme de dimension ((I'). Alors m; est bnie si et seulement si’ est de type
divergent et si pour toutp % App(I7), pour tout X %X, la serie

(x, 1x)e’ 7" x)
"8l

converge.
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Avec le critere de divergence {p-O-P ], theoreme A), on obtient un corollaire
remarquable : supposons qué' soit geomedriquement bni, et que pour tout p % App(I),
IOon ait((I'p) < ((T); alors la mesurem, est Pnie.

1G. Distances et mesures sur les horosph™ eres

Considerons une horospereH dansX basee en. %! X . On dispose dOungrojec-
tion P, de!X ! {.} dansH qui a#%! X ! {.} associe le point dOintersection de
H et de la grocksique (#). Dans [H-P1 ] a ete construite une distance sur X ! {.},
dite dOEuclide-Cygan, ou encore dedthenstadt, que nous allons reprendre en la pro-
jetant dans H. Dans la gereralite des espaces CAT(1), il se peut queP,, ne soit pas
reellement surjective mais nous nous irgressonsa’ IOimage de,, plutdt qu@'H tout
entiere. Notons queP,; est un homeomorphisme sur son image.

Etant donnes# et %dans! X ! {.}, notons # et % les grodesiques issues de,
Pnissant respectivement er# et en % et telles que#, %H et % %H (autrement dit
# = P, #et % = P, %. Debnissons alors

— #ir L1, #
d, (Py# Py %= t!“n;]" gtttz (te#)

IQexistence de cette limite sOobtenant par un argument de type Cauchy. Oeritze
aisement que sir(t) est un rayon geodgsique bnissant en et tel que r(0) %H, alors
dy (Py#Py % = lim ¢ ++ €'dr ) (# %. Ceci montre clairement qued,, dePnit bien
une distance sur! X ! {.}.

De plus, pour tout x %X, on a la formule :

Ay, (P # Py % = edlSc0Pr ) S0Py Mg (4 0.

Pour deux horospréresH et H' dansX et #un point de ! X autre que les bases de
H et H', depnissons' (H,H ) = " (P, # P, . #), avec cet abus de notation qui aura
IOavantage de faire appaiie IOanalogie formelle entre la promie de conformite de
la famille {dy}xex et celle de{d, }nen qui Se presente ainsi :

Oy (P #, Py W = @SR Su(HH g (P 2 P, 0p.

A noter aussi, dans le naine ordre dOieks, IGinvariance par isoetke de la famille
{dy}:
d., (P., $#P., $% = d, (P, #, P, 9A.
Signalons que la distance suH correspondanta la metrique induite par celle de X

(dans le langage des vagtes riemanniennes) ne dancide aveal,;, que si X est un
espace hyperbolique (courbure constante).

Soit maintenant p une densii conforme de dimension(. Nous lui associerons la
famille de mesures{p, }1en, OU chaquey,, est debnie surH, plus precisment sur
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|Gimage d®,, , par
d(P 1y )(#) = duy (P #) = €*PH Ddy, (#),
cette formule etant independante du choix dex %X . La conformite de dimension(
de la densiiu se projette sur la famille {1, }Hen Suivant une analogie formelle :
dP{, Ly

dP{ Hy

#) = et %%(H!,H)_

Si de plusp est invariante par I', alors & |, = Hg,, pour tout & %I et tout H %H.

Tous les objets peedemment dPnis sur les images deB,;, (H % H) se trans-
portent sur les horospleres stables et instables dan§$X. En effet, etant donne u %
SX, en appelantH IOhorospare dansX contenant les points de base deglements
de H* (u) (resp. H* (u)), il est clair que H* (u) (resp. H* (u)) correspond exacte-
ment a IOimage d®, par la projection canonique deSX dans X ; nous ferons ainsi

correspondreP,, . (W) abPy,,d,. (W) ad, , etc. Notons que la projection

Pyey 1 X! {@ u}¥ H*(u)

est maintenant bijective, et qued,, . () estune distance suH * (u). La boule ouverte
stable (resp. instable) de centreu et de rayonr pour la distance considee sera note
B# (u,r) (resp. B* (u,r)).

Il est clair que pour tout u %SX, #%! X | {@" u} ett %R, on a
$ . L%
"t HT(u),H" (gu) ==t

En particulier, on a :
g'B*(u,r)= B*(d'u,e*'r),

et

t — ot %
(@) His (gruy = € THy qu)

pour une densigu conforme de dimension(. Notons aussi que

IB+(u,r): B#(l U,r) et I(“‘H"(u) = Uy (0w

La proposition suivante decrit la desintegration dOune mesure de BMS ¢geralisee)
suivant les trois feuilletages dontSX est en quelque sorte la sommea ‘savoir les
feuilletages stable et instable, auxquels on adjoint les lignes du Rotegksique. La
structure mise a jour est souvent appege Cproduit local E On constate egalement
que les mesuresl,, . W apparaissent comme les mesures conditionnelles des mesures
de BMS suivant le feuilletage (in)stable N mais il etait bien plus simple et plus naturel
de les introduire comme ci-dessus.
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Proposition 1.12 . N Soient ) et p deux densigs conformes de dimensions res-
pectives (( et (y. Soit ug % SX tel que)o({g"" uo}) = 0. Pour toute fonction h
boreli%:me positive surSXaon a

& &
1) - (uydmtH )= dt Ay (giuo) (U) diy -+, (U)- (U).
&SX R H" (gtuo) H* (u1)
) - (w)dm* (u)
SX & & &
= d) - () (U1) iy s o,y (U2)  dt eF%)0 (gluy).
H" (uo) H* (u1) R

Demonstration. N Dans le membre de droite de (2) ci-dessus, oreerit
u= g'up = (#%s) %! 2X ' R=SX:
dans ces conditions# decrit ! X | {g*" uo}, et 1Oon a
#=g" ui, %= g uy, d) - (uo)(ul) = gh$e(xu l)d)x(#),
dpty -y (U2) = 3 u2) gy, (9,
et
t="yg(uz,u)=""(uuz)="1"(uuy), dt=ds.
Il en ressort I0identié<(2), dOapes la ddnition méme dem(*, compte tenu du fait
que)x({g*" ug}) = 0. On tire facilement (1) de (2), avec le theorme de Fubini. O

1H. Quelques lemmes techniques

Eu egard a la structure de produit local presenke ci-dessus, il nous sera utile
dOintroduire des esgtes de paes formes par les trois feuilletages fondamentaux de
SX lies au Rot godsique. Nous les appellerons cellules Oinstar de Ru], et les
debnissons comme suit : pouu % SX, E# + H#(u), E* + H*(u)etr > 0, on
notera ) )

C(E#’E+’r)= g° PH*(V)PIﬁ}(u)(EJr)'
|s|<r V&E"
En particulier, nous ferons usage de la cellule de centrai % SX et de adtes

ri,rz,rz > 0 debnie par
0,

$ . . %
C(u;r1,rz,rz)= C B (u,r1),B" (u,rz2),rs .

Ces cellules de centrer forment une base de voisinages ouverts de dansSX . Notons
que
t . — t . Ht t
g'C(u;ry,ra,r3) = C(g'u;€'ry,ery,r3).
Le lemme technique suivant et son corollaire ne sonta quden vue d@klir les
lemmes 1.15 et 1.16 dont nous nous servirons par la suite.
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Lemme 1.13. N Soit/ > 0. Si r> 0 est assez petit, alors pour toutv %B* (u,r) et
tout w %B* (u,2), on a

Pl w%  ¢°B¥ (w,/).

PH"(V) H* (u)

|s|< +
En particulier, IOon a $ . L, %
["g+#w H (U),H" (v) [< /.

Demonstration. N Par souci dOalkgement, nous noterons momentagrent u* =

gt" u, etc.
Soit
S #1 — +
V= Pu PRI W= Pre W
Introduisons
- #l —_ #
w =P, (W)P wV= Py- wV

On voit que v = g®w' pour un s %R. Il nous reste a majorer |s| et d,, (W)(w w).
Quant a la derniere afirmation de I@waonax elle dkcoulera de la premére, puisque

$ %
" +#WH (W,H* (v) = W(W,v)— W(W,v)—s.

Justibons dOabord la formule suivante qui donne:
du(w*,u?)
dy (Wt ,v¥#)
En usant de la propriete de conformitk des distances visuelles, on a
dy(ut,v¥) = ez (Vg (ut v¥) = ez8 (VU)

1
e?s =

du(u*,v¥).

caru* = v*, de méme
d, (W+ ’ u#) — e%$w+ (w,u)
(car u* = w#), enbn
du(w” v¥) = el 05,
(car w* = w* etw# = V). Il vient
du +U#) + #+_.. ! n N — ! '\ —
2log Wdu(u V) =N (W) e (waw) =y (VW) = s,
dOa’la formule annonae.

En se servant de la relation ente distances sur les horospéres et distances visuelles
(voir plus haut), on veribe que

r>d, (u)(uv)—ez W) dy (u®, v)

et
2>d,. (W) (u,w) = e S+ (u,w)du(u+ wh).
On obtient, en joignant a cela deux formules vues auparavant, que
du(u¥ ,v¥) <rd o (ut,v¥) et dy(ut,w") < 2d,(w',u*).
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Avec |0iegalite triangulaire, on en deduit que
Jdy (W, u*) 1 dy (W, V)] dy (U vF) <rd (U, V)
Uorfdg(ut,wh)+ dy(w*,v¥)] < 4r%[du(w+ LU+ dy(wh v,

et que

[de(u*, v )1 1)1 dy(u* ,v¥) <r
(on a 1 = dy(u*,u*)). Pourvu que r soit assez petit, on aboutit & la conclusion
desiree,a savoir que|s| < /. Pour bnir, on veribe, getea la conformite de la famille
des distances sur les horosgres, que

dH " (w)
quitte a reduirer. O

w,w) = ez% ("’W!)dH.. w (UV) < ezsr< /,

Corollaire 1.14 . N Soit/ > 0. Siry,ro,r3 > 0 sont assez petits, alors pour tout
u%SX et pour tout v%C(u;ry,rz,r3), on a

%
B (v,e"") + PH+(V)Pf|}(u) B*(u,1) + B*(v,e").

Demonstration. N DOaps la propriete de conformit des distances sur les horo-
sphéres (voir supra), on voit, pour v %H# (u) et$w %H* (u)%que
iy (P oy P LW V) = @28 HTWIHTM g 0w u).

Ceci etant acquis, considzr%nsa presg/lowtv %C(u;ri,ro,r3). Onav = gv, avec
lt] <r3etvs %P, (Vl)Pﬁ}(u) B* (u,rp) ouvy %B* (u, r1~). Gracea ce qui prade,
compte tenu de la dernére dfirmation du lemme 1.13 (ai IOon mettra// 3 en place de
/), on a, pourvu quer; soit assez petit :

+ #+ 3 #1 $ + % + + 3
BY(v,e€""°) + P PH+(U) B"(u,1) + B" (vq,€"7),

H* (v1)
et dOautre part

dH + (Vl) (V21 Vl) < e+/ 3r2
(sirz < 2) puisque o

$
V2 %P, . (Vl)Pﬁ}(u) B* (u,ry)

avecvy %B* (u,r1). Il en resulte que

+ # 2+ 3 #1 $ + % + 2+ 3
B™ (vz, € )+ P P B"(u,1) + B" (vp,e7),

*(u)
pourvu que ry et rp soient assez petits. Pours < //3, la conclusion dssiree sOensuit
en composant parg'. O

H* (v2)

Le lemme suivant precise le conditionnement dOune mesure de BMS sur les horo-
spheres instables (unenonax analogue vaut bien 86 pour les horospteres stables). Il
signibe que la moyenne de IOindicatrice dOun déawr quelconque sur nOimporte quelle
cellule assez petite est arbitrairement proche de la moyenne sur leot® instable de
cette cellule, pourvu toutefois que IQorpaississe ouetrecisse un peu le baken en
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question selon les directions stable et ggdesique, mais non selon IQinstable, ce qui se
revelera fondamental dans les applications que nous en ferons.

Introduisons une notation pour les alterations dOun bgeken evoqueesa IOinstant.
Pour u %SX et/ > 0, nous cbsignerlons pawu. |[Oensemble Is|< L9°B¥ (u,/); ensuite,
pour A + SX, nous noteronsA; = ., a. et Ay, = {a%A | a, + A}. On veribe
aisement que pourt " 0, I0on ad? Al + g#'A., ainsi que p* 'Al + 3 g¥ 'Ax .. Cette
propriete paradtra essentielle puisque IOon appliquera par la suite le lemme lal®ute
la famille desg”'A (t" 0) simultanement.

Lemme 1.15. N Soient) et p deux densigs conformes non atomiques. Soit > 0.
Siri,rz3 > 0sont sU samment petits, alors, pour toutu %SX, pour tous borliens

E* + B¥(u,ry) et E* + B*(u,1),
et pour tout borelien A + SX, on a IOencadrement : o
0

2r3 )y () (E¥ My (o (E* - A) I e mUHC(E? JE™13) - A,
o (u$ # e+ N o # *
mH C(E",E",r3)- A ! € 2r3),- (u)(E )uH+(u)(E - AL

Pour obtenir des encadrementsa’proprement parler, on utilisera que Py +]+ + A.

DOautre part, |Oon pferera parfois |&ronaxequivalent & ce dernier obtenu en y
remplagant IQindicatrice deA par une quelconque fonction boekenne positiveh ; a ce
propos, precisons les notationsh.(u) = supg,_h(v) et hy.(u) = inf ey h(v) (on a
bien sdr []].A]J_r + = ]J'Ai o

Demonstration. N Soit h une fonction borelienne positive surSX (en particulier 11, ).
En reprenant la debnition des cellules et en appliquant la proposition 1.12 (avec
Up = u), on obtient que

&

hdm(H
C(E" JE* ,E)

= Dy

& &,
ity - () (W) dt e # %®)th(gtw).
H+(V)P;}(u)(E+) #r3

Or &,
3

dt e #%®)th(gtw) I e"22r3h,; (W)

#r3

pourvu que r3 soit assez petit. De plus, gaite a la conformite des mesures sur les
horosphéres, on a

&

. le.H *(v) (W)h+/ Z(W)
PH *(v) PH 3 (L')(EJr )
& $ %
— g %mSgrr y HT(UW)HT (V) ha o/ Py. W PH#}(u)(W)dp‘H . (w).

MEMOIRES DE LA SMF 95



1H. QUELQUES LEMMES TECHNIQUES 35

En sOappuyant sur le lemme 1.13, on ereduit la seconde iregalite de |&rona avec
ri,rs assez petits (indgpendamment deu et de h).
Inversement, en consié«ant v %E* + B¥ (u,ry), on a
&
e P
& $ %
— #RS,+s, H (V)HT (u) #1
= L, gf MPgrt h/ PH+(U)PH+(V)(W)d|J.H+(V)(W).
Par o Pu @ (E7)

Or

$ %
u%B*(v,ry) et P Pit., BY(ury) + B*(v,2)

#1
Pis B+ Pyv )Pt

H* (v)
dOapes le corollaire 1.14, pourvu quer; soit assez petit. En utilisant alors le

lemme 1.13,8?n en dduit que

+ 2

) hdu,. ! € diy, () (W)hyy 2(W)

P L (EY)

E H* (v) HT(u)

(si ryp est assez petit). Avec le fait que
rs
2rshyy (W) ! e”2 dt eCf# %)th, (g'w)
#rs3

des quer; est assez petit, on obtient en éenitive la premiere inegalite de |&ronax [

Un dernier lemme nous sera utile dans le chapitre 6 (proposition 6.2 et the-
reme 6.4). Il montre que les moyennes sur les boules instables jouissent dOune certaine
propriete de continuite.

Lemme 1.16. N Soit g une densit conforme non atomique. Soient > 0 et r > 0.
Siri,ra,r3 > 0 sont su samment petits, alors pour toutu % SX, pour tout v %
C(E* ,E*,r3) et pour tout borelien A + SX, on a IOencadrement :
$ % $ %
& Uy BTUTE) - Ape T L,y BT(V,1) - A . %
D€y BT (ure’)- Ayl
Les mémes remarques que celles qui suivaient le lemme 1.15 restent de mise ici.

Demonstration. N On peut supposer 0 < / < log2. On commence par se ramener
au casr = 1 en composant parg” '°9". Soit h une fonction borelienne positive sur
SX. Consideronsv %C(u;ry,ra,r3). DOape‘s la propriete de conformit de la famille

{my. ). ona
&

., 8 uhduy - ()
P, P 1 B+ (uet <)
H* (v) H (2 $ %

_ #1 #NSgen ,, H(UHT(v)
- B*(uets)h/PH+(V)PH+(U)(W)e et duH*(U)(W)'
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$ %
Onav = g, avec|s| <rz et v, %PH+(V1)Pf|+1(u) B*(u,ra) ot vi %B*(u,ry).

Pour w %B* (u,e*) + B* (u, 2), on voit, en utilisant le lemme 1.13, que

P prl w= g°P pil

4
H* (v1) TH* (u) e (W YoWs,

H* (v1)
ainsi que $ %
"grrw HE(U,HT (V) [V (4,

a condition quer; et r3 soient assez petits. En outre, le corollaire 1.14 egerement
modib& au moyen de compositiong pag* '°9* nous donne :

% $ %
#1 + #+ + #1 + N
Pur vPrv B (WeT) + BT (v,1)+ Py )Py B (U €)
pourvu query,ry, rz soient assez petits. Tous ces faitsaunis emportent la conclusion.

O
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CHAPITRE 2

ERGODICIT E DU FEUILLETAGE HOROSPH ERIQUE

Pour traiter de IQergodicie«du feuilletage horosplegique, nous reprendrons une
notion introduite par K. Schmidt dans [ Sch], a savoir celle de valeur essentielle pour
par rapport au cocycle" de Busemann N inseparable des horospbres. Un relt %R
sera appeswvaleur essentiellesi pour tout borelien B de ! X de po,-mesure non nulle
et pour tout / > 0, il existe & %1 tel que IOensemblB - &B - {#||"(0,&0)! t| < /}
ne soit pas depo-mesure nulle. Il est aisxde se rendre compte que IOensemBlede
ces valeurs essentielles forme un sous-groupe feerde R (on pourra consulter [Sch]).
Il convient de faire observer ici queE ne depend point du choix deo dans X , et quil
est ainsi loisible de remplacero par un quelconque pointx %X dans |@ronaxde la
debnition precdente (en dfet, comme## ", (0,X) est continue, on peut restreindre
B a un borelien al cette fonction varie arbitrairement peu). LOingrét de la notion de
valeur essentielle eside dans la caraaisation suivante de |Qergodidit«lu feuilletage
horospherique. Cetenonaxest un cas particulier dOun tharéme gneral de K. Schmidt
([Sch]), mais nous en redonnons une preuve directe par souci de congphentation.
LOide sous-jacenteonsiste trés simplementa observer quOune fonction invariante par
le feuilletage horospletique seraegalement invariante par le Rot godesique pourvu
que E epuiseR, et quOelle induira alors une fonction invariante sut X .

Proposition 2.1  (Schmidt). N Soit 4 une densit conforme invariante parI'. Alors
(H, T, ) est ergodique si et seulement ! X, T', 4,) est ergodique et = R.

Demonstration. N Supposons IQergodicitcde H,T', ). Celle de ( X, I', 1o) est im-
mediate, H etant Pbre au-dessus de X . Prenons maintenantt %R quelconque, et
prouvons quet %E. Etant donnes/ > 0 et un borelien B de! X tel que pyo(B) > 0O,
considerons, pours %R, I0ensemblBs des horospleres de base# dans B et passant
par un point x tel que |";(0,x) ! s| < //2. Puisqueu(Bo) " Ho(B)/ €2 > 0, ne-
cessairementi(H ! T'Bg) = 0 par IQergodicitcde H,T', y). Il existe donc & %7 tel
que u(B; - &Bp) > 0. Mais si# est la base d®une horospte deB; - &Bg, on a# %8B,
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& #%B, et, x designant un point de ladite horosptere dansX ,
"1(0,&0) 1 ] " (0,x) !t + " (X, &) < /.

On en conclut que
B- & - {#]|[|"1(0,&0)! t| </}
a une p-mesure non nulle. Ainsit %E.

Reciproquement, supposons que! X, I', 1p) soit ergodique et queE = R. Soit h
une fonction de H dans [Q 1], borelienne et invariante par I'; montrons que h est
p-essentiellement constante. || sOawra commode dOavoiregularisxh le long de la
composante gelle deH = I X ' R, en consicrant les fonctionsh (2 > 0) debnies
par &

h (H)= h(g'H)dt pour H %H,
0

ol le Rot g' est debni par g'(#5) = (# s+ t) pour (#5) % H (ce Rot etant une
projection sur H du Rot geodksique surSX, nous nous sommes permis un abus de
notation). Nous allons montrer ci-apres que pour tout2 > 0, la fonction h, (encore
invariante par T') est invariante par g', pour tout t % R. Nous aurons alors que
h / g' = h pourtout t %R, ce)-p.p, compte tenu de la continuite deh le long
des lignes du Rotg'. Ainsi h, apparadtra commeetant le releve dOune fonction déX
dansR invariante par I, et de ce fait pi,-essentiellement constante par IQergodieite
(! X, T, wo). Ainsi aurons-nous queh, est egale-p.p a une fonction constantec(2).
De la relation

h+. =h +h /g,

il vient que c est lineaire, cOest-dire de la formec(2) = 32. Compte tenu du fait que
[h+- ! h|! +, on en deduit (avec un argument de densig<denombrable dansR)
que J-p.p, on a I@galite h, = 32 pour tout 2 > 0. Or, en recouranta un theorkme
classique, on sait que%h, # - en J-presque tout point quand 2 # 0. Par suite,
h = 3 (p-p.p), ce quOil fallait montrer.

Restea prouver N et cOestd le ciur de la deemonstration N que pour un t %R bxe,
ona4/ g =4 (h-p.p), ou IOon noted = h pour 2 > 0 bxe, abn dOadlger. Nous le
ferons par IOabsurde, en supposant que IOenserfiBlé g = 4} nOest pas dz-mesure
nulle. Quitte ‘a changer4 en! 4, on peut supposer que IOensemdld / gt > 4} a une
M-mesure non nulle. On peut ensuite trouvera %R et/ > 0 tels que IOensemble

Bo={4<a! 4 <a+4/<4/g}
ne soit pas dej-mesure nulle. Choisissons un iontervalld de longueur 2 tel que

$ b
WX 1)- By > 0.

Appelons B 10ensemble det %! X tels que (# ' 1) - Bo ne soit pas vide, puis
B=B' |.Oron peut aissment veriber que|4/ g°! 4|! 2|s| pour s %R (on rappelle
que 0! - ! 1). Par conquent, pour tout H %B, ona4(H)<a! 4/ +2"' 2/ = a,
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ainsi que4(g'H) > a, puisqueg®H %By pour uns %]! 2/,2/[, | etant de longueur 2.
Or t est une valeur essentiellelE = R), et Yo(B) > 0, aussi sait-on que pour un certain
& %T, I0ensemble

A=B- & - {#]||"1(0,&0) ! t| </}
a une p,-mesure non nulle. Pour# %A, soit |, IQintervalle des %l tels que
s+ ",(0,&0)! t %l.

Commel est de longueur 2, necessairement, est de longueur supgieurea/, et par
conkquent [Oensembla = rent#® ' |1 est dei-mesure non nulle. De plus, pour
H = (#5) %A, on a dOune partt(H) <a car H %B ; dOautre part,

$ % .$ %
&'H = &M s+ " (0,80) = ¢ &Ms+ " (0,80)! t,

or
$ ., %
& #,s+",(0,80)! t %B"' | = B,
si bien que4 (& 1H) > a. Ainsi 4 / &1 > 4 sur A, ce qui est contradictoire avec
IQinvariance det par T. O

Ces faits preliminaires etant acquis, nous allons maintenantetablir un resultat dOer-
godicite du feuilletage horosplesique sous certines hypotheses (treoreme 2.2). Bien
que dans le restant de cet article, sal le corollaire 2.3 soit employg nous prsentons
cependant |&ronax ganeral dont il decoule, pour la bonne raison que la preuve de
IOun ou IQautre est strictement la ende @ la distinction entre T' et I'g pres). Qui
plus est, nous comptons faire usage de ce ¢leme gneral dans une future publica-
tion traitant, on le devine, des sous-groupes distingeg de certains groupes discrets
dOisoratries (ce qui a dkja ete abordx dans Bab-L ] entre autres).

On ne s@wnnera pas de retrouver ici IOhypotse de non-arithnsticite du spectre
des longueurs de’, dont on a appris & connabtre la recessigs puisque aja la simple
transitivit«e topologique du feuilletage horospbtique la requiert, et lui est mémeequi-
valente (voir theoreme 1.4). Ici, cette condition provient naturellement du principe de
la demonstration, qui consistea faire apparabtre les longueurs desapdesiques fernees
assocgesa I' comme valeurs essentielles, selon la terminologie introduite enethat de
chapitre. Peut-étre nOest-il pas inutile de rappeler ici que ladite condition est en fait
acquise dans bien des situations a prioridf. proposition 1.6). A propos de la seconde
hypothese portant, elle, sur la densiéconsidee, il nOest pas besoin qlig soit discret
N ce pourrait méme éire le normalisateur deI" dans le groupe des isoekies de X
tout entier. Il est encore possible de remplaceiy (I'g) par des ensembles un peu plus
larges, quoique au fond de rathe nature. On trouvera dans Ka3 ] des hypothéses de
nature voisine pour un resultat analogue, obtenuegalement par la nethode des va-
leurs essentielles. Le cas de la densie Lebesgue en courbure constante et dimension
deux a fait IQobjet deKa2 ], oi aucune de ces conditions nOest requise.
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Th eor eme 2.2. N Supposons qud’ soit un sous-groupe distinge«dOun groupd
dOisoratries de X , et que le spectre des longueurs assecd” ne soit pas arithmg/t,(i)que.
Soit p une densik conforme et invariante parI', et supposons quel, Am (I'p) =1.
Si (! X, ', 4o) est ergodique, alors(H, T, 1) IOeskegalement.

Du resultat ci-dessus, nous dgageons le corollaire suivant, qui constitue la pierre
angulaire de tout le restant de cet article, en ouvrant directement sur le theoreme 3.1
N ce dernier affirme le melange du Rot grodesique. Ce corollaire 2.3 sOobtient en appli-
quant le theoréme 2.2 avedy = T, a la lumiere du corollaire 1.8. Léronaxci-dessous
signibe encore que IOergodieitu Rot grodesique (fait quivalent & la divergence du
type de T', dOapes le theoréme 1.7) entra@ne celle du feuilletage horosptique (even-
tuellement moyennant la condition que IQon sait), relation qui ate souvent pressentie
N mais qui reste grossire, la reciproqueetant loin d@ire vraie (on en trouvera des
contre-exemples dansBab-L ]). Signalons que le premier esultat dDergodicidu Rot
horocyclique (dimension deux) remontea [He] (cas des surfacea courbure constante
et dDaire bnie)etendu aux groupes convexe-cocongets du disque hyperbolique ayant
un exposant plus grand que 12 dans Bu] N o'u un resultat plus fort est avancg, dont
nous reparlerons au chapitre 6; le cas des ret®ments des surfaces cocompactes de
Pbre Z ou Z?, dont le type est encore divergent, avaitete obtenu dans Bab-L ].

Corollaire 2.3 . N Supposons qué& soit de type divergent et que le spectre des lon-
gueurs assoaka I' ne soit pas arithmetique. Soit i la densite conforme de dimension
((I") et invariante par I'. Alors (H,T', 1) est ergodique.

Demonstration. N Supposons que { X, T, Ho) soit ergodique. Ainsi la premiere condi-
tion du crit'ere dOergodiditgour (H, T, j) de la proposition 2.1 est dDembksatisfaite,

et il nous sufit de prouver que IOensemblE des valeurs essentielles estyala R, ce que
nous obtiendrons en montrant que toute longueur de gedesique fernee asso@ea I

est dansE, pourvu toutefois que cette longueur soit sugeieurea log 3 + 1, restriction

qui bien sdr ne saurait affecter en rien que ce soit la conclusion; la non-arithraticite

du spectre des longueurs fera le reste. Avant de commencer, observons une fois pour
toutes que A(T") = A(Tp) = Am (I'o) est precisment le support dep.

Considerons une isonekrie hyperbolique $ % TI' de longueur de translation
L> log3+1. On notera a % !X son point bxe attractif. Fixons un point
b%A(I) ! {a}, puis un point x % X sur la geodksique @b). Etant donne / %]0, 2[
arbitrairement petit bx«, nous allons prouver que pour tout boetien B + ! X de
Uy -mesure non nulle, IGensemble

B-& - {#]||"1(x,&)! L|< [}

a une [k -mesure non nulle pour au moins un& %1'; nous aurons alors montecque
L %E. Le principe de la preuve est le suivant. Considrons la famille B desdy-boules
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de centre le point bxe attractif dOun conjuge&$& * de $ ol & %I, autrement dit
de centre&a, et de rayonr assez petit pour que 1Oon ait

"Lk &SI Ll </ et |"i(x, &$FT&F )+ L </

pour tout # dans la boule de rayon triple Bx(&a,r) = Bx(&a,3r) (faisons observer
que "ga(x, &$ 1&* 1x) = xL). Les raisons des axiomes techniques pcis de cette
debnition apparabtront au cours de la preuve. Prenons dan8 une boule B (&a, r)
gue nous noterons momentaament A, et commertdons par observer que pou# %A,
ona

dy (&$& 1#, &a)

dg - 18" 1x(# &2)

1 n" 1" 1 n" 1p" 1
- e§[$£(x,& & X))+ $a(x&" & X)]dx(#, &a) < e# L++/2r <r:

ainsi &$& 1(A) + A ; il sOensuit que
A- &S&IA- {#]]"1(x &$& )1 L] </} = &$& 1A,

ensemble depy-mesure non nulle. Dans le cas particulier o’'le borelien B consi-
dere plus haut serait une bouleA de B, on aurait donc la propriete desiree, puisque
&$& 1 %I'. Dans le cas gweral, la méme conclusion se maintiendrait pourvu queB
particip@ét suffisammenta la pi,-masse dOune boule d& Plus precisment, supposons,
pour B de py-mesure non nulle, quOil existe une bould = B, (&a,r) %B telle que

Ux(A- B) > (1+ e 9)* iy (A).

Comme &

$ % o W1t 1 0
b &SE LA~ B) = eMEX&TE gy () > e#WLE 9 (A B)
#*B

compte tenu du fait que &$& * %I, il sOensuivrait que
Hx(A- B)+ ux$&$&“(A - B)%> Hx(A).
Vu que A- B et &3$& (A - B) sont tous deux contenus dansA, on en deduirait que
leur intersection a une px-mesure non nulle. Enbn, comme
B- &$& B - {#]|]"1(x, &3& x)! L|</} 3 A- B - &%$&1(A- B),

on aurait la conclusion voulue. Aussi notre objectif consiste-t-il doenavant & prouver
que 1Ohypotkse peadente est satisfaite, en somme quB est une famille derivante
pour la mesurey, ce qui signiPe pecisament que pour tout borelien B de mesure
non nulle, pour py-presque tout# %B, on a

Hx(A- B)
Hx (A)
lorsque le diangtre de A, appartenant a B et contenant #, tend vers z¢o.

# o1

Nous allons dOabord prouver quOun quelconque pdiats Ay (I'o) Pxe appartient
a une boule deB de dy-rayon inferieur a un 0 > 0 arbitrairement petit. Choisissons
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un voisinageV de bdansX et r %]0, O[ suffisamment petits pour que les conditions
suivantes aient lieu :

(i) pour z %V - X et #%By(a,e* %), (z,x)! //12<"(z,x) (! (z,X));

(i) pour #%By(a,r), |"1(x,$x)! L|<//2et]";(x,$*X)+ L|< //2.
Comme %% Ay (I'o), nous pouvons trouver& %I tel que dy (& 1%a) < 1€ *?r et
& x % V. Considerons alors la bouleB = B, (&a, $€* < #r); notons tout de suite
que B a un rayon inferieur a 0. Nous allons maintenant montrer que %%B et que
B %B. De la relation

O (& &) = g 1 (#,8) = @ 318<(& 2007 8a(& S0l g, (4 ),
il vient dOune part que
o (&# &a) " & *&d, (# )
pour #%! X quelconque, dDautre part que
dy (&% &a) < e+/2#(x'&x)dx(#, a)
pour #%B, (a,r) gracea (i) ci-dessus. De &, on obtient dOune part que
&B,(a,r) 3 By(&a, & &) =3B

(puisque & est un homeomorphisme et que

dy (&# &a) " & &)
des quedy (# a) " r), dDautre part que

&y (a, 1" " 2r) + B.

Cette derniere inclusion nous donne en particulier qué&o= && %%B. Consideronsa
present# %3B . En usant des propritesedementaires du cocyclé , on veribe IQidentix

"X &B&IX) = e 1 (X, BX) + Mg 1y (&F I, X) 1 M 11y (& 1, X).

Comme & '#%B, (a,r) (par ce qui precdde), la condition (ii) nous assure que

["g 1 (X, $X)! L|< /]2
Ensuite,

Oy (37 187 1 a) = 4 (& # a) = eFl8, 106" X)* $a(x," )] dy (& 1# a) < el * "4y,
dOa’
g 11 (& 1%, X) 1 " ee 11y (81X, X) < 112

grécea (i). Finalement, on a obtenu que

"(x, &$& ) L|< /.
De fa€on en tout point analogue, on \&sibe que

"L(x &FF & IX)+ L] < /.

Ceci bnit de prouver queB %B.
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Nous voici en mesure déleblir, comme annona que la famille de boulesB est deri-
vante pour la mesureply, cOest-dire que pour toute fonction borelienneh : 1 X # R,
on ay -presque partouth( = h, avech( designant la fonction (dite maximale) dePnie,
grécea ce qui precdde, pour tout # % Ay (') et donc pour iy -presque tout# %! X,
par &

h((#) = lim ~  sup hdpix,

B&B, B+ Mx(B) 8
ot 10on a naB. la sous-famille des boules d@ de dy-rayons inferieursa 0 > 0 (la
limite ci-dessus est @écroissante). Cette proprite gtant averege dans le cas particulier
ou h est continue, le cas greral en decoule par approximation deh dans IOespace
L1(uy) par des fonctions continues, gatea I0irgalite (4) suivante, dOaspect familier,
que nous allons incessamment justiber : pous > 0,

&

|l dpi.
"X

AL+ )

4) ux({h > 5}) !

En effet, IOapproximation den par des fonctions continues sous le contié de I0iegalite
(4) ci-dessus montre quep, ({h(! h > 5})! 5 pour 5 > 0, dOo 'uy-p.p IOirgalite
h(1 h;de méme, ( h)( ! | h. Or il est aise de voir en examinant la c&Pnition de la
fonction maximale que! (! h)( ! h(. En debnitive, h = h (uy-p.p).

Achevons la prsente @smonstration par la preuve de [Oiegalite (4). Prenons une
sous-familleB" + B recouvrant { h( > 5} telle que pour tout B %B’, on a

1
———  hdyy > 5.
Hx(B) B §
Choisissons un quelconque compadf + {h{ > 5}, puis extrayons deB’ une sous-
famille bnie B" recouvrant K. Nommons B1,B,,... les boules deB" rangees par

rayon decroissant. Defnissons par eeurrence (Pnie)
i1=1, ik+s1 =min {i>ig|Bj- (Bil&éé&Bik):"}

tant que possible. SoitB( la famille des boulesB;,,B;,,.... Les boules deB{ sont
alors deuxa deux disjointes et IOon a

3B 3 B 3 K.
B &B*$ B&B"

Considerons B % B(. Cette boule B est de centre8&a pour un & % I'o. Or 3B +
&% 1& 1B, puisque pour# %3B, on a

dy (&$& 1#, &a) = dg- 15" 15 (#, &A)
= eilBe(x & & Tx)r $oa(x, 8" 1 X)) dy (# &a) < e* L++2g o ¢
(rappelons que 1Gon & > log 3 + 1). On en deduit que
ux(3B) | py (&S 1&*1B).
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En utilisant le fait que &$& 18?%)1“, on voit que cette derniere quantite vaut

Mewg- 1x(B) = X && D0gy (4 < %Ly, (B).
B
DOa’il vient successivement :
u(K)U T p(3B) ! €T (B)
B &B$% B &B$% &
e%L++) , e%L++)
! hdUX ! 5 |' |dux
B&Bs B X
(les boules deB( sont deux a deux disjointes). Comme le choix du compact

K + {h( > 5} etait arbitraire, nous en deduisons I0®galite (4). O
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CHAPITRE 3

M ELANGE DU FLOT G EOD ESIQUE

Desormais, on supposera que le spectre des longueursldaeOest pas arithratique,
abn de disposer de |Qacquis du chapitrequedent. Au paragraphe 1D sont signades
quelques situations @ cette hypothese est sysmatiquement satisfaite.

Le principal objet de ce chapitre est d&ablir en toute generalite la propriete de
melange du 3ot ggodksique surSX/ T relativement a une mesure de Bowen-Margulis-
Sullivan assoceée a une densit conforme de dimension((I") (th«eoreme 3.1). Nous
verrons ici que ce Bsultat decoule rapidement du corollaire 2.3. COest queatange du
Rot geodesique et ergodicig«du feuilletage horospleique sont dans une large mesure
lies. On trouvera conbrmation de ce fait, pour des mesures de BMS Pnies, dans le
sixieme chapitre de cet article, o' [Ooretablit ‘a partir du melange du Rot godsique un
theoréme ergodique de convergence de moyennes sur les horasels’ (theoreme 6.1),
qui implique en retour IOergodicit«du feuilletage horosplique. Les theorémes 3.3 et
3.4 ne font que compéter leur anteadent ; le premierenonce le nekange de tout degsg
et le second dcrit le comportement mglangeant de toutes les autres mesures de BMS,
quelles que soient les dimensions des densit«<conformes assoegés. Signalons que ces
raffinements ne nous seront dDaucune utgitgar la suite.

Il convient avant toute chose de prciser ce que nous entendonsegeralement par
melange dOun RotG'}gr relativement a une mesure positiveM . Si M est bnie, le
Rot {G'}gr est dit (fortement) melangeant si pour tousA, B mesurables, on a

M (A)M (B)

_ ~#t
M(A- G*'B) # e

quandt®# =$.

Si cette debnition est familiere en mesure bniedf. [W ), il nOen va plus de rathe s

que 1Oon vient'considkrer une mesure inbnie. Krengel et Sucheston ont propesians
[Kre-S ] une gereralisation de cette notion de netange fort. En mesure inbnie, elle
codncide avec la propete dite de type z¢o0, anterieurement decrite dans H-K |, et

s@®ronce comme suit : le Ro{ G'}gr sera dit melangeant relativementa la mesure
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inbnie M si pour tous A, B mesurables et de masses Pnies, onMi(A - G*!B) # 0
quand t # *=$ . Les auteurs de Kre-S ] ont avance divers arguments tendanta
bien faire voir que ce concept peutetre re€u comme la generalisation naturelle de

la notion de melange (fort), du moins tant que 1Oon se restreint au seul cadre de la
theorie de la mesure. Car il apparéd dOembk que le nedange en mesure inbnie est
une propriete bien faiblea cdte de ce quOil signibe en mesure bnie, et cOest pourquoi un
autre type de generalisation a ete coriu dans Ho] et [Kri ], mais qui fait appel a une
topologie sous-jacentea’|Oespace meseigonsidye N le theoréme 3.4 plus loin viendra

a point nomme pour illustrer ce genre de comportement. Faisons enbn observer que
sOil est bien connu et e avident que melange fort implique ergodicite en mesure
Pnie, il nOen est cependant plus rien en mesure inbnie, quelle que soit la notion de
melange gneralise considsree. SOil est une ¢aid simple de sOen convaincre, cOest bien
en constatant quOun Rot comptement dissipatif est toujours melangeant (de type
zero). Cela constitue la part triviale du th«eoréme 3.1 ci-dessous,wcette situation
correspond aux groupes de type convergent; le cas divergenedaulera quanta lui du
corollaire 2.3.

Le melange fort du Rot grodesique en mesure bnie ate souvent prouw dans di-
verses situations particulieres, depuis les surfacea Courbure constante et de volume
Pni (cf. [He]) jusquOaux groupes convexe-cocompacts, eemé gonmetriquement b-
nis en courbure constante ¢f. [Ru]) N mais 10on sait aujourdOhui que la classe des
groupes admettant une mesure de BMS Pnie exde largement celle des groupeseg«
metriquement Pnis qui en possedent une (voir [Anc ] et [Pei]). Une preuve grnerale
du melange fort du Rot grodesique en mesure bnie est doee«dans Rol], qui est
differente de celle expos& ci-dessous, mais plus laborieuse. Nous tenoassignaler
un recent et elegant argument de M.Babillot (voir [Babl]) relevant de la theorie
spectrale qui permetegalement dOobtenir le theréme 3.1.

Theor eme 3.1. N Le Rot geodksique{g }ier €St Mlangeant relativementa toute
mesure de Bowen-Margulis-Sullivarm, assoceea une densigcconforme de dimension
((I") et invariante par I'. Autrement dit, pour tous A, B boreliens deSX/ I", de mesures
Pnies,

m, (A)m; (B)

mi (A- ¢''B) ¥ -

quandt ¥ +$,
ou la quantite limite est nulle quand, m,, est inPnie.

Comme par la suite nous travaillerons surtout dans le reetement universelSX, il
convient de signaler dOores eggjixque le theoréme ci-dessus y prend la forme suivante :
pour tous boreliensA et B bornes dansSX,

m; (A)m, (B)

m(A - g*'&B) ¥ -~

&&!

quandt ¥ =$.
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Cela est en ealite presque imnediat, pourvu seulement que IOon se souvienne que
dans le cas,m;, < $ , IOensemble des points bPxes Hieest negligeable pourm (voir
corollaire 1.8).

Demonstration. N Le cas ol estI" est de type convergent est trivial, puisque le Rot
geodgsique est alors commgtement dissipatif (theoreme 1.7).

Supposons ésormaisI’ de type divergent. Nous allons prouver le tleoréme sous la
forme equivalente suivante : pour toute fonction- dans IQespade?(m; ) des fonctions
de carre integrable,- / gf converge faiblement dand_?(m, ) vers la constante

L _dm!
M,

quandt # +$ . Il est suffisant de prouver IQassertion peedente pour- continue &
support compact et pourt tendant vers +$ .

La famille {- / ¢} }1ar @tant bornee dansL?(m; ), on est ramera montrer qu()elle
nOadmet de valeurs dOagtience faible que la consinte ci-dessus. Considrons donc
une limite faible f dOune suitg - /g}‘} ou t; tend vers +$ aveci. DOapes le theoréme
de Banach-Saks ¢f. [Ri-N ]), on peut extraire une sous-suite{s;} de {t;} telle que

n
o= 1L /g

j=1
converge (fortement) dansL?(m, ) vers la fonction f quandn # +$ . Par un autre
theoréme classique, on dispose alors dOune sous-s{iitg } qui convergem, -presque
partout vers f quand k # +$ . Or on veribe aisment, en utilisant IOuniforme conti-
nuite de- , que la suitef,, relevee surSX converge sur un boelienE + SX invariant
(stricto sensu) par le feuilletage horosplekique stable et parT’, et que la limite f ( de
cette suite, debnie surE, est pareillement invariante. Par ce qui precdde, le bortien
E est de m-mesure pleine, etf ( est ggale presque partouta f relevee surSX. La
fonction f ¢ induit donc une fonction sur H debnieji-presque partout et invariante par
I, et par consquent essentiellement constante dOagsle corollaire 2.3. Il en esulte
quef ( estm-essentiellement constante, puis qué estm, -essentiellement constante.
Sim, estinbnie, rcessairement = 0 puisque f est aussi de care«integrable ; sim,
est bPnie, on a & & &

fdm, =Ilim frdm, = -dm

(on a utilise IOinvariance dem, par g’ ), dOa IOon tire la valeur attendue de la
constantef . Il en ressort que- / gf converge faiblement dand.?(m, ) vers la constante
annoncee, ce qudil fallait montrer. O

Tous les msultats a venir au bl de cet article ddpendent du nedange du Rot gode-
sique. Pour etablir un certain nombre dOentre eux (teerémes 3.4, 6.1, 6.4 et 4.2), on
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preferera au theoreme 3.1 unenonaxegquivalent, ol le melange est conditionre«sur les
horosphéres instables du Rot gedesique : cOest le corollaire suivant.

Corollaire 3.2 . N Soit m, une mesure de Bowen-Margulis-Sullivan asscegéa une
densite p conforme, invariante par I" et non atomique. Pour toutu %SX, pour tout
borelien E* + H* (u) et tout borelien A + SX borne et de bordm-negligeable, on a

+ +Mm(A
p‘H"(u)(E B g#t&A)# HH+(U)(E )# quandt # +$,

&&!
pourvu que la quantiglimite ci-dessus ait un sens.

Il faut bien noter que dans I@rona le tempst tend vers +$ et non vers!$

On dispose bien entendu dOuenenaxsimilaire en considkant le feuilletage stable :
SiE# + H# (u), on a, quandt # +$ ,

m(A)

My - (u)(E# - gt&A) ¥ My - (u)(E# m, :

&&!

DOautre part, le corollaire 3.2 peuetie formule en termes de fonctions continues "
support compact plutét que de bordiens borres de bord regligeable (ce que IQon voit
aisement & 10aide dOun argument dOapproximation) :

Pour tout u %SX, pour tout borelien E* + H™* (u) et toute fonction h %C.(SX/ T),
que IO%? reive en une fonctionh sur SX, on a

. L1
+h/gtde+(u)# My (y(E")—— -dm quandt¥ +$.

E , My,

Demonstration. N Nous nous limiterons au cas ai ,m;, < $ (on dispose alors du

corollaire 1.8), le compkmentaire sOobtenant exactement de laenie manére, avec

seulement bien des simplibcations. Cons&tensu % SX et A comme dans Iéronax

Fixons / > 0. Nous allons prouver que pourv %H* (u), il existe r > 0 tel que pour

tout borelienE* + B* (v,r) on a, des quet est assez grand,

m@A) ! T
,my,

m(A) + /

#+ +
& Hiew(E) ,my,

Hy -+ (u) (E+ - g#t&A) ! e+|J-H+ (u)(E+)
&&!
Pour achever la ddmonstration, il ne restera plus qué'etendre la validite de cette
inegalite & tout E* borne dansH * (u) par le biais dOun recouvrement bni dE* par
des boules du typeB* (v, r) comme ci-dessus; on fera ensuite tendre vers 0, et IOon
pourra conclure.

Considerons doncv %H * (u). LOassertioreronee praedemment ddcoulera dOune
conjonction du theoreme 3.1 et du lemme 1.15. Cependant, unextgre difficulte sur-
vient a IOapplication de ce lemme, comme le lecteur pourra sOen rendre compte dans

ce qui suit, & savoir quev nOest pas eressairement dans le support de,,- )" COest
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pour obvier a cet inconvenient que nous introduisons un pointv’ % H# (v) contenu
dans le support dey,, - )" Nous rapprocherons pour ainsi direv et v en les poussant
par le 3ot geodksique.

Grace aux hypothéses se rapportana A, on peut trouver 5 %]0,// 3[ tel que
mA))! 1Y m(A)Y! m(Ag )+

(la notation A., est celle introduite au paragraphe 1H). Prenons alorg; > 0 et
rz3 > 0 assez petits pour que Edeonax du lemme 1.15 soit valable pour la mesure
m et avec5 a la place de/, puis s " 0 assez grand pour quegSv soit dans la
boule B* (g°v,r1), qui sera notee E* ; ainsi p,,- (gsv)(E#) > 0. A present, SiE*
est un quelconque boeken contenu dansB* (v, €" ), alors gE* + B* (g°v,1), et
une double application du lemme 1.15 nous donne les encadrements suivants; i&on
note C la cellule C(E*,g°E*,r3) :

e 3m(C) I 2raptye (gov) (EF )M+ (gov) (ET) ! €7°m(C),
etpourt" s,
e# +/3m(c - gs#t&A#/ ) ! 2r3|J~H" (gs\,)(E#)Hw (g5V) (gsEJr - gs#t&A)
I e+/3m(C _ gs#t&A/ )

DOautre part, le treoreme 3.1 (pour IQapplication duquel on prendra note de la
remarque qui lui suc@&de) entradne que poutt assez grand, on a

$ %
m(C- g*@A/) ! '3, m,, *Im(C)m(A, ) ! €”3m(C),m ,* U m(A)+ [
&&!

et pareillement

#1 + 3 #l$ %
m(C- g™'&@Ay,) " &°m(C),m, " m(A)! /.
&&!
En rassemblant les iregalites preaedentes, vu quey,, - (gsv)(E#) > 0, nous obtenons,
pour t assez grand,
m@A) !

SE+ S# t
m, pH+(gsV)(gE - g &A)

e# +uH . (V) (gSE+ )
&&!
m(A) + /

+ s+
| epH+(gsv)(gE ) , My,

Comme (@) . est proportionnellea . ,,, I0encadrementesire sOensuit. O

(g°v)

Nous raffinons a present sur le throréme 3.1, en montrant avec la rine me¢thode
que le Rot grodksique est nedangeant de tout degex(cf. [W ], I@ronaxci-dessous repro-
duit la debnition de ce concept), ce pour une mesure de BMS Pnie, l@mgralisation
en mesure inbnie seavelant depourvue dOirgrét.
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Th eor eme 3.3. N Supposons qud’ admette une mesure de Bowen-Margulis-Sulli-
van bnie m, . Pour tout entier p " 1, le Rot geodksique{g} }isr €St melangeant de
degr p relativement a m, . Autrement dit, pour tous boreliens Ag, ..., Ap, On a
My (Ao) ..M (Ap)

,m,P

m (Ao- of Ay - daag AR A 1
quandty,...,tp # +$ .

Demonstration. N Procedons par ecurrence surp. Le casp = 1 est donne par le
theoréme praedent. Supposons acquis le glange dOordrp! 1. De la méme mangre
gue dans la preuve du tleoreme 3.1, nous allons prouver que

Sl gl g
converge faiblement dand_?(m; ) vgrs &
,m!,#p -1dm;... -pdm!
quandty,...,tp # +$ , pour-4,...,-, continuesa support compact, ce qui stfira.

Considerons donc une valeur dOaéhence faiblef de cette famille, assoae a une
suite dansRP dont chaque composante tend vers $ . On peut (par le theoréme de

Banach-Saks) extraire de cette derrére une sous-suitg (sy;, ..., Sp )} telle que
_ L " S1j S1j + 44 Sp;
fn—ﬁ ']_/g| ...'p/g!

j=1
converge dansL?(m, ) versf quandn # +$ . En considerant une sous-suite conver-
geant p.p versf, on montre, comme dans la preuve du tkereme 3.1, quef est le
quotient dOune fonction surSX invariante par le feuilletage stable, puis quef est
essentiellement constante, gade au corollaire 2.3. Enbn, on a
& & 1.0 & y
fdm, =lim  fodm, =lim ~ Y S v R
j=1
(on a utilise IOinvariance den, par gf” ): or le melange dOordre! 1 nous fournit la
valeur de cette limite, qui est conformea ce que 1Qon attendait. O

Le theoréme suivant decrit le comportement des mesures de BMS laissesa |@cart
par le theoreme 3.1. On y voit apparditre une faion de melange. Rappelons que si
une mesure du typem!( (" de I@ronaci-dessous est Pnie, alorg® = (* = ((I') et
m!( (= m; est unique (dOam@s un avatar du theoréme 1.7); nous avons donc ici
affaire a des mesures enaperal inPnies. Avec la proprite de nelange que manifeste
une mesurem!( " inbnie et que 10ortablit ci-dessous, I0on retrouve la notion de
melange gueralise suggree par Hopf (voir [Ho]), illustreee dOabord par lui-mihe
dOun exemple smialement kiti a cet efet, puis par Krickeberg ([Kri ]) pour certains
systemes dynamiques ksa des chdines de Markov. Ce type de elange greralise est
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plus fort que celui debni dans Kre-S ] et dont il a €te question plus hauta propos du
theoreme 3.1. Insistons enore sur son caracgtre topologique : on se convainc sans peine
que les conditions de continuitcapparaissant dans Ehonaxci-dessous sont absolument
necessaires @ que §#,)*) = (U, W).

Theor eme 3.4. N Soit m; = m!"* une mesure de Bowen-Margulis-Sullivan asso-
ciee a une densitu conforme de dimension( = ((I') et invariante par I'. Soient)#
et)* deux densigs, conformes de dimensions respectived et (*, invariantes par T,
non atomiques et rendant regligeable IOensemble des points Pxes elliptiqueB.d&ors,
pour tous bomdiens borres A,B de SX/ T tels quem!( HIA) = m}"(+ (!'B)=0,o0na

m{ *(A)mt " (B)

e # M mC (A gf'B) W =
) !1

quand t¥# +$ ,

ou la quantite limite ci-dessus est nulle quandm, , est inPnie.

Ce theoreme ergodique pesente une formesquivalente en termes de fonctions :

Pour touées fonctions- ,4 SX/ T # 5 continu%s a support compact, on a

L

BN 4 rgtdm( g ~dm{ * 4dmtC quandt ¥ +$ .

, My,

Demonstration. N Nous nous limiterons au cas ai, m;, < $ , le cas compémentaire
sOobtenant exactement de la emie manére, avec seulement bien des simplibcations.
Designons par) une densik conforme de dimensior((, invariante par I' et non ato-
mique. Nous allons prouver le tleoréme successivement dans les cas ¢)#,) *) est
dOabord, 1), puis (1,)), et enbn dans le cas greral.

Soit B un borelien de SX, borne et de bord m-negligeable. Dans ces conditions,
etant donne/ > 0 arbitrairement petit, par application du lemme 1.15 puis du corol-
laire 3.2, on obtient que pour toute celluleC assez petite, @s quet est assez grand,

¢ (s
g MHEOMB) | e rigmyy @ MPEOMEB)

, My, , My,
&&!

A 10aide dOun argument d®approximation par les cellules, il vient, pour tout bie A,

(A - mtH(A)m(B)
mOH(A - g7 '&B) i -

&&! y
Ensuite, en usant des proprétes de quasi-invariance des mesures de BM®mgralisees,
on voit que

quandt ¥ +$ .

e(%z#%tmllv((A_ g#t&B): ' muv((B - gt&A)
&&! &&!
= miH(B- g*l&l A).
&&!
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Avec ce qui precade, pourvu queA soit de bord m-negligeable, on obtient que

mCE (1 B)m(l A) _ m(A)m* ((B)

g% opt’ (A - g#t&B) 73
, My, , My,

&&!

lorsquet # +$ . En examinant a travers le prisme du lemme 1.15 ce que 10on vient
d@#ablir, de la méme faion que nous avions dduit le corollaire 3.2 du theoréme 3.1
via ce méme lemme, nous allons voir que pour touti %SX, pour tout borelien borne
E* + H"(u) de bord p,,. () -negligeable, et tout bordien borne B + SX de bord
m* (-negligeable,
0 ot ! m“*( (B)
(4) I ) (BT - gTIEB) Wy (BT)
&&| L L

quandt # +3$ .

Aussi reprenons pasa pas la preuve du corollaire 3.2alaquelle nous renvoyons
le lecteur. Etant donne u % SX, / > 0 arbitrairement petit, v % H* (u), on bxe
v Y%SUppH,, - (v) ) apres avoir choisi5 %]0,// 3[ assez petit pour que

mh (B, )1 /1 mr((B) ! mh((By)+ 1,

on prendry,rz > 0 tels que I&ronax du lemme 1.15 soit valable pour les mesuras

et mt( avec5 ala place de/, et enbns " 0 tel queg®v %B* (g°v,r;) = E#. Quitte

a modiberry, on peut supposer de plus quei,- (gsv)(! E#) = 0. Pour un quelconque
borelienE* + B* (v, €” %) borne et de bord Uy + ) -Negligeable, on a, par application
du lemme 1.15, en notantC = C(E* ,g°E*, r3),

(u)

e 3m(C) ! 2rapye gy (EP DMy (o) (PET) 1 €7°m(C),
et, pourt" s,

e# +/3m“v((C_ gs#t&B#/) ! 2r3“H " (gSv)(E#))H" (g3Vv) (gSE+ - gS#t&B)
I e+/3mp,((C_ gs#t&B/ )
Gréacea ce qui aete etabli plus haut, cOestdire le cas {#,)*) = (,)) du theoréme,

et compte tenu du fait que m(! C) = 0 par construction de C, on sait que, pourt
assez grand, on a

0,
O NE I (C - g#ieBy) | e m(C)m* i ((B)+ 1)

&&!
ainsi que

0,
eHFAHFIML((C - g '&By /) " e#+’3m(C),m!,#l$m“'((B)! )7
&&!

MEMOIRES DE LA SMF 95



CHAPITRE 3. M ELANGE DU FLOT G  EOD ESIQUE 53

Il resulte des encadrements mmdents gue pourt grand, on a

) B 0 0 0 ’
e#+e# /SHH+(gSV) (g E ) ( ) 1 /9# @te# % S )H+(gsv)(gSE+ _ gs#t&B)
&&!
mi((B)+ /
My, ’

| # %

Hiy+ (gov) (O°ET)
puis

(B)!/ %ttt ’
G “H*(u)(E )7 el Mt )H*(u)(EJr - ¢"'éB)
b &&!
((B)+/
I e pH+(V)(E )T
Ce dernier encadrement suhiste maintenant pour tout E* + H* (u) borne et de bord
negligeable, et il ne reste plus qulfaire tendre/ vers 0 pour achever déablir (4).

Le theoréme dkcoule Pnalement de la conjonctiﬂon de4) ou IOon mettra) * a la
place de), et du lemme 1.15 appliqud la mesurem( (" de la méme faion que IOon a
tire le cas {#,)*) = (), ) du corollaire 3.2 et dudit lemme, en ckbut de preuve. [
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CHAPITRE 4

DENOMBREMENT ET
EQUIDISTRIBUTION ASYMPTOTIQUE DES ORBITES

Le present chapitre est dwolue au probEme du cenombrement et de la Bpartition
des orbites del’, que nous relieronsa’ celui du melange du Rot grodesique, objet du
chapitre preadent, et qui pour nous fut justement suscitpar ce qui vient. Rappelons
que depuis le chapitre 3, il est suppasgue le spectre des longueurs du grougenOest
pas arithmetique.

Le resultat principal est le theoreme 4.1 (comprenant 4.1.1 et 4.1.2). Les deux co-
rollaires qui font suite a I@ronax4.1.1, quoique imneiats, meritent d@ire mention-
nes explicitement, car ils pardidiront plus accessibles premiere vue. Le corollaire 2,
dbabord, montre urequivalent & la fonction orbitale de T' admettant une mesure de
BMS Pnie. Ce probEme ayantete abordx bien des fois, nombre deesultats partiels
etaient deja connus, mais nous nOen citerons queesrpeu. Le lecteur ineresspourra
trouver dans [Bab2 ] un apertu historique qui fait defaut ici. Nous nous contenterons
dOobserver que, hormis danMprg ] (cas des vargtes compactes), il sOen fallait assez
que les nethodes jusque-h employees fussent vraimentelementaires, soit quQelles re-
levassent de la theorie spectrale, pour les groupesapmetriquement Pnis dans IQespace
hyperbolique de dimensiond, ot IOon rencontre greralement IQobstructior((I") > d/ 2
([CdV ], [L-P ] qui etablit un developpement asymptotique extdimement pouse
notablement contournee dans Patt4 ] (cas des surfaces convexe-cocompactes), soit
quQelles ressortisseatla dynamique symbolique et au formalisme thermodynamique,
avec codage du Rot gedesique, en courbure pinee (L] pour les groupes convexe-
cocompacts, Pal-P ] pour quelques autres). En outre, les groupea mesure de BMS
pnie jusquOalorstudies appartenaient sysematiquement a la classe des groupeseg«
metriquement Pnis, sans dQailleurs que le praimhie en question ait pugire resolu pour
IOensemble de ceur-[sauf en dimension 2 et courbure constante), et IOon avaitenie
ete jusqu@ conjecturer (voir [Patt3 ]) que cette classeetait caracterisee par le fait de
pos®der unequivalent exactement exponentiel pur la fonction orbitale, comme dans
le corollaire 2 ci-dessous. Or deux travaux @gents dont nous avons dja fait mention,
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[Anc ] et [Pei], ont revele que la classe des groupes mesure bPnie exede tres large-

ment la precdente, méme en dimension deux et courbure constante. Aussi convient-il
de redresser la conjectureevoquee, a la lumiere du corollaire 2, auquel on joindra le

theoréme 4.1.2 qui en constitue la contrepartie : le fait que la fonction orbitale ait un

equivalent exactement exponentiel caraatkise la classe des groupesmesure de BMS

Pnie. A propos du theoreme 4.1.2, il semble que le casuoX est le disque hyperbo-

lique et ol ((T') = 1 ait seul ete etabli auparavant, dans [Patt2 ]; il faut dQautre part

noter que pour certains groupes satisfaisang IOhypotlese de ce teeréme, cOest un
equivalent a la fonction orbitale qui a pu étre propos(cas des reetements aletiens

de varietes convexe-cocompactes, voiPpl-S ], [Bab-L ]).

Plus que le cenombrement, cOest laepartition asymptotique m@&me des points des
orbites dOun groupea ‘'mesure de BMS Pnie que nous pouvons ici cerner : le corol-
laire 1 en dfre un apergu, qui exprime essentiellement que la probabilikuniforme
sur les points orbitaux situes dans une boule converge vaguement vers la mesure de
Patterson-Sullivan, quand le rayon de ladite boule tend vers IQinbni (on trouvesj& un
tel @nonaxdans [] et [Pol-S ]). Mais cOest #duidistribution plus generale quOavance
le theoréme 4.1.1a laquelle nous avonsete conduits, puisque cetemonax est IQexact
equivalent du melange du Rot godesique N nous nOexposerons cependant que 10as-
cendance du treoréme 3.1, aa etabli, sur le suivant, mais IOon pourrait obtenir la
reciproque par les naines nethodes que celles de laemonstration. La clef de cette
derniere est une correspondance entre el&nge du 3ot grgodesique et distribution orbi-
tale (voir la premiere &tape ci-dessous). Nous avionsejk rencontre ce type déguidis-
tribution double dans [Ro2] (en correspondance avec |Oergodiitationnelle du Rot
geodesique). Enbn, nous utiliserons pleinement édenax ggneral 4.1 dans le probéme
de la repartition des geodesiques fernees qui fera IQobjet du chapitre suivant.

On a ci-dessous adopdes notationsD, pour la masse de Dirac au pointz, et C(K )(
pour le dual faible-4 de IOespace des fonctions continues sur un espace comgact

Th eor eme 4.1.1. N Supposons quel’ admette une mesure de Bowen-Margulis-
Sullivan m; bnie, assocge a une densik pu conforme de dimension( = ((I") et
invariante par I'. Alors, pour tous x ety dans X, quandt tend vers+$ ,

(m % Dey O Dg 1y 6 Wy O py faiblement dansC(X ' X)(.

&&!
(x,&y)! t

- ot ) —
Corollaire 1 . N (,m,,e** s&! Dgo 6 px faiblement dansC(X)(.
(x, &0)! t

Corollaire 2 . N # {&%I' | (x, &) ! t} 7 ’L(lx’T“y’e%.
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Th eor eme 4.1.2. N Supposons qué nOadmette pas de mesure de Bowen-Margulis-
Sullivan pnie. Alors, quandt tend vers+$ ,

#{&%TI | (0,&0) ! t} = o(e™).

Demonstration. N Nous nous contenterons de dxailler seulement la preuve du theo-
reme 4.1.1; Iéronaxcompkmentaire 4.1.2 sOobtient de la eme mangre, en suivant le
cours de la prsente preuve (on utilisera notamment le tlgoreme 3.1 dans la situation
correspondante), mais avec nomte de simplibcations, ce qui rébnnera pas, vu la
relative grossérete du resultat. Supposons dongm, , < $ , et rappelons que dans ce
cas le support dep est A(T).

Notons )}, la mesure de Iérona cOesa-dire

);[('y = (,m;,e#% , D&yO D&"lx-
(x, &y)! t
Pour x %X et A + ! X, introduisons deux espgces de oiles de sommeix et de
baseA, IOun par exes, IOautre par efaut, comme suit (avecr > 0) :

G (x,A) = {y %X | 8 x %B(x,r) et #%A tels queB(y,r)- Ix# ="},
G (A= LY WX BN+ jeapr) 1ealX#}-

Dans une premere etape, ai sera mise en lumére la correspondance entre ekange
du Rot geodssique (fait acquis par le trroreme 3.1) et dsnombrement asymptotique des
orbites de I', nous approgherons le comportement asymptotique quand # +$ de
)Iy G (x,A)" G (y,B) , pour A B assez petits, etx,y convenablement sities par
rapport a A et B. Une secondestape dfranchira le resultat precadent de la condition

portant sur x ety, puis une dernére ackévera la preuve du throréeme par globalisation
par rapport a A et B.

Premiere etape N Soit / > 0. Soient (, %) %! X ' 1 X et X,y %X . Supposons
que x % (##) et y %(%%) ou # et % sont dans A(T"). Il existe alors des voisinages
ouverts V et W respectivement de#, et % dans! X, tels que pour tous borliens
A+ VetB+ W, ona quandT # +$,

+
limsup )5, G (xA)' C/(y.B) ! e (A)uy(B)
* +
et lminf )1, C (xA)' G (y,B) " & " (A)uy(B).

Demonstration. N Commenions par introduire un certain nombre dOobjets epme-
triques dont nous aurons besoin tout au long de la preuve de cettetape. On \wribera
aisement que tous ces ensembles ont ursructure stable par les isonstries de X .

DOabord, nous allons enir, pourz %X, r> 0, A + | X, IOensembl& * (z,r,A)
des points deSX qui determinent chacun une godksique dOexémite positive dansA
et qui sont situes sur un intervalle de cette godesique de longueur et de milieu bas
dans X a distance au plusr de z. En voici la description precise : pour ¢ % %! X,
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notons zi; le point de SX determine par les conditionsg” zyx = # g* zx = %
et le projete dezy dans X est le point de la grodesique ¢% le plus proche dez (il

sOagit duCprojete orthogonalE de z sur (#%, cf. 1A); on debnit alors K * (z,r,A)

comme IOensemble des poingzy ol ! r/2<s <t/ 2etol (% %!2X est tel

que %% A et que la distance dez a la geodesique ¢% est strictement inferieure
ar. On utilisera aussi IOensemble syetrique du precdent obtenu par inversion des
extremites des gedesiquesa savoirK # (z,r,A) = | K*(z,r,A). Nous noterons aussi
K(z,r)= K*(z,r,! X). Remarquons queK (z,r) + SB(z,3r/ 2).

DOautre part, nous ne pourrons nous contenter de IOomkard®inbni dOune boule
de X telle quOelle @te dePnie en 1A, mais aurons besoin des variantes ci-dessous de
cet objet. Pourr > 0,a%X etb%X, avec @, b > 2r, nous distinguerons les ombres
suivantes, respectivement par exes et par cfaut :

O/ (a,b)= {#%! X | 8a %B(a,r) tel que J|a#) - B(b,r) ="},
Of (a,b)= {#%! X |1a %B(a,r),]Ja#) - B(b,r)="}.
Quand a tend vers un point %%! X, les ombres peadentes ont pour limite commune :
Or (%b) = {#%! X | (%¥- B(b,r) = "} = OF (%b).

Enbn, pourr > 0 eta,b%X avec @, b) > 2r, nous noteronsL, (a, b) IOensemble des
(#,9% %! 2X tels que la grodesique ¢% orientee de# vers %traverse dOabord (a, r)
et ensuite B (b, r). Observons que

0?(b,a' Of(a,b+ L,;(a,b+ O (b,a' O/ (a,b).
Choisissonsa presentr %]0, min(1,//30()[ tel que
$ % $ %
Hx ! Or(#,Xx) =0= My 10/ (%,Y)

(ce qui ne fait qudexclure un ensemble de valeurs deu plus denombrable). Comme
# %O, (#, X) et 9% %O, (%, Yy), nous avons

$ % $ %
IJ-X Or(#O'X) py Or(%,y) > O

Prenons alors deux ouvertsY et % de X', contenant respectivement#, et %, assez
petits abn que pour tout (a, b) %Y "' W, Oon ait

# +/ 30 $ % $ + % +/ 30 $ %
€ Hx O,(#o,x)o/! Hx Oy (a,x)0 I e” Py O,(#o,x)0
0

+ % -+ %
ot e#+/30uy Or(%.y) ! py OFf (by) ! e/3°py O (%,y) .

Nous choisissons enbn pou¥ et W des voisinages ouverts dand X de # et %
respectivement, tels queV + ¥V - I X et W + % - 1 X.
Considerons deux bostiensA + V et B + W. Notons pour alleger

K" =K*'(x,r,A) et K# = K*(y,r,B).
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Notre methode consistea estimer asymptotiguement (quandT # +$ ) la quantite
&1
e m(K* - gflaKk #)dt
0 &&!

en la developpant suivant le groupel, dont les elements intervenant ici seront juste-
ment ceux que IOon chercha denombrer dans cetteetape. Comme le treoréme 3.1
fournit de son adte un equivalent asymptotique de IQirtgrande ci-dessus, leesultat
de la premiere etape sOensuivra.

En revenant aux dgbnitions, on weibe, pour& %I avec , &) > 2r, que

& &
dux (B dux (% "2
(o (#, R 41 2

ou IQinegrale porte surL,(x, &) - (&B "' A).
Nous allons dOabord majorer la quantit«

m(K* - g*t&Kk#) = L (ayr) (9" X1 )ds

& 143 ,
e’ mK"*- gfteKk#)dt.
0 &&!

DOune part, pour & % %L, (x, &), on a
dx (# %2% n e# 2% n e# + 15

DOautre part, supposons quk, (x, &)- (&' A) ne soit pas vide; en se reportant
aux depnitions, on voit aissment que cela entréine que&y % C; (x,A) (nous avions
pris le soin dOavoir < 1); de plus, en faisant agir& !, on a, de faibn symetrique,
quel, (& x,y)- (B' & A) nOest pas vide, dO&* 'x %C (y, B). Rappelons aussi
quel,(x, &) + Of (&, Xx)" Of (X, &).

Enbn, pour #% % L, (X, &), Is| <r/ 2, et T > 0, on voit, en examinant la
debnition de K (&y,r), que

1
& T#3r | e“/&r re%x,&y) | e+/ 10re%x,&y)
% t+s : :
" Ik (gy,r)(Q "Xy )dt )
0 =0 si(x,&)>T.
Il ressort de tous ces faits sunis la majoration (41) suivante, avecc; designant une
constante independante deT > O :

& ryar ,
(41) e?  m(K*- gfteK#)dt
0 88!

: $ % $ %,
L e’ U, OF (&y,X) Ux O (x, &y) &) + ¢
ot 1Gon somme sur le& %I tels que

x, &) ! T, (&y,&#lx)%!q(x,A)' CI'(y,B)l- oW,
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la restriction aV¥' W ne faisant que contribuera la constantec;, puisqueV + V - I X
et W + W - 1 X, et que par suite
| T "
G (xA)' C(y,B) ! V' W
est borne dansX 2.
Nous allons maintenantetablir de la méme mangére le pendant de cette majoration
en minorant la quantite
& 1i3¢ ,
e’ mK* - g*t&K#)dt.
0 &&!

DOune part, on a gaeralementdy (#,% ! 1. DOautre part, le fait que

(&, & *x) %Cf (x,A)' C/(y,B)

entrabne queA 3 OF (x,&) et que B 3 OF (y,& 'x), cOestdire que & 3
O (&y, x). Rappelons aussi que

L (x, &) 3 Of (&,x)" OF (x, &).

Enbn, pour (#, % %L, (x, &), |s| <r/ 2,etT > 0,0n a

& T+3r
e L (ayr) (0 Sxi )t " & T 10re™ &) 5i 31 (x,&y) ! T.

Il ressort de tout cela reuni la minoration (42) suivante, quitte a augmenterc; :
& T+3r ,
(42) e? mK*- gfteK#)dt
0 &&!

) $ % $ %,
nogf 10,2 Hy Ovr# (&Y, X) Hyx Of (X, &) e”tx &y) | Ca
ot 1Gon somme sur le& %I tels que
! "ol "
&) ! T, (&, &) % G (xA)' C(y,B) - V' W.

Nous designerons @sormais par @) IOencadrement fondamental que constituent
(41) et (42) reunis, et allons a present examiner successivement chacun de ses
membres, en commecdnt par les integralesa gauche.

Puisque le RBot ggodksique est fortement nekangeant (theoreme 3.1), on a, pourt
assez grand,

E3mIK)MKH) 1 m, mK* - gfleak#) 1 e’Sm(K T )m(K#).
8&!
Or, en revenanta la debnition deK* = K* (x,r,A), on voit que
& &

mK*)=r1  dux(#) dibe (- ok (# )7 2%
A )

O (! x
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Sachant quedy(#.) " €' dans IOintgrale ci-dessus, et teant compte du fait que
A + V, on obtient :

$ % $ %
& 30 (A) ik Or (#o,Xx) ! m(K*) ! &0, (A)py Or (Ho, X) .

De méme,
$ % $ %
e#+/30|'|.ly(B)|J-y 0 (%,y) ! m(K#) | e+/10ruy(B)uy Or (%.y) .

De ce %w preacdg, |EBV|ent avgge une constantec, independante deT, en notant
M = 12 O (#0,X) Ky Or(%.Y)

&T#Sr ,

(,m, e mK*- g*lek#)dt" & 72T My (A)py(B) ! o,
0 &&!
& 1i3¢ ,

(,m, e mK* - g*leK*)dt! €2 Muy(A)py (B) + c;.
0 &&!

Passons maintenant aux sommes droite dans IOencadrementj.
Par le lemme 1.2 Bgerement modiFecpour la circonstance, on a

$ . % $ % $ %,
Ky OF (&''%,y) = Hey OF (x, &) ! e OF (x, 8y) e &)
93 $ + % + 10 $ + # 1 %
I e® gy OF (x, &) ! € ny OF (& *x,y) .
Lorsque &y, & 1x) %V ' W, il en resulte que
$ % $ %, $ o $
e O (&Y, %) P OF (x, &) €& | *’1°u O/ (&, x) u O (& x, y)
% %
I e px Or (%0,Xx) Hy Or(%.Y) ,
et de méme
$ o $ $ % $ %
ux Of (&, X) i of (x, &y) Towan g 15y o, (4 ) by Or(%.Y) .
0,

$ %0
Grace au fait quepy Oy (%o, x) uy O, (%,y) > 0 (voir plus haut), IOencadrement4)

et ceux qui suivent ménent au suivant :
* +

& (A (B) 1 €03y G(XA)" G (y,B) ;+c~e,e*ﬁ“’/°r
et e (A)y(B)" €70, C(xA)' C(y,B) ! ce*™,

aveccs independante deT. On aboutit ainsi a la conclusion dsiree. O

Deuxieme etape N Soient x,y % X . Soit / > 0. Pour tout (#,%) %! X ' I X, il
exister > 0 et des voisinagesd/ et W respectivement de#, et % dans! X, tels que
pour tous boreliensA + V et B + W, on a, quandt # +$,

hmsup)x,y*d‘(x,A) G (y, B) e (A)py(B)
et liminf )%, G (x,A)’ c;*(y,B) " e U (A)py (B).
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Demonstration. N Soient #,,% %! X . Choisissons.o % A(I), puis Xo % (#.0) et
Yo %(%.0). On dispose alors de voisinage¥y et Wy respectivement de#, et % tels
que I@ronaxde la premire etape soit valide pourxg et yo a la place dex ety, V; et
W, a celle deV et W, et enbn// 3 a celle de/ . Soient alors%, et W, deux ouverts de
X tels que@ - 1 X + Vo, Wp- I X + Wy, et pour tous a %Y, et b%Wo,

(0,8 | (X3! 1001 < g €t 150Dt (B! "w )l < o
(sia= #%! X, la quantite (xo,a) ! (x,a) est a prendre au sens dée', (Xo, X), idem
pour b).

Prenons alors deux ouvertsV et W voisinages respectifs déf et de % dans! X,
tels queV + Q- I X et W + Wy- 1 X, etr =1+max {(X,Xo), (Y, Yo)}. Considerons
A+ V etB + W. Le fond de la demonstration est que 10on gut rapporter IQorbite
dey vue dex a celle deyp vue dexg de la fagbn suivante.

En effet, si (&, & x) %C (x,A)' C’(y,B), on peut facilement veriber quOalors
(&0, & X0) %C (x0,A)" C (yo,B), gréce au choix der. DOautre part, sik, &) ! t
et (&, & 1x) %%, ' Wo, en notant ¥, = {z %X | B(z,r) + %}, alors & %y et
& 1x %Wo, dOu'il resulte successivement que

(X0, &Y0) ! (X, &0) + "1, (X0, X) + 6/—=(YO,&#1X)+ "1o(X0,X) +

(

Ly, & )+ " (Youy) + 1o (Koo X) + 3L(

s
6(
. N /
Pt+ " (X, X)+ "4 (Yo, ) + 3
! "ol "
Comme G (x,A*)" G'(y,B*) ! ¥, ' Wo estbomedansX 2, on en deduit que

la limite superieure (quandt # +$)de)y, G (x,A)" G (y,B) estplus petite

que
*

+
& 2% 020 %80 00 ) fim sup )5y 0" BT G (x0,A) " (v0,B)
En appliquant la premiere etape, il en resulte que
* +
imsup )j, G (X.A)" G (y,B) | SNkl %Sy, (A)py, (B).

or e%%o (xoX)y, 1 e 6, en restriction &V, ainsi quee®®o oY)y, 1 et py surw,
dOa’ * +
limsup )y, G (%A)" G (v,B) ! eW(A)ky(B),
ce quOil fallait montrer.
LOimgalite compkmentaire se montre de faéin entigrement analogue. O

Troisi'eme etape : conclusion N Soient x,y %X . Conservons/ > 0, les deux ouverts
V et W et r de la secondeetape, prenons\)/ et W deux ouverts de X tels que
V-1X=Vet-1X =W, et considerons deux bostiensA et B de X tels que
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_ _ $ % S
A+ VetB+ W, ettels que [y O py) '(A' B) =0, ce qui revient a dire que

Hx(! A)py (B) = 0= px (A)py(! B).
Soit 5 > 0. Prenons des ouvertsA* et B* ainsi que des compactA” et B# dans
I X tels que :

AP + AP IX +A-IX + AT +V,
B¥ + B°- IX +B-IX +BY + W,
Hx (A% A*)< 5 (A" A)<5, p(B°! B¥)<5, p,(B*! B)<S5.
Il est aise de voir que les ensembles
A B !Cf(x,N)' Cf‘(y,B*)" et !q*(x,A#)' q*(y,B#)"! A0 B

sont relativement compacts dansX ' X. Il resulte de cela puis de la secondetape
que

limsup )5, (A" B)! limsup )y, G (x,A")" cj‘(y,|3+)+
I e"px (A" )y (B™)
I €U (A)uy (B) + 5€°( px, + , My, )
I e"px (A)py(B) + 5€7(, px, + , My,)

$ %
puisque (x O py) ! (A" B) =0.Comme 5 > 0 etait arbitrairement petit, on obtient
en debnitive que

limsup )y (A" B)! €px(A)Ly(B).
De fa¢on analogue, vient |IOiegalite compkmentaire :

liminf )>t<,y (A" B)" € "uc(A)py(B).
Onen d@g(Ljuit que pour toute fogction h positive, cog?tinue eta su%port dansV ' @,

H# +

€ -dpy O py ! liminf - -d), ! limsup  -d);, ! € -dux O by.

Comme on peut recouvrir le compact! X ' | X par un nombre bni dOouverts du type
V' W, et par extensionX ' X par des ouvertsY ' % comme ci-dessus, on voita’
IGaide dOune partition de IOumitubordonreea un tel recouvrement, que IOencadrement
ci-dessus reste valide pour toute fonction continue positive suX ' X. Il ne reste plus
qu@faire tendre/ vers 0 pour clore la ddmonstration. O

En complement, nous proposons un esultat d@quidistribution des orbites des
points Pxes paraboliques, que nous tirerons nouveau du nedange du 3ot gode-
sique, mais ici sous la forme du corollaire 3.2. Le casuaX est IOespace hyperbolique
de dimension 2 ou 3 a @ja ete traite dans [Cos], ot IOon en verra des liens avec IQarith-
metique, ce quietait egalement la motivation de Be-H-P ]. Ce resultat est dQailleurs
utilise dans H-P2 ].
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Th @or eme 4.2. N Soit m; une mesure de Bowen-Margulis-Sullivan asscee@ une
densite p conforme de dimension( = ((I") et invariante par I". Soient p un point pa-
rabolique deT" (sOil en existe) efl le sous-groupe parabolique maximal dE stabilisant
p. Alors, pour toute horosphére H dans X base au pointp, quandt tend vers+$ ,

# % ! PIE| by (F)

e Dgp 6 T Py, faiblement dansCc(! X ! {p})",

&&!'1'$
0! (H, &H)! t
ou T'/II designe un systime de repesentants des classes gauche del' selon II,
et F un quelconque domaine fondamental pour IQaction dé sur ! X, de bord po-
negligeable. Cela d3 que IOexpression de la limite ci-dessus a un sens, c@eie’
lorsque P|g My (F) et, m;, ne sont pas simultament inPnis. (LOexpressiofiH, &H)
designe la distance de Hausdér.)

Corollaire 1 . N Soit h un quelconque point deH . Alors,

. ; P F
gt % Degp 6 Mph faiblement dansC(! X)(.

&&! /$ (m,

0! (h,&H)! t
Corollaire 2 . N Supposons en outre que le point parabolique soit borne. Alors
PCu, (F)?
#{&%INT/II| 0! (H,&H)! t} 7 H(“”T()e‘*,
1 I 1

ou II\T'/II designe un systme de repesentants des doubles classes fleselonII.

Demonstration. N Soit H une horosplere base enp. Notons) T la mesure de [éronaex
indexee ici par T > 0 plutdt que par t. LOhorosphte H determine une horosplere
stable (resp. instable) que nous noterondd # (resp. H™*).

Fixons/ > O arbitrairement petit. Etant donne un quelconque point# %! X ! {p},
nommonsu = P,. # et prenonsry,ry,r3 > 0 assez petits abn que la conclusion du
lemme 1.15 soit valide pour la mesurem, et que pour tout v % B* (u,r1) IOon ait
(gréce au lemme 1.13) :

*

#+8u |

$ oF
g P P L "B*(urp) ! &8

Hus ) PHe o Pl

0,
ou" = My () B* (y/orz)/?Nous pouvons supposer en outre que 8 r3 < //8( et
quep, . !'B*(u,g2) =0. Q%nsiderons alors un quelconque baken E contenu dans
le voisinageP/! B* (u,r1) de # et de bord po-negligeable. Nous nous proposons
dOestime) T (E) asymptotiquemgnt quand T # +§/0.
Designons parC la cellule C E* ,B* (u,rz),r3 ol E* = P,. E. On observera
que m(! C) = 0 par construction de C. Notons F* = P, F, ol F est comme dans
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IGwonax En un mot, notre methode consistea rapporter a) T (E) la quantite
&1
e’ u,. (F* - g'tac)dt,
0 &&!
dont on connadt par ailleurs le comportement asymptotique ga@e au corollaire 3.2.
En usant de faits @lementaires, on voit que

e e (FT - g"'8&C) = pyey. (0&FT - C)= Hyan- (0&H" - C).
&&! &&! &&!1'$

Mais sig!&H* - C =", alors

%

p#l $|3+(u,r2)

t + -
g&H" - C=0gPy. )Py

pour un v %E* + B# (u,r1) etunr %]! rs,rs[, et par conkquent
e#+/4n | “gt&H+ (gt&-H+ _ C) ' e+/4u .
On obtient donc IOencadrement suivant, on(t) =# {&%I/I1| g'&H* - C= "} :

fin) 1 € p,. (F* - g*l&c) ! e’* n(t).
&&!

En poursuivant IOanalyse mraedente, on voit queg'&H* - C nQOest pas vide si et
seulement sigt&H* rencontre Ir]<r 5 g'E*, ce quiequivaut encore aux faits eunis
que & %E et quet! r3! (H,&H)! t+r3 (car E* estcontenu dansH* qui comme
H™* se projette surH). On en deduit aisement que rTf n(t)dt est majoree par 23
fois le nombre de& %1/ 11 tels que & %E et 0! (H,&H)! T, dOa’

& T#fg op ! o
e py. (F* - g*'&C)dt! e’ 2rze) T (E).
3 &&!
De méme a-t-on

T+rs s
e% HH+ (F+ _ g#t&c)dt n e#+/4ll zraeo/d—)T(E)
#1r3 88!

DOautre part, le corollaire 3.2 nous donne

, Hy. (F* - g*'&C) # “H+(F+)m
&&! My,
quandt # +$ ,dOa, lorsqueT # +$ ,
&1
g 9 ¥ F+
e . (F"- g*'&C)dt7 e/‘ruHT()m(C).
0 &&! ymy,

Enbn, gréce au lemme 1.15, on a

& 4 2r3p,. (EF)! m(C)! €4 2rap,,. (EF).
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66 CHAPITRE 4. EQUIDISTRIBUTION ASYMPTOTIQUE DES ORBITES

Notons quep,,- (E*) = P{uy, (E) et que p,. (F*) = P{ p, (F), et de tout ce qui
precde, nous obtenons en eknitive que, pourT assez grand,
g + Pl M (F) Pabs Fp ) )

(my, (my, H
ce pour tout borelien E de bord po-negligeable contenu dans un voisinage d#, qui
etait quelconque dans! X ! {p}. De Ia, on etend ai®ment la validite de cet enca-
drement pour tout borelien relativement compact dans! X ! {p} et de bord p,-
negligeable, et IQofait tendre / vers 0 pour terminer la demonstration du theoréme.

Pl (E)! )T(E)" €

Le corollaire 1 sOobtient asxent en renormalisant corefativement les mesureg
et d(P py )(#) = €*%(Puduy(#) au voisinage de chaque point dé X ! {p}. On
conclut en tenant compte du fait que pup ({p}) =0 quand ,m;, < $ .

Le corollaire 2 nOexprime rien de plus que la convergence)déF ) vers la valeur que
donne le theoréme, sachant que IQon peut supposer- A(T) relativement compact,
puisque p est borne. O
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CHAPITRE 5

EQUIDISTRIBUTION ASYMPTOTIQUE
DES G EOD ESIQUES FERM EES PRIMITIVES

Dans ce chapitre, nous faisons correspondre au ¢@me 4.1 un Bsultat d@quidis-
tribution des geodgsiques fernees primitives surSX/ I' (theoréme 5.2). Le probEme
du denombrement asymptotique des gedesiques fernaes primitives sera plus parti-
culierement examirecdans le ttreoreme 5.2. Rappelons que depuis le chapitre 3, il est
supposxque le spectre des longueurs du grouge nOest pas arithratique.

Nous ne nousetendrons pas plus sur la bibliographie du sujet que dans le chapitre
precdent; nous indiquerons seulement que le #weme 5.1.1 a éja ete obtenu pour
les varigtes convexe-cocompactes (voirL[], [Pol-S]), et certaines varietes ggonedri-
quement Pnies avec des pointes (voiJal-P ], o IOon trouvera en outre une liste de
references). Pour ce qui est des atkodes et de la porge des esultats, on pourrait
repeter les mgmes commentaires que ceux qui accompagnent legbréme 4.1, et nous
y renvoyons le lecteur. Nous ajouterons seulement que les deux praies déyui-
distribution que traitent les th«eorémes 4.1 dOune part, et 5.1 dOautre part, ogte«
dOordinaire abords plus ou moins sparement, tandis quQils sont ici mis en relation :
nous verrons en éet que I@aonax 5.1 dkcoule de 4.1, apes simple examen et trans-
formation des mesures orbitales apparues dans ce dernier; mais IOon aurait tout aussi
bien pu montrer que ces deuxeron®@s sont en fait exactementeguivalents.

Ce que nous entendons parepaksique fernee surSX/ I', notamment en presence de
torsion dans T, a deja ete precisxa la bn du paragraphe 1C : la projection canonique
de SX sur SX/ T envoie les axes oriergg des isoratries hyperboliques dansI’ sur
ce que nous appelons lesegeksiques fernees deSX/ I'. Cette projection induit une
correspondance biunivoque entre classes de conjugaison dOswies hyperboliques
primitives de T" et geodesiques fernees primitives deSX/ T, une isonetrie hyperbolique
& %T etant dite primitive lorsquOil nOexiste pas &% ni dOentiem > 1 tels que
&= $". Nous noteronsG (') IOensemble desgeksiques fernees primitives dansSX/ I’
de longueur au plus'. Pour une geodesique fermee primitive g, on designera parDy
la mesure de Lebesgue le long dgnormalisee; la probabilite Dy est souvent appese
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masse de Dirac erg. La notation C¢(SX/ I')( signibe le dual faible4 de IOespace des
fonctions continuesa support compact dansSX/ I". Desormais,( designera((T).

Theor eme 5.1.1. N Supposons quel’ admette une mesure de Bowen-Margulis-
Sullivan m, Pnie. Alors, quand' # +$ ,

0, L m .
( et %0 Dy 6 —— faiblement dansC,(SX/ I)(.
1 I 1
g&G (0)

Th eor eme 5.1.2. N Supposons qué& nOadmette pas de mesure de Bowen-Margulis-
Sullivan bnie. Alors, quand' # +$ ,

(e’ Dy 6 0 faiblement dansC.(SX/ I).
9&G (0

Demonstration. N Nous nous contenterons de aailler la seule preuve du theo-
reme 5.1.1; Iéronax compkmentaire sOobtient de la erle mangre, en suivant le
cours de la pesente preuve (on utilisera le tleoreme 4.1.2a la place du theo-
reme 4.1.1), mais avec bien des simplibcations, vu la relative grosséte de |&rona
dans cette situation.

Nous nous appuierons sur un lemme de natureggietrique, tres clair dans le disque
hyperbolique, mais qui séiend dans notre cadre gweral par comparaisona ce dernier.

Lemme. N Soientx %X etr> 0 bxgs. Soit/ > 0. Il existe to = to(x,r, /) > Otel que
pour toute isometrie $ de X, si (x, $x) >t et si la geodksique ($* 1x $x) rencontre
B(x,r), alors $ est hyperbolique, e&”" " *" "% < [ ol $* (resp. $*) designe le point
pxe repulsif (resp. attractif) de $ (cela nOest rien dOautre quOunenfaiiOexprimer que
$* x sont arbitrairement proches de$* quand (x, $x) devient grand).

Demonstration du lemme N Supposons que $*x $x) rencontre B(x,r). Si $ est
parabolique (resp. elliptique), alors les pointsx, $* 1x et $x sont situes sur une naine
horosphére (resp. un cercle, donta conformation en sOagrandissant tend vers celle de
IOhorosphre), et par suite (x, $x) ne saurait étre trop grande. Si au contraire cette
distance est suieurea un certain to, I0isoratrie $ est necessairement hyperbolique ;
soit alorsa (resp. p) le Cprojete orthogonalEde x sur [Oaxe d& (resp. sur ($* 1x $x)) ;
avecto assez grand, le pointp se trouve entre $# 1x et $x; envoyons les triangles
($% 1x, $% 1a, $x) et ($* 1a, $x, $a) sur des triangles de comparaison adjacents suivant
le odte [$7 1a, $x]; comme @7 1a, $% I1x) = ( $a,$x) = (a,x), on veribe,a I0aide de la
geomatrie hyperbolique, que @,p) ! max{1,(a,x)! r! 1} pourvu que ty soit assez
grand; il en resulte que @, x) (qui est plus petit que (a,p) + r) est borne (parr +2),
et le resultat voulu sOensuit facilement. O

Notons E° la mesure surSX au-dessus de celle su8X/ I' apparaissant dans Iérona
du theoréme. Il nous faut prouver queE® 6 m/, m,, faiblement dansC.(SX)( quand
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"# +$ . Soient la densite conforme de dimensior( et invariante par T, a laquelle
m est assoaie, et) la mesure sur! >°X donnee par
_ A (#Hdp (A

d) (# % = o, (% %
(independante du choix dex). Rappelons que par dPnition,m = ) 0 dssur!2X' R=
SX . Nous allons dDabord tirer du teeréme 4.1 une mesur¢}(’ 4 convergeant vaguement
vers) quandt# +$ , puis modiber), ; successivement er); , puis )y 3, de faton
que);3 soit portee par les paires dOexmites des axes deslements hyperboliques
de I et quOelle approche localement En prenant le produit de , m, ,# 1)}(,3 par la
mesure de Lebesgue stR, on obtiendra alors une mesuréM | 5 approchant, m; , #1lm
localement @ savoir autour de la bbre dex dans SX). Pour terminer, on rapportera
M ! 5, apres dernére modibcation enM &, & la mesure déguidistribution E'.

Fixons pour IQinstantx %X etr > 0, et notons V(x,r) IOensemble (ouvert) des
couples @,b) % X2 &!2X tels que la grodesique @b) rencontre B(x,r). Selon le
theoreme 4.1.1, la mesure

)i1= (m,e"™®  Dg 1, 0 Dax
(x, &x)! t
converge vergly 0 iy faiblement dansC(X)( quandt # +$ . Restreignons dssormais
ces mesuresa IOouvertV (x,r) (cOesidire quOon les consédera dansC.(V (x,r))¢).
Commg 1" dy(#% > e’ pour (#,% % !2X - V(x,r), nous avons, pour tout

4 %C. V(1) ,
& & & &

2% 4d) 1 liminf 4d)} ;! limsup 4d)f,! 4d)

quandt# +$% .

Appelons maintenant T, IOensemble des is@tries hyperboliques del’. DOapes
le lemme, si& % I' est elliptique ou parabolique, autrement dit si & % I',,, alors
(& 1x, &) %V (x,r) des que &, &) est assez grand, cOeatdire a IOexception dOun
nombre bni de& Par con®quent, en notant

))t(yzz (lmlle#% , D&, 1XOD&Xi

&&! p
(x, &x)! t

ona)i,! )i, # Oquandt# +$ , toujours en restriction a V (x,r).

Pour & %Iy, dont on notera & et & les points bPxes respectivementapulsif et
attractif, le lemme nous enseigne que si& 'x, &) %V (x,r), alors & x sont unifor-
mement arbitrairement proches de&" pourvu gque (x, &) soit assez grand, ce qui ne
met a I@cart jamais quOun nombre Pni d& En dePnissant

Jxa=(,m,e"® ’ Dg O Dg-,

&&! p
(x, &x)! t

cela entrabne qué }('3 ! )}('2 6 0 vaguement quandt # +$ , en restriction a V(x,r).
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Il ressort de tout cela que
& & & &

e 4d) ! liminf  4d)} ;! limsup 4d)} 5!  4d)

$ % $ %
pour4 %CZ V(x,r) , puis pour4 0/3}0:; 12X - V(x,r) car ces mesures sont poees
par ! 2X . Signalons quéel 2X - V(x,r) peut étre vide sans que cela en soit pour autant
prejudiciable a ce qui suit.

Pour & %Iy, notons gg + SX |Oaxe orierede &, puis L g la mesure de Lebesgue le
long de gg, et enbn

M g=(e"® Le.

&&!
(x, &x)! t

Autrement dit, M { 5=, m, ,#1)}('3%ds. Ap%elons\)/(x,r) = V(x,r)' R+ SX.De

ce qui precdde, il vient, pour h %C! Y (x,r) ",
& & & &
2% m,,*t -dm! liminf -dM!;! limsup -dMig! ,m;,*1 -dm.

Notons ' (&) la longueur de translation de & %Iy, et

ML= (ef% " L.
&&!'p
0(&)! t

En observant le fait elementaire que
(&) (x, &) ! (&) +2(X, ge),
on en deduit que
M t

X,

t % t+2r
3! M1 M

en restriction a V (x, r).
Or, en notant I'np IGensemble des isatries hyperboliques primitives del’, on a

t #%n ' 3 t 4
M = (e k T/ o\ L&1
. (&
* h
0(&)! t
car 3, 4 (
— =#{n%WN' |"(&)=n"(&! t}
(&
(les crochets asignent la partie entiere). Il est alors evident que
0 ' 1
MY E = (te*™ e
s, (&
o(&)! t
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Pour obtenir une |megallte compkmentaire, consigsonsh % CJ \)/(x r) et ob-
servons dOabord que/ ' (& " 1/'(& si'(&! tett" 2, dOo
&

' 1

@ -dLg = O(e™),

&&! 1y
o(&)! t

comme 100n a vu que - dM ! est borne, pourt " 2. Ensuite, sie?"t< (& ! t,
alors t/'(& " 1" €'t/ (&), dOa
&

&
0 ' 1
hdMm { " &' (te**® ——  -dlLg
. (&)
*hp
& e "t< 0(&)! t . &
=" -dE'! & (te? % oo -dLg.
ey, (&
o&)! e "t

Mais par ce qui precede, le second terme de la flierence ci-dessus est majerpar une
constante foiste”¢ "# Dt = 0(12. Aussi obtient-on que&

limsup hdM ' " € "limsup - dE'.

En bn de c(pmpte (en remontanta M} 3), nous avons etabli que pour toute

h%C? V(X r) lorsquet # +$
& &

0, 0,
# 2% QRN T oy #1

g #1

,my, -dm! liminf -dE'! limsup -dE'! - dm.

En recourant & une partition de IQunis<localement bnie et subordonee au recou-
vrement de SX par les \)/(x,r), X % X, avecr > 0 bxg on etend la validite de
IOencadrement meedent & nOimporte quelle fonctiorh % C (SX). Il ne reste plus
qu@faire tendrer vers &ro pour achever la preuve. O

Si T est convexe-cocompact, il deoule directement du ttreoreme 5.1.1 que
%0
#G ()7
et I0on retrouve un esultat deja connu (voir entre autres Hub ] pour les surfaces com-
pactes, Marg ] pour le cas des varmtes compactes,L[] pour les convexe-cocompactes).
Cependant, la mé&me estimation a pudire etendue pour certaines vartes gonetri-
quement bnies avec des pointes (voiDal-P ] et leur references). LOobjet du theréme
suivant est de gneraliser ce Bsultat pour tous les groupes gemetriquement bnis (avec
la debnition etendue que nous en donnons pour les espaces CATI) au paragraphe
1F) et admettant en outre une mesure de BMS Pnie (ce qui, en courbure variable,
ne decoule plus de la prengre hypothése, comme cela @te rappek en 1F, dOams
[D-O-P ]). La contrainte geometrique nous a paru recessaire abn de cerner le com-
portement des mesures a@uidistributions du theoréme 5.1.1 (on est ici rameaa les

quand' #$
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estimer au niveau des pointes paraboliques); en fait, il est exe vraisemblable quOil
puisse exister des groupea mesure de BMS Pnie qui ne soient paseggksiquement

Pnis, cOest-dire tels que #G (') ne soit pas bni pour tout ', tandis que ce fait est

bien connu pour les groupes gamatriquement pPnis.

Nous designons ci-dessous paB,(SX/ T)¢ le dual faible-4 de IOespace des fonctions
continues bormees surSX/ T

Th eor eme 5.2. N Supposons qud’ soit ggometriguement Pni et admette une me-
sure de Bowen-Margulis-Sullivanm, Pnie. Alors, quand' # +$ ,

(e’ D, 6 ™ taiblement dansCy(SX/ I)C.
986 (0 o

~ %0
Corollaire 5.3 . N # G(')7 %— quand' # +$ .

Demonstration. N Notons E? la mesure (' €* ' 026 (0Dg SUr SX/T. Par le theo-
reme 5.1.1, nous savonsegk queE’ 6 m, /, m,, faiblement dansC(SX/ I')( quand

' # +$ . Commentbns par substituerd E? une mesure voisine mais qui sera mieux
adapteea ce qui va suivre, en ébnissant

MP= (&% " "(g)Dg
9&G (0)

(remarquons que' (g)Dy est simplement la mesure de Lebesgue le long @enon nor-
malisee). Le premier pointa veriber est que IOon a encom? 6 m,/, m,, faiblement
dans C(SX/ I')( quand' # +$&. En effet, séL— %C.(SX/T), - " 0, on a dOune part

-dm 91 - dE?,
et dOautre part, aved > 0 arbitrairement petit,
& & &
-dM P (e - '(g)dDy " & (e 0 - dDy
& e <0< 0(g)! 0 & e’ 0<0(g)! 0
nogtt dE,O 1ot e )%0 _ dE!e” 0

On conclut de la que & & -

-am oy - —

' My,

quand' # +$ , comme annonex

Nous allons prouver ci-dessous qu¥ ? converge faiblement dansC,(SX/ T)( vers
m;/,m;, quand' # +$ . La méme conclusion vaudra alorsegalement pourEP,
puisque pour- %Cp(SX/ T) po%iLtive, on agra dOune part

-de?" -dm 9,

MEMOIRES DE LA SMF 95



CHAPITRE 5. EQUIDISTRIBUTION ASYMPTOTIQUE 73

et dOautre part, aved > 0 arbitrairement petit, en notant ', la plus petite longueur
de %odesique fermxe&surSX/ T" (qui est geodasiguement Pni),

_ dE|O - (- e# %0 _ ! dDg + (- e# %0 _ dDg

. &O(g)! e <0 e’ E%f 0(g)! 0

IS (et% . '(g)dDg + e (e *0 - '(9)dDg
0 o)t ¢ <0 & ¢ g9t 0

P Logrreamo gy oy gm0 = e - 9™ ).
0 : : [l m' [l

On en conclura que & & dm
_ dEO I ekl
i , My,

quand' # +$ , ce quOil fallait montrer.

Decrivons pour commencer le soubassemenegrririque de la situation presente.
Choisissons un domained fondamental pour IQaction dd sur X , localement Pni, de
bord negligeable pour la mesures(m donnee parS{m(B) = m(SB) (voir 1C, vu que
IOensemble des points Pxes Helans X , etant constitue du projete de ceux dansSX et
de points isoks, reste mgligeable pourS{m). Aussi SD est-il un domaine fondamental
pour |Oaction del’ sur SX localement bni et de bord m-negligeable. Prenons un
systeme P de representants des orbites suivan” des points bxes paraboliques d&
et, pour p %P, appelonslI, le sous-groupe (parabolique maximal) dd" stabilisant p.
Par la bnitude geomtrique deT', on sait que P est bni et que pour chaquep %P on
peut trouver une horoboule H, basee enp telle que pour tout & %I", &H, rencontre
Hp si et seulement si& % II, (voir le paragraphe 1F). Pour r " 0, notons Hp(r)
IGhoroboule contenue danid, et dont le bord est a distancer de celui deH,, puis

D, =D! I'Hp(r),
p&P
et appelonsC la reunion des godksiques dansX a extremites dansA(I"); on sait
egalement que IQintersection d@, et de C est compacte dansX .

Appelons M © la mesure surSX au-dessus deM . Pour alleger les notations dans
ce qui suit, il sera commode de dgigner par S(M © la mesure surX debnie par
S(M 9B) = M %SB) pour tout borelien B de X. Compte tenu du fait que M ?
converge faiblement dansC¢(SX/ I'){ versm,/, m,, quand' # +$ , et que IQinter-
section deSD, et du support de m, lequel contient en outre ceux des mesuredl °,
est compacte pour chaque " 0, il suffit de montrer que

limsup SSM D! D,)¥ 0 quandr¥# +$,
o +"

ou encore que pour chaque %P, on a
%

0
limsup SIM %D - THy(r) ¥ 0 quandr® +$.
o +"
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Fixons dorenavant p %P . Nous omettrons dans tout ce qui suit IQindicg abn ddal-
leger les notations ppaedemment introduites. Choisissons un domainé& relativement
compact et fondamental stricto sensu pour IOaction dé&l sur A(T')! {p}. Quitte ‘a mo-
diper le domaine fondamentaD localement Pni pourl” que nous avions choisi, il nous
est loisible de supposer qu® - TH = D - H, et par suite queD - TH(r) = D- H(r)
pourr " O.

Pour une ison&trie hyperbolique & %1, notons gg + X son axe non griengs puis
Lg la mesure de Lebesgue le long dgg. Nous avonsS(M 0 = (&#%0" ¢ ol la
somme porte sur les isoratries & hyperboliques primitives de Iong}Jeur de translation

au plus '. Comme les extemites degg sont dansA(I) ! {p} = .5 1F, on peut
ecrire que
$ % 0 L] 1 1 $ %
SIMOD - H(r) = (&% Lg D - H(r)
*1&% *,8&$

ou la troisieme somme est prise sur les iscgtres & hyperboliques primitives de lon-
gugur de trag/oslation au plus ', et dont Igaaxe va del;F a 1,F. En ecrivant que
Le D- H(r) = L.t ige, 11D - H(r) , puis en reindexant la seconde somme
avecl = 1¥1,, et enbn la troiskme en y remplaiant 1f*1&11 par &, il vient que

$ 0,
Lg 1¥2D- H(r)

$ % .
SIMPD - H(r) = (e"*°
*1&$ *&$ &&! (0*)

ou I'(", 1) est IOensemble des is@imies hyperboliques primitivesgansl‘ dq,/éongueur
de translation au plus' et dont I0axe vad& alF.Or . ¢ 17* D- H(r) = H(r),

d®a bnalement

$ (y 0 L] 1 $ (y
SIMPD - H(r) = (e %0 Lg H(r)f’

*&$ &&! (0,*)
0,

Nous nous proposons de majorer la quantﬁfE 2&! (0+)Le H(r)  Choisissons une
geocksique allant deF ap, et designons parx le point commun a cette grocksique eta
IOhorosphre! H. Nous utiliserons le lemme suivant, que IOon obtient par comparaison
avec le demi-plan hyperbolique, et dont nous laisserons au lecteur le soin denter
les details. Rappelons auparavant que les hmboules sont strictement convexes.

Lemme. N Si une grodesiqueg partant de F penetre IOhoroboule fereeH (r " 0)
au pointy (y %! H), alors (x,y) ! %3, ou 3 est une constante ne dgendant pas de.

Indiquons succinctement le moyen dOobtenir ce lemme. On substitue dOabarf *
un point de lui-mé&me ; cOest te moment-b que IOon use dOune comparaison avec le
demi-plan hyperbolique, et |@ronaxest valable avec une constante absoluz la place
de 3. On en deduit aisement I@ronax bnal gedcea la relative compacite de F dans

IX 1 {p}.
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0
Considerons maintenant& %1I°(', 1) tel que L&$H (r) /0> 0. LOaxe rencontre donc
H (r). Mettons que ge penétre H au point a, puis H (r) au point b, ensuite ressort de
H (r) au point ¢, enbn deH au point d. Par le lemme ci-dessus, nous avons dOune part
(a,x) ! 13, dOautre part ¢, 1x) = (1#1d,x) ! 13 puisque I0axa*'ge parcouru en
sens inverse part deF et penétre 1#1H = H au point 1#1d. De plus, (a,b) " r et
(c,d) " r. Il apparadt ainsi que

$ %
Le H(r) =(b,9=(ad! (abh! (c,d! (x,1x)+ 3! 2r.
On a notamment que , 1x) " 2r! 3.

Remarquons aussi quesa etant situe sur le rayon godesique &,d) + gg, et IOin-
tervalle ]a, d[ etant contenu dansH, IOon a Beessairement4,&a) " (a,d) " 2r, puis
(x,&) " 2r! 3. Enoutre, (x,&) ! (a,&)+ 3 = "'(& + 3! '+ 3. Nous aurons
besoin de ces faits un peu plus loin.

%
Apres avoir majorLg H(r) ci-dessus, nous$allon§(pour Pnir majorer le cardinal

de IOensemblE(',1,r) des& %I (', 1) tels queLg H(r) > 0, en recourant au lemme
de IO&ombre (lemme 1.3) applicria la densite i conforme de dimension( et invariante
par I" assocge @ m. Prenons R > 3 assez grand pour que &denax de ce lemme
soit valable pour les ombres des bouleB (8, R) vues dex. Comme IQaxey est a
distance au plus 23 < IR de x ainsi que de&x, |IOombreOg de B (&, R) vue de X
contient le point attractif de &, et partant rencontre 1F. Des que &, 17 1x) est assez
grand, ce dont on sOassure, dOepce qui pecdde, en prenantr lui-m&me assez grand
dans tout ce qui suit, le point 1#1x est proche dep, et comme 1#10g est IOombre
de B(1#18x,R) vue de 17 Ix et quOelle rencontré , lequel est relativement compact
dans A(T') ! {p}, on voit que 1# *1Og est contenue dans un compacK + ! X ! {p}
independant des variables en jeu. Ainsi, pou& %T(',1,r), on aOg + 17 1K . Or pour
tout t> O, la famille desOg avec& %I'(',1,r) tel que t! 1< (X, &) ! t forme un
recouvrement de multiplicite bornge uniformement, et commep, (Og) est plus grand
quOune constante foig* * dOapes le lemme 1.3, il en ressort que cessont en nombre
inferieur & une constante foise” i, (1# 1K ) (cOest un avatar de IOargument bien connu
evoqux au paragraphe 1B). Pour& %I'(",1,r), on a vu plus haut que (x, &) ! '+ 3.
Aussi, par sommation de I0estigr preoedente par rapport a t, en deduit-on que le
cardinal de T'(", 1, r) est majore par une constante foise”{u, (1% 1K).
Restea majorer py (1% 1K ). On a o
M (1FIK) = pey(K) = e %&OXdy, (#).
K

Or, des quer, et donc (X, 1x), est assez grand, le pointlx est proche dep, et comme
K est compact dans! X ! {p}, on voit que K est contenu dans IOombre dOune boule de
centrex, de rayon bxaindependamment del, vue delx. Une application du lemme 1.2
nous montre alors quepy(1# 1K) est majore par une constante foise” %" *). Avec
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ce qui aete vu plus haut, on obtient en bPn de compte que le cardinal d&'(', 1,r) est
plus petit quOune constante foig”® %" )

En rassemblant ce qui pecdde, on obtient Pnalement la majoration
0,

$ ' $ %, .. .
S(IMOD - H(r) 1c (x, 1x) ! or + 3 @ WX X)

*&$
(x,*x)>2r#1

ou C est une constante indpendante de' et der.

#
Les hypotheses auxquelles satisfall’ font que la serie  « gg ( «x)e" st =x) CONVErge
(cf. la proposition issue de D-O-P ]). Par consequent,
0

0
limsupSIM®D- H(r) % O quandr® +$,
o +"
ce quOil fallait montrer. O

Remarque . N On peut voir en suivant R@s a pas g/g:tte preuve que le reste deesie
obtenu ci-dessus en majoration deS(M °'D - H(r) est en fait proportionnel (avec
des constantes largesa cette quantite.

LorsqueX est IOespace hyperbolique de dimensidr 1 et de courbure! 1, on sait
que II est une extension Pnie dOun groupe isomorphez® (IOentierk est appek«le
rang de II). On sait de plus quek < 2(. Il sDaete dans ces conditions que le reste de
serie ci-dessus $ %, o, -

(x,1x) ! 2r + 3 e %"
(X, *x)>2r# 1
est proportionnel a e*# 2" On retrouve ainsi des estinges connues (voir$ull3 ] par
exemple).
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CHAPITRE 6

MOYENNES HOROSPH ERIQUES ET
CLASSIFICATION DES MESURES INVARIANTES

Au terme de ce travail, nous revenons sur les questions dOergodicitu feuilletage
horospherique, qui nous avaient dja occupes dans le chapitre 2. Tous les groupes
consideres ici seront supposg admettre une mesure de BMS Pnie, et toujours un
spectre des longueurs non arithretique (cela depuis le chapitre 3).

Nous allons dOabord approfondir le corollaire 2.3 eetablissant un theoréme er-
godique relatif a la convergence de moyennes sur les horospis (in)stables du Rot
geodksique (theoréme 6.1). Comme il sOavera que ces moyennes convergent N dans
une certaine mesure N sur toute horosplere base en un point limite conique, nous
serons alors conduitsa’ un resultat dOunique ergodicé«du feuilletage horospletique
au niveau des points limites coniques (tleoreme 6.4) ; comme application, nous eter-
minons, pour un groupe suppos«en outre ggomeiriquement Pni, toutes les mesures
de Radon invariantes par le feuilletage horosphrique (cOesé-dire toutes les mesures
de Radon surH = ! X ' R invariantes par I'). Ces resultats reposent entérement sur
le melange du Rot godssique diirme par le theoreme 3.1.

Le theoreme suivant peutétre consickre comme une extension faible du teereme
ergodique de Birkhdf. Dans le cas particulier al X est le disque hyperbolique et a
X/ T est dDaire bnienf, est alors la mesure de Liouville la densite de Lebesgue et
((T") est maximal egala 1), ce dernier theoremeenonce que la convergence ci-dessous
a lieu en fait presque partout, puisque la moyenne suB* (u, r) est celle classiquement
assocge au ot horocyclique instableht, a savoir

&
1 r

il ! t
o, / h*(u)dt,

et que la mesure de Liouville est invariante parht. Mais que ((I') soit non maximal
ou que IOon se place en dimension suure, il sOen faut dOun tel ébme ergodique
abstrait; bien pis, dans la situation generale envisage ici, IOon ne peut que consta-
ter IOabsence dOune action de groupe (pour un Rot, il sOagiRYleleterminant les
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horosphéres de 10espace CAT() X . Quoi qudil en soit, il faut surtout noter que les
moyennes horospk#iques ici propoges en remplacement ne rappellent pas tant les
moyennes de Hopf que celles de BirkHb en depit de la variabilite spatiale du deno-
minateur, et quOon lestudie sous la mesure bnien, , tandis quOen dimension deux,
cette derniere nOestagwralement rien moins quOinvariante par le Rot horocyclique, qui
du reste nOadmet pas toujours de mesure invariante bnie (ce qui ressort notamment
du corollaire 6.5 plus loin). COest encora lune raison pour laquelle il faut, jusquOen
dimension deux, prferer au Rot horocyclique le feuilletage du reine nom : cOest que la
parametrisation convenable des horocycles nOestrgzalement pas celle de Lebesgue,
mais repond a la densite de Patterson-Sullivan.

La demonstration de ce theoreme 6.1 conbrme le fait avaneglus haut (chapitre 3)
que melange du Rot grodesique et ergodicie«du feuilletage horosplesique N une
conkquence imnediate de I&ronax ci-dessous Netaient bien deux problemesequiva-
lents lorsquel” admet une mesure de BMS Pnie. Rappelons que nous avions adept«
la demarche eciproque pour aboutir au theoreme 3.1a partir du corollaire 2.3.

Th eor eme 6.1. N Supposons qud’ admette une mesure de Bowen-Margulis-Sulli-
van m; Pnie, assocge a une densitp. Soit - une fonction dansL(m, ), que 1Gon
releve en une fonction: sur SX. Pour r > 0, soit M, (-) |Qapplication mesurable
debnie m, -presque partout surSX/ I', determinee par IQapplication invariante paf’
qui a m-presque toutu %SX associe 2
4:1 0, il
Hy+ (U)WB+ (u,r) ’ B+ (ur) W )

Supposonsh bornee. Alors
&

1
M, (-)# ——— -dm, dansL'(m,) quandr % +$ .

1 I ’
. $ % . .
A noter que . W B* (u,r) > 0des queu estdans le support dem, aussiM, (- )

est-elle bien dnie.

La convergence ci-dessus est encore valideemé lorsquenh nOest pas boew; pourvu
que la condition (4) enonae plus loin soit remplie (voir proposition 6.3 ; la raison en
est indiquee dans la troisemeetape de la preuve du tteoreme 6.4).

Demonstration. N Nous allons dOabord montrer le tleoréme dans le cas 0™~ est
continue & support compact, puis nous en tirerons le caseperal.

Soit - %C.(SX/ I'). Pour tout u dans le support dem, , le corollaire 3.2, appliqu
avecE* = B™ (u, 1), signibe exactement que

Mi(h/ g )(u) ¥ mi -dm, quandt¥®# +$.
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Or en efectuant un simple changement de variable (pour lequel on pourra sQaider du
paragraphe 1G), on voit queM(h/ g ) = M,(h)/ g avecr = €. Le resultat voulu
sOensuit, gréea I0invariance den, par le Rot geodesique.

Venons-en au cas greral. Sans la condition @) (voir plus loin), nous aurons en
general besoin de IOensembié; (3 > 0), projete dansSX/ T de

. $ . % $ . %
R1={v%SX |1u%B (/v,l), Hi+ (u) B"(u,1) ! 3pH+(V) B"(v,1) }.
Comme N; crodt avec3 et que ;. ,N; contient le support dem; , on a
m; (N.) ¥, my, quand3¥#$

Nous allons montrer ci-dessous que pour toutd %L*(m, ), on a
&

M;(4)dm, ! 3 |4|dm,.
g:ug an
Gréacea la densite deC¢(SX/ I') dans L1(m; ), on deduira aissment le theoréme de ce
qui precede, pourvu queh soit bornee.

Restea prouver |Oiegalite (maximale) precdente, ce qui requerra un lemme dont
le principe nous seraegalement fort utile dans les deux @monstrations suivantes, ce
qui lui a valu d@ire rejete a la bn de la presente preuve. Une pplication de ce lemme
nous donne en &et IOidentitsuivante, ai IOon posé=logr :

& . &
dm; (u)Iy (g tu) $—_ % Ady,,.
! H+(L:g2 B (u,r) Bg:(u,r) H* ()
1 g#tv)
= dmi (W)4(v) 999 9 g, (1.

B* (ur) HH+ () B* (V1 I’)
Or le second membre est certainement plus petit que( |4]dm; par debnition deN;.

Pour Pnir, @nonébns et justipons la propriate dOauto-adjonction suivante, dont nous
nous sommes servia 10instant. Il nQy est plusasessaire de supposer que; soit bnie.

Lemme. N Soient- et 4 deux fonctions boetiennes surSX/ I, que IGon reive enh

etd respectivement surSX, et r > 0. Alors
& & & &

dm @)= (W) AW ()= MW )y ) ()

ou la notation &
AV)diy -y (V)

B* (ur)
designe abusivement la quantitdien debnie lorsque 10on y substitied nOimporte quel
releve de ce point dansSX.
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Demonstration. N Nous nous appuierons sur la proposition 1.12. Aussi Pxonsig %
SX (avec Ho(g*" ug) = 0) et notons d) (H*) la mesure sur IOespace des horospas
instables, invariante par T, donnee&par

$ . %
d H (v) = dt Ay (gt (V)
R H" (g'uo)
Nous supposerons pour adlger que le groupd” est ici depourvu de torsion; dans le
cas gneral, il suffit de restreindre m aux points dOordre doneget de reprendre ce qui
suit (qui correspond & IQordre 1), ceci pour chaque dre. Prenons donc un domaine
D fondamental pour IQaction dd" sur SX localement Pni et de bordm-negligeable
(voir 1C). Le (r&nembre d%gauche dans &E@n@v%l‘n

d(H") dpy - (U)p (u)- (u) diy - (VA (W),
H+* B+ (ur)
ou encorté, gete auéhsoréme de Fubini,
d(HT) Ak + 0 pyy )(U, V) Ip (U)* (W) (V) A+ (ur )y (V).
H+, H+

En effectuant une manipulation elementaire avecI’ et D, et en observant que
Ig+ (ury(V) = g+ (vr)(u), la quantite precedente vaut egalement :
& &

d)(H") Ay O Ry )(u V) (u)do (V4 (V)L + (v, (U).

H*, H
Cette expression est symatrique a la precedente enh et 4, et la conclusion sOensuit. [

Le restant de ce chapitre est consaer@au probme dOunique ergodiatdu feuille-
tage horosplerique. Un syséme dynamique est dit uniquement ergodiquelorsquOil
nOadmet quOune mesure invariante, uagpioportionnalite pres (voir [W ], [Bow-M ]
pour les feuilletages). Pour le feuilletage horospékique asso@«aux groupes convexe-
cocompacts, le corollaire de la proposition ci-dessousffame son unique ergodicigg
en restriction comme il se doit au releexde IOensemble limite N le compkaentaire de
ce dernier fournit des mesures invariantes triviales (receregs dans le corollaire 6.5).
Quoique ce esultat fiit deja bien connu (voir [Bow-M ], et pour certains cas parti-
culiers [Fur ] et [Bu]), nous avons jugkutile de detailler une demonstration nouvelle
N et courte N de ce cas particulier du theoreme 6.4 subsquent, lequel semble en
revanche nouveau et constitue IOaboutissement de ce chapitre. La preuvengrale de
ce dernier comportant necessairement quelques complications suppkentaires, nous
avons ainsi esp#e que le lecteur trouverait ci-dessous un exp@splus clair de la ke
marche de fond, auquel dQailleurs il sera constamment faieference par la suite abn
d®witer un exces de redites.

Pour un groupe convexe-cocompacten mettant en ligne de compte |Oesge de
continuite des moyennes horospriques quOindique le lemme 1.16, il s@a/ que la
convergenceetablie au theoréme 6.1 a en fait lieu partout (au-dessus de |Oensemble
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limite) : cOest la proposition suivante; la condition technique exigeant que le bord
des boules instables soit agligeable est acquise en courbure constante (VoiRp2],
proposition 3.1), tandis quOautrement il est toujours possible dedlQder a I0aide de
fonctions plateaux. Or cOest un principe reral que la convergence en tout point de
moyennes ergodiques signibe IOunique ergodiditwir [W ]), et le corollaire ci-dessous
le mettra en luvre.

Proposition 6.2 . N Supposons qué soit convexe-cocompact. Soit [Ounique den-
site conforme de dimension((T), invariante par I" et normalisee, et soitm, la mesure
de Bowen—évlargulis—s%livan asso@e. Supposons en outre que pour tout %§X, IOon
ait p,. w IB*(u,1) =0. Alors, pour toute fonction h % C(SX/ T') que IOon relve
en une fonction h sur SX, et pour tout u %SX tel queg” u %A(I) (autrement dit
pour toute horosplere H* (u) base dansAéF)), la moyenne

1

$ % hdu,, .
uH*(u) B*(u,r) B* (ur) H™ ()
converge vers &
1
_ hdm;
My,

quandr # +$ (la convergence est raine uniforme sur le support dem).

Corollaire . N La mesure 1 est, & normalisation pres, IQunique mesure de Radon
sur A(T')" R+ H invariante par T

Demonstration. N Notons E IOensemble des points d&8X & extremites dansA(T).
Par hypothese, le groupd” agit de faion cocompacte suiE. Il revient au m&me, dans
les conditions de IEronax de prouver le Bsultat pour les fonctions caracetistiques
des bomrdiens borres de bordm, -negligeablea la place des fonctions continues. Aussi
consideronsA + SX, borne et de bordm-negligeable. Prenong > 0.

Gréce au lemme 1.6 ea la cgpdition technique de Iérona, |Oon eribe que 10appli-
cation (u,r) # Wy. ) B*(ur) estcontinue surE’ R*( (on utilise aussi IOaction du
Rot geodesique pour voir que les boules de tout rayon sont de bordagtigeable); elle
est de plus invariante parI" et strictement positive sur cet ensemble. Par consguent,
on peut trouver 5 %]0,// 4] bxa assez petit de sorte que, pour touti dans E, IQon ait

% $ %
Hye ) BT (ue) 1 e, () B (ue’).
Comme A est de bord regligeable, on peut trouverC, 3 A, et Cy4; + Ay, tous
deux de bordm-negligeable (la notationA., a ete introduite au paragraphe 1H), et
tels quem(C;)! /,my, ! m(A)! m(Cy,)+ /,m,, pourvu que 5 soit assez petit,
ce que 1Oon supposera doravant.

Prenons maintenantr,r,,r3 > 0 assez petits abn que la conclusion du lemme 1.16
soit valide pour la mesurem, avec5 a la place de/, et 1 a la place der. CommeE/T
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est compact, on peut trouver un ensemble bnF + E tel que E est recouvert par les
cellulesC(u;ry,ro,r3), u decrivant I'F.

Consideronsu % I'F, v % C(u;rq,ro,r3) et t " 0. En appliquant deux fois le
lemme 1.16 (une fois aveSX a la place deA), et grace au choix de5, on obtient
I©encadrement s%ivant :

0, 0,
o34’ ) B+(lé§e#/)- g#tag‘GA#/ A)! ; “H+(v)$B+g$V!1)' g#otf‘A/o
&&! Hi+ () B*(ue"") &&! Hi - (v B (v.1) %
| e’ i B+(§,e’)- g#L%A/ 0
&&! Hi+ (u) B*(u,e’)
Par le corollaire 3.2, on a, ds quet est assez grand, pour t%l.(l)tu %I'F (F etant bni),
e#+,4m(C#/) P Hi+ () B+(%,ei’)- g#tég‘gc’—" | e+/4M.
,my, ca! THR B*(u,et’) m,
Il en resultg que pour;outv %E et t assez grand, % 6
e MA) e B B+&V,1)-g#0t§<A L MA)
, My, - Hi+ (v) B*(v,1) ,my,

On en conclut, en faisant tendre/ vers 0, que %
0
+ #t
) p’H*(V) B &Vyl)- go‘f‘A
&&! Hi+ () B (v.1)

converge versm(A)/,m;, quandt # +$ , uniformement pourv % E. Or E est
invariant par le 3ot geodksique et la moyenne ci—dess%/s au point = g*tu vaut
0

+ ty _
Mg By (ue)- gA
&8&! uH*(U) B*(u¢€)

Ceci achéve la preuve de la proposition. O

Demontrons a present le corollaire. Soit) une mesure de Radon surA(I") ' R non
nulle et invariante par T. Il suffit de considerer le cas o') est ergodique pour IQaction
deT.

Commentbns par introduire une mesure de RadorM sur SX construite a partir
de ), ayant méme rapport avec cette dernére quem avec ju (voir 1C et 1D). En
identipant SX a!?X ' R, debnissons la mesur par

dM (u) = d) (# )5 du (% ol u = (# %t) %! °X ' R.

On constate aisment que cette expression est ingkendante du choix du pointx %X,
et que M est invariante par I. Il est clair que le support deM estE. CommeE/T est
compact, la mesure quotientM, est bnie. Observons que poujy = i, onaM = m,
et reciproquement parce quel, nOa pas dOatomesf.(corollaire 1.8).
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Il est facile de voir queM conserve partiellement la structure de produit local que
posgdem (voir proposition 1.12). En designant par H* IOhorospéte instable dans
SX determinee par une horospkre H de H, on a, pour toute fonction borelienne
positive h, IQidentitcsuivante :

& & &

hd™Mm = d)(H) duy,, . h.
SX H H*
Cette structure suffit a garantir la propriete dOauto-adjonction des moyennes sur les
boules instables par rapporta M, que nous connaissons && pour m par le lemme
qui referme la preuve du theoreme 6.1, auquel le lecteur vadra bien se rapporter. La
preuve sOen maintiera 10identique, et nous pouvonsfarmer que IOexpression suivante
est symtrique en les fonctionsh et 4 boreliennes positives :
& &

dM; (u)- (u) A(V)dH .+ () (V).
B* (ur)

Consideronsh %C(SX/ I') positive. En utilisant la propri«ete decrite a IQinstant, on
obtient IOidentite suivante, pourr > 0 :

& 1 &
dM, (u) $—_ % hdp,, .
uH*(u) B (U,I’) B* (ur) H™ (W)
& &
dp (V)
= dM, (u)h(u) “$é“+)
B* (ur) p‘H*(u) (V,r)
Notons 2
Ay 0y (V)

7(u,r)=

B*(u,r)p-H+ (u) B* (V!r)

Il est clair que 7(.,r) est invariante par T' et continue, et que7(u,r) = 7(g* '°9"u, 1).
CommeT agit de fation cocompacte surE qui est invariant par le Bot geodssique, il
existe une constanteCy telle que 7(.,1) ! Co sur E, et par suite 7 !, Co surE' R*(.
Ainsi le second membre de 10idenétgi-dessus est-il majogpar Cop - dM, .

Quant au premier membre, en vertu de la proposition peeedente, on sait quQil tend
vers

&
Mg,
My,
quandr # +$ .
DOa'il ressort quem, ! CM, pour une constanteC. On en deduit que i est

absolument continue par rapport a ), en faisant entrer enligne de compte la non-
atomicite de . La derivee de Radon-Nikodymd/d) est essentiellement invariante
par T', et par suite constante,) etant ergodique pour IQaction d&. Ainsi se termine
la preuve du corollaire. O
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A present que nous avons achevee point particulierement destirea eclairer notre
demarche, nous nous tournons vers le ge@eme gneral dOunique ergodicitelu feuille-
tage horosplerique (theoréme 6.4) en restriction aux horospkres bases dans |Oen-
semble limite conique N lequel constituait dans le cas pewdent IOensemble limite
tout entier.

Nous devons toutefois commencer par ekeire une kgere condition technique (@)
ci-dessous) que agessitera la @nonstration plus loin, et que nous nOavons peduire
dans notre cadre gxeral des espaces CAT(1); elle est cependant ekibge dans pour
ainsi dire la presque totalite des exemples, ce quOenreggsta proposition 6.3. Nous
noterons dornavant C IOensemble deslements deSX dont les extremites sont dans
A¢(I). Notre condition s@wonce ainsi :

(4) |l existe un entier N > 1 tel que pour tout u %9:, pour tout r > 0, on peut
trouver u; %SX (i =1,...,N) tels queB* (u,r)- C+ v, B* (ui,r/ 2).

Proposition 6.3 . N La condition (4) est remplie dans les cas suivants.

(a) X est une varite a courbure pinee.

(b) X est une surface (sans borne irdkieure sur la courbure).

(c) Il existe un groupe discret dOisoetries convexe-cocompact dont IOensemble
limite contient celui de T'.

Le cas (c) comprend deux sous-cas notables :

(c1) X admet un groupe discret dOiscetries cocompact.
(c2) T est convexe-cocompact.

Demonstration. N Le cas (b) est trivial (avec N = 3).

Pour le reste, on commence par se convaincre quel)(est vraie des quQil existe
un N tel que toute boule instable de base dans\;(I') et de rayon r ne contienne
pas plus deN boules disjointes de centres dan< et de rayon *r, pour un certain
* 9]0, 1[ (dans ce qui suit,N et * varient dOuneetape a I10autre). Puis, en faisant
agir le Bot geodesique (par contraction) et en se rappelant la éenition des points
limites coniques, on voit quil sffit de montrer que toute boule instable de base dans
A(T"), de centre dans un certain compact deSX et de rayonr ! 1 ne contient pas
plus de N boules disjointes de centres dan€ et de rayon*r. Enbn, aprés projection
a I0inbni, elegard aux rapports quOentretiennent les distances horospigues et les
distances visuelles (confer paragraphe 1G), le probhe revienta montrer que toute
boule visuelle centee dansA(I") et de rayon 0 ne contient pas plus deN boules de
rayon *0.

A present, dans le cas (c), le groupe convexe-cocompact dont on dispose fournit une
mesure de Patterson-Sullivan qui donneatoute boule visuelle centee en son ensemble
limite («egalement conique) et de rayord une masse proportionnellea’0° ol D est son
exposant critique N ce dOapes le lemme de IOombre 1.3. La propticdesiree sOensuit.
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Pour Pnir, dans le cas (a), une boule visuelle de rayof contenant N boules de
rayon *0 peut étre vue, & dilatation bornee prs, comme IOombre dOune bouleXle
de rayon 1 contenant elle-n@ineN boules de rayon* ', pour un certain * %]0, 1] ne
dependant que de* et du pincement de la courbure; le treoreme de comparaison de
Rauch emporte alors la conclusion voulue. O

Dans [Rat ] et [Dan], a ete etablie une classibcation des probabilis invariantes
par le 3ot horocyclique sur une surface gemetriquement bnie de ourbure constante
(cOest’quoi se rduit dans notre cadre ces travaux sit@s dans celui des groupes de
Lie), qui generalise le rsultat dOunique ergodicéicconcernant les groupes cocompacts ;
en restreignant IQespace des horocyckes:éux qui sont bags dans IOensemble limite
conique N qui forme dans le cas considre IOensemble limite prigcdes points para-
boliques -, on retrouve une unique ergodici« LOobjet du tleoréme 6.4 ci-dessous est
d®@tendre ce dernier Bsultat pour tous les groupes admettant une mesure de BMS
Pnie dans un espace CAT( 1) : le feuilletage horospletique restreinta A¢(I') ' R est
uniguement ergodique. Notons que les mesures invariantes inPnies y sont envisag«
au méme titre que les mesures Pnies. La preuve reprend lejpiart de celle de la pro-
position 6.2, & laquelle le lecteur sera feguemment renvoys mais il ne saurait étre
question cette fois déablir un resultat de convergence de toutes les moyennes horo-
spheriques : les boules instables fournissant des moyennes convergentes ne pourront
étre que celles dont le rayon est de IOordre de IQexponentielle dOun temps de retour
dans un compact de son centre selon le Rotegeksique (voir premiere gtape) ; il sera
toutefois possible de retrouver in Pne (quatr€meetape) le bl de la preuve du corollaire
de la proposition 6.2.

Th eor eme 6.4. N Supposons qud’ admette une mesure de Bowen-Margulis-Sulli-
van bnie, assoce a une densigp conforme de dimension( = ((I') et invariante
par T, et que la condition (4) soit remplie. Alors i est, & normalisation pres, IOunique
mesure de Radon suH invariante par T' et portee par A¢(I") ' R.

Le theoréeme proedent conduit a une classibcation commgte des mesures inva-
riantes par le feuilletage horosplegique pourvu que IOon connaisse fisamment bien
les points de A(T") ! Ac(I"), ne serait-ce t&ja lorsque cet ensemble estaekombrable.
CQest le cas lorsquE est en outre ggometriquement Pni, au vu de la debnition que
nous avons redgnee en 1F, @}0 la cla§sibcation comyamentaire~ des mesures invariaptes
ergodiques sur ! X ! A(I") ' R sOobtient aisment (ce quOil faut conn@iie de I0ac-
tion dOun sous-groupe parabolique boenest indique par le lemme 1.9). Le corollaire
ci-dessous dresse donc cette classibcation des mesures invariantes par le feuilletage ho-
rospherique lorsquel’ est ggometriquement Pni. Dans le cas du disque hyperbolique,
IGon retrouve lesesultats de Rat ] et [Dan ], avec ce suppénent que les mesures inb-
nies ont ete considyees; or ds que((I") nOest pas maximal, la mesure invariante par
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le Bot horocyclique attacheea ) est m*) ol * est la densit de Lebesgue (voir 1C),
qui est eminemment inPnie (vu sa quasi-invariance par le Rot ggdesique, voir 1C).

Corollaire 6.5 . N Supposons qud soit ggometriqguement bni et admette une me-
sure de Bowen-Margulis-Sullivan Pnie assoega une densitu conforme de dimension
( = ((I") et invariante par I', et que(4) soit remplie. Alors toute mesure de Radon sur
IOespace des horosglesH = | X ' R invariante par T et ergodique pour IQaction dE

sur H appartient a IOune des familles suivantes, Gine constante de proportionnalitk
pres :

(a) Les mesures du type# ge1 DeH OU H %H est une horosplre base hors de
A(T") et ou Dgy designe la nasse de Dirac au poin&H de H.

(b) Les mesures du type g4, ;4 Den OU H %H est une horospkre base en un
point bxe parabolique dd, et ou I'/ IT designe un systme de repesentants des classes
a gauche del’ selon le sous-groupe parabolique maximal stabilisant ledit point.

(c) La mesure .

Demonstration. N Soit ) une mesure de Radon surA¢(I') ' R, non nulle et inva-
riante par I'. Il suffit de considerer le cas o' ) est ergodique pour IQaction dé&.
En procedant comme dans la preuve du corollaire de la proposition 6.2a laquelle
nous renverrons largement le lecteur, on construit une mesure de Radavl sur SX,
portee par |Oensemble des pointsa extremites dansA¢(I) et invariante par T, don-
nee par la formule (independante du choix dex) dM (u) = d) (# t)e”*% ") du, (% ou
u=(#%t) %' 2X "' R.

Commea IOendroitch:ieg on wribe %!ors que 10expression

aM: ()= () AW ) ()

est synmrtrique en les fonctionsh et 4 boreliennes positives. Nous emploierons cette
propriete fondamentale dOauto-adjonction notamment pour achever la psente ase
monstration comme aete conduite la preuve cige (quatrieme etape plus loin). DOici
Ia, il nous faudra degager une propréte de convergence des moyennes horosplgues
qui restitue une part suffisante de la proposition 6.2. Le comportement de la moyenne
sur une bouleB™* (u,r) paradtra convenable pour un rayonr dependant deu (pre-
miere etape) puis, a I0aide dOun argument de recouvrement de Vitali, pourdans un
ensemble(), associ&a chaque rayonr (secondeetape), lequel ensemble seemglera
assez gros pour au moins une valeur de (troisiemeetape).

?hoisissons une(fonction positivéd % C(SX/ I') a support assez large pour que 1Oon
ait  0dM, =1et 0dm, > 0. La fonction O se reBve surSX en 0. Introduisons la
mesureP = 0 M sur SX, qui se projette sur SX/ I'" en une probabilite. Il est temps
de faire remarquer queM peut étre a priori inbnie, et cOest justement pourquoi nous
avons besoin dOune telle fonctio.
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Pour R > 0, notonsK g le compactSB (0, R) - C, et considerons Gensemblg; des
points u % SX pour lesquels il existe une suite de gelst; tendant vers +$ aveci
telle que g”iu %T'K g pour tout i. Avec la debnition de A¢(I'), on voit que C est la
reunion croissante de<z quand R cro6t indebniment. PuisqueP, (T T") = 1, bxons
un R > 0 assez grand pour que I0on & (G/T) > 1! 1/16N ou N est donn par
la condition (4).

Signalons que dans toute la suite, les symboles, c,, . .. designeront des constantes
strictement positives ne dgpendant que des donees peadentes et pas de cellea ”
venir.

Considerons une fonction positiveh % C.(SX/T') bxee. La premeére &ape ci-
dessous exprime IOessentiel (en ne retenant que le sens degalites qui nous sera
utile) de ce qui subsiste ici de IQestimation des moyennes horospiesa partir du
melange du Rot grodksique (corollaire 3.2) suivant le cheminement de la preuve de la
proposition 6.2. La seconde iegalite ci-dessous est egessairea’la mise en luvre de
IOargument de type Vitali de la secondetape.

Premiere etape N Pour tout u %GCg, il existe r = r(u) > O tel que

& & &
B+(ur)hde+(u) "o - dm B*(ur)OduH+(u)
& ’ & ’
et 0< Oduw(u)! G OduH+(u).
B+ (u,3r) B+ (ur)

Demonstration. N Fixons / %]0, log 2[ assez petit abn que

& 1& & 1&
h#+dm; " E -dm; et O#+dm; " E Odm;,

dOapes la notation h . introduite au paragraphe 1H. Prenons alors1, r, r3 > 0 assez
petits abn que la conclusion du lemme 1.16 soit valable pour les valeurs 1 et 3 de
On peut trouver un ensemble bniF + Ky tel que Kr soit recouvert par les cellules
C(u;rq,ra,r3) ou u parcourt F.

Consideronsu %I'F, v %C(u;ry,ro,r3) ett " 0. En appliquant le lemme 1.16, on
obtient les inegalites suivantes, o' 4 designe aussi bierD queh :

1& &

2 g 1)4#+/gtduH+(”)! +(v1)4/gtd“H*(v)
gz %

et 41 gduy. ! 2 421 g'diy . (y)-
B* (v,3) B+ (u,6)
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Par le corollaire 3.2, vu queF est bni, d&s quet est assez grand, on a, pour tout
vV %I'KR,

. & . & &
3 3 ! t
4dm, ! 44.dm, ! 4/ g'dy,, .
81m!1 ! 1m!1 e ! B+(V,l) g HH (V)
, 4cy
et 4/ gtdp, . o ! 4,dm, ,
B* (v,3) HEM S my,
o | $ . % $ . %
C3= u@& Hi+ (u) B"(u,/2) et c4= sup M+ () B™(u,6) .
R u&Kr

On veribe aigment quecs > 0 et ¢y, < $ en utilisant encore le lemme 1.16 et la
compacite deK g, qui de plus est contenu dans le supporC de m.

En se rappelant le mode dOaction du Rotegeksique sur les boules instables et
leurs mesures (voir 1G), on tire de ce qui peedéde que pourt assez grand, pour tout
u %gtFK R,

& & &
hd . ) " € hdm, Odby - ()
&B* (uet) & B* (uet)
et 0< Oduw(u) I ¢ Odp,, « W)
B+ (u,3et) B* (ue')
avec & &
cl= %:4 0.dm, et cil=c Odm,.

Comme pour chaqueu %Gz, on dispose dOuh= t(u) tel que u %g'T'K g, nous avons
etabli IGnonaxde la premére etape, avecr = €. O

Dans la secondeetape, nous allons recouvrir uney portiog/osfﬁsante de certaines
boules instables de rayorr donne par les boulesB* u,r(u) de la premiere etape,
la seconde imgalite que nous y avonsetablie nous garantissant IQobtention dOun re-
couvrement de type Vitali; on pourra ainsi etendre la premére inggalite a des boules
dont on verra lors de la troisieme etape que la quantit est sufisante pour au moins
un rayon r. Signalons que des recouvrements de Vitali sur les horosphés avaient
deja ete utilises dans Ru], dans le but de montrer le nelange fort du Rot grodsique
a partir du melange faible.

Pour s > 0, consicons IOensemblgs desu %Gz pour lesquelsr(u) ! s. Comme
Ge est la reunion croissante desEs quand s crodt vers 10inbni, et que, (G/T) >
1! 1/ 16N, nous pouvons bxer urs et un fermeE + Eg tels queP, (E/T") > 1! 1/8N.

Pourr " 0, debgr:issons&, comme 1Oensemble des%SX tels que

01g dy,. . ! =
B* (ur) H* (W) 2 B* (ur)
En termes vagues,A; est le lieu des pointsu tels que la portion deB™* (u, r) couverte
par E est insufisante (en ded de la moitie).

0 du,, . -
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Introduisons egalgeLment I©ensemble, des gointsu %SX tels que

hdu,. ) > 2 h duy .+ -
B* (ur +s) B* (ur)
Il sOagit & des pointsu ol le poids de la couronne de largeus bordant B* (u,r)
IGemporte trop sur celui de la boule elle-emie.
Notons enbPnQ); = SX I (A; &Z;).
Secondeetape N Pour tout u %, on a
& & &

. hduH+(u) cs hdm ) Oduw(u).
(u,r) B* (ur)

Demonstration. N Nous allons employer le lemme de Vitali suivant, dont la preuve
nous a paru sfisamment connue pour que IOon se dispenste la rappeler ici.

Lemme. N Soit Q un espace negrique compact mgni dé%e mesure ge grobatél%o%t
Supgogons d%g}g pour chaqueg %Q une bouleB q,r(q) telle quel B q,3r(q) !
clB g,r(q) %)U c est une constante. Il existe algr/s ung, famille Pnie de boules
Bi = B g,r(gq) deuxa deux disjointes et telles qud  B; " 1/c.

Consideronsu %<, . Appliquons le lemme de Vitali ci-dessus ave® = B* (u,r)- E,
1 la mesureO . (W) resttfinte é%Q et normalisee (elle nOest pas nulle parce que
u % A;), et les boulesB* q,r(q) donnees par la premére ape, pour lesquelles
c = . Nous disposons alors dOune famille bnie de telles boubas(i %) veribant la
conclusion du lemme. Observons de plus que &% sont contenues dansB* (u,r + s)

puisque leurs rayons valent au pluss (Q + E). On a alors successivement :
& &
1

hd,,. w" 5 hdy,, . ) caru%zZ,
B* (ur) B*&J,F+S)
. b
2 hduy . (i)
& &
C ' . .\
" 51 - dm, Odp,, . W) dOapes la premere gtape
. B;
. & '
"L dm Od, + w bar le lemme de Vitali
2C2 B+ (u,r )* E
. & &
1 .
" —  -dm, odu,, . puisqueu %A, .
4c, B* (ur) H™ (W) '
Nous avons ainsi obtenu le esultat de la secondestape, aveccs = ¢/ 4c;. O

Troisieme etape N On a P(£,/T) > 1/2 pour au moins unr > 0.

Demonstration. N Nous allons dOabord montrer queP, (Af/T) < Y4 pourr > 0
quelconque. En utilisant la propriete dOauto-adjonction des moyennes horosgigues
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par rapport a M indiquee au asbut de la presente axmonstration, on etablit IOidentite
ci-dessous E® = SX ! E):

& 1 &
2 B+ (ur) Y-y (uy B (ur)
O(v)1y . (v
=AM ()0 Tee, (1) L T}

AN
B*(ur) B+ (vr) 0dHy+ ()
DOune part, pouru %A, , on a
& &

1
O]lEcduH+(u) > > Odp,, «

B* (ur) ()

B* (ur)
Aussi le premier membre de I0identitgrecdente est-il plus grand que%P! (A/T).

DOautre part, pouru % C, on peut, en recouranta la condition (4), recouvrir
B* (u,r) par des boulesB™* (uj,r/ 2) en nombre au plusN . Or pour v %B™* (u;, 1/ 2),
onaB*(v,r) 3 B*(uj,r/ 2) et donc

&

Par conxquent, &

( 0(v)
B*(ur) g+ (vr) 0dHy+ ()

duy, (u)(v) I N

pour u %C qui, rappelons-le, porteM . Il en decoule que le second membre de I0ideatit«
plus haut est plus petit que NP, (E¢/T) < 1/8.
Il resulte de tout cela queP; (A;/T) < 1/ 4 comme annonex

Examinons maintenant les ensembleZ,, r > 0. Pour ce faire, commewtns par
estimer (grossérement) la croissance avee de B (ur) Odp,, + - Rappelons (voir
1G) que

d(P. wyMr e )(# = e PR W du,(#),
et que

1$c(0P 1+ (! "
Ay s (uy (Pyys (uy# 0) = €27 g, (.67 u)

= [e%$§(u,0)du (#, g+ " u)]e%ﬂig(o,PH + () | ).
Il en ressort que, pouru %SX Pxe, on a
&

Odu - () = o(r?"
B+ (ur)

avecr " 1.
Considertansu %C bxe. Le temps de sjour deu dans lesZ,,r ! t, entendons par A
la quantite g 1., (u)dr, est clairement majora par le nombren(t) dOentiersk ! [t/s ]
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tels queu %Z, pour au moins unr %lks, (k + 1) s[. Or, en revenanta la debnition de

Z,, on voit aisement que &

Ody,, . o, " 2"

B* (ut+2s)
pour t assez grand, avec une c?nstante (dependant deu mais non det) dont la
stricte positivitee tient au fait que . (wr) Odp, . W > 0 pour r assez grand, ce qui a
bien lieu puisqueu %C et que par consggquentH * (u) rencontre 10in&tieur du support
de 0 intersecte avecC, dOapes la proposition 1.5. Avec ce qui peedde, il en ddcoule
que n(t) = O(logt).
On a ainsi montre que pour tout u %C, on a
t

1
- A7, (u)dr ¥ 0.
t o

(u)

On en deduit que
1 t
T P (Z,/T)dr# 0 quandth +$,
0

vu que P(SX! C) =0. On conclut que pour au moinsunr > 0,onaP, (Z,/T) < 1/ 4,
et bnalementP, (Q2,/T) > 1/ 2. O

Quatrieme etape : conclusion N De m@&me que dans la preuve du corollaire de la
proposition 6.2, la propriete fondamentale dOauto-adjonction souligexen abut de

preuve nous fournit IQidentiecsuivante :
& &

1 \
dM, (u)0(u)£ hdp,, .
E5+(u,r)0duH+(u) B+(u’:§) H* (u)

&
= dM, (u)h(u) (O(V)du“* w ) .
B*(ur) B+ (vr) OdHy+ (u

Dans le second membre ci-dessus, la majoration pa¥ du deuxieme terme de
IQinegrande, a @ja ete efectuee a |@tape precedente. Aussi ledit membre est-il plus
petit que N ~ - dM, .

Quant au, premier membre, geice a la secondeetape, on le sait plus grand que
CcsPy (err) -dm; .

En prenant r commea la tr?isi‘emeetape(, cOest-dire tel que P, (Q,/T) > 1/2, on
obtient, avec cs = 2N/cs5, que -dm; ! ¢ -dM,, et ce pour toute h %C.(SX/ T)
positive. Commea la bn de la preuve du corollaire @ la proposition 6.2, ceci entrdine
que ) est absolument continue par rapporta ) (grécea la non-atomicite de ), et
enbn quej et ) sont proportionnelles. O
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