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ERGODICITƒ ET ƒQUIDISTRIBUTION
EN COURBURE NƒGATIVE

Thomas Roblin

RŽsumŽ. Ñ ConsidŽrant un groupe dÕisomŽtries discret agissant sur un espace
CAT( ! 1), nous Žtablissons successivement, par des mŽthodes nouvelles et ŽlŽmen-
taires, un thŽor•me dÕergodicitŽ du feuilletage horosphŽrique associŽ, le mŽlange du
ßot gŽodŽsique, lÕŽquidistribution des points orbitaux du groupe, avec premier terme
asymptotique exponentiel de la fonction orbitale, lÕŽquidistribution des gŽodŽsiques
fermŽes primitives avec, dansle cas gŽomŽtriquement Þni, leur dŽnombrement asymp-
totique. EnÞn, nous dŽmontrons un thŽor•me gŽnŽral dÕunique ergodicitŽ du feuille-
tage horosphŽrique pour les groupes ˆ mesure de Bowen-Margulis-Sullivan Þnie. Ces
divers rŽsultats sont nouveaux dans leur gŽnŽralitŽ.

Abstract(Ergodicity and equidistribution in negative curvature)
We consider a discrete isometry group acting on a CAT( ! 1) space, and successively

establish, by new and elementary methods,an ergodicity theorem for the associated
horospherical foliation, then mixing of the geodesic ßow, orbital equidistribution of
the group, with Þrst asymptotic for the orbital counting function, equidistribution of
primitive closed geodesics with, in the geometrically Þnite case, asymptotic counting.
Endly, we prove a general unique ergodicity theorem for the horospherical foliation
for groups with Þnite Bowen-Margulis-Sullivan measure. Those various results are
new in their generality.
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INTRODUCTION

Dans le pr«esent travail, nous nous sommes propos«e dÕ«etablir des r«esultats g«en«eraux
concernant la th«eorie ergodique du feuilletage horosph«erique (ergodicit«e, unique er-
godicit«e), le ßot g«eod«esique (m«elange), le d«enombrement et lÕ«equidistribution asymp-
totiques des orbites du groupe dÕisom«etries discret associ«e, ainsi que des g«eod«esiques
ferm«ees. Signalons dÕembl«ee que tous nos r«esultats «etaient d«ejà connus dans le cadre
des surfaces riemanniennes compactes de courbure n«egative constante, de bien des
manières et parfois depuis longtemps. Aussi nous sommes-nous plutöot attach«es ici à
«etendre autant que possible ces r«esultats dans le contexte de la g«eom«etrie de courbure
n«egative, ce qui nous impose le recours exclusif `a des m«ethodes «el«ementaires. CÕest
ainsi que notre environnement sera celui des espaces CAT(! 1), large famille compre-
nant les vari«et«es riemanniennes compl`etes simplement connexes `a courbures section-
nelles au plus! 1, mais aussi les arbres, o`u nous «etudierons lÕaction dÕun groupeΓ
dÕisom«etries discret non «el«ementaire quelconque. Il se trouve quÕil sÕagit l`a du cadre
axiomatique naturel où puisse sÕ«echafauder la th«eorie des densit«es conformes intro-
duite par Patterson et Sullivan, laquelle sera pr«esente tout au longde ce travail, car
nous verrons quÕelle est suscit«ee par la nature möeme des problèmes envisag«es (à propos
des mesures invariantes pour les syst`emes dynamiques en jeu, mais aussi des mesures
dÕ«equidistribution). CÕest de cette mani`ere que lÕon peut encore aborder avec fruit les
situations où le groupe discret en question nÕagit pas de faücon cocompacte.

Ce qui aura permis les g«en«eralisations que nous proposons ici, cÕest la nature «el«e-
mentaire des m«ethodes employ«ees. DÕailleurs, pour qui connaöõt la g«eom«etrie de cour-
bure n«egative, tout au moins le demi-plan de Poincar«e, le pr«esent article se suffit à
lui-möeme, car nous ne nous sommes adress«esà aucune des th«eories dÕune certaine ma-
nière extrinsèques (th«eorie spectrale, dynamique symbolique) qui ont «et«e bien souvent
utilis«ees jusquÕ`a pr«esent, non sans succ`es, mais qui ne peuvent toutefois porter dans
leur g«en«eralit«e les r«esultats vis«es ici.



2 INTRODUCTION

Si lÕensemble des th`emes abord«es risque de paraöõtre quelque peu disparate de prime
abord, on verra quÕil nÕen est rien, puisque ces divers probl`emes seront reli«es et trait«es
les unsà partir des autres, selon un enchaöõnement que nous allons maintenant d«ecrire,
en suivant le d«eroulement de lÕexpos«e subs«equent. Cela justiÞeà notre sens la collection
de ces r«esultats en un seul et möeme article.

Par feuilletage horosph«erique, nous entendrons ici simplement lÕensemble des ho-
rosphères, ou encore le produit du bord `a lÕinÞni et deR. Le système habituellement
consid«er«e, ßot horocyclique ou feuilletage horosph«erique stable ou instable, se ram`ene
à lÕaction deΓ sur le pr«ec«edent, avec ses mesures invariantes. La pierre angulaire de
ce travail est un th«eorème dÕergodicit«e du feuilletage horosph«erique, qui «enonce que
sous certaines conditions, les actions deΓ, dÕune part sur le bord `a lÕinÞni par rapport
à une densit«e conforme invariante, et dÕautre part sur le feuilletage horosph«erique
par rapport à une mesure invariante canoniquement associ«eeà la pr«ec«edente densit«e,
sont simultan«ement ergodiques (th«eorème 2.2). Ce r«esultat, qui rejoint des travaux
r«ecents de V. Kaimanovich, ne sera pas ici utilis«e dans toute son «etendue, loin sÕen
faut, puisque nous nous contenterons dÕen extraire un corollaire affirmant lÕergodicit«e
du feuilletage horosph«erique lorsqueΓ est de type divergent, cÕest-`a-dire lorsque le ßot
g«eod«esique est ergodique (corollaire 2.3) ; la seule condition requise Ñ et que lÕon sait
n«ecessaire -, est que le spectre des longueurs deΓ ne soit pas arithm«etique, hypothèse
que lÕon conservera pour tout le restant de cet article (`a noter quÕelle est toujours
acquise en courbure constante et dans quelques autres cas).

Ce dernier corollaire nous permettra dÕ«etablir bri`evement, pour nÕimporte quel
groupe Γ, la propri«et«e de m«elange du ßot g«eod«esique pour la mesure de Bowen-
Margulis-Sullivan, que cette dernière soit Þnie ou non (th«eorème 3.1). Ce r«esultat,
qui vient dÕöetre encore d«emontr«e diff«eremment par M. Babillot, nÕ«etait auparavant
pas connu dans cette g«en«eralit«e, y compris en mesure Þnie. Il constitue v«eritablement
la cheville ouvrière de notre travail, attendu que tout le restant en d«ecoule ; ses applica-
tions se r«epartissent en deux branches ind«ependantes : dÕune part les divers th«eorèmes
dÕ«equidistribution asymptotique des chapitres 4 et 5, dÕautre part celui dÕunique er-
godicit«e du feuilletage horosph«erique du chapitre Þnal (que le lecteur pourra aborder
sitöot quÕil aura pris connaissance du corollaire 3.2 du th«eorème 3.1).

Dans le chapitre 4, le problème de la r«epartition asymptotique des points dÕune or-
bite de Γ dans lÕespace (Çrevöetement universelÈ) sur lequel il agit, est ici reli«e g«eom«e-
triquement au ph«enomène de m«elange du ßot g«eod«esique, ce qui conduità un «enonc«e
dÕ«equidistribution orbitale (th«eorème 4.1) exactement «equivalent au th«eorème 3.1. Il
sÕorganise de faücon dichotomique, en distinguant le cas o`u Γ admet une mesure de
Bowen-Margulis-Sullivan Þnie (th«eorème 4.1.1), et le cas contraire (th«eorème 4.1.2).
Dans le premier cas, on y voit que la fonction orbitale de Γ est exactement «equiva-
lente à une exponentielle (corollaire 2) ; au surplus, la probabilit«e uniforme sur les
points dÕune orbite dans une boule de rayon croissant (ce que d«enombre justement la
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fonction orbitale) converge vaguement vers la mesure conforme de Patterson-Sullivan
(corollaire 1) ; mais cÕest un «enonc«e encore plus g«en«eral qui traduit le m«elange du
ßot g«eod«esique, et qui consiste en une «equidistribution de certaines paires de points
orbitaux (th«eorème 4.1.1) Ñ ce qui sera fondamental pour «etablir les r«esultats du cha-
pitre 5. Dans le second cas, la signiÞcation du m«elange du ßot g«eod«esique se r«esume en
le fait que la fonction orbitale est n«egligeable devant lÕexponentielle pr«ec«edente (th«eo-
rème 4.1.2). Quoique sur ce sujet de tr`es nombreux r«esultats partiels fussent d«ejà
connus, certains möeme plus pouss«es, aucun dÕentre eux ne couvrait compl`etement la
question du premier terme exponentiel asymptotique de la fonction orbitale au sens
de la dichotomie pr«ec«edente ; en fait, lÕ«equivalent exponentiel nÕ«etait jusquÕà pr«esent
möeme pas «etabli pour tous les groupes g«eom«etriquement Þnis en courbure constante,
et la contrepartie que constitue le th«eorème 4.1.2 nÕ«etait pratiquement jamais apparue.
En outre, un fait important m«erite dÕöetre not«e : cÕest que les groupes g«eom«etriquement
Þnis sont très loin dÕöetre les seuls `a admettre une mesure de Bowen-Margulis-Sullivan
Þnie, comme lÕont montr«e r«ecemment A. Ancona et M. Peign«e ; aussi le v«eritable crit ère
dichotomique pour le comportement exponentiel de la fonction orbitale nÕest pas la Þ-
nitude g«eom«etrique, contrairement à ce que lÕon a pu soupüconner. Pour terminer, nous
insisterons sur le fait que les m«ethodes jusque-là employ«ees pour aborder ces questions
nÕ«etaient que rarement «el«ementaires (th«eorie spectrale, dynamique symbolique).

Le chapitre 5 traite de la möeme faücon le problème du comportement asympto-
tique des g«eod«esiques ferm«ees primitives, avec un th«eorème dÕ«equidistribution (th«eo-
rème 5.1), lui aussi exact «equivalent des «enonc«es 3.1 et 4.1, et que lÕon tirera de ce
dernier. LorsqueΓ est convexe-cocompact, il en ressort un «equivalent asymptotique du
nombre de g«eod«esiques ferm«ees primitives de longueur major«ee par un nombre crois-
sant ; or ce d«enombrement asymptotique reste valide dans le cas o`u Γ est seulement
suppos«e g«eom«etriquement Þni, gröaceà des arguments suppl«ementaires (th«eorème 5.2).
Les möemes commentaires que pr«ec«edemment ont cours ici, et nous ne les r«ep«etons pas.

EnÞn, le chapitre 6 revient au feuilletage horosph«erique, exclusivement pour un
groupeΓ admettant une mesure de Bowen-Margulis-Sullivan Þnie. Le th«eorème prin-
cipal est le 6.4, qui affirme que le feuilletage horosph«erique, restreint au produit de
lÕensemble limite conique deΓ (qui correspond aux points non errants du ßot g«eod«e-
sique) et deR, est uniquement ergodique. PourΓ g«eom«etriquement Þni, il en d«ecoule
une classiÞcation complète des mesures invariantes par le feuilletage horosph«erique
(corollaire 6.5). Ainsi a-t-on pu, par une m«ethode «el«ementaire, englober les r«esultats
d«ejà connus, qui portaient soit sur les groupes convexe-cocompacts, soit sur les proba-
bilit«es invariantes par le ßot horocyclique en courbure constante. LÕobjet fondamental
dont nous usons est une certaine moyenne horosph«erique, succ«edan«e des moyennes
ergodiques classiques.
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4 INTRODUCTION

Au cours de cette pr«esentation de la colonne vert«ebrale de lÕarticle, nous avons laiss«e
de cöot«e quelques r«esultats. Nous signalerons ici seulement un r«esultat g«en«eral dÕ«equi-
distribution asymptotique des orbites des points paraboliques (th«eorème 4.2), et aussi
un «enonc«e ergodique de convergence des moyennes horosph«eriques (th«eorème 6.1).

Nous avons jug«e utile que cet article d«ebutöat par des pr«eliminaires, dont lÕextension
a toutefois ceci de föacheux que lÕexpos«e sÕen trouve consid«erablement allong«e, mais
nous croyons pouvoir nous en justiÞer. En effet, quelques concepts usuels de la g«eom«e-
trie hyperbolique nÕavaient pas encore fait lÕobjet dÕune d«eÞnition et dÕune «etude dans
le cadre des espaces CAT(! 1). De plus, certains r«esultats fondamentaux nÕavaient pas
«et«e «etablis dans le cadre des espaces CAT(! 1) ; lorsque la g«en«eralisation allait de soi,
comme il arrive assez souvent, nous nous sommes content«es dÕ«enonc«es ; mais un th«eo-
rème important, connu sous le nom de Hopf-Tsuji-Sullivan (th«eorème 1.7), gardait
quelque obscurit«e, ce jusquÕen courbure constante, du fait notamment que certaines
preuves pr«esentaient des incorrections ; aussi avons-nous tenu `a lÕ«eclaircir une fois pour
toutes en en exposant une preuve, aÞn de ne pas saper lÕensemble. EnÞn, lÕon pourra
se dispenser en premi`ere lecture de la plus grande partie de ces pr«eliminaires (voir les
indications donn«ees au commencement).

Nous tenonsà exprimer notre gratitude envers feu M. Babillot pour son attention
port«ee au manuscrit. Nous en remercions «egalement le rapporteur.
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CHAPITRE 1

PR «ELIMINAIRES

Cette première partie esquisse une introduction compl`ete au sujet trait«e, la seule
connaissance du disque hyperbolique (ou demi-plan de Poincar«e) restant requise. Si
une bonne part des notions et r«esultats pr«esent«es dans les sections 1A `a 1F sont
bien connus dans le cadre des espaces hyperboliques, voire dans celui des vari«et«es à
courbure pinc«ee, et parfois möeme d«ejà dans celui des espaces CAT(! 1), certaines g«e-
n«eralisations, au demeurant naturelles, ne semblent pas avoir «et«e jusque-là söurement
examin«ees. Nous nous sommes ici efforc«es de donner au lecteur, dans la mesure du
possible, les «el«ements n«ecessaires aÞn quÕil puisse reconstruire ais«ement la th«eorie sur
laquelle notre travail est «echafaud«e. Nous avons cru bon de rappeler les r«esultats fon-
damentaux incontournables pour la suite, et dÕinsister sur leur enchaöõnement logique.
Nous avons aussi tenu `a d«etailler les points de d«emonstrations qui nous ont paru
insuffisamment «eclaircis dans la litt«erature courante sur le sujet.

Avant dÕentamer les parties 2 `a 6, qui constituent le principal apport de ce travail,
il nÕest g«en«eralement point besoin de lire les pr«eliminaires dans leur ensemble. Ils sont
organis«es de telle sorte quÕil suffit de sÕimpr«egner du tronc commun que forment les
sections 1Aà 1E (on pourra omettre la preuve «etendue du th«eorème 1.7 en première
lecture) pour se trouver d«ejà en mesure dÕaborder le chapitre 2 puis les th«eorèmes
3.1, 4.1 et 5.1. Le th«eorème 5.2 requiert dÕavoir pris connaissance de la section 1F,
dont la mati ère nÕest au surplus pas nouvelle en courbure pinc«ee. Quant au reste,
lÕacc`es en est command«e par les sections 1G pour les concepts, et 1H pour les lemmes
techniques.

1A. G«eom«etrie

Tout au long du pr«esent article, nous consid«ererons unespace m«etrique CAT( ! 1)
propre X . Pour tout ce qui a trait `a ces espaces, nous nous r«ef«eronsà [Bou ] et [G-H ].
AÞn dÕall«eger la notation de ladistance entre deux points x et y dans X , nous ferons
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lÕ«economie dÕun symbole et la d«esignerons simplement par (x, y), ce qui, esp«erons-le,
ne sera pas cause de confusions. Rappelons que par d«eÞnition, X est un espace m«e-
trique, propre (complet et localement compact), g«eod«esique (deux points quelconques
sont reli«es par un chemin minimisant la longueur), satisfaisantà la propri«et«e dite
CAT( ! 1) (par r«ef«erence au th«eorème de comparaison dÕAleksandrov-Toponogov en
g«eom«etrie riemannienne), que nous allons formuler.«Etant donn«e un triangle g«eod«e-
sique (a, b, c) dansX , il existe une application x "# x de (a, b, c) sur un triangle (a, b,c)
du demi-plan hyperbolique qui induit sur chaque cöot«e de (a, b, c) une isom«etrie sur le
cöot«e correspondant de (a, b,c) ; ce dernier triangle est uniqueà isom«etrie près, et est
appel«e triangle de comparaison. La propri«et«e CAT( ! 1) sp«eciÞe que pour tout triangle
(a, b, c) dans X , lÕapplicationx "# x de (a, b, c) sur son triangle de comparaison est
contractante, cÕest-`a-dire que (x, y) est inf«erieure ou «egaleà la distance dex à y dans le
demi-plan hyperbolique pour tousx et y sur le triangle (a, b, c). Outre sa grande sou-
plesse Ñ appr«eciation que ce travail ne fera que corroborer -, la d«eÞnition pr«ec«edente
permet dÕenglober un large «eventail dÕespacesdont le caractère est de poss«eder une
courbure major«ee en deücà de z«ero. Parmi les espaces CAT(! 1), on regroupe notam-
ment les espaces hyperboliques (de toute dimension), plus g«en«eralement les vari«et«es
riemanniennes complètes simplement connexes `a courbures sectionnelles au plus! 1,
et aussi les arbres et les immeubles hyperboliques.

Tout autant que pour le disque hyperbolique, on peut construire un bordà lÕinÞni
pour X selon le proc«ed«e suivant. Un rayon g«eod«esique est une isom«etrie dÕun intervalle
maximal I dÕorigine 0 deR dans X ; n«ecessairementI = [0 , + $ ) ou bien I = [0 , a]
(a %R+ ), auquel cas nous convenons pr«esentement de prolonger ce rayon `a [0, + $ )
en lui assignant une valeur constante sur [a, + $ ). Deux rayons sont dits asymptotes
si la distance entre leurs images `a chaque instant est uniform«ement born«ee. Lebord à
lÕinÞni! X de X (dit aussi bord visuel) est d«eÞni comme «etant lÕensemble des classes
de rayons g«eod«esiques asymptotes. En voyant les points deX comme extr«emit«es des
segments g«eod«esiques dÕorigine Þxe, on peut munir lÕensembleX = X & ! X dÕune
topologie naturelle (convergence compacte), qui en fait une compactiÞcation deX
dans laquelleX est un ouvert dense. Signalons que lÕon confond habituellement une
g«eod«esique (isom«etrie dÕun intervalle maximal deR dans X ) avec son image. Par
deux points distincts a et b quelconques dansX passe une uniqueg«eod«esique que
nous noterons (ab). Quant au rayon g«eod«esique issu dea %X et passant par b %X
ou Þnissant enb % ! X , il sera not«e ]ab). Dans la g«en«eralit«e des espaces CAT(! 1),
toutes les g«eod«esiques ne sont pas inÞnies. Cependant, les rayons g«eod«esiques Þnis ne
joueront aucun röole et seront de fait ignor«es, pour la seule et bonne raison que notre
attention sera tout enti ère tourn«ee vers le bordà lÕinÞni. DÕautre part, lesisom«etries
de X (dans lui-möeme) se prolongent en hom«eomorphismes deX dans lui-möeme, pour
d«esigner lesquels nous conserverons en pratique les möemes symboles.

MÉMOIRES DE LA SMF 95



1A. G «EOM «ETRIE 7

LÕobjet essentiel de la courbure n«egative sera ici lafonction de Busemann" . Pour
# % ! X et x, y dans X , on peut d«eÞnir " ! (x, y) = lim t ! + "

!
(x, #t ) ! (y, #t )

"
pour

un (tout) rayon g«eod«esique t "# #t Þnissant en #. Observons la propri«et«e de co-
cycle " ! (x, y) + " ! (y, z) = " ! (x, z), ainsi que lÕinvariance par isom«etrie " "! ($x, $y) =
" ! (x, y) (dans toute cette introduction, $ d«esignera une isom«etrie de X quelconque).
Notons aussi lÕin«egalit«e (dÕorigine triangulaire)|" ! (x, y)| ! (x, y). Il est prouv«e la
continuit«e de la fonction deX ' X 2 dans R qui à (a, x, y) %X 3 associe (x, a) ! (y, a),
et à (#, x, y) %! X ' X 2, " ! (x, y).

Une horosphère dans X est une Çligne de niveauÈ dÕune fonction de Busemann
" ! (x, .). Plus pr«ecis«ement, lÕhorosph`ere bas«ee en# % ! X et passant par x % X est
lÕensemble desy %X tels que" ! (x, y) = 0. La fonction " ! d«eÞnit en fait uneÇdistance
horosph«eriqueÈ (alg«ebrique) vue du point base#. LÕhoroboule (ouverte) bord«ee par
lÕhorosph`ere bas«ee en# % ! X et passant par x % X est lÕensemble desy % X tels
que " ! (x, y) > 0. On voit ais«ement (par comparaison) que les horoboules ferm«ees
sont strictement convexes. On v«eriÞe aussi quÕen accord avec lÕ«etymologie, la sphère
de centre a % X passant par un point x % X Þx«e, tend, quand a # # % ! X , vers
lÕhorosph`ere bas«ee en# et contenant x.

On appelle produit de Gromov en x %X de deux pointsa et b dans X la quantit«e
(a, b)x = 1

2

!
(a, x) + ( x, b) ! (a, b)

"
. Pour # et %distincts dans X , on peut d«eÞnir

(#, %)x comme la limite de (a, b)x quand X * a # # et X * b # %. En fait, (#, %)x =
1
2

!
" ! (x, p) + " #(x, p)

"
pour tout p %(#%). On d«eÞnit alors unedistance visuelledx sur

! X , vu du point x % X , par dx (#, %) = e#$ ! ,#%x pour # et %distincts dans ! X , et
dx (#, #) = 0. On peut montrer que dx est bien une distance Ñ ce qui nÕest pas «evident
Ñ induisant la topologie naturelle de ! X , et que la famille de distances{ dx } x &X est
primo conforme et secundoinvariante par isom«etrie, cÕest-`a-dire :

dx ! (#, %) = e
1
2 [$ξ(x,x ! )+ $η(x,x ! )] dx (#, %)(1)

d" x ($#, $%) = dx (#, %).(2)

Notons aussi que ledx -diamètre de ! X vaut lÕunit«e (on a dÕailleurs(#, %)x = 0 si et
seulement six %(#%)). CÕest une cons«equence tant utile quÕimm«ediate de lÕin«egalit«e
triangulaire que (#, %)x ! r et par suite dx (#, %) " e# r , où r est la distance dex à
la g«eod«esique (#%). À ce propos, on peut voir quer = ( x, p) pour un unique p %(#%)
que lÕon appelle parfois leÇprojet«e orthogonalÈ de x sur (#%).

Un dernier point de notations concernant X : on d«esignera parB (x, r ) la boule
ouverte dans X de centre x % X et de rayon r , et par Bx (#, r ) la boule ouverte
visuelle dans! X de centre# et de dx -rayon r .

À lÕinstar de celles de lÕespace hyperbolique, les isom«etries deX se r«epartissent en
trois types disjoints, lÕidentit«e id miseà part. Une isom«etrie elliptique Þxe au moins un
point dans X . Une isom«etrie paraboliqueÞxe un unique point deX situ«e à lÕinÞni ; elle
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8 CHAPITRE 1. PR «ELIMINAIRES

pr«eserve toute horosphère bas«ee en ce point. EnÞn, uneisom«etrie hyperbolique& Þxe
exactement deux points dansX , situ«esà lÕinÞni ; la g«eod«esique reliant ces deux points
Þxes est appel«ee sonaxe, sur lequel& agit comme une translation dont le d«eplacement
' > 0 est dit longueur de translation de &; lÕun des points Þxes, disonsa, est attractif,
lÕautre,b, r«epulsif ; on a alors" a(x, &x) = ' = ! " b(x, &x) pour tout x % X ; il en
d«ecoule que (x, &x) a pour minimum ' , lequel est atteint pr«ecis«ement sur lÕaxe de&.

Le groupe des isom«etries de X sera muni de sa topologie naturelle. Tout au long
du pr«esent article, nous consid«ererons ungroupe dÕisom«etries discret Γ. Il est de tels
groupes discrets qui laissent invariant un ensemble Þni de points deX ; on les dit
«el«ementaires, et, hormis le groupe trivial, ils se classent en trois types disjoints. Un
groupe discret dÕisom«etries de type elliptique possède au moins un point Þxe global
dans X ; il est dÕordre Þni et ses «el«ements non triviaux sont elliptiques. Un groupe de
type paraboliquepossède exactement un point Þxe global situ«e à lÕinÞni ; ses «el«ements
non triviaux sont elliptiques (dÕordre Þni) ou paraboliques ; un tel groupe pr«eserve les
horosphères bas«ees en son point Þxe. Un groupe de typehyperboliquelaisse invariant
un unique doublet de points deX , situ«es à lÕinÞni ; un tel groupe contient un sous-
groupe distingu«e dÕindice Þni, engendr«e cycliquement par une isom«etrie hyperbolique ;
les autres «el«ements non triviaux sont elliptiques. Nous supposerons dans tout ce qui
suit que Γ nÕest pas «el«ementaire. Il contient alors une inÞnit«e de classes de conjugaison
dÕisom«etries hyperboliques primitives, cÕest-`a-dire qui ne sont pas des puissances non
triviales dÕ«el«ements deΓ.

LÕensemble limiteΛ(Γ) deΓ est par d«eÞnition lÕensemble des points dÕaccumulation
dans X dÕune (de toute) orbite deΓ dans X . CommeΓ est discret, on aΛ(Γ) + ! X .
Dire que Γ nÕest pas «el«ementaire revient à dire queΛ(Γ) est inÞni ; alors aucun point
de Λ(Γ) nÕest isol«e, et Λ(Γ) est le plus petit ferm«e dansX non vide et invariant par Γ.
De plus,Γ agit proprement discontinöument sur X ! Λ(Γ). Les stabilisateurs des points
Þxes deΓ dansX , n«ecessairement situ«es dansX &Λ(Γ), sont par nature «el«ementaires.
On attribuera à un tel point Þxe le type (elliptique, parabolique ou hyperbolique) de
son stabilisateur. Les sous-groupes elliptiques ou paraboliques maximaux deΓ sont
des stabilisateurs de points Þxes deΓ.

1B. Densit«es conformes et invariantes ` a lÕinÞni

CÕest lÕensemble limite deΓ qui est le th«eöatre de la dynamique deΓ dans X . Aussi
a-t-on cherch«e à munir cet ensemble de mesures en relation avec lÕaction deΓ. Du
fait que Γ nÕest pas «el«ementaire, on voit ais«ement quÕil ne saurait exister de mesures
Þnies sur! X , non triviales et invariantes par Γ. Ce sont toutefois de remarquables
mesures quasi invariantes que lÕon y a invent«ees, dans [Patt1 ], et qui font lÕobjet de ce
paragraphe. Plutöot que de parler de mesures sur le bord `a lÕinÞni! X , il paraöõt ici plus
appropri«e dÕadopter le concept de densit«e, à lÕinstar de [Sull1 ]. On appellera densit«e
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1B. DENSIT «ES CONFORMES ET INVARIANTES À LÕINFINI 9

(à lÕinÞni)une application µ qui à chaquex %X associe une mesureµx positive Þnie
sur ! X .

Une densit«e µ sera dite conforme de dimension( " 0 si pour tous x et x' dans X ,
la mesureµx ! est absolument continue par rapport à µx , avec une d«eriv«ee de Radon-
Nikodym donn«ee par la formule :

dµx !

dµx
(#) = e# %$ξ(x ! ,x ) .

Une densit«e µ sera dite invariante par Γ si pour tout & % Γ et pour tout x % X ,
on a(1) :

&( µx = µ&x .

Si µ est une densit«e conforme et invariante par Γ, alors la mesureµx (x % X ) est
quasi invariante par Γ, cÕest-`a-dire que &( µx est absolument continue par rapport
à µx ; mais avec le concept de densit«e, lÕon recouvre une invariance `a proprement
parler. Non seulement nous ne prendrons en compte que des densit«es conformes non
nulles, mais encore nous les supposerons dor«enavant normalis«ees, en imposant que
µo soit une probabilit«e (cÕest-`a-dire , µo, = 1), o ù o est un point (origine) de X
d«eÞnitivement Þx«e Ñ cÕest ainsi que nous pourrons parler dÕunicit«e dans certaines
situations. En outre, nous choisissonso parmi les points non elliptiques, cÕest-`a-dire
de stabilisateur trivial dans Γ. Remarquons que le support dÕune densit«e conforme et
invariante par Γ contient n«ecessairementΛ(Γ). Nous nÕexigerons cependant pas que
le support dÕune telle densit«e soit exactementΛ(Γ).

LÕexposant critique ( (Γ) de Γ est un nombre fondamental que lÕon d«eÞnit comme
«etant lÕexposant critique de la s«erie de type Dirichlet

#
&&! e# s(x, &x ) (s %R), appel«ee

s«erie de Poincar«e deΓ, ce qui revient à dire que

( (Γ) = lim sup
t ! + "

# { & %Γ | (x, &y) ! t}

(lÕexposant ne d«epend point du choix dex et y dans X ) ; la fonction de t pr«ec«edente
est g«en«eralement baptis«ee fonction orbitale de Γ Ñ nous en reparlerons notamment
dans le chapitre 4. Nous ferons d«esormais lÕhypoth`ese que( (Γ) est Þni, hypothèse
que la g«en«eralit«e de notre cadre g«eom«etrique nous contraint de stipuler, mais qui est
dÕembl«ee acquise notamment lorsqueX est une vari«et«e à courbure pinc«ee (gröace au
th«eorème de comparaison de Rauch, avec un argument volumique), ou encore lorsque
X admet un groupe dÕisom«etries discret cocompact.

Les bases de la th«eorie des densit«es conformes ont «et«e jet«ees par Patterson ([Patt1 ],
[Patt3 ]), à qui lÕon doit une construction c«elèbre, dont nous ne reproduirons pas les
d«etails, et dont nous abstrayons lÕ«enonc«e dÕexistence ci-dessous. La construction en

(1)! ! µx d«esigne la mesure d«eÞnie par ! ! µx (B ) = µx (! " 1B ) pour tout bor«elien B .
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10 CHAPITRE 1. PR «ELIMINAIRES

question consiste pour lÕessentiel `a extraire une limite faible dÕune somme convena-
blement normalis«ee de masses de Dirac le long dÕune orbite deΓ, pond«er«ees par les
termes de la s«erie de Poincar«e ens, «eventuellement quelque peu modiÞ«es, quands d«e-
croöõt vers( (Γ). Ce proc«ed«e ne requiert que la continuit«e de la fonction de Busemann
(cf. 1A), et se transpose tel quel dans les espaces CAT(! 1).

Th «eor ème 1.1 (Patterson). Ñ Il existe une densit«e conforme de dimension( (Γ),
invariante par Γ et de supportΛ(Γ).

Comme nous savons (voir 1A) ne pas exister de mesure non triviale invariante
par Γ à lÕinÞni, ou encore de densit«e conforme de dimension z«ero et invariante, il vient
directement du th«eorème 1.1 un fait loin dÕöetre «evident : cÕest que( (Γ) > 0.

À partir de ce th«eorème dÕexistence, la th«eorie a pris un essor remarquable dans
les travaux de Sullivan ([Sull1 ], [Sull2 ]), dont la pierre angulaire est le lemme 1.3
ci-dessous, connu sous le nom de lemme de lÕombre. Concurremment avec les boules
visuelles, nous ferons en effet un grand usage de ce quÕil est convenu dÕappelerlÕombre
(à lÕinÞni)dÕune bouleB (y, r ) dans X vue dÕun pointx %X , à savoir :

Or (x, y) = { # %! X | ]x#) - B (y, r ) .= " } .

Enregistrons dÕabord un lemme d«ecoulant simplement de lÕin«egalit«e triangulaire,
et dont nous ferons mentionà plusieurs reprises.

Lemme 1.2. Ñ Pour tout # %Or (x, y), on a (x, y) ! 2r < " ! (x, y) ! (x, y).

Voici à pr«esent le lemme de lÕombre, conücu à lÕorigine en courbure constante dans
[Sull1 ].

Lemme 1.3 (Sullivan). Ñ Soit µ une densit«e conforme de dimension( et invariante
par Γ. Soit x %X . Alors, dès quer > 0 est assez grand, il existeC > 0 tel que pour
tout & %Γ,

1
C

e# %(x, &x ) ! µx
$
Or (x, &x)

%
! Ce# %(x, &x ) .

D«emonstration. Ñ En usant des seules d«eÞnitions, on a

µx
$
Or (x, &x)

%
= µx

$
&Or (&# 1x, x )

%

= µ&" 1 x
$
Or (&# 1x, x )

%
=

&

O r (&" 1 x,x )
e# %$ξ(&" 1 x,x )dµx (#).

Avec le lemme 1.2, il en r«esulte que

e# %(&x,x )µx
$
Or (&# 1x, x )

%
! µx

$
Or (x, &x)

%
! , µx , e2%r e# %(&x,x ) .

Or la borne sup«erieure desdx -diamètres des! X ! Or (y, x), y parcourant X , tend
vers 0 quandr tend vers lÕinÞni. Commeµx nÕest pas r«eduite à un atome (parce que
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Γ nÕest pas «el«ementaire), on en d«eduit que

µx
$
Or (&# 1x, x )

%
"

1
2

!
, µx , ! max

! &' X
µx ({ #} )

"
> 0

pourvu quer soit assez grand (ind«ependamment de&), ce qui achève la d«emonstration.

Une première cons«equence importante de ce r«esultat, d«ecrite dans [Sull1 ], est que
la dimension ( de µ est n«ecessairement sup«erieure ou «egaleà ( (Γ). On prouve simul-
tan«ement que la fonction orbitale deΓ (cf. supra) est major«ee par une constante fois
e%(! ) t , estimation que lÕon verra largement pr«ecis«ee par le th«eorème 4.1 plus loin. Ce
double corollaire repose sur un argument que lÕon verra r«eapparaöõtre dans la preuve
du th«eorème 5.2 plus loin ; il consiste surtoutà observer que le recouvrement de! X
par les ombresOr (x, &x), où t ! 1 < (x, &x) ! t, est de multiplicit«e comprise entre
z«ero et une constante ind«ependante det, le lemme de lÕombre faisant le reste.

Plutöot que dÕ«etudier abruptement lÕaction deΓ à lÕinÞni, cÕest-`a-dire un système dy-
namique (! X, Γ, µo) où µ est une densit«e conforme invariante, on a pr«ef«er«e se tourner
vers des extensions de ce dernier, `a commencer par le ßot g«eod«esique.

1C. Flot g«eod«esique

Notons SX lÕensemble des isom«etries deR dansX , que lÕon munira de sa topologie
naturelle. Autrement dit, SX est lÕespace des g«eod«esiques deX param«etr«ees parR.
Dans le cas o`u X est une vari«et«e, SX sÕidentiÞe au Þbr«e unitaire tangent à X , dÕo`u la
notation employ«ee. On dispose dÕuneÇprojection Ècanonique deSX sur X , qui à un
point de SX associe ce quÕon appellera sonpoint de base. Signalons que dans notre
cadre g«en«eral, cette projection peut ne pas öetre surjective, les g«eod«esiques nÕ«etant pas
toutes bi-inÞnies ; ce d«efaut nÕaura toutefois aucune incidence, comme nous lÕavons
d«ejà annonc«e. Nous commettrons fr«equemment par la suite lÕabus de notation consis-
tant à confondre un point deSX et son point de base dans des expressions o`u cela ne
pourra öetre source dÕambigu¬õt«e ; cÕest ainsi que nous «ecrirons " ! (x, u) avec u %SX ,
etc. Pour B + X , nous noteronsSB lÕimage r«eciproque deB par la projection de SX
dans X . EnÞn, lÕon voit facilement que le groupe des isom«etries deX agit librement
par hom«eomorphismes surSX , et queΓ agit proprement, discontinöument et librement
sur SX .

Le ßot trivial sur R induit un ßot continu { gt } t &R agissant sur SX , appel«e ßot
g«eod«esique. De plus, chaquegt commute avec les isom«etries de X agissant sur SX .
Pour u % SX , nous noteronsg+ " u (resp. g#" u) lÕextr«emit«e à lÕinÞni suivant les
temps positifs (resp. n«egatifs) de la g«eod«esique d«etermin«ee paru. Autrement dit, g+ " u
(resp. g#" u) est la limite (dans X ) du point de base degt u quand t tend vers +$
(resp. !$ ).
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12 CHAPITRE 1. PR «ELIMINAIRES

La sym«etrie de centre 0 dansR induit pour sa part une involution I de SX , qui
agit par renversement de lÕorientation :g± " = g)" / I , et par Çrenversement du
temps È sur le ßot g«eod«esique :I / gt = g# t / I .

Nous adoptons la notation usuelle! 2X pour le produit de ! X par lui-möeme priv«e
de sa diagonale. Dans tout ce qui suit,nous identiÞeronsSX à ! 2X ' R par lÕho-
m«eomorphisme quià u %SX associe

$
g#" u, g+ " u, " g"# u (u, o)

%
. Seule la projection

de SX sur ! 2X est canonique, la composante r«eelle dans lÕidentiÞcation pr«ec«edente
«etant d«eÞnie seulement `a translation pr ès. En d«ecrivant u %SX par ses coordonn«ees
(#, %, s) %! 2X ' R, nous avonsgt u = ( #, %, s + t) et $u = ( $#, $%, s + " ! (o,$# 1o)).
Notons enÞn queSX est m«etrisable.

Introduisons maintenant des mesures de Radon surSX invariantes à la fois par
le ßot g«eod«esique et parΓ, form«eesà partir des densit«es conformes invariantes parΓ
du paragraphe pr«ec«edent, selon une construction employ«ee dans [Sull1 ]. Il se trouve
que les mesures ainsi obtenues co¬õncident dans certains cadres avec celles «etudi«ees
par de nombreux auteurs suivant des voies diff«erentes. Aussi avons-nous choisi ici de
les appelermesures de Bowen-Margulis-Sullivan(BMS en abr«eg«e). «Etant donn«ee une
densit«e µ conforme de dimension( et invariante par Γ, nous lui associons la mesure
m de BMS sur SX d«eÞnie par

dm(u) =
dµx (#)dµx (%)ds

dx (#, %)2% avecu = ( #, %, s) %SX, où x %X est Þx«e.

On constate sans peine que la mesurem ne d«epend point du choix de lÕidentiÞcation
de SX à ! 2X ' R ; elle est donc intrinsèque. Gröaceà la conformit«e deµ, la mesurem
ne d«epend pas davantage du choix dex %X ; notons dÕailleurs la formule suivante :

dm(u) = e%$ξ(x,u )+ %$η(x,u )dµx (#)dµx (%)ds.

LÕinvariance parΓ de m d«ecoule alors de celle deµ. Quant à lÕinvariance dem par le
ßot g«eod«esique dansSX , ainsi que par I , elle est triviale. Lorsque X est un espace
hyperbolique, la mesure de BMS associ«eeà la densit«e de Lebesgue est mieux connue
sous le nom de mesure de Liouville.

Nous consid«ererons «episodiquement des mesures quelque peu plus g«en«erales : si)
et µ sont deux densit«es conformes de dimensions respectives( ( et ( µ , et invariantes
par Γ, nous leur associerons la mesure de BMS g«en«eralis«eem( ,µ donn«ee par

dm( ,µ (u) = e%ν$ξ(x,u )+ %µ $η(y,u ) d) x (#)dµy (%)ds

avecu = ( #, %, s) %SX , où x et y sont Þx«es dansX . Là encore, on v«eriÞe rapidement
que m( ,µ ne d«epend point du choix de x ni de y, que m( ,µ est invariante par Γ, et
enÞn que (gt )( m( ,µ = e(%ν# %µ ) t m( ,µ (t %R) et I ( m( ,µ = mµ, ( . La mesurem que nous
d«eÞnissions plus haut nÕ«etait autre que mµ,µ .

Les quotients degt et de m par Γ seront not«es respectivementgt
! et m! . Nous «etu-

dierons par la suite les systèmes dynamiques (SX/ Γ, { gt
! } t &R, m! ). LorsquÕ`a lÕavenir
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nous parlerons de ßot g«eod«esique et de mesures de BMS, nous entendrons g«en«erale-
ment par là leurs quotients suivant Γ. Cependant, les d«emonstrations se d«erouleront
dÕordinaire dans leÇrevöetement universelÈ SX . Nous auronsà ce moment-là besoin
de domaines fondamentaux appropri«es pour lÕaction deΓ, au sujet desquels il convient
de dire quelques mots.

On appelleradomaine fondamentalpour lÕaction deΓ sur lÕun des espacesX ! Λ(Γ)
ou SX , tout ouvert D tel que &D - D = " pour tout & % Γ ! { Id} , et tel que la
r«eunion ΓD des images deD par Γ couvre lÕespace consid«er«e. Un tel domaine est
dit localement Þni si tout compact donn«e ne rencontre quÕun nombre Þni dÕimages
de D. Il est facile de sÕassurer de lÕexistence dÕun domaine fondamental localement
Þni pour lÕaction deΓ sur X ! Λ(Γ), et partant sur X puis SX , en reprenant la
construction classique de Dirichlet : sia % X est un point qui nÕest Þx«e par aucun
«el«ement non trivial de Γ (par exemplea = o), alors lÕensemble des pointsx %X tels
que (x, a) < (x, &a) pour tout & %Γ! { Id} est un domaine poss«edant les propri«et«es sus-
indiqu«ees, du seul fait queΓ est discret ; il est appel«e domaine de Dirichlet de centrea
pour Γ. Dans SX ou X ! Λ(Γ), les domaines fondamentaux convenables seront ceux
dont le bord est n«egligeablepour une mesure quasi invariante parΓ donn«ee, pourvu
quÕelle ne donne aucune masse `a lÕensemble des points Þxes deΓ, ce qui sera bien
notre situation en temps utile (voir corollaire 1.8). Il en existe effectivement, puisque
lÕon peut modiÞer comme suit le bord dÕun domaine fondamental localement ÞniD0

de faücon à obtenir la propri«et«e voulue. En notant F lÕensemble des points Þxes, on
peut en effet recouvrir ! D0 ! F par une famille localement Þnie dansF c dÕouverts
V1, V2, . . . dont le bord est n«egligeable pour la mesure quasi invariante donn«ee et
dont les images parΓ sont dÕadh«erences disjointes ; commeD0 est localement Þni, la
famille ΓV1, ΓV2, . . . est encore localement Þnie dansF c ; en d«eÞnissant par r«ecurrence
Dn = ( Dn # 1 ! ΓVn ) & Vn (n " 1), on obtient par cons«equent une suite de domaines
fondamentaux dansF c localement stationnaire ; sa limite D est encore un domaine
fondamental localement Þni, mais cette fois de bord n«egligeable car contenu dans
la r«eunion de F et des Γ! Vn . Rappelons enÞn lÕusage dÕun tel domaineD : pour
toute fonction h appartenant à lÕespaceCc(SX/ Γ) des fonctions continuesà support
compact sur SX/ Γ, que lÕon rel`eve en une fonction'h sur SX , on v«eriÞe ais«ement que
la quantit«e

(
D

'hdm ne d«epend pas deD, et quÕen fait
(

D
'hdm =

(
SX/ ! hdm! .

Effleurons pour Þnir la question des g«eod«esiques ferm«ees sur le quotientSX/ Γ :
en lÕabsence de torsion dansΓ, ce sont pr«ecis«ement les orbites p«eriodiques du ßot
g«eod«esique, mais aussi les projet«es dansSX/ Γ des axes des isom«etries hyperboliques
de Γ orient«es Ñ nous voulons dire par là relev«es naturellement dansSX où on les
parcourra du point Þxe r«epulsif vers lÕattractif. Dans notre g«en«eralit«e, où il est permis
que Γ contienne des «el«ements elliptiques, ces derniers ne fournissent plus toujours de
v«eritables g«eod«esiques ferm«ees, mais plutöot des cheminsà extr«emit«es qui se recollent
«eventuellement moyennant un «el«ement de torsion, comme cela a «et«e formalis«e dans
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[G-H ] (chapitre 11). Cependant, dans le souci de ne pas alourdir inutilement lÕexposi-
tion, nous persisteronsà appelerg«eod«esiques ferm«eesles projet«es dansSX/ Γ des axes
orient«es des isom«etries hyperboliques deΓ. LÕensemble des longueurs des g«eod«esiques
ferm«ees relativesà Γ, commun«ement d«enomm«e spectre des longueurs deΓ, jouera un
röole dans tout ce qui suit.

1D. Feuilletage horosph« erique

LÕ«etude des propri«et«es dynamiques du ßot g«eod«esique a depuis longtemps mis au
tout premier plan les ensembles particuliers que sont les vari«et«es stable et instable.
Pour u % SX , la Çvari«et«e È stable (resp. instable)de u, que nous noteronsH # (u)
(resp. H + (u)), est par d«eÞnition lÕensemble desv %SX tels que la distance degt v à
gt u tend vers 0 quandt # + $ (resp. !$ ). Il est clair que H # (u) (resp. H + (u)) est
lÕensemble desv % SX tels que g+ " v = g+ " u (resp. g#" v = g#" u) et que v soit
bas«e sur lÕhorosph`ere bas«ee eng+ " u (resp. g#" u) et passant par le point de base
de u. Aussi H # (u) (resp. H + (u)) sera-t-elle d«esormais appel«ee, en toute l«egitimit«e,
lÕhorosphère stable (resp. instable) deu.

LÕensemble des horosph`eres stables (resp. instables) pour le ßot g«eod«esique dans
SX constitue une partition de SX , que lÕon appellera leÇfeuilletage horosph«erique
stable (resp. instable)È , qui constitue effectivement un feuilletage au sens usuel
lorsqueX est une vari«et«e. Ces deux feuilletages se d«eduisent lÕun de lÕautre par renver-
sement de lÕorientation, vu queH + (u) = I H # (I u). Aussi ferons-nous abstraction des
directions sur les horosphères (in)stables pour ne plus consid«erer que lÕespaceH des
horosphères deX : cÕest cet objet que nous appellerons leÇfeuilletage horosph«eriqueÈ
tout court. Le groupe des isom«etries deX agit naturellement sur H , corr«elativement
à son action sur les feuilletages stable et instable.

De möeme que nous avions identiÞ«e SX à ! 2X ' R (voir 1C), de möeme allons-nous
assimiler H à ! X ' R par lÕhom«eomorphisme quià une horosphère H %H de base
# %! X et passant par un point h %X associe

$
#, " ! (h, o)

%
(ce qui ne d«epend pas du

choix de h). Seule la projection sur ! X est canonique, la composante r«eelle nÕ«etant
bien d«eÞnie quÕ`a translation pr ès. En d«ecrivant H % H par ses coordonn«ees (#, s),
nous avons$(#, s) =

$
$#, s + " ! (o,$# 1o)

%
pour toute isom«etrie $.

Nous allons faire de lÕaction deΓ sur H un système dynamique qui, par son origine
möeme, manifestera des liens «etroits avec le ßot g«eod«esique, lesquels se r«ev«eleront fruc-
tueux par la suite Ñ ceci constitue le principe möeme des chapitres 2, 3 et 4. Il convient
avant tout de discuter la notion de mesure invariante pour lÕaction deΓ sur H , cer-
taines situations particuli ères offrant des points de vue multiples. Il est tout dÕabord
un cas simple où la notion de mesure invariante est ordinaire : en effet, lorsque ! X
est hom«eomorphe au cercle (notamment lorsqueX est une surface), on peut orienter
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les horosphères Ñ alors appel«ees horocycles Ñ (in)stables, puis les voir comme les or-
bites dÕun ßot dansSX dit horocyclique (in)stable ; on sÕint«eressera alors aux mesures
invariantes par le ßot horocyclique (in)stable et parΓ ; dans le cas o`u X est le disque
hyperbolique, on peut donnerà titre dÕexemple les mesures du typemµ, ) où µ est une
densit«e conforme invariante parΓ et * la densit«e de Lebesgue. Conditionn«ee sur une
orbite du ßot horocyclique, une telle mesure invariante se r«eduit à celle de Lebesgue ;
en effectuant une d«esint«egration, on se convainc alors de la compatibilit«e de cette
notion avec la suivante, valable cette fois dans le cadre plus g«en«eral dÕun (v«eritable)
feuilletage. On se repr«esente une mesure invariante par un feuilletage comme une fa-
mille de mesures sur les vari«et«es transversales `a ce dernier, invariante par holonomie.
Pour un feuilletage topologiquement transitif, ce qui sera bientöot notre situation, une
telle famille est en fait d«etermin«ee par un seul de ses «el«ements. Dans le cas o`u X est
une vari«et«e, on peut choisir pour transversale au feuilletage horosph«erique stable le
produit dÕune g«eod«esique et dÕune horosph`ere instable se rencontrant, ce que lÕon ra-
mène, par projection de cette dernièreà lÕinÞni suivant les g«eod«esiques,à ! X ' R = H.
Les isom«etries commutant avec lÕholonomie du feuilletage en question, on voit de cette
faücon que les mesures invariantes `a la fois par le feuilletage horosph«erique stable et
par Γ correspondent aux mesures surH invariantes par Γ . Il nous est donc tout à fait
loisible dÕ«etendre dans notre cadre g«en«eral la notion de mesure invarianteà la fois par
le feuilletage horosph«erique (in)stable et par Γ, tout simplement en appelant telle une
mesure surH invariante par Γ. Si ) est une telle mesure, nous «etudierons le système
dynamique (H , Γ, ) ).

Une classe de mesures surH invariantes par Γ sÕimpose, que lÕon tire des densit«es
conformesà la faücon des mesures de BMS.̀A chaque densit«eµ conforme de dimension(
et invariante par Γ, nous associerons lamesure)µ sur H , invariante par Γ, donn«ee par :

d)µ(H ) = dµx (#)e%$ξ(x,h )ds

avec H = ( #, s) % H, et h un point quelconque deH dans X . Il est ais«e de v«eriÞer
lÕind«ependance de)µ par rapport au point x Þx«e dansX , puis son invariance parΓ. On
constate quÕen outre)µ ne d«epend point du choix de lÕidentiÞcation deH à ! X ' R,
et partant quÕelle est intrinsèque. Signalons enÞn quÕavecx = o, la formule ci-dessus
devient

d)µ(H ) = dµo(#)e# %sds.

Refermons cette pr«esentation du feuilletage horosph«erique sur des rappels concer-
nant ses caract«eristiques topologiques, qui feront dÕores et d«ejà ressortir son attache
avec le ßot g«eod«esique (voir 1C pour ce qui a trait à ce dernier). Il revient à F. DalÕbo
([Dal ]) dÕavoir achev«e dÕ«eclaircir les relations entre les assertions de lÕ«enonc«e ci-
dessous. D«etailler les preuves des deux r«esultats suivants, qui au surplus ne nous seront
utiles quÕune seule fois (th«eorème 6.4), nous eöut conduit à par trop paraphraser [Dal ].
Quoique le contexte adopt«e dans ce dernier travail föut celui des vari«et«es riemanniennes
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à courbure pinc«ee, tant les «enonc«es que les d«emonstrations sÕadaptent directement au
cadre «elargi des espaces CAT(! 1) (en particulier, le lemme de fermeture qui y est
utilis«e reste valable).

Th «eor ème 1.4 (DalÕbo). Ñ Les trois assertions suivantes sont «equivalentes :

(i) Le spectre des longueurs associ«e à Γ nÕest pas arithm«etique, cÕest-`a-dire quÕil
engendre un sous-groupe dense deR.

(ii) Le feuilletage horosph«erique restreint à Λ(Γ) ' R + H est topologiquement
transitif, cÕest-à-dire quÕil existe une horosph`ere dont lÕorbite suivantΓ est dense dans
Λ(Γ) ' R.

(iii) Le ßot g«eod«esique{ gt
! } restreint au quotient par Γ de SX -

$
Λ(Γ) ' Λ(Γ) ' R

%

est topologiquement m«elangeant, cÕest-`a-dire que pour tous ouvertsU et V de SX/ Γ
rencontrant lÕensemble pr«ec«edent, on aU - g# t

! V .= " dès que|t| est assez grand.

On d«eÞnit lÕensemble limite horosph«erique Λh (Γ) de Γ comme lÕensemble des points
# de ! X (dits limites horosph«eriques) tels que toute horoboule bas«ee en# rencontre
lÕorbite dÕun (de tout) point deX Þx«e. «Evidemment, Λh (Γ) + Λ(Γ). La proposition
suivante conÞrme lÕimportance de cet ensemble.

Proposition 1.5 (Hedlund, DalÕbo). Ñ Supposons que les conditions «equivalentes
de la proposition pr«ec«edente soient satisfaites. Alors lÕorbite suivantΓ dÕune horo-
sphère deH est dense dansΛ(Γ) ' R + H si et seulement si sa base est dansΛh (Γ).

Dès lors, il va sans dire que la question de la non-arithm«eticit«e du spectre des
longueurs associ«e à Γ paraöõt cruciale dans lÕ«etude du feuilletage horosph«erique. De fait,
nous nous heurterons encore `a elle au sujet de lÕergodicit«e de ce dernier (chapitre 2), et
serons contraints de lÕadmettre tout au long du restant de lÕarticle (chapitres 3 `a 6), qui
est fond«e sur le corollaire 2.3. Aussi nÕest-il peut-öetre pas inutile de signaler que cette
condition est dÕavance acquise dans un bon nombre de situations, o`u lÕon peut plus ou
moins facilement la v«eriÞer, alors quÕelle a jusquÕ`a pr«esent r«esist«e aux investigations
dans le cas g«en«eral Ñ on conjecture cependant quÕelle est vraie lorsqueX est, par
exemple, une vari«et«e, tandis quÕelle est clairement invalide lorsquÕ`a lÕoppos«e, X est un
arbre à longueur dÕaröetes uniforme. Voici lÕ«etat de ce problème ouvert tel quÕon peut
le dresser aujourdÕhui. Nous renvoyons le lecteur `a [Dal ] pour les r«ef«erences.

Proposition 1.6 . Ñ Le spectre deΓ nÕest pas arithm«etique dans les cas suivants :

(1) X est une surface riemannienne (dimension deux) ;
(2) X est un espace hyperbolique (courbure constante) ;
(3) Λ(Γ) possède une composante connexe non r«eduite à un point ;
(4) Γ contient une isom«etrie parabolique.

Notons que le cas (3) se produit lorsqueΓ est cocompact et! X est connexe.
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1E. Ergodicit« e du ßot g«eod«esique et groupes de type divergent

Cette section est consacr«ee au critère dÕergodicit«e du ßot g«eod«esique connu sous
le nom de th«eorème de Hopf-Tsuji-Sullivan (nous indiquons quelques r«ef«erences en
d«ebut de preuve). Si ce r«esultat est dÕores et d«ejà assez familier dans son ensemble,
les d«emonstrations propos«ees jusquÕalors paraissent peu ou prou entach«ees de lacunes,
à tout le moins en ce qui concerne certaines tentatives de g«en«eralisation en courbure
variable. Aussi avons-nous tenuà «etablir ici un «enonc«e dÕune part complet dans sa for-
mulation, et dÕautre part valable dans les espaces CAT(! 1) g«en«eraux (th«eorème 1.7),
et à exposer brièvement une d«emonstration uniÞ«ee, au risque de lasser le lecteur par
certains arguments rebattus.

Auparavant, il convient de rappeler quelques notions fondamentales de lath«eorie
ergodique. Nous avons d«ejà introduit au cours des paragraphes pr«ec«edents plusieurs
systèmes dynamiques(Ω, G, M ) où Ω est un espace topologique s«epar«e, localement
compact et +-compact, G un groupe qui sera d«enombrable (Γ) ou R (le ßot g«eod«e-
sique), et M une mesure de Radon, Þnie ou non, quasi invariante parG (pour tout
g % G, g( M est absolument continue par rapport à M ). Nous avons là lÕarch«etype
des systèmes (! X, Γ, µo), (SX/ Γ, { gt

! } t &R, m! ), (H , Γ, )µ),... Notons dg une mesure de
Haar sur G (si G = Γ, ce sera la mesure de d«enombrement, et siG = R, il sÕagira de
la mesure de Lebesgue). Un bor«elien E + Ω est dit errant si

(
G 11E (g, )dg est Þnie

pour presque tout , % E. Par un classique argument dÕextension ([Kre ], page 17),
lÕespaceΩ se d«ecompose en deux partiesΩC et ΩD , disjointes et invariantes par G, où
ΩD est une r«eunion d«enombrable dÕensembles errants, maximale dans le sens que tout
ensemble errant est contenu dansΩD modulo M . On appelleΩD la partie dissipative
de (Ω, G, M ), et le compl«ementaireΩC sa partie conservative (elles sont d«eÞnies mo-
dulo M ). Si B est un bor«elien contenu dansΩC , alors

(
G 11B / g dg = + $ presque

partout sur B ; notamment, lÕorbite de presque tout point deB retourne ind«eÞniment
dans B . Le système (Ω, G, M ) sera dit complètement conservatif (resp. dissipatif ) si
M (ΩD ) = 0 (resp. M (ΩC ) = 0). DÕautre part, le système (Ω, G, M ) sera dit ergodique
si tout bor«elien A invariant par G est de mesure pleine ou nulle. Au lieu dÕinvariant,
on peut entendre ici essentiellement invariant, cÕest-`a-dire que M (A∆gA) = 0 pour
tout g %G, et cÕest ce que nous ferons par la suite sauf mention contraire (dans le cas
où G est un ßot, cette variante requiert sa continuit«e). On v«eriÞe ais«ement que siG est
d«enombrable, siM nÕa pas dÕatomes et si (Ω, G, M ) est ergodique, alors (Ω, G, M ) est
complètement conservatif. CÕest l`a pour ainsi dire le seul lien entre les deux notions
que nous venons de rappeler.

Venons-en au th«eorème de dichotomie du comportement ergodique du ßot g«eod«e-
sique. Il mettra en relief lÕensemble limite coniqueΛc(Γ) deΓ, d«eÞni comme lÕensemble
des points # de ! X (dits limites coniques) qui sont ind«eÞniment approch«es par des
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points de lÕorbite dÕun (de tout) point Þx«e dansX qui restent à distance born«ee dÕun
(de tout) rayon g«eod«esique donn«e Þnissant en#. Il est clair que Λc(Γ) + Λh (Γ).

Th «eor ème 1.7. Ñ Soit µ une densit«e conforme de dimension( et invariante par Γ,
et soit m! la mesure de Bowen-Margulis-Sullivan qui lui est associ«ee. Dans chacun
des deux cas compl«ementaires suivants, les assertions (i)à (iv) sont simultan«ement
vraies.
Premier cas :

(i)
#

&&! e# %(o,&o) < $ .
(ii) µo

$
Λc(Γ)

%
= 0 .

(iii) ( ! 2X, Γ, µo 0 µo|' 2 X ) est complètement dissipatif et non ergodique.
(iv) ( SX/ Γ, { gt

! } t &R, m! ) est complètement dissipatif et non ergodique.

Second cas :

(i)
#

&&! e# %(o,&o) = $ (alors ( = ( (Γ).)
(ii) µo

$
Λc(Γ)

%
= 1 .

(iii) ( ! X ' ! X, Γ, µo 0 µo) est complètement conservatif et ergodique.
(iv) ( SX/ Γ, { gt

! } t &R, m! ) est complètement conservatif et ergodique.

Si la s«erie de Poincar«e de Γ diverge en ( (Γ), on dira que Γ est de type divergent.
Sinon, Γ sera dit de type convergent.

Un dernier sous-ensemble remarquable deΛ(Γ) jouera un röole de premier plan
dans le chapitre 2 plus loin : il sÕagit despoints de Myrberg, dont lÕensemble sera not«e
ΛM (Γ). Un point # %! X est dit de Myrberg si toute g«eod«esique orient«eeà extr«emit«es
dans Λ(Γ) est limite dÕune suite dÕimages parΓ dÕun (de tout) rayon g«eod«esique
orient«e Þnissant en#, autrement dit si pour tous a et b distincts dans Λ(Γ), il existe
{ &n } + Γ telle que &n o # a et &n # # b. On trouve dans [Tu ] une «etude «el«ementaire
des points de Myrberg. Il est clair queΛM (Γ) + Λc(Γ). À lÕinverse, les points Þxes
hyperboliques sont des points limites coniques qui ne sont pas de Myrberg. La derni`ere
affirmation du corollaire suivant du th«eorème 1.7 sera employ«ee pour le corollaire 2.3 ;
elle g«en«eralise le r«esultat de [Tu ] à lÕaide dÕun bref argument.

Corollaire 1.8 . Ñ Si Γ est de type divergent, il existe une unique densit«e µ
conforme de dimension( (Γ) et invariante par Γ. Elle nÕa pas dÕatomes, et lÕensemble
des points Þxes deΓ dans SX est n«egligeable pour la mesure de Bowen-Margulis-
Sullivan associ«ee.

De plus, on aµo
$
ΛM (Γ)

%
= 1 .

Avant de passer aux d«emonstrations, introduisons dès à pr«esent une classe de
groupes particulièrement importante, que nous ne laisserons de rencontrer tout au
long de cet article : il sÕagit desgroupes admettant une mesure de BMS Þnie. Si Γ est
un tel groupe, et m! la mesure de BMS Þnie en question, alors (SX/ Γ, { gt

! } t &R, m! )
est conservatif, dÕapr`es le th«eorème de r«ecurrence de Poincar«e (cf. [Kre ], [W ]). Par le
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th«eorème pr«ec«edent, Γ est alors de type divergent ; en particulier,m! est unique, et
la dimension de la densit«e associ«ee est( (Γ).

D«emonstration. Ñ Le th«eorème 1.7 d«ecoule des huit affirmations suivantes, que nous
allons tour à tour «etablir. Nous paraissent nouvelles (c) et, en courbure variable, (g).
Pour ce qui est de (f), nous proposons ici une extension de la m«ethode de [A-S ] où
«etait trait«e le cas particulier de la mesure de Liouville en courbure constante. Cela
mis à part, le reste des arguments a son origine dans [Sull1 ] (où avait «et«e «etabli le
cas ( = ( (Γ) > d/ 2 dans lÕespace hyperbolique de dimensiond par une m«ethode de
th«eorie du potentiel). On pourra entre autres consulter [Tu ], [Y ] et [Ka1 ] sur ce sujet.

(a) Si
#

&&! e# %(o,&o) < $ , alors µo
$
Λc(Γ)

%
= 0.

(b) Si µo
$
Λc(Γ)

%
= 0, alors (! 2X, Γ, µo 0 µo|' 2 X ) est complètement dissipatif.

(c) Si (! 2X, Γ, µo 0 µo|' 2 X ) est ergodique, alorsµo nÕa pas dÕatomes Ñ et (! X '
! X, Γ, µo 0 µo) est ergodique et complètement conservatif.

(d) 1 u %SX , g+ " u %Λc(Γ) si et seulement si il existe un compactK + SX tel
que

( + "
0 11! K / gt (u)dt = $ . Ainsi ( SX/ Γ, { gt

! } t &R, m! ) est complètement conservatif
(resp. dissipatif) si et seulement siµo

$
Λc(Γ)

%
= 1 (resp. µo

$
Λc(Γ)

%
= 0).

(e) (SX/ Γ, { gt
! } t &R, m! ) est ergodique2 (! 2X, Γ, µo 0 µo|' 2 X ) est ergodique.

(f) Si
#

&&! e# %(o,&o) = $ , alors µo
$
Λc(Γ)

%
> 0.

(g) Si µo
$
Λc(Γ)

%
> 0, alors µo

$
Λc(Γ)

%
= 1.

(h) Si (SX/ Γ, { gt
! } t &R, m! ) est complètement conservatif, alors il est ergodique.

Il est ais«e de voir comment (d) provient de la d«eÞnition de Λc(Γ) ; (a) d«ecoule de
cette dernière conjugu«ee au lemme de lÕombre 1.3, et (e) est triviale.

Prouvons (b). À chaque (#, %) % ! 2X avec # /% Λc(Γ) et % /% Λc(Γ), associons
lÕensemble Þni non videΓ! ,# des& %Γ tels que la distance de&o à (#%) soit minimale.
Pour toute partie Þnie non vide F de Γ, soit EF lÕensemble (bor«elien) des (#, %) tels
que Γ! ,# = F . Si &EF rencontre EF , alors &F = F ; le stabilisateur de F dans Γ
«etant Þni, EF est errant. Comme lÕensemble des parties Þnies non vides deΓ est
d«enombrable, on voit que le carr«e de ! X ! Λc(Γ) priv«e de la diagonale est contenu
dans la partie dissipative. On en d«eduit (b).

Prouvons (c). Supposons par lÕabsurde queµo possède un atome# %! X , en möeme
temps que (! 2X, Γ, µo 0 µo|' 2 X ) est ergodique. Prenons$ % Γ tel que $# .= #, et
consid«erons lÕorbiteO = Γ(#, $#) dans ! 2X , qui est n«ecessairement deµo 0 µo|' 2 X -
mesure pleine. Or lÕorbite de$# suivant le stabilisateur Γ! ne peut sÕaccumuler que
dans lÕensemble ÞniΛ(Γ! ). Par cons«equent, on peut trouver & %Γ de faücon que&#
soit dans lÕouvert non vide deΛ(Γ) quÕest le compl«ementaire de { #} & Γ! $#. Ainsi
(#, &#) %! 2X ! O, ce qui est contradictoire avec la pl«enitude de la mesure deO.
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Prouvons maintenant (f). Nous nous appuierons sur la version g«en«eralis«ee du second
lemme de Borel-Cantelli ci-dessous, dont lÕid«ee est dueà R«enyi, et dont on trouvera
la d«emonstration dans [A-S ].

Lemme 1. Ñ Soient M une mesure positive Þnie sur un espaceΩ, et { At } t &R+ une
famille de parties deΩ telle que la fonction(t, , ) "# 11A t (, ) soit mesurable. Supposons
que

( + "
0 M (At )dt = $ , et quÕil existe une constanteC > 0 telle que

& T

0

& T

0
M (At - As)dtds ! C

* & T

0
M (At )dt

+2

pour tout T > 0 assez grand. Alors lÕensemble des, %Ω tels que
( + "

0 11A t (, )dt = $
a une M -mesure sup«erieure à 1

C .

La d«emonstration de (f) use de techniques voisines de celle de la premi`ere «etape du
th«eorème 4.1 plus loin. Aussi le lecteur d«esireux de poursuivre voudra bien consulter
au d«ebut du passage cit«e les d«eÞnitions des objets g«eom«etriques K (z, r), O±

r (a, b) et
L r (a, b), dont nous allons d«ejà nous servir. Le lemme de lÕombre 1.3 au pointx = o
reste bien söur valable pour les ombres par exc`es ou par d«efaut, avec unr assez grand,
d«esormais Þx«e. Notons alorsK = K (o, r).

Supposons que
#

&&! e# %(o,&o) = $ . Nous allons montrer ci-après les deux in«egali-
t«es suivantes, valables pourT > 0 assez grand, o`u le symboleCi d«esigne une constante
strictement positive ind«ependante deT.

& T

0

& T

0

,

&," &!

m(K - g# t &K - g# t # s$K )dtds ! C1

* ,

(o,&o) ! T

e# %(o,&o)
+2

.

& T

0

,

&&!

m(K - g# t &K )dt " C2

,

(o,&o) ! T

e# %(o,&o) .

On achèvera alors la preuve en appliquant le lemme pr«ec«edent avecAt = K ! - g# t
! K !

où K ! est le projet«e deK dansSX/ Γ, et M la mesurem! restreinte à K ! . La première
condition exig«ee pour obtenir la conclusion du lemme d«ecoule de (2), et la seconde de
(1) et (2) ensemble, vu que
& T

0

& T

0
M (At - As)dtds = 2

& T

0

& T

t
M (At - As)dtds ! 2

& T

0

& T

0
M (At - At + s)dtds.

DÕaprès (d), la conclusion du lemme signiÞe bien queµo
$
Λc(Γ)

%
> 0.

Montrons donc (1). En revenant aux d«eÞnitions dem, K et L r (a, b), on voit que

m(K - g# t &K - g# t # s$K ) !
&

L r (o," o)

dµo(#)dµo(%)
do(#, %)2% r.

Or do(#, %) " e# r lorsque (#%) rencontre B (o, r), et L r (o,$o) + ! X ' O+
r (o,$o). DÕo`u

m(K - g# t &K - g# t # s$K ) ! e2%r rµ o
$
O+

r (o,$o)
%
.
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EnÞn, en utilisant le lemme de lÕombre adapt«e aux ombres par excès, il vient :

m(K - g# t &K - g# t # s$K ) ! C3e# %(o," o) .

Mais si K - g# t &K - g# t # s$K nÕest pas vide, on voit, par lÕin«egalit«e triangulaire,
quÕalors

(o,&o) + ( &o,$o) ! (o,$o) + 6 r,

et aussi

(o,&o) ! 3r ! t ! (o,&o) + 3 r et (&o,$o) ! 3r ! s ! (&o,$o) + 3 r

(on rappelle queK + SB(o,3r/ 2)). Il r«esulte de tout cela que
& T

0

& T

0

,

&," &!

m(K - g# t &K - g# t # s$K )dtds

! (6r )2
,

(o,&o) ! T +3 r
(&o," o) ! T +3 r

C3e6%r e# %(o,&o)e# %(&o," o)

! C4

* ,

(o,&o) ! T +3 r

e# %(o,&o)
+2

(on r«eindexe la somme sur$ en remplaücant ce dernier par&$). Comme
,

T < (o,&o) ! T +3 r

e# %(o,&o)

est born«ee, gröace à la majoration de la fonction orbitale de Γ vue à la suite du
lemme 1.3, et comme

#
e# %(o,&o) diverge, lÕin«egalit«e (1) sÕensuit.

Montrons enÞn (2) de faücon similaire. Si & %Γ est tel que

3r ! (o,&o) ! T ! 3r,

on voit, en examinant plus attentivement la d«eÞnition de K = K (o, r), quÕalors
& T

0
m(K - g# t &K )dt =

&

L r (o,&o)

dµo(#)dµo(%)
do(#, %)2%

& r/ 2

# r/ 2

& T

0
11&K (gs+ t o!# )dsdt

= r 2
&

L r (o,&o)

dµo(#)dµo(%)
do(#, %)2% ,

ce qui est plus grand quer 2µo
$
O#

r (&o, o)
%
µo

$
O#

r (o,&o)
%
, puisque

L r (o,&o) 3 O#
r (&o, o) ' O#

r (o,&o)

et que le diamètre de dx est 1. Pourvu seulement que nous ayions prisr assez grand
avant de commencer, nous savons queµo

$
O#

r (&o, o)
%

" C5, comme on aura pu le voir
dans la preuve du lemme de lÕombre 1.3 (ici adapt«e aux ombres par d«efaut). Qui plus
est, ce möeme lemme nous assure queµo

$
O#

r (o,&o)
%

" C6e# %(o,&o) . En d«eÞnitive, on a
& T

0

,

&&!

m(K - g# t &K )dt " C7

,

3r ! (o,&o) ! T # 3r

e# %(o,&o) .

On en d«eduit (2) par lÕargument terminant la preuve de (1).
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Prouvons à pr«esent (g), ce qui n«ecessitera le lemme de d«erivation de la mesureµo

ci-dessous. QuandX est lÕespace hyperbolique, les ombres `a lÕinÞni sont des boules
euclidiennes et lÕ«enonc«e suivant, alors contenu dans un th«eorème classique, peut öetre
employ«e sans autre forme de proc`es, ce qui nÕest plus permis d`es que lÕon se place en
courbure variable Ñ ce point a «et«e n«eglig«e dans [Y ]-, où subsiste cependant ce lemme 2,
que nous montrerons ci-après. Pour r > 0, on notera Λ(r ) lÕensemble des points de
! X appartenant à une inÞnit«e dÕombres distinctesOr (o,&o) (& %Γ) ; observons que
Λc(Γ) est la r«eunion croissante desΛ(r ) quand r croöõt ind«eÞniment.

Lemme 2. Ñ Dès quer > 0 est assez grand, pour toute fonctionh % L 1(µo), pour
µo-presque tout# %Λ(r ), on a

1
µo

$
Or (o,&o)

%
&

O r (o,&o)
- dµo !# - (#)

quand (o,&o) # + $ avecOr (o,&o) * #.

Terminons dÕabord la preuve de (g). Supposons queµo
$
Λc(Γ)

%
> 0. Nous allons en

fait montrer que si un bor«elien A + Λc(Γ) de µo-mesure non nulle est invariant par
Γ, alors µo(A) = 1. Prenons un tel A (par exempleΛc(Γ)), et r > 0 assez grand pour
que µo

$
A - Λ(r )

%
> 0 et que les conclusions du lemme 2 ci-dessus et du lemme 1.3

(avec x = o) soient toutes deux valides. NotonsB = ! X ! A. Une application du
lemme 2 avech = 11B et # %A - Λ(r ) nous procure une suite{ &n } + Γ telle que

(o,&n o) !# $ et
µo

$
Or (o,&n o) - B

%

µo
$
Or (o,&n o)

% !# 0 quand n !# $ .

Or le quotient ci-dessus est proportionnelà µ&n o
$
Or (o,&n o) - B

%
, ce que lÕon voit en

utilisant les lemmes 1.2 (pour le num«erateur) et 1.3 (pour le d«enominateur). Compte
tenu de lÕinvariance deB par Γ, la quantit«e µo

$
Or (&# 1

n o, o) - B
%

est «egaleà la pr«e-
c«edente, et tend donc vers 0. En prenant des valeurs der arbitrairement grandes, on
obtient une suite dÕouvertsΩk de ! X telle que le diamètre de ! X ! Ωk tend vers 0
et µo(Ωk - B ) # 0 quand k # $ . Quitte à extraire, on peut supposer que! X ! Ωk

converge au sens de Hausdorff vers un point . ; alors µo(B ! { . } ) = 0. En prenant
& %Γ tel que &. .= . , en utilisant encore lÕinvariance deB par &, on aboutit enÞn à
µo(B ) = 0, ce quÕil fallait montrer.

Compl«etons cette d«emonstration par celle du lemme 2. Pourh %L 1(µo), introdui-
sons la fonction (dite maximale) h( bien d«eÞnie en tout point # %Λ(r ) par

- ( (#) = lim
t ! + "

sup
1

µo
$
Or (o,&o)

%
&

O r (o,&o)
- dµo

où la borne sup«erieure est prise sur les& %Γ tels que (o,&o) > t et # % Or (o,&o) ;
posons- ( = 0 sur ! X ! Λ(r ). Par un argument simple quele lecteur pourra retrouver
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à la Þn de la preuve du th«eorème 2.2, on sait que la conclusion d«esir«ee d«ecoule de
lÕin«egalit«e (4) suivante, où C > 0 ne d«epend pas deh :

(4) pour tout / > 0, µo
$
{ - ( > / }

%
!

C
/

&

' X
- dµo.

Fixons / > 0 et montrons (4). Nous disposons deG + Γ tel que

{ - ( > / } +
-

&&G

Or (o,&o) et
1

µo
$
Or (o,&o)

%
&

O r (o,&o)
- dµo > /

pour tout & %G. Notons G = { &i } i &N avec (o,&i o) ! (o,&i +1 o) pour tout i . D«eÞnissons
par r«ecurrencei 0 = 0, puis

i k+1 = min { i > i k | Or (o,&i o) - & j ! k Or (o,&i j o) = " } .

Si i k < i < i k+1 pour un k, alors Or (o,&i o) - Or (o,&i j o) .= " pour un j ! k, et lÕon
dispose dÕun rayon g«eod«esique partant de o qui traverse B (&i j o, r) et B (&i o, r) ; sÕil
les rencontre dans cet ordre, alorsOr (o,&i o) + O3r (o,&i j o) par un simple argument
de g«eom«etrie hyperbolique ; sinon, on voit que B (&i o, r) + B (&i j o,5r ) du fait que
(o,&i o) " (o,&i j o) ; on en conclut dans tous les cas queOr (o,&i o) + O5r (o,&i j o).
Ainsi, en notant G( = { &i j , j %N} , les ombresOr (o,&o), & %G( sont deux à deux
disjointes, et nous venons dÕ«etablir que

-

&&G

Or (o,&o) +
-

&&G$

O5r (o,&o).

DÕaprès le lemme de lÕombre 1.3, on voit que pourr assez grand, on a

µo
$
O5r (o,&o)

%
! C0µo

$
Or (o,&o)

%

pour une constanteC0 ind«ependante de& %Γ. Il r«esulte de tout cela que

µo
$
{ - ( > / }

%
!

,

&&G$

µo
$
O5r (o,&o)

%
! C0

,

&&G$

µo
$
Or (o,&o)

%

!
C0

/

,

&&G$

&

O r (o,&o)
- dµo !

C0

/

&

' X
|- |dµo,

ce qui termine la preuve du lemme 2 et de (g).

Prouvons enÞn (h), en reprenant un argument c«elèbre de Hopf (cf. [Ho ]). Comme
dans [Sull1 ], introduisons une fonction '0(u) = e# 4%(u, ! o) (u %SX ) ; elle induit une
fonction 0 sur SX/ Γ. Il est ais«e de v«eriÞer quem

$
SB(o, r)

%
! 2re2%r ; or en appelant

D + X le domaine de Dirichlet pourΓ centr«e eno, on a '0(u) = e# 4%(u,o ) pour u %SD ;
lÕint«egrale par rapport à m de '0 sur [SB(o, r+1) ! SB(o, r)] - SD est donc major«ee par
une constante foise# %r . Il sÕensuit que0 %L 1(m! ). DÕautre part, on v«eriÞe facilement
que pour tousu et v dans SX tels que

(u, v) ! 1, | '0(v) ! '0(u)| ! 4( e4%(u, v) '0(u).
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Comme 0 est continue et strictement positive, on a
& ± "

0
'0(gt u)dt = ± $

pour tout u tel que g± " % Λc(Γ). Consid«erons h % Cc(SX/ Γ) que lÕon rel`eve en'h
sur SX , et d«eÞnissonsh( (resp. h( ) sur (g+ " )# 1Λc(Γ) (resp. (g#" )# 1Λc(Γ)) par

h( = lim sup
T ! + "

( T
0

'h / gt dt
( T

0 '0 / gt dt
et h( = lim sup

T ! + "

( T
0

'h / g# t dt
( T

0 '0 / g# t dt
.

On v«eriÞe ais«ement, à lÕaide des propri«et«es de continuit«es de'h et '0 indiqu«ees plus haut,
que h( (resp. h( ) est constante sur les horosph`eres stables (resp. instables) bas«ees
dans Λc(Γ). De plus, elles sont toutes deux born«ees et invariantes (stricto sensu) par
Γ et gt . Elles induisent ainsi chacune une fonction bor«elienne surΛc(Γ). Supposons
(SX/ Γ, { gt

! } t &R, m! ) complètement conservatif, ou encoreµo
$
Λc(Γ)

%
= 1. Alors h(

et h( sont «egalesm-presque partout, dÕapr`es le th«eorème de Hopf (voir [Ho ], [Kre ]).
Avec ce qui pr«ecède, on conclut quÕelles sontm-essentiellement constantes. Ainsi les
moyennes ergodiques

( T
0 h / g# t

! dt
( T

0 0 / g# t
! dt

convergentm! -presque partout vers une fonction constante quand|T | # $ , ce pour
toute h dans Cc(SX/ Γ), puis dansL 1(m! ), gröace encore au th«eorème de Hopf, ce qui
signiÞe lÕergodicit«e de (SX/ Γ, { gt

! } t &R, m! ). Ainsi se termine la preuve de (h), et avec
elle celle du th«eorème.

D«emontrons pour Þnir le corollaire 1.8. SupposonsΓ de type divergent. LÕargument
dÕunicit«e sera repris de [Sull1 ]. Si µ et µ' sont deux densit«es conformes de dimension
( (Γ) et invariantes par Γ, il en est alors de möeme de ) = 1

2 (µ + µ' ). Or µo est
absolument continue par rapport à ) o, et lÕinvariance parΓ de µ et de ) entraöõne celle
de dµo/d ) o modulo ) o. On sait en particulier que (! X, Γ, ) o) est ergodique, et par
cons«equent dµo/d ) o est essentiellement constante, «egaleà 1, dÕo`u µ = ) = µ' .

La non-atomicit«e deµ d«ecoule du lemme de lÕombre et du fait queµo
$
Λc(Γ)

%
= 1 ;

lÕensemble des points Þxes deΓ dansSX est invariant par Γ et par le ßot g«eod«esique,
de plus ferm«e et diff«erent du support de m, donc m-n«egligeable par ergodicit«e du ßot
g«eod«esique.

Prouvons enÞn queµo
$
ΛM (Γ)

%
= 1. Soit B une base d«enombrable de la topologie

du support de m dans SX , cÕest-`a-dire de
$
! 2X - (Λ(Γ) ' Λ(Γ)) ' R. Pour V %B,

soit M (V ) lÕensemble desu % SX tels que gt i u % ΓV pour une suite t i tendant
vers +$ . Le bor«elien M (V) est invariant par Γ et par le ßot g«eod«esique. Gröace
à la conservativit«e de (SX/ Γ, { gt

! } t &R, m! ), on sait que M (V) 3 ΓV modulo m.
LÕergodicit«e du ßot g«eod«esique montre ensuite queM (V ) est de m-mesure pleine (on

MÉMOIRES DE LA SMF 95



1F. GROUPES G «EOM «ETRIQUEMENT FINIS 25

a m(V ) > 0). Or g+ "
$.

V &B M (V )
%

= ΛM (Γ) par la d«eÞnition möeme deΛM (Γ), ce
qui emporte la conclusion.

1F. Groupes g«eom«etriquement Þnis

Cette section est consacr«ee aux groupes dÕisom«etries discrets les plus simples que
lÕon conücoive du point de vue g«eom«etrique. On songe en premier lieu aux groupes
cocompacts, cÕest-`a-dire dont le quotient de X associ«e est compact ; lÕensemble limite
dÕun tel groupe est le bord `a lÕinÞni tout entier. Les propri«et«es de ces groupes ont dÕor-
dinaire leur homologue dans la classe plus g«en«erale des groupesΓ convexe-cocompacts,
qui par d«eÞnition agissent de faücon cocompacte sur lÕenveloppeE de Λ(Γ) dans X ,
d«eÞnie comme «etant la r«eunion des g«eod«esiquesà extr«emit«es dansΛ(Γ). Faisons obser-
ver que E nÕest pas pr«ecis«ement convexe ; n«eanmoins, siX est une vari«et«e à courbure
pinc«ee, lÕenveloppe convexe deΛ(Γ) est contenue dans un voisinage uniforme deE
(voir [ Bow2 ], paragraphe 2.5).

Supposons queΓ soit convexe-cocompact. Soitm! la mesure de BMS associ«ee à
une densit«e conforme invariante parΓ et de support Λ(Γ), comme lÕon en sait exister
dÕapr`es le th«eorème 1.1. Vu que son support est le quotient parΓ de

$
! 2X - (Λ(Γ) ' Λ(Γ)) ' R + SX,

lequel quotient est compact, la mesurem! est Þnie. Aussi les groupes convexe-
cocompacts appartiennent-ils à cette classe remarquable pr«esent«ee suite au corol-
laire 1.8. En fait, les groupes convexe-cocompacts sont pr«ecis«ement les groupes
admettant une mesure de BMSà support compact. Notons que ce sont par ailleurs
les groupes dont tous les points limites sont coniques ; on en verra dÕautres caract«eri-
sations après la proposition 1.10.

Nous allons ci-après introduire une classe de groupes plus large que la pr«ec«edente.
Il sÕagira des groupes dits g«eom«etriquement Þnis, dont les multiples caract«erisations
sont bien connues dans le cadre du disque hyperbolique ; que lÕon hausse seulement la
dimension de lÕespace, et d«ejà pointent quelques complications, dont un tour dÕhorizon
a «et«e men«e à bien dans [Bow1 ] ; cette «etude a «et«e poursuivie en courbure variable
pinc«ee dans [Bow2 ], où lÕon est contraint de renoncer `a la caract«erisation en termes
de g«eom«etrie dÕun domaine fondamental. Comme les m«ethodes de [Bow2 ] ressor-
tissent par trop à la g«eom«etrie riemannienne (emploi du volume...), nous proposons
ci-dessous une analyse de la notion de Þnitude g«eom«etrique dans la g«en«eralit«e des
espaces CAT(! 1), ce qui, autant que nous le sachions, nÕa pas encore «et«e examin«e.
Nous montrerons que lÕ«equivalence des deux caract«erisations fondamentales reste va-
lable (proposition 1.10) ; pour Þnir, nous aborderons la question de la Þnitude dÕune
mesure de BMS pour les groupes d«ecrits en nous r«ef«erant à [D-O-P ].
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Un point p (dans Λ(Γ)) est dit parabolique si son stabilisateur Γp dans Γ est un
groupe («el«ementaire) parabolique (cf. 1A) ; on a alorsΛ(Γp) = { p} . Si en outreΓp agit
de faücon cocompacte surΛ(Γ) ! { p} , alors p sera dit parabolique born«e. LÕensemble des
points Þxes paraboliques born«es deΓ sera not«eΛpb(Γ). LorsqueX est une surface, tout
point parabolique est born«e, tandis quÕen dimension sup«erieure, ces deux cat«egories
se cöotoient. Nous donnerons plus loin une preuve commune des «enonc«es 1.9 et 1.10.

Le lemme suivant «etablit lÕexistence dÕhoroboules pr«ecis«ement invariantes pour un
point parabolique born«e. En courbure pinc«ee, ce fait est möeme av«er«e pour tout point
parabolique, selon le Lemme de Margulis (voir [Bow2 ]) ; ici, la compacit«e introduite
par lÕhypothèse que le point soit born«e permet de pallier lÕabsence de borne inf«erieure
g«en«erale sur la courbure.

Lemme 1.9. Ñ Soit p un point parabolique born«e deΓ. Il existe alors une horobouleH
bas«ee enp telle que les images deH par Γ soient deuxà deux disjointes ou confondues
(une telle horoboule est dite pr«ecis«ement invariante par Γp). En corollaire, il apparaöõt
queΛh (Γ) - Λpb(Γ) = " .

Nous dirons queΓ est g«eom«etriquement Þni lorsque Λ(Γ) = Λh (Γ) & Λpb(Γ). Ce
nÕest pas l`a la d«eÞnition courante, qui stipule plutöot que Λ(Γ) = Λc(Γ) &Λpb(Γ), mais
leur «equivalence a «et«e d«ejà signal«ee dans [Dal ] pour ce qui est des vari«et«es ; au surplus,
cette pr«esentation paraöõtra plus naturelleà qui «etudiera la preuve plus bas. LÕassertion
(iii) ci-dessous d«ecrit lÕaction caract«eristique dÕun groupe g«eom«etriquement Þni surX .
On y retrouve lÕimage familière dÕun quotientX/ Γ compos«e dÕune partie compacte,
dÕun nombre Þni de bouts hyperboliques et dÕun nombre Þni de cornes paraboliques.

Proposition 1.10 . Ñ Les trois assertions suivantes sont «equivalentes, et signiÞent
queΓ est g«eom«etriquement Þni :

(i) Λ(Γ) = Λh (Γ) & Λpb(Γ).
(ii) Λ(Γ) = Λc(Γ) & Λpb(Γ).
(iii) Λpb(Γ) est la r«eunion dÕun nombre Þni ou nulk dÕorbites distinctes

Γp1, . . . , Γpk , et chaque pi est la base dÕune horobouleHi , de telle sorte que les
images parΓ des horoboulesH1, . . . , Hk sont deuxà deux disjointes ou confondues, et
que le quotient deE ! (ΓH1 & á á á& ΓHk ) par Γ est compact, où E d«esigne la r«eunion
des g«eod«esiquesà extr«emit«es dansΛ(Γ).

Notons maintenant queΓ est convexe-cocompact si et seulement siΛ(Γ) = Λh (Γ),
ou encoreΛ(Γ) = Λc(Γ), et que les groupes convexes-cocompacts sont, en derni`ere ana-
lyse, exactement les groupes g«eom«etriquement Þnis ne contenant aucun sous-groupe
parabolique.

D«emonstration. Ñ Pour montrer les «enonc«es 1.9 et 1.10, nous nous appuierons sur le
lemme suivant, qui contient le premier de ceux-là.
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Lemme 1. Ñ Si p et p' sont dansΛpb(Γ) et si H ' est une quelconque horoboule bas«ee
en p' , il existe alors une horobouleH bas«ee en p, telle que pour tout & % Γ, on ait
&H - H ' = " , à moins que&p = p' .

Prouvons le lemme 1 par lÕabsurde, en supposant que pour toutn % N, lÕon ait
quelque &n % Γ tel que &n p .= p' et &n Hn - H ' .= " , où H0 est une quelconque
horoboule Þx«ee bas«ee enp, et Hn lÕhoroboule contenue dansH0 de bord à distance
n de celui de H0. Vu que Hn - &# 1

n H ' .= " , la g«eod«esique (p &# 1
n p' ) rencontre le

bord de &# 1
n H ' en un point xn % Hn ; soit aussi zn le point dÕintersection de cette

g«eod«esique avec! H0. Comme Γp agit de faücon cocompacte surΛ(Γ) ! { p} et par-
tant sur ! H0 -

/
! &" ( ! ) ! { p} (p#), on peut supposer quezn demeure dans un certain

compact, quitte à composer&n à droite par un «el«ement deΓp et à remplacerxn par
son ant«ec«edent par ce dernier, donc sans toucher `a &n xn . Il est alors facile de v«eri-
Þer, par comparaison avec le demi-plan hyperbolique, que pour1 %Γp donn«e, on a
(xn , 1xn ) ! e# n (zn , 1zn ) = O(e# n ). DÕautre part, commeΓp! agit de faücon cocom-
pacte sur ! H ' -

/
! &" ( ! ) ! { p! } (p' #), on peut de möeme supposer que&n xn ne quitte

pas un certain compact, quitte à modiÞer&n sans d«eplacerxn . On peut alors trouver
une suite ni # + $ telle que &n i xn i converge vers un pointy % X . Consid«erons
1 %Γp : on a vu plus haut que (xn i , 1xn i ) # 0, dÕo`u (y, &n i 1&# 1

n i
y) # 0, et par suite

&n i 1&# 1
n i

%Γy dès quei est assez grand (Γ est discret). Mais Γy «etant Þni, on en d«eduit
que Γp lÕest «egalement, et que&n i Γp&# 1

n i
+ Γy pour i assez grand, soitΓp + Γ&" 1

n i y , ce
qui est absurde parce queΓp est parabolique et ne Þxe par cons«equent quep.

Le lemme 2 d«ecrit lÕaction du stabilisateurΓp dÕun point parabolique born«e p sur E.

Lemme 2. Ñ Soient p %Λpb(Γ), et H une horoboule bas«ee enp. Alors le quotient de!
E &

$
Λ(Γ) ! { p}

%"
! H par Γp est compact.

En effet, prenons un domaineF fondamental localement Þni pour lÕaction deΓp

sur Λ(Γ) ! { p} . Alors F + Λ(Γ) ! { p} , vu que p %Λpb(Γ). Soit )F lÕensemble desx %X
tels que la bouleB (x, Argcosh

5
2) rencontre la r«eunion des g«eod«esiques dont lÕune des

extr«emit«es estp et lÕautre dansF . Consid«eronsa et bdistincts dansΛ(Γ) ! { p} = ΓpF .
Par comparaison avec le demi-plan hyperbolique, on voit que tout point de (ab) est à
distance au plus Argcosh

5
2 de (pa) & (pb). Par cons«equent, E + Γp )F . Or il est clair

que )F ! H est relativement compact dansX ! { p} , ce qui emporte la conclusion.

D«emontrons enÞn la proposition 1.10. Les implications (iii)6 (ii) 6 (i) sont «evi-
dentes. Supposons (i) et montrons alors (iii). Soientp1, p2 . . . des repr«esentants de
chaque orbite suivant Γ dans Λpb(Γ) (ce dernier peut öetre vide). En utilisant le
lemme 1, on peut trouver pour chaquepi une horoboule Hi bas«ee en pi de telle
sorte que les images des horoboules ferm«eesH1, . . . soient deux à deux disjointes ou
confondues. SoitD le domaine de Dirichlet pour Γ centr«e en 0 (cf. 1C). Nous allons
prouver la compacit«e deD - E ! (ΓH1 & . . . ), ce qui entraöõnera en sus que le nombre
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dÕhoroboulesH1, . . . est Þni, autrement dit que le nombre dÕorbites dansΛpb(Γ) est
Þni. Soit { xn } une suite de points deD - E non born«ee (sÕil en existe). Quitte `a
extraire, on peut supposer que{ xn } converge vers un point#, n«ecessairement situ«e
dans Λ(Γ) = E - ! X . Pour tout & % Γ, on a (xn , o) ! (xn , &o) car xn % D, et par
suite " ! (o,&o) ! 0. Ainsi # /%Λh (Γ), et donc # %Λpb(Γ) selon (i) ; on peut supposer
que # = p1 par exemple. OrD est contenu dans le domaineD1 de Dirichlet pour Γp1

centr«e eno, et dÕapr`es le lemme 2, on sait queD1 ! H1 est isol«e dep1, compte tenu
du fait que D1 est localement Þni. CommeD * xn # p1, on en d«eduit que xn %H1

pour n assez grand. Ceci ach`eve de prouver queD - E! (ΓH1 & . . . ) est compact.

La structure des groupes g«eom«etriquement Þnis que lÕon vient de pr«esenter offre une
certaine simplicit«e du point de vue g«eom«etrique. Cependant, tout au long du pr«esent
article, nous mènerons lÕ«etude des groupes principalement par la voie des mesures de
BMS associ«ees, et de ce point de vue diff«erent, les groupes les plus accessibles sont sans
conteste ceux qui admettent une telle mesure qui soit Þnie. D`es lors se pose la question
de savoir quels liens existent entre ceux-ci et ceux-l`a, entre ces deux esp`eces de Þnitude.
LorsqueX est un espace hyperbolique (courbure constante), il est bien connu que les
groupes g«eom«etriquement Þnis admettent une mesure de BMS Þnie (voir [Sull3 ]) Ñ
en particulier, ils sont de type divergent. Le problème de la r«eciproque a möeme «et«e
sugg«er«e dans [Sull2 ] : en fait, cette dernière a «et«e très largement inÞrm«ee, y compris
en dimension deux, depuis que de larges familles de groupes fuchsiens admettant
une mesure de BMS Þnie, tout en «etant eux-möemes g«eom«etriquement inÞnis, ont «et«e
böaties, par des voies toutes diff«erentes, dans [Anc ] et [Pei ], auxquels nous renvoyons
le lecteur. La situation en courbure variable pinc«ee a «et«e «etudi«ee dans [D-O-P ], et
paraöõt plus confuse, du moins plus vari«ee : loin de toujours poss«eder une mesure de
BMS Þnie, un groupe g«eom«etriquement Þni peut möeme sÕav«erer de type convergent.
Les critères de divergence et de Þnitude «elabor«es dans [D-O-P ] ne requièrent point
de borne inf«erieure sur la courbure, et se transposent avec leurs preuves dans le cadre
des espaces CAT(! 1), à quelques formulations près. Nous aurons besoin du crit`ere de
Þnitude suivant à propos du th«eorème 5.2, dont la preuve pr«esente dÕailleurs un point
commun avec celle de celui-l`a (on y prouve une Þnitude de mesure `a partir de celle
de la s«erie ci-dessous).

Th «eor ème 1.11 ([D-O-P ], th«eorème B). Ñ Supposons queΓ soit g«eom«etriquement
Þni, et soit m! une mesure de Bowen-Margulis-Sullivan associ«ee à une densit«e
conforme de dimension ( (Γ). Alors m! est Þnie si et seulement siΓ est de type
divergent et si pour tout p %Λpb(Γ), pour tout x %X , la s«erie

,

* &! p

(x, 1x)e# %(! )( x, * x )

converge.
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Avec le critère de divergence ([D-O-P ], th«eorème A), on obtient un corollaire
remarquable : supposons queΓ soit g«eom«etriquement Þni, et que pour tout p %Λpb(Γ),
lÕon ait( (Γp) < ( (Γ) ; alors la mesurem! est Þnie.

1G. Distances et mesures sur les horosph` eres

Consid«erons une horosphèreH dans X bas«ee en. %! X . On dispose dÕuneprojec-
tion PH de ! X ! { . } dans H qui à # %! X ! { . } associe le point dÕintersection de
H et de la g«eod«esique (.#). Dans [H-P1 ] a «et«e construite une distance sur! X ! { . } ,
dite dÕEuclide-Cygan, ou encore de H¬amenstadt, que nous allons reprendre en la pro-
jetant dans H . Dans la g«en«eralit«e des espaces CAT(! 1), il se peut quePH ne soit pas
r«eellement surjective mais nous nous int«eressons `a lÕimage dePH plutöot quÕ`a H tout
entière. Notons quePH est un hom«eomorphisme sur son image.

«Etant donn«es # et %dans ! X ! { . } , notons #t et %t les g«eod«esiques issues de. ,
Þnissant respectivement en# et en %, et telles que#0 %H et %0 %H (autrement dit
#0 = PH # et %0 = PH %). D«eÞnissons alors

dH (PH #, PH %) = lim
t ! + "

e# t + 1
2 ( ! t ,#t ) ,

lÕexistence de cette limite sÕobtenant par un argument de type Cauchy. On v«eriÞe
ais«ement que sir (t) est un rayon g«eod«esique Þnissant en. et tel que r (0) %H , alors
dH (PH #, PH %) = lim t ! + " et dr ( t ) (#, %). Ceci montre clairement que dH d«eÞnit bien
une distance sur! X ! { . } .

De plus, pour tout x %X , on a la formule :

dH (PH #, PH %) = e
1
2 [$ξ(x,P H ! )+ $η(x,P H #)] dx (#, %).

Pour deux horosphèresH et H ' dansX et # un point de ! X autre que les bases de
H et H ' , d«eÞnissons" ! (H, H ' ) = " ! (PH #, PH ! #), avec cet abus de notation qui aura
lÕavantage de faire apparaöõtre lÕanalogie formelle entre la propri«et«e de conformit«e de
la famille { dx } x &X et celle de{ dH } H &H qui se pr«esente ainsi :

dH ! (PH ! #, PH ! %) = e
1
2 [$ξ(H,H ! )+ $η(H,H ! )] dH (PH #, PH %).

À noter aussi, dans le möeme ordre dÕid«ees, lÕinvariance par isom«etrie de la famille
{ dH } :

d" H (P" H $#, P" H $%) = dH (PH #, PH %).

Signalons que la distance surH correspondantà la m«etrique induite par celle deX
(dans le langage des vari«et«es riemanniennes) ne co¬õncide avecdH que si X est un
espace hyperbolique (courbure constante).

Soit maintenant µ une densit«e conforme de dimension( . Nous lui associerons la
famille de mesures{ µH } H &H , où chaqueµH est d«eÞnie surH , plus pr«ecis«ement sur
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lÕimage dePH , par

d(P (
H µH )(#) = dµH (PH #) = e%$ξ(x,P H ! ) dµx (#),

cette formule «etant ind«ependante du choix dex %X . La conformit«e de dimension(
de la densit«e µ se projette sur la famille { µH } H &H suivant une analogie formelle :

dP(
H ! µH !

dP(
H µH

(#) = e# %$ξ(H ! ,H ) .

Si de plusµ est invariante par Γ, alors &( µH = µ&H pour tout & %Γ et tout H %H.

Tous les objets pr«ec«edemment d«eÞnis sur les images desPH (H % H) se trans-
portent sur les horosphères stables et instables dansSX . En effet, «etant donn«e u %
SX , en appelant H lÕhorosph`ere dansX contenant les points de base des «el«ements
de H # (u) (resp. H + (u)), il est clair que H # (u) (resp. H + (u)) correspond exacte-
ment à lÕimage dePH par la projection canonique deSX dans X ; nous ferons ainsi
correspondrePH ± (u) à PH , dH ± (u) à dH , etc. Notons que la projection

PH ± (u) : ! X ! { g)" u} !# H ± (u)

est maintenant bijective, et que dH ± (u) est une distance surH ± (u). La boule ouverte
stable (resp. instable) de centreu et de rayonr pour la distance consid«er«ee sera not«ee
B # (u, r ) (resp. B + (u, r )).

Il est clair que pour tout u %SX , # %! X ! { g)" u} et t %R, on a

" !
$
H ± (u), H ± (gt u)

%
= ± t.

En particulier, on a :

gt B ± (u, r ) = B ± (gt u, e± t r ),

et

(gt )( µH ± (gt u) = e± %t µH ± (u)

pour une densit«e µ conforme de dimension( . Notons aussi que

I B + (u, r ) = B # (I u, r ) et I ( µH + (u) = µH " ( I u) .

La proposition suivante d«ecrit la d«esint«egration dÕune mesure de BMS (g«en«eralis«ee)
suivant les trois feuilletages dont SX est en quelque sorte la somme, `a savoir les
feuilletages stable et instable, auxquels on adjoint les lignes du ßot g«eod«esique. La
structure mise à jour est souvent appel«ee Çproduit local È. On constate «egalement
que les mesuresµH ± (u) apparaissent comme les mesures conditionnelles des mesures
de BMS suivant le feuilletage (in)stable Ñ mais il «etait bien plus simple et plus naturel
de les introduire comme ci-dessus.
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Proposition 1.12 . Ñ Soient ) et µ deux densit«es conformes de dimensions res-
pectives ( ( et ( µ . Soit u0 % SX tel que ) o({ g+ " u0} ) = 0 . Pour toute fonction h
bor«elienne positive surSX , on a

&

SX
- (u)dm( ,µ (u) =

&

R
dt

&

H " (gt u0 )
d) H " (gt u0 ) (u1)

&

H + (u1 )
dµH + (u1 ) (u)- (u).(1)

&

SX
- (u)dm( ,µ (u)(2)

=
&

H " (u0 )
d) H " (u0 ) (u1)

&

H + (u1 )
dµH + (u1 ) (u2)

&

R
dt e(%µ # %ν ) t - (gt u2).

D«emonstration. Ñ Dans le membre de droite de (2) ci-dessus, on «ecrit

u = gt u2 = ( #, %, s) %! 2X ' R = SX ;

dans ces conditions,# d«ecrit ! X ! { g#" u0} , et lÕon a

# = g#" u1, %= g+ " u2, d) H " (u0 ) (u1) = e%ν$ξ(x,u 1 ) d) x (#),

dµH + (u1 ) (u2) = e%µ $η(x,u 2 ) dµx (%),

et

t = " #(u2, u) = ! " ! (u, u2) = ! " ! (u, u1), dt = ds.

Il en ressort lÕidentit«e (2), dÕapr`es la d«eÞnition möeme dem( ,µ , compte tenu du fait
que ) x ({ g+ " u0} ) = 0. On tire facilement (1) de (2), avec le th«eorème de Fubini.

1H. Quelques lemmes techniques

Eu «egard à la structure de produit local pr«esent«ee ci-dessus, il nous sera utile
dÕintroduire des esp`eces de pav«es form«es par les trois feuilletages fondamentaux de
SX li«es au ßot g«eod«esique. Nous les appellerons cellules `a lÕinstar de [Ru ], et les
d«eÞnissons comme suit : pouru % SX , E # + H # (u), E + + H + (u) et r > 0, on
notera

C(E # , E + , r ) =
-

|s|<r

gs
-

v&E "

PH + (v) P# 1
H + (u) (E

+ ).

En particulier, nous ferons usage de la cellule de centreu % SX et de cöot«es
r1, r 2, r 3 > 0 d«eÞnie par

C(u; r 1, r 2, r 3) = C
$
B # (u, r 1), B + (u, r 2), r 3

%
.

Ces cellules de centreu forment une base de voisinages ouverts deu dansSX . Notons
que

gt C(u; r 1, r 2, r 3) = C(gt u; e# t r 1, et r 2, r 3).

Le lemme technique suivant et son corollaire ne sont l`a quÕen vue dÕ«etablir les
lemmes 1.15 et 1.16 dont nous nous servirons par la suite.
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Lemme 1.13. Ñ Soit / > 0. Si r > 0 est assez petit, alors pour toutv %B # (u, r ) et
tout w %B + (u, 2), on a

PH + (v) P# 1
H + (u) w %

-

|s|< +

gsB # (w, / ).

En particulier, lÕon a
|" g+ # w

$
H + (u), H + (v)

%
| < / .

D«emonstration. Ñ Par souci dÕall«egement, nous noterons momentan«ement u± =
g± " u, etc.

Soit
v' = PH + (v) P# 1

H + (u) w = PH + (v) w+ .

Introduisons
w' = PH " (w ) P# 1

H " (u) v = PH " (w ) v# .

On voit que v' = gsw' pour un s %R. Il nous reste à majorer |s| et dH " (w ) (w' , w).
Quant à la dernière affirmation de lÕ«enonc«e, elle d«ecoulera de la première, puisque

" g+ # w
$
H + (u), H + (v)

%
= " w + (w, v' ) = " w + (w' , v' ) = s.

JustiÞons dÕabord la formule suivante qui donnes :

e
1
2 s =

du (w+ , u# )
du (w+ , v# )

du (u+ , v# ).

En usant de la propri«et«e de conformit«e des distances visuelles, on a

du (u+ , v# ) = e
1
2 $v " (v,u ) dv (u+ , v# ) = e

1
2 $v " (v,u )

car u+ = v+ , de möeme
du (w+ , u# ) = e

1
2 $w + (w,u )

(car u# = w# ), enÞn

du (w+ , v# ) = e
1
2 [$v " (w ! ,u )+ $w + (w ! ,u )]

(car w'+ = w+ et w'# = v' ). Il vient

2 log
* du (w+ , u# )

du (w+ , v# )
du (u+ , v# )

+
= " v" (v, w' ) + " w + (w, w' ) = " v" (v' , w' ) = s,

dÕo`u la formule annonc«ee.

En se servant de la relation entre distances sur les horosph`eres et distances visuelles
(voir plus haut), on v«eriÞe que

r > d H " (u) (u, v) = e
1
2 $v " (u,v ) du (u# , v# )

et
2 > d H + (u) (u, w) = e

1
2 $w + (u,w )du (u+ , w+ ).

On obtient, en joignant à cela deux formules vues auparavant, que

du (u# , v# ) < rd u (u+ , v# ) et du (u+ , w+ ) < 2du (w+ , u# ).
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Avec lÕin«egalit«e triangulaire, on en d«eduit que

|du (w+ , u# ) ! du (w+ , v# )| ! du (u# , v# ) < rd u (u+ , v# )

! r [du (u+ , w+ ) + du (w+ , v# )] < 4r
1
2

[du (w+ , u# ) + du (w+ , v# )],

et que
|du (u+ , v# ) ! 1| ! du (u# , v# ) < r

(on a 1 = du (u+ , u# )). Pourvu que r soit assez petit, on aboutit à la conclusion
d«esir«ee,à savoir que|s| < / . Pour Þnir, on v«eriÞe, gröaceà la conformit«e de la famille
des distances sur les horosph`eres, que

dH " (w ) (w' , w) = e
1
2 $v " (v,w ! ) dH " (u) (u, v) < e

1
2 sr < / ,

quitte à r«eduire r .

Corollaire 1.14 . Ñ Soit / > 0. Si r 1, r 2, r 3 > 0 sont assez petits, alors pour tout
u %SX et pour tout v %C(u; r1, r 2, r 3), on a

B + (v, e# +) + PH + (v) P# 1
H + (u)

$
B + (u, 1)

%
+ B + (v, e+).

D«emonstration. Ñ DÕaprès la propri«et«e de conformit«e des distances sur les horo-
sphères (voir supra), on voit, pour v %H # (u) et w %H + (u), que

dH + (v) (PH + (v) P# 1
H + (u) w, v) = e

1
2 $g + # w

$
H + (u) ,H + (v)

%
dH + (u) (w, u).

Ceci «etant acquis, consid«erons à pr«esent v % C(u; r1, r 2, r 3). On a v = gt v2 avec
|t| < r 3 et v2 %PH + (v1 ) P# 1

H + (u)

$
B + (u, r 2)

%
où v1 %B # (u, r 1). Gröaceà ce qui pr«ecède,

compte tenu de la dernière affirmation du lemme 1.13 (où lÕon mettra/ / 3 en place de
/ ), on a, pourvu que r1 soit assez petit :

B + (v1, e# +/ 3) + PH + (v1 ) P# 1
H + (u)

$
B + (u, 1)

%
+ B + (v1, e+/ 3),

et dÕautre part
dH + (v1 ) (v2, v1) < e+/ 3r 2

(si r 2 < 2) puisque
v2 %PH + (v1 ) P# 1

H + (u)

$
B + (u, r 2)

%

avecv1 %B # (u, r 1). Il en r«esulte que

B + (v2, e# 2+/ 3) + PH + (v2 ) P# 1
H + (u)

$
B + (u, 1)

%
+ B + (v2, e2+/ 3),

pourvu que r1 et r 2 soient assez petits. Pourr3 < / / 3, la conclusion d«esir«ee sÕensuit
en composant pargt .

Le lemme suivant pr«ecise le conditionnement dÕune mesure de BMS sur les horo-
sphères instables (un «enonc«e analogue vaut bien söur pour les horosphères stables). Il
signiÞe que la moyenne de lÕindicatrice dÕun bor«elien quelconque sur nÕimporte quelle
cellule assez petite est arbitrairement proche de la moyenne sur le cöot«e instable de
cette cellule, pourvu toutefois que lÕon «epaississe ou r«etr«ecisse un peu le bor«elien en
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question selon les directions stable et g«eod«esique, mais non selon lÕinstable, ce qui se
r«ev«elera fondamental dans les applications que nous en ferons.

Introduisons une notation pour les alt«erations dÕun bor«elien «evoqu«eesà lÕinstant.
Pour u %SX et / > 0, nous d«esignerons paru+ lÕensemble

/
|s|< + gsB # (u, / ) ; ensuite,

pour A + SX , nous noteronsA+ =
/

a&A a+ et A# + = { a %A | a+ + A} . On v«eriÞe
ais«ement que pourt " 0, lÕon a [g# t A]+ + g# t A+, ainsi que [g# t A]# + 3 g# t A# +. Cette
propri«et«e paraöõtra essentielle puisque lÕon appliquera par la suite le lemme 1.15 `a toute
la famille des g# t A (t " 0) simultan«ement.

Lemme 1.15. Ñ Soient ) et µ deux densit«es conformes non atomiques. Soit/ > 0.
Si r 1, r 3 > 0 sont su! samment petits, alors, pour toutu %SX , pour tous bor«eliens

E # + B # (u, r 1) et E + + B + (u, 1),

et pour tout bor«elien A + SX , on a lÕencadrement :

2r3 ) H " (u) (E # )µH + (u) (E + - A) ! e+ m( ,µ $
C(E # , E + , r 3) - A+

%

m( ,µ $
C(E # , E + , r 3) - A

%
! e+ 2r3 ) H " (u) (E # )µH + (u) (E + - A+).

et

Pour obtenir des encadrements `a proprement parler, on utilisera que [A# +]+ + A.

DÕautre part, lÕon pr«ef«erera parfois lÕ«enonc«e «equivalent à ce dernier obtenu en y
remplaücant lÕindicatrice deA par une quelconque fonction bor«elienne positiveh ; à ce
propos, pr«ecisons les notationsh+(u) = sup v&uε

h(v) et h# +(u) = inf v&uε h(v) (on a
bien söur [11A ]± + = 11A ± ε .

D«emonstration. Ñ Soit h une fonction bor«elienne positive surSX (en particulier 11A ).
En reprenant la d«eÞnition des cellules et en appliquant la proposition 1.12 (avec
u0 = u), on obtient que

&

C (E " ,E + ,r 3 )
hdm( ,µ

=
&

E "
d) H " (u) (v)

&

P
H + ( v )

P " 1
H + ( u )

(E + )
dµH + (v) (w)

& r 3

# r 3

dt e(%µ # %ν ) t h(gt w).

Or & r 3

# r 3

dt e(%µ # %ν ) t h(gt w) ! e+/ 22r3h+/ 2(w)

pourvu que r3 soit assez petit. De plus, gröace à la conformit«e des mesures sur les
horosphères, on a

&

P
H + ( v )

P " 1
H + ( u )

(E + )
dµH + (v) (w)h+/ 2(w)

=
&

e# %µ $g + # w

$
H + (u) ,H + (v)

%
h+/ 2 / PH + (v) P# 1

H + (u) (w)dµH + (u) (w).
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En sÕappuyant sur le lemme 1.13, on en d«eduit la seconde in«egalit«e de lÕ«enonc«e, avec
r1, r 3 assez petits (ind«ependamment deu et de h).

Inversement, en consid«erant v %E # + B # (u, r 1), on a
&

E +
hdµH + (u)

=
&

P
H + ( v )

P " 1
H + ( u )

(E + )
e# %µ $g + # w

$
H + (v) ,H + (u)

%
h / PH + (u) P# 1

H + (v) (w)dµH + (v) (w).

Or

u %B # (v, r1) et PH + (v) P# 1
H + (u) (E

+ ) + PH + (v) P# 1
H + (u)

$
B + (u, r 1)

%
+ B + (v, 2)

dÕapr`es le corollaire 1.14, pourvu quer1 soit assez petit. En utilisant alors le
lemme 1.13, on en d«eduit que

&

E +
hdµH + (u) ! e+/ 2

&

P
H + ( v )

P " 1
H + ( u )

(E + )
dµH + (v) (w)h+/ 2(w)

(si r 1 est assez petit). Avec le fait que

2r3h+/ 2(w) ! e+/ 2
& r 3

# r 3

dt e(%µ # %ν ) t h+(gt w)

dès quer3 est assez petit, on obtient en d«eÞnitive la première in«egalit«e de lÕ«enonc«e.

Un dernier lemme nous sera utile dans le chapitre 6 (proposition 6.2 et th«eo-
rème 6.4). Il montre que les moyennes sur les boules instables jouissent dÕune certaine
propri«et«e de continuit«e.

Lemme 1.16. Ñ Soit µ une densit«e conforme non atomique. Soient/ > 0 et r > 0.
Si r 1, r 2, r 3 > 0 sont su! samment petits, alors pour tout u % SX , pour tout v %
C(E # , E + , r 3) et pour tout bor«elien A + SX , on a lÕencadrement :

e# +µH + (u)

$
B + (u, re# +) - A# +

%
! µH + (v)

$
B + (v, r ) - A

%

! e+µH + (u)

$
B + (u, re+) - A+

%
.

Les möemes remarques que celles qui suivaient le lemme 1.15 restent de mise ici.

D«emonstration. Ñ On peut supposer 0 < / < log 2. On commence par se ramener
au casr = 1 en composant par g# log r . Soit h une fonction bor«elienne positive sur
SX . Consid«eronsv %C(u; r1, r 2, r 3). DÕaprès la propri«et«e de conformit«e de la famille
{ µH + } , on a

&

P
H + ( v )

P " 1
H + ( u )

$
B + (u,e ± ε)

%hdµH + (v)

=
&

B + (u,e ± ε)
h / PH + (v) P# 1

H + (u) (w)e# %µ $g + # w

$
H + (u) ,H + (v)

%
dµH + (u) (w).
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On a v = gsv2 avec |s| < r 3 et v2 % PH + (v1 ) P# 1
H + (u)

$
B + (u, r 2)

%
où v1 % B # (u, r 1).

Pour w %B + (u, e± ) + B + (u, 2), on voit, en utilisant le lemme 1.13, que

PH + (v1 ) P# 1
H + (u) w = gsPH + (v1 ) P# 1

H + (u) w %w+,

ainsi que
|" g+ # w

$
H + (u), H + (v)

%
| ! / / ( µ ,

à condition que r1 et r 3 soient assez petits. En outre, le corollaire 1.14, l«egèrement
modiÞ«e au moyen de compositions parg± log +, nous donne :

PH + (v) P# 1
H + (u)

$
B + (u, e# +)

%
+ B + (v, 1) + PH + (v) P# 1

H + (u)

$
B + (u, e+)

%

pourvu que r1, r 2, r 3 soient assez petits. Tous ces faits r«eunis emportent la conclusion.
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CHAPITRE 2

ERGODICIT «E DU FEUILLETAGE HOROSPH «ERIQUE

Pour traiter de lÕergodicit«e du feuilletage horosph«erique, nous reprendrons une
notion introduite par K. Schmidt dans [ Sch], à savoir celle de valeur essentielle pourΓ
par rapport au cocycle" de Busemann Ñ ins«eparable des horosph`eres. Un r«eel t %R
sera appel«e valeur essentiellesi pour tout bor«elien B de ! X de µo-mesure non nulle
et pour tout / > 0, il existe & %Γ tel que lÕensembleB - &B - { # | |" ! (o,&o) ! t| < / }
ne soit pas deµo-mesure nulle. Il est ais«e de se rendre compte que lÕensembleE de
ces valeurs essentielles forme un sous-groupe ferm«e deR (on pourra consulter [Sch]).
Il convient de faire observer ici queE ne d«epend point du choix deo dans X , et quÕil
est ainsi loisible de remplacero par un quelconque point x %X dans lÕ«enonc«e de la
d«eÞnition pr«ec«edente (en effet, comme# "# " ! (o, x) est continue, on peut restreindre
B à un bor«elien où cette fonction varie arbitrairement peu). LÕint«eröet de la notion de
valeur essentielle r«eside dans la caract«erisation suivante de lÕergodicit«e du feuilletage
horosph«erique. Cet «enonc«e est un cas particulier dÕun th«eorème g«en«eral de K. Schmidt
([Sch]), mais nous en redonnons une preuve directe par souci de compl«ementation.
LÕid«ee sous-jacenteconsiste très simplementà observer quÕune fonction invariante par
le feuilletage horosph«erique sera «egalement invariante par le ßot g«eod«esique pourvu
que E «epuiseR, et quÕelle induira alors une fonction invariante sur! X .

Proposition 2.1 (Schmidt). Ñ Soit µ une densit«e conforme invariante par Γ. Alors
(H , Γ, )µ) est ergodique si et seulement si(! X, Γ, µo) est ergodique etE = R.

D«emonstration. Ñ Supposons lÕergodicit«e de (H , Γ, )µ). Celle de (! X, Γ, µo) est im-
m«ediate, H «etant Þbr«e au-dessus de! X . Prenons maintenant t % R quelconque, et
prouvons quet %E. «Etant donn«es / > 0 et un bor«elien B de ! X tel que µo(B ) > 0,
consid«erons, pours %R, lÕensembleBs des horosphères de base# dans B et passant
par un point x tel que |" ! (o, x) ! s| < / / 2. Puisque )µ(B0) " µo(B )/ e# +/ 2 > 0, n«e-
cessairement)µ(H ! ΓB0) = 0 par lÕergodicit«e de (H , Γ, )µ). Il existe donc & % Γ tel
que )µ(Bt - &B0) > 0. Mais si # est la base dÕune horosph`ere deBt - &B0, on a # %B ,
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&# 1# %B , et, x d«esignant un point de ladite horosphère dansX ,

|" ! (o,&o) ! t| ! |" ! (o, x) ! t| + |" ! (x, &o)| < / .

On en conclut que
B - &B - { # | |" ! (o,&o) ! t| < / }

a une µo-mesure non nulle. Ainsit %E.
R«eciproquement, supposons que (! X, Γ, µo) soit ergodique et queE = R. Soit h

une fonction de H dans [0, 1], bor«elienne et invariante par Γ ; montrons que h est
)µ-essentiellement constante. Il sÕav«erera commode dÕavoir r«egularis«e h le long de la
composante r«eelle deH = ! X ' R, en consid«erant les fonctionsh, (2 > 0) d«eÞnies
par

h, (H ) =
& ,

0
h(gt H )dt pour H %H,

où le ßot gt est d«eÞni par gt (#, s) = ( #, s + t) pour (#, s) % H (ce ßot «etant une
projection sur H du ßot g«eod«esique surSX , nous nous sommes permis un abus de
notation). Nous allons montrer ci-après que pour tout 2 > 0, la fonction h, (encore
invariante par Γ) est invariante par gt , pour tout t % R. Nous aurons alors que
h, / gt = h, pour tout t % R, ce )µ-p.p, compte tenu de la continuit«e de h, le long
des lignes du ßotgt . Ainsi h, apparaöõtra comme «etant le relev«e dÕune fonction de! X
dans R invariante par Γ, et de ce fait µo-essentiellement constante par lÕergodicit«e de
(! X, Γ, µo). Ainsi aurons-nous queh, est «egale )µ-p.p à une fonction constantec(2).
De la relation

h, + - = h, + h- / g, ,

il vient que c est lin«eaire, cÕest-`a-dire de la formec(2) = 32. Compte tenu du fait que
|h, + - ! h, | ! +, on en d«eduit (avec un argument de densit«e d«enombrable dansR)
que )µ-p.p, on a lÕ«egalit«e h, = 32 pour tout 2 > 0. Or, en recourant à un th«eorème
classique, on sait que1

2h, # - en )µ-presque tout point quand 2 # 0. Par suite,
h = 3 ()µ-p.p), ce quÕil fallait montrer.

Resteà prouver Ñ et cÕest là le cÏur de la d«emonstration Ñ que pour un t %R Þx«e,
on a 4 / gt = 4 ()µ-p.p), où lÕon note4 = h, pour 2 > 0 Þx«e, aÞn dÕall«eger. Nous le
ferons par lÕabsurde, en supposant que lÕensemble{ 4 / gt .= 4 } nÕest pas de)µ-mesure
nulle. Quitte à changer4 en ! 4 , on peut supposer que lÕensemble{ 4 / gt > 4 } a une
)µ-mesure non nulle. On peut ensuite trouvera %R et / > 0 tels que lÕensemble

B0 = { 4 < a ! 4/ < a + 4 / < 4 / gt }

ne soit pas de)µ-mesure nulle. Choisissons un intervalleI de longueur 2/ tel que

)µ
$
(! X ' I ) - B0

%
> 0.

Appelons B lÕensemble des# % ! X tels que ({ #} ' I ) - B0 ne soit pas vide, puis
B = B ' I . Or on peut ais«ement v«eriÞer que|4 / gs ! 4 | ! 2|s| pour s %R (on rappelle
que 0! - ! 1). Par cons«equent, pour tout H %B, on a 4(H ) < a ! 4/ + 2 ' 2/ = a,
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ainsi que4(gt H ) > a , puisquegsH %B0 pour un s %]! 2/ , 2/ [, I «etant de longueur 2/ .
Or t est une valeur essentielle (E = R), et µo(B ) > 0, aussi sait-on que pour un certain
& %Γ, lÕensemble

A = B - &B - { # | |" ! (o,&o) ! t| < / }

a une µo-mesure non nulle. Pour# %A, soit I ! lÕintervalle dess %I tels que

s + " ! (o,&o) ! t %I.

CommeI est de longueur 2/ , n«ecessairementI ! est de longueur sup«erieure à / , et par
cons«equent lÕensembleA =

/
! &A { #} ' I ! est de )µ-mesure non nulle. De plus, pour

H = ( #, s) %A, on a dÕune part4 (H ) < a car H %B ; dÕautre part,

&# 1H =
$
&# 1#, s + " ! (o,&o)

%
= gt $&# 1#, s + " ! (o,&o) ! t

%
,

or
$
&# 1#, s + " ! (o,&o) ! t

%
%B ' I = B,

si bien que 4(&# 1H ) > a . Ainsi 4 / &# 1 > 4 sur A , ce qui est contradictoire avec
lÕinvariance de4 par Γ.

Ces faits pr«eliminaires «etant acquis, nous allons maintenant «etablir un r«esultat dÕer-
godicit«e du feuilletage horosph«erique sous certaines hypothèses (th«eorème 2.2). Bien
que dans le restant de cet article, seul le corollaire 2.3 soit employ«e, nous pr«esentons
cependant lÕ«enonc«e g«en«eral dont il d«ecoule, pour la bonne raison que la preuve de
lÕun ou lÕautre est strictement la möeme (à la distinction entre Γ et Γ0 près). Qui
plus est, nous comptons faire usage de ce th«eorème g«en«eral dans une future publica-
tion traitant, on le devine, des sous-groupes distingu«es de certains groupes discrets
dÕisom«etries (ce qui a d«ejà «et«e abord«e dans [Bab-L ] entre autres).

On ne sÕ«etonnera pas de retrouver ici lÕhypoth`ese de non-arithm«eticit«e du spectre
des longueurs deΓ, dont on a appris à connaöõtre la n«ecessit«e, puisque d«ejà la simple
transitivit«e topologique du feuilletage horosph«erique la requiert, et lui est möeme «equi-
valente (voir th«eorème 1.4). Ici, cette condition provient naturellement du principe de
la d«emonstration, qui consisteà faire apparaöõtre les longueurs des g«eod«esiques ferm«ees
associ«eesà Γ comme valeurs essentielles, selon la terminologie introduite en d«ebut de
chapitre. Peut-öetre nÕest-il pas inutile de rappeler ici que ladite condition est en fait
acquise dans bien des situations a priori (cf. proposition 1.6). À propos de la seconde
hypothèse portant, elle, sur la densit«e consid«er«ee, il nÕest pas besoin queΓ0 soit discret
Ñ ce pourrait möeme öetre le normalisateur deΓ dans le groupe des isom«etries de X
tout entier. Il est encore possible de remplacerΛM (Γ0) par des ensembles un peu plus
larges, quoique au fond de möeme nature. On trouvera dans [Ka3 ] des hypothèses de
nature voisine pour un r«esultat analogue, obtenu «egalement par la m«ethode des va-
leurs essentielles. Le cas de la densit«e de Lebesgue en courbure constante et dimension
deux a fait lÕobjet de [Ka2 ], où aucune de ces conditions nÕest requise.
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Th «eor ème 2.2. Ñ Supposons queΓ soit un sous-groupe distingu«e dÕun groupeΓ0

dÕisom«etries deX , et que le spectre des longueurs associ«e à Γ ne soit pas arithm«etique.
Soit µ une densit«e conforme et invariante par Γ, et supposons queµo

$
ΛM (Γ0)

%
= 1 .

Si (! X, Γ, µo) est ergodique, alors(H , Γ, )µ) lÕest «egalement.

Du r«esultat ci-dessus, nous d«egageons le corollaire suivant, qui constitue la pierre
angulaire de tout le restant de cet article, en ouvrant directement sur le th«eorème 3.1
Ñ ce dernier affirme le m«elange du ßot g«eod«esique. Ce corollaire 2.3 sÕobtient en appli-
quant le th«eorème 2.2 avecΓ0 = Γ, à la lumière du corollaire 1.8. LÕ«enonc«e ci-dessous
signiÞe encore que lÕergodicit«e du ßot g«eod«esique (fait «equivalent à la divergence du
type de Γ, dÕapr`es le th«eorème 1.7) entraöõne celle du feuilletage horosph«erique («even-
tuellement moyennant la condition que lÕon sait), relation qui a «et«e souvent pressentie
Ñ mais qui reste grossière, la r«eciproque «etant loin dÕöetre vraie (on en trouvera des
contre-exemples dans [Bab-L ]). Signalons que le premier r«esultat dÕergodicit«e du ßot
horocyclique (dimension deux) remonteà [He ] (cas des surfaces `a courbure constante
et dÕaire Þnie), «etendu aux groupes convexe-cocompacts du disque hyperbolique ayant
un exposant plus grand que 1/ 2 dans [Bu ] Ñ o ù un r«esultat plus fort est avanc«e, dont
nous reparlerons au chapitre 6 ; le cas des revöetements des surfaces cocompactes de
Þbre Z ou Z2, dont le type est encore divergent, avait «et«e obtenu dans [Bab-L ].

Corollaire 2.3 . Ñ Supposons queΓ soit de type divergent et que le spectre des lon-
gueurs associ«e à Γ ne soit pas arithm«etique. Soit µ la densit«e conforme de dimension
( (Γ) et invariante par Γ. Alors (H , Γ, )µ) est ergodique.

D«emonstration. Ñ Supposons que (! X, Γ, µo) soit ergodique. Ainsi la première condi-
tion du crit`ere dÕergodicit«e pour (H , Γ, )µ) de la proposition 2.1 est dÕembl«ee satisfaite,
et il nous suffit de prouver que lÕensembleE des valeurs essentielles est «egalà R, ce que
nous obtiendrons en montrant que toute longueur de g«eod«esique ferm«ee associ«eeà Γ
est dansE, pourvu toutefois que cette longueur soit sup«erieure à log 3 + 1, restriction
qui bien söur ne saurait affecter en rien que ce soit la conclusion ; la non-arithm«eticit«e
du spectre des longueurs fera le reste. Avant de commencer, observons une fois pour
toutes queΛ(Γ) = Λ(Γ0) = ΛM (Γ0) est pr«ecis«ement le support deµ.

Consid«erons une isom«etrie hyperbolique $ % Γ de longueur de translation
L > log 3 + 1. On notera a % ! X son point Þxe attractif. Fixons un point
b %Λ(Γ) ! { a} , puis un point x % X sur la g«eod«esique (ab). «Etant donn«e / % ]0, 2[
arbitrairement petit Þx«e, nous allons prouver que pour tout bor«elien B + ! X de
µx -mesure non nulle, lÕensemble

B - &B - { # | |" ! (x, &x) ! L | < / }

a une µx -mesure non nulle pour au moins un& %Γ ; nous aurons alors montr«e que
L %E. Le principe de la preuve est le suivant. Consid«erons la familleB desdx -boules
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de centre le point Þxe attractif dÕun conjugu«e &$&# 1 de $ où & %Γ0, autrement dit
de centre&a, et de rayon r assez petit pour que lÕon ait

|" ! (x, &$&# 1x) ! L | < / et |" ! (x, &$# 1&# 1x) + L | < /

pour tout # dans la boule de rayon triple 3Bx (&a, r ) = Bx (&a, 3r ) (faisons observer
que " &a(x, &$± 1&# 1x) = ± L). Les raisons des axiomes techniques pr«ecis de cette
d«eÞnition apparaöõtront au cours de la preuve. Prenons dansB une boule Bx (&a, r )
que nous noterons momentan«ement ∆, et commenücons par observer que pour# %∆,
on a

dx (&$&# 1#, &a) = d&" " 1 &" 1 x (#, &a)

= e
1
2 [$ξ(x, &" " 1 &" 1 x )+ $γa (x, &" " 1 &" 1 x )] dx (#, &a) < e# L + +/ 2r < r ;

ainsi &$&# 1(∆) + ∆ ; il sÕensuit que

∆ - &$&# 1∆ - { # | |" ! (x, &$&# 1x) ! L | < / } = &$&# 1∆,

ensemble deµx -mesure non nulle. Dans le cas particulier o`u le bor«elien B consi-
d«er«e plus haut serait une boule∆ de B, on aurait donc la propri«et«e d«esir«ee, puisque
&$&# 1 %Γ. Dans le cas g«en«eral, la möeme conclusion se maintiendrait pourvu queB
participöat suffisammentà la µx -masse dÕune boule deB. Plus pr«ecis«ement, supposons,
pour B de µx -mesure non nulle, quÕil existe une boule∆ = Bx (&a, r ) %B telle que

µx (∆ - B ) > (1 + e# %(L + +) )# 1µx (∆).

Comme

µx
$
&$&# 1(∆ - B )

%
=

&

# * B
e%$ξ(x, &" " 1 &" 1 x ) dµx (#) > e# %(L + +)µx (∆ - B )

compte tenu du fait que &$&# 1 %Γ, il sÕensuivrait que

µx (∆ - B ) + µx
$
&$&# 1(∆ - B )

%
> µ x (∆).

Vu que ∆ - B et &$&# 1(∆ - B ) sont tous deux contenus dans∆, on en d«eduirait que
leur intersection a uneµx -mesure non nulle. EnÞn, comme

B - &$&# 1B - { # | |" ! (x, &$&# 1x) ! L | < / } 3 ∆ - B - &$&# 1(∆ - B ),

on aurait la conclusion voulue. Aussi notre objectif consiste-t-il dor«enavant à prouver
que lÕhypoth`ese pr«ec«edente est satisfaite, en somme queB est une famille d«erivante
pour la mesureµx , ce qui signiÞe pr«ecis«ement que pour tout bor«elien B de mesure
non nulle, pour µx -presque tout # %B , on a

µx (∆ - B )
µx (∆)

!# 1

lorsque le diamètre de ∆, appartenant à B et contenant #, tend vers z«ero.

Nous allons dÕabord prouver quÕun quelconque point%%ΛM (Γ0) Þx«e appartient
à une boule deB de dx -rayon inf«erieur à un 0 > 0 arbitrairement petit. Choisissons
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un voisinageV de b dans X et r %]0, 0[ suffisamment petits pour que les conditions
suivantes aient lieu :

(i) pour z %V - X et # %Bx (a, eL + +/ 4r ), (z, x) ! / / 2 < " ! (z, x) ( ! (z, x) ) ;

(ii) pour # %Bx (a, r ), |" ! (x, $x) ! L | < / / 2 et |" ! (x, $# 1x) + L | < / / 2.

Comme %%ΛM (Γ0), nous pouvons trouver& %Γ0 tel que dx (&# 1%, a) < 1
3 e# +/ 2r et

&# 1x % V . Consid«erons alors la bouleB = Bx (&a, 1
3 e# (x, &x ) r ) ; notons tout de suite

que B a un rayon inf«erieur à 0. Nous allons maintenant montrer que%% B et que
B %B. De la relation

dx (&#, &a) = d&" 1 x (#, a) = e# 1
2 [$ξ(&" 1 x,x )+ $a (&" 1 x,x )] dx (#, a),

il vient dÕune part que
dx (&#, &a) " e# (x, &x )dx (#, a)

pour # %! X quelconque, dÕautre part que

dx (&#, &a) < e+/ 2# (x, &x )dx (#, a)

pour # %Bx (a, r ) gröaceà (i) ci-dessus. De là, on obtient dÕune part que

&Bx (a, r ) 3 Bx (&a, e# (x, &x )r ) = 3 B

(puisque & est un hom«eomorphisme et que

dx (&#, &a) " e# (x, &x ) r

dès quedx (#, a) " r ), dÕautre part que

&Bx (a, 1
3 e# +/ 2r ) + B.

Cette dernière inclusion nous donne en particulier que%= &&# 1%%B . Consid«eronsà
pr«esent# %3B . En usant des propri«et«es «el«ementaires du cocycle" , on v«eriÞe lÕidentit«e :

" ! (x, &$&# 1x) = " &" 1 ! (x, $x) + " &" 1 ! (&# 1x, x ) ! " " " 1 &" 1 ! (&# 1x, x ).

Comme &# 1# %Bx (a, r ) (par ce qui pr«ecède), la condition (ii) nous assure que

|" &" 1 ! (x, $x) ! L | < / / 2.

Ensuite,

dx ($# 1&# 1#, a) = d" x (&# 1#, a) = e
1
2 [$γ" 1 ξ(x, " x )+ $a (x, " x )] dx (&# 1#, a) < eL + +/ 4r,

dÕo`u
|" &" 1 ! (&# 1x, x ) ! " " " 1 &" 1 ! (&# 1x, x )| < / / 2

gröaceà (i). Finalement, on a obtenu que

|" ! (x, &$&# 1x) ! L | < / .

De faücon en tout point analogue, on v«eriÞe que

|" ! (x, &$# 1&# 1x) + L | < / .

Ceci Þnit de prouver queB %B.
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Nous voici en mesure dÕ«etablir, comme annonc«e, que la famille de boulesB est d«eri-
vante pour la mesureµx , cÕest-`a-dire que pour toute fonction bor«elienneh : ! X # R,
on a µx -presque partouth( = h, avech( d«esignant la fonction (dite maximale) d«eÞnie,
gröaceà ce qui pr«ecède, pour tout # %ΛM (Γ0) et donc pour µx -presque tout # %! X ,
par

h( (#) = lim
. ! 0

sup
B &Bρ,B + !

1
µx (B )

&

B
hdµx ,

où lÕon a not«e B. la sous-famille des boules deB de dx -rayons inf«erieurs à 0 > 0 (la
limite ci-dessus est d«ecroissante). Cette propri«et«e «etant av«er«ee dans le cas particulier
où h est continue, le cas g«en«eral en d«ecoule par approximation deh dans lÕespace
L 1(µx ) par des fonctions continues, gröaceà lÕin«egalit«e (4) suivante, dÕaspect familier,
que nous allons incessamment justiÞer : pour5 > 0,

(4) µx ({ h( > 5} ) !
e%(L + +)

5

&

' X
|h|dµx .

En effet, lÕapproximation deh par des fonctions continues sous le contröole de lÕin«egalit«e
(4) ci-dessus montre queµx ({ h( ! h > 5} ) ! 5 pour 5 > 0, dÕo`u µx -p.p lÕin«egalit«e
h( ! h ; de möeme, (! h)( ! ! h. Or il est ais«e de voir en examinant la d«eÞnition de la
fonction maximale que ! (! h)( ! h( . En d«eÞnitive, h( = h (µx -p.p).

Achevons la pr«esente d«emonstration par la preuve de lÕin«egalit«e (4). Prenons une
sous-familleB' + B recouvrant { h( > 5} telle que pour tout B %B' , on a

1
µx (B )

&

B
hdµx > 5.

Choisissons un quelconque compactK + { h( > 5} , puis extrayons deB' une sous-
famille Þnie B'' recouvrant K . Nommons B1, B2, . . . les boules deB'' rang«ees par
rayon d«ecroissant. D«eÞnissons par r«ecurrence (Þnie)

i 1 = 1 , i k+1 = min { i > i k | Bi - (Bi 1 & á á á& Bi k ) = " }

tant que possible. Soit B( la famille des boulesBi 1 , Bi 2 , . . . . Les boules deB( sont
alors deux à deux disjointes et lÕon a

-

B &B$

3B 3
-

B &B!!

B 3 K.

Consid«erons B % B( . Cette boule B est de centre&a pour un & % Γ0. Or 3B +
&$# 1&# 1B , puisque pour # %3B , on a

dx (&$&# 1#, &a) = d&" " 1 &" 1 x (#, &a)

= e
1
2 [$ξ(x, &" " 1 &" 1 x )+ $γa (x, &" " 1 &" 1 x )] dx (#, &a) < e# L + +/ 23r < r

(rappelons que lÕon aL > log 3 + 1). On en d«eduit que

µx (3B ) ! µx (&$# 1&# 1B ).
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En utilisant le fait que &$&# 1 %Γ, on voit que cette dernière quantit«e vaut

µ&"& " 1 x (B ) =
&

B
e%$ξ(x, &"& " 1 x )dµx (#) < e%(L + +) µx (B ).

DÕo`u il vient successivement :

µx (K ) !
,

B &B$

µx (3B ) ! e%(L + +)
,

B &B$

µx (B )

!
e%(L + +)

5

,

B &B$

&

B
hdµx !

e%(L + +)

5

&

' X
|- |dµx

(les boules de B( sont deux à deux disjointes). Comme le choix du compact
K + { h( > 5} «etait arbitraire, nous en d«eduisons lÕin«egalit«e (4).
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CHAPITRE 3

M «ELANGE DU FLOT G «EOD «ESIQUE

D«esormais, on supposera que le spectre des longueurs deΓ nÕest pas arithm«etique,
aÞn de disposer de lÕacquis du chapitre pr«ec«edent. Au paragraphe 1D sont signal«ees
quelques situations où cette hypothèse est syst«ematiquement satisfaite.

Le principal objet de ce chapitre est dÕ«etablir en toute g«en«eralit«e la propri«et«e de
m«elange du ßot g«eod«esique surSX/ Γ relativement à une mesure de Bowen-Margulis-
Sullivan associ«ee à une densit«e conforme de dimension( (Γ) (th«eorème 3.1). Nous
verrons ici que ce r«esultat d«ecoule rapidement du corollaire 2.3. CÕest que m«elange du
ßot g«eod«esique et ergodicit«e du feuilletage horosph«erique sont dans une large mesure
li«es. On trouvera conÞrmation de ce fait, pour des mesures de BMS Þnies, dans le
sixième chapitre de cet article, où lÕon «etablit à partir du m«elange du ßot g«eod«esique un
th«eorème ergodique de convergence de moyennes sur les horosph`eres (th«eorème 6.1),
qui implique en retour lÕergodicit«e du feuilletage horosph«erique. Les th«eorèmes 3.3 et
3.4 ne font que compl«eter leur ant«ec«edent ; le premier «enonce le m«elange de tout degr«e,
et le second d«ecrit le comportement m«elangeant de toutes les autres mesures de BMS,
quelles que soient les dimensions des densit«es conformes associ«ees. Signalons que ces
raffinements ne nous seront dÕaucune utilit«e par la suite.

Il convient avant toute chose de pr«eciser ce que nous entendons g«en«eralement par
m«elange dÕun ßot{ Gt } t &R relativement à une mesure positiveM . Si M est Þnie, le
ßot { Gt } t &R est dit (fortement) m«elangeant si pour tousA, B mesurables, on a

M (A - G# t B ) !#
M (A)M (B )

, M ,
quand t !# ± $ .

Si cette d«eÞnition est familière en mesure Þnie (cf. [W ]), il nÕen va plus de möeme dès
que lÕon vient `a consid«erer une mesure inÞnie. Krengel et Sucheston ont propos«e dans
[Kre-S ] une g«en«eralisation de cette notion de m«elange fort. En mesure inÞnie, elle
co¬õncide avec la propri«et«e dite de type z«ero, ant«erieurement d«ecrite dans [H-K ], et
sÕ«enonce comme suit : le ßot{ Gt } t &R sera dit m«elangeant relativement à la mesure
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inÞnie M si pour tous A, B mesurables et de masses Þnies, on aM (A - G# t B ) # 0
quand t # ± $ . Les auteurs de [Kre-S ] ont avanc«e divers arguments tendant à
bien faire voir que ce concept peut öetre reücu comme la g«en«eralisation naturelle de
la notion de m«elange (fort), du moins tant que lÕon se restreint au seul cadre de la
th«eorie de la mesure. Car il apparaöõt dÕembl«ee que le m«elange en mesure inÞnie est
une propri«et«e bien faibleà cöot«e de ce quÕil signiÞe en mesure Þnie, et cÕest pourquoi un
autre type de g«en«eralisation a «et«e conücu dans [Ho ] et [Kri ], mais qui fait appel à une
topologie sous-jacente `a lÕespace mesur«e consid«er«e Ñ le th«eorème 3.4 plus loin viendra
à point nomm«e pour illustrer ce genre de comportement. Faisons enÞn observer que
sÕil est bien connu et möeme «evident que m«elange fort implique ergodicit«e en mesure
Þnie, il nÕen est cependant plus rien en mesure inÞnie, quelle que soit la notion de
m«elange g«en«eralis«e consid«er«ee. SÕil est une faücon simple de sÕen convaincre, cÕest bien
en constatant quÕun ßot compl`etement dissipatif est toujours m«elangeant (de type
z«ero). Cela constitue la part triviale du th«eorème 3.1 ci-dessous, o`u cette situation
correspond aux groupes de type convergent ; le cas divergent d«ecoulera quantà lui du
corollaire 2.3.

Le m«elange fort du ßot g«eod«esique en mesure Þnie a «et«e souvent prouv«e dans di-
verses situations particulières, depuis les surfaces `a courbure constante et de volume
Þni (cf. [He ]) jusquÕaux groupes convexe-cocompacts, et möeme g«eom«etriquement Þ-
nis en courbure constante (cf. [Ru ]) Ñ mais lÕon sait aujourdÕhui que la classe des
groupes admettant une mesure de BMS Þnie exc`ede largement celle des groupes g«eo-
m«etriquement Þnis qui en poss`edent une (voir [Anc ] et [Pei ]). Une preuve g«en«erale
du m«elange fort du ßot g«eod«esique en mesure Þnie est donn«ee dans [Ro1 ], qui est
diff«erente de celle expos«ee ci-dessous, mais plus laborieuse. Nous tenons `a signaler
un r«ecent et «el«egant argument de M. Babillot (voir [ Bab1 ]) relevant de la th«eorie
spectrale qui permet «egalement dÕobtenir le th«eorème 3.1.

Th «eor ème 3.1. Ñ Le ßot g«eod«esique{ gt
! } t &R est m«elangeant relativement à toute

mesure de Bowen-Margulis-Sullivanm! associ«eeà une densit«e conforme de dimension
( (Γ) et invariante par Γ. Autrement dit, pour tous A, B bor«eliens deSX/ Γ, de mesures
Þnies,

m! (A - g# t
! B ) !#

m! (A)m! (B )
, m! ,

quand t !# ± $ ,

où la quantit«e limite est nulle quand, m! , est inÞnie.

Comme par la suite nous travaillerons surtout dans le revöetement universelSX , il
convient de signaler dÕores et d«ejà que le th«eorème ci-dessus y prend la forme suivante :
pour tous bor«eliensA et B born«es dansSX ,

,

&&!

m(A - g# t &B ) !#
m! (A)m! (B )

, m! ,
quand t !# ± $ .
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Cela est en r«ealit«e presque imm«ediat, pourvu seulement que lÕon se souvienne que
dans le cas, m! , < $ , lÕensemble des points Þxes deΓ est n«egligeable pourm (voir
corollaire 1.8).

D«emonstration. Ñ Le cas où est Γ est de type convergent est trivial, puisque le ßot
g«eod«esique est alors compl`etement dissipatif (th«eorème 1.7).

Supposons d«esormaisΓ de type divergent. Nous allons prouver le th«eorème sous la
forme «equivalente suivante : pour toute fonction- dans lÕespaceL 2(m! ) des fonctions
de carr«e int«egrable,- / gt

! converge faiblement dansL 2(m! ) vers la constante

1
, m! ,

&
- dm!

quand t # ± $ . Il est suffisant de prouver lÕassertion pr«ec«edente pour - continue à
support compact et pour t tendant vers +$ .

La famille { - / gt
! } t &R «etant born«ee dansL 2(m! ), on est ramen«e à montrer quÕelle

nÕadmet de valeurs dÕadh«erence faible que la constante ci-dessus. Consid«erons donc
une limite faible f dÕune suite{ - / gt i

! } où t i tend vers +$ aveci . DÕaprès le th«eorème
de Banach-Saks (cf. [Ri-N ]), on peut extraire une sous-suite{ sj } de { t i } telle que

f n =
1
n

n,

j =1

- / gsj

!

converge (fortement) dansL 2(m! ) vers la fonction f quand n # + $ . Par un autre
th«eorème classique, on dispose alors dÕune sous-suite{ f n k } qui convergem! -presque
partout vers f quand k # + $ . Or on v«eriÞe ais«ement, en utilisant lÕuniforme conti-
nuit«e de- , que la suitef n k relev«ee surSX converge sur un bor«elien E + SX invariant
(stricto sensu) par le feuilletage horosph«erique stable et parΓ, et que la limite f ( de
cette suite, d«eÞnie surE , est pareillement invariante. Par ce qui pr«ecède, le bor«elien
E est de m-mesure pleine, etf ( est «egale presque partoutà f relev«ee sur SX . La
fonction f ( induit donc une fonction sur H d«eÞnie)µ-presque partout et invariante par
Γ, et par cons«equent essentiellement constante dÕapr`es le corollaire 2.3. Il en r«esulte
que f ( est m-essentiellement constante, puis quef est m! -essentiellement constante.
Si m! est inÞnie, n«ecessairementf = 0 puisque f est aussi de carr«e int«egrable ; sim!

est Þnie, on a &
fdm ! = lim

&
f k dm! =

&
- dm!

(on a utilis«e lÕinvariance dem! par gsj

! ), dÕo`u lÕon tire la valeur attendue de la
constantef . Il en ressort que- / gt

! converge faiblement dansL 2(m! ) vers la constante
annonc«ee, ce quÕil fallait montrer.

Tous les r«esultats à venir au Þl de cet article d«ependent du m«elange du ßot g«eod«e-
sique. Pour «etablir un certain nombre dÕentre eux (th«eorèmes 3.4, 6.1, 6.4 et 4.2), on
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pr«ef«erera au th«eorème 3.1 un «enonc«e «equivalent, où le m«elange est conditionn«e sur les
horosphères instables du ßot g«eod«esique : cÕest le corollaire suivant.

Corollaire 3.2 . Ñ Soit m! une mesure de Bowen-Margulis-Sullivan associ«eeà une
densit«e µ conforme, invariante par Γ et non atomique. Pour tout u %SX , pour tout
bor«elien E + + H + (u) et tout bor«elien A + SX born«e et de bordm-n«egligeable, on a

,

&&!

µH + (u) (E + - g# t &A) !# µH + (u) (E + )
m(A)
, m! ,

quand t !# + $ ,

pourvu que la quantit«e limite ci-dessus ait un sens.

Il faut bien noter que dans lÕ«enonc«e, le tempst tend vers +$ et non vers !$ .

On dispose bien entendu dÕun «enonc«e similaire en consid«erant le feuilletage stable :
si E # + H # (u), on a, quand t # + $ ,

,

&&!

µH " (u) (E # - gt &A) !# µH " (u) (E # )
m(A)
, m! ,

.

DÕautre part, le corollaire 3.2 peut öetre formul«e en termes de fonctions continues `a
support compact plutöot que de bor«eliens born«es de bord n«egligeable (ce que lÕon voit
ais«ement à lÕaide dÕun argument dÕapproximation) :

Pour tout u %SX , pour tout bor«elien E + + H + (u) et toute fonction h %Cc(SX/ Γ),
que lÕon rel`eve en une fonction'h sur SX , on a

&

E +

'h / gt dµH + (u) !# µH + (u) (E + )
1

, m! ,

&
- dm! quand t !# + $ .

D«emonstration. Ñ Nous nous limiterons au cas où , m! , < $ (on dispose alors du
corollaire 1.8), le compl«ementaire sÕobtenant exactement de la möeme manière, avec
seulement bien des simpliÞcations. Consid«eronsu %SX et A comme dans lÕ«enonc«e.
Fixons / > 0. Nous allons prouver que pourv %H + (u), il existe r > 0 tel que pour
tout bor«elien E + + B + (v, r ) on a, dès quet est assez grand,

e# +µH + (u) (E + )
m(A) ! /

, m! ,
!

,

&&!

µH + (u) (E + - g# t &A) ! e+µH + (u) (E + )
m(A) + /

, m! ,
.

Pour achever la d«emonstration, il ne restera plus quÕ`a «etendre la validit«e de cette
in«egalit«e à tout E + born«e dansH + (u) par le biais dÕun recouvrement Þni deE + par
des boules du typeB + (v, r ) comme ci-dessus ; on fera ensuite tendre/ vers 0, et lÕon
pourra conclure.

Consid«erons doncv %H + (u). LÕassertion «enonc«ee pr«ec«edemment d«ecoulera dÕune
conjonction du th«eorème 3.1 et du lemme 1.15. Cependant, une l«egère difficult«e sur-
vient à lÕapplication de ce lemme, comme le lecteur pourra sÕen rendre compte dans
ce qui suit, à savoir quev nÕest pas n«ecessairement dans le support deµH " (v) . CÕest

MÉMOIRES DE LA SMF 95



CHAPITRE 3. M «ELANGE DU FLOT G «EOD «ESIQUE 49

pour obvier à cet inconv«enient que nous introduisons un pointv' % H # (v) contenu
dans le support deµH " (v) . Nous rapprocherons pour ainsi direv et v' en les poussant
par le ßot g«eod«esique.

Gröace aux hypothèses se rapportant `a A, on peut trouver 5 %]0, / / 3[ tel que

m(A/ ) ! / ! m(A) ! m(A# / ) + /

(la notation A± / est celle introduite au paragraphe 1H). Prenons alorsr1 > 0 et
r3 > 0 assez petits pour que lÕ«enonc«e du lemme 1.15 soit valable pour la mesure
m et avec 5 à la place de / , puis s " 0 assez grand pour quegsv' soit dans la
boule B # (gsv, r1), qui sera not«ee E # ; ainsi µH " (gs v) (E # ) > 0. À pr«esent, si E +

est un quelconque bor«elien contenu dansB + (v, e# s), alors gsE + + B + (gsv, 1), et
une double application du lemme 1.15 nous donne les encadrements suivants, o`u lÕon
note C la cellule C(E # , gsE + , r 3) :

e# +/ 3m(C) ! 2r3µH " (gs v) (E # )µH + (gs v) (gsE + ) ! e+/ 3m(C),

et pour t " s,

e# +/ 3m(C - gs# t &A# / ) ! 2r3µH " (gs v) (E # )µH + (gs v) (gsE + - gs# t &A)

! e+/ 3m(C - gs# t &A/ ).

DÕautre part, le th«eorème 3.1 (pour lÕapplication duquel on prendra note de la
remarque qui lui succède) entraöõne que pourt assez grand, on a

,

&&!

m(C - gs# t &A/ ) ! e+/ 3, m! , # 1m(C)m(A/ ) ! e+/ 3m(C), m! , # 1$
m(A) + /

%

et pareillement
,

&&!

m(C - gs# t &A# / ) " e# +/ 3m(C), m! , # 1$
m(A) ! /

%
.

En rassemblant les in«egalit«es pr«ec«edentes, vu queµH " (gs v) (E # ) > 0, nous obtenons,
pour t assez grand,

e# +µH + (gs v) (gsE + )
m(A) ! /

, m! ,
!

,

&&!

µH + (gs v) (gsE + - gs# t &A)

! e+µH + (gs v) (gsE + )
m(A) + /

, m! ,
.

Comme (gs)( µH + (gs v) est proportionnelle à µH + (v) , lÕencadrement d«esir«e sÕensuit.

Nous raffinons à pr«esent sur le th«eorème 3.1, en montrant avec la möeme m«ethode
que le ßot g«eod«esique est m«elangeant de tout degr«e (cf. [W ], lÕ«enonc«e ci-dessous repro-
duit la d«eÞnition de ce concept), ce pour une mesure de BMS Þnie, la g«en«eralisation
en mesure inÞnie se r«ev«elant d«epourvue dÕint«eröet.
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Th «eor ème 3.3. Ñ Supposons queΓ admette une mesure de Bowen-Margulis-Sulli-
van Þnie m! . Pour tout entier p " 1, le ßot g«eod«esique{ gt

! } t &R est m«elangeant de
degr«e p relativement à m! . Autrement dit, pour tous bor«eliens A0, . . . , Ap, on a

m! (A0 - g# t 1
! A1 - á á á- g# t 1 # ááá# t p

! Ap) !#
m! (A0) . . . m! (Ap)

, m! , p

quand t1, . . . , tp # + $ .

D«emonstration. Ñ Proc«edons par r«ecurrence surp. Le cas p = 1 est donn«e par le
th«eorème pr«ec«edent. Supposons acquis le m«elange dÕordrep ! 1. De la möeme manière
que dans la preuve du th«eorème 3.1, nous allons prouver que

- 1 / gt 1
! . . . - p / gt 1 + ááá+ t p

!

converge faiblement dansL 2(m! ) vers

, m! , # p
&

- 1dm! . . .
&

- pdm!

quand t1, . . . , tp # + $ , pour - 1, . . . , - p continues à support compact, ce qui suffira.
Consid«erons donc une valeur dÕadh«erence faiblef de cette famille, associ«ee à une
suite dans Rp dont chaque composante tend vers +$ . On peut (par le th«eorème de
Banach-Saks) extraire de cette dernière une sous-suite{ (s1j , . . . , spj )} telle que

f n =
1
n

n,

j =1

- 1 / gs1j

! . . . - p / gs1j + ááá+ spj

!

converge dansL 2(m! ) vers f quand n # + $ . En consid«erant une sous-suite conver-
geant p.p vers f , on montre, comme dans la preuve du th«eorème 3.1, quef est le
quotient dÕune fonction surSX invariante par le feuilletage stable, puis quef est
essentiellement constante, gröace au corollaire 2.3. EnÞn, on a

&
fdm ! = lim

&
f n dm! = lim

1
n

n,

j =1

&
- 1- 2 / gs2j

! . . . - p / gs2j + ááá+ spj

! dm!

(on a utilis«e lÕinvariance dem! par gs1j

! ) ; or le m«elange dÕordrep ! 1 nous fournit la
valeur de cette limite, qui est conformeà ce que lÕon attendait.

Le th«eorème suivant d«ecrit le comportement des mesures de BMS laiss«eesà lÕ«ecart
par le th«eorème 3.1. On y voit apparaöõtre une faücon de m«elange. Rappelons que si
une mesure du typem( " ,( +

! de lÕ«enonc«e ci-dessous est Þnie, alors( # = ( + = ( (Γ) et

m( " ,( +

! = m! est unique (dÕapr`es un avatar du th«eorème 1.7) ; nous avons donc ici
affaire à des mesures en g«en«eral inÞnies. Avec la propri«et«e de m«elange que manifeste
une mesurem( " ,( +

! inÞnie et que lÕon «etablit ci-dessous, lÕon retrouve la notion de
m«elange g«en«eralis«e sugg«er«ee par Hopf (voir [Ho ]), illustr«ee dÕabord par lui-möeme
dÕun exemple sp«ecialement böati à cet effet, puis par Krickeberg ([Kri ]) pour certains
systèmes dynamiques li«esà des chaöõnes de Markov. Ce type de m«elange g«en«eralis«e est
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plus fort que celui d«eÞni dans [Kre-S ] et dont il a «et«e question plus hautà propos du
th«eorème 3.1. Insistons encore sur son caractère topologique : on se convainc sans peine
que les conditions de continuit«e apparaissant dans lÕ«enonc«e ci-dessous sont absolument
n«ecessaires d`es que () # , ) + ) .= ( µ, µ).

Th «eor ème 3.4. Ñ Soit m! = mµ,µ
! une mesure de Bowen-Margulis-Sullivan asso-

ci«ee à une densit«e µ conforme de dimension( = ( (Γ) et invariante par Γ. Soient ) #

et ) + deux densit«es, conformes de dimensions respectives( # et ( + , invariantes par Γ,
non atomiques et rendant n«egligeable lÕensemble des points Þxes elliptiques deΓ. Alors,
pour tous bor«eliens born«esA, B de SX/ Γ tels quem( " ,µ

! (! A) = mµ, ( +

! (! B ) = 0 , on a

e(%+ # %)t m( " ,( +

! (A - g# t
! B ) !#

m( " ,µ
! (A)mµ, ( +

! (B )
, m! ,

quand t !# + $ ,

où la quantit«e limite ci-dessus est nulle quand, m! , est inÞnie.

Ce th«eorème ergodique pr«esente une forme «equivalente en termes de fonctions :

Pour toutes fonctions - , 4 SX/ Γ # R, continues à support compact, on a

e(%+ # %)t
&

- 4 / gt dm( " ,( +

! !#
1

, m! ,

&
- dm( " ,µ

!

&
4dmµ, ( +

! quand t !# + $ .

D«emonstration. Ñ Nous nous limiterons au cas où , m! , < $ , le cas compl«ementaire
sÕobtenant exactement de la möeme manière, avec seulement bien des simpliÞcations.
D«esignons par) une densit«e conforme de dimension( ( , invariante par Γ et non ato-
mique. Nous allons prouver le th«eorème successivement dans les cas o`u () # , ) + ) est
dÕabord () , µ), puis (µ, ) ), et enÞn dans le cas g«en«eral.

Soit B un bor«elien de SX , born«e et de bord m-n«egligeable. Dans ces conditions,
«etant donn«e / > 0 arbitrairement petit, par application du lemme 1.15 puis du corol-
laire 3.2, on obtient que pour toute celluleC assez petite, dès quet est assez grand,

e# + m( ,µ (C)m(B )
, m! ,

!
,

&&!

m( ,µ (C - g# t &B ) ! e+ m( ,µ (C)m(B )
, m! ,

.

À lÕaide dÕun argument dÕapproximation par les cellules, il vient, pour tout bor«elienA,
,

&&!

m( ,µ (A - g# t &B ) !#
m( ,µ (A)m(B )

, m! ,
quand t !# + $ .

Ensuite, en usant des propri«et«es de quasi-invariance des mesures de BMS g«en«eralis«ees,
on voit que

,

&&!

e(%ν# %)t mµ, ( (A - g# t &B ) =
,

&&!

mµ, ( (B - gt &A)

=
,

&&!

m( ,µ (I B - g# t &I A).
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Avec ce qui pr«ecède, pourvu queA soit de bord m-n«egligeable, on obtient que

e(%ν# %)t
,

&&!

mµ, ( (A - g# t &B ) !#
m( ,µ (I B )m(I A)

, m! ,
=

m(A)mµ, ( (B )
, m! ,

lorsque t # + $ . En examinant à travers le prisme du lemme 1.15 ce que lÕon vient
dÕ«etablir, de la möeme faücon que nous avions d«eduit le corollaire 3.2 du th«eorème 3.1
via ce möeme lemme, nous allons voir que pour toutu %SX , pour tout bor«elien born«e
E + + H + (u) de bord µH + (u) -n«egligeable, et tout bor«elien born«e B + SX de bord
mµ, ( -n«egligeable,

(4) e(%ν# %)t
,

&&!

) H + (u) (E + - g# t &B ) !# µH + (u) (E + )
mµ, ( (B )

, m! ,
quand t !# + $ .

Aussi reprenons pas `a pas la preuve du corollaire 3.2, `a laquelle nous renvoyons
le lecteur. «Etant donn«e u % SX , / > 0 arbitrairement petit, v % H + (u), on Þxe
v' %suppµH " (v) ; après avoir choisi5 %]0, / / 3[ assez petit pour que

mµ, ( (B/ ) ! / ! mµ, ( (B ) ! mµ, ( (B# / ) + / ,

on prend r1, r 3 > 0 tels que lÕ«enonc«e du lemme 1.15 soit valable pour les mesuresm
et mµ, ( avec5 à la place de/ , et enÞns " 0 tel que gsv' %B # (gsv, r1) = E # . Quitte
à modiÞerr1, on peut supposer de plus queµH " (gs v) (! E # ) = 0. Pour un quelconque
bor«elien E + + B + (v, e# s) born«e et de bordµH + (u) -n«egligeable, on a, par application
du lemme 1.15, en notantC = C(E # , gsE + , r 3),

e# +/ 3m(C) ! 2r3µH " (gs v) (E # )µH + (gs v) (gsE + ) ! e+/ 3m(C),

et, pour t " s,

e# +/ 3mµ, ((C- gs# t &B# / ) ! 2r3µH " (gs v)(E
# )) H + (gs v) (gsE + - gs# t &B )

! e+/ 3mµ, ((C- gs# t &B/ ).

Gröaceà ce qui a «et«e «etabli plus haut, cÕest-`a-dire le cas () # , ) + ) = ( µ, ) ) du th«eorème,
et compte tenu du fait que m(! C) = 0 par construction de C, on sait que, pour t
assez grand, on a

,

&&!

e(%ν# %)( t # s) mµ, ( (C - gs# t &B/ ) ! e+/ 3m(C), m! , # 1$
mµ, ( (B ) + /

%
,

ainsi que
,

&&!

e(%ν# %)( t # s) mµ, ( (C - gs# t &B# / ) " e# +/ 3m(C), m! , # 1$
mµ, ( (B ) ! /

%
.
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Il r«esulte des encadrements pr«ec«edents que pourt grand, on a

e# +e# %sµH + (gs v) (gsE + )
mµ, ( (B ) ! /

, m! ,
! e(%ν# %)t e# %νs

,

&&!

) H + (gs v) (gsE + - gs# t &B )

! e+e# %sµH + (gs v) (gsE + )
mµ, ( (B ) + /

, m! ,
,

puis

e# +µH + (u) (E + )
mµ, ( (B ) ! /

, m! ,
! e(%ν# %)t

,

&&!

) H + (u) (E + - g# t &B )

! e+µH + (v) (E + )
mµ, ( (B ) + /

, m! ,
.

Ce dernier encadrement subsiste maintenant pour tout E + + H + (u) born«e et de bord
n«egligeable, et il ne reste plus quÕ`a faire tendre / vers 0 pour achever dÕ«etablir ( 4).

Le th«eorème d«ecoule Þnalement de la conjonction de (4) où lÕon mettra) + à la
place de) , et du lemme 1.15 appliqu«e à la mesurem( " ,( +

, de la möeme faücon que lÕon a
tir«e le cas () # , ) + ) = ( ) , µ) du corollaire 3.2 et dudit lemme, en d«ebut de preuve.
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CHAPITRE 4

D «ENOMBREMENT ET
«EQUIDISTRIBUTION ASYMPTOTIQUE DES ORBITES

Le pr«esent chapitre est d«evolue au problème du d«enombrement et de la r«epartition
des orbites deΓ, que nous relieronsà celui du m«elange du ßot g«eod«esique, objet du
chapitre pr«ec«edent, et qui pour nous fut justement suscit«e par ce qui vient. Rappelons
que depuis le chapitre 3, il est suppos«e que le spectre des longueurs du groupeΓ nÕest
pas arithm«etique.

Le r«esultat principal est le th«eorème 4.1 (comprenant 4.1.1 et 4.1.2). Les deux co-
rollaires qui font suite à lÕ«enonc«e 4.1.1, quoique imm«ediats, m«eritent dÕöetre mention-
n«es explicitement, car ils paraöõtront plus accessibles `a première vue. Le corollaire 2,
dÕabord, montre un «equivalent à la fonction orbitale de Γ admettant une mesure de
BMS Þnie. Ce problème ayant «et«e abord«e bien des fois, nombre de r«esultats partiels
«etaient d«ejà connus, mais nous nÕen citerons que tr`es peu. Le lecteur int«eress«e pourra
trouver dans [Bab2 ] un aperücu historique qui fait d«efaut ici. Nous nous contenterons
dÕobserver que, hormis dans [Marg ] (cas des vari«et«es compactes), il sÕen fallait assez
que les m«ethodes jusque-là employ«ees fussent vraiment «el«ementaires, soit quÕelles re-
levassent de la th«eorie spectrale, pour les groupes g«eom«etriquement Þnis dans lÕespace
hyperbolique de dimensiond, où lÕon rencontre g«en«eralement lÕobstruction( (Γ) > d/ 2
([CdV ], [L-P ] qui «etablit un d«eveloppement asymptotique extröemement pouss«e),
notablement contourn«ee dans [Patt4 ] (cas des surfaces convexe-cocompactes), soit
quÕelles ressortissent `a la dynamique symbolique et au formalisme thermodynamique,
avec codage du ßot g«eod«esique, en courbure pinc«ee ([L ] pour les groupes convexe-
cocompacts, [Dal-P ] pour quelques autres). En outre, les groupes `a mesure de BMS
Þnie jusquÕalors «etudi«es appartenaient syst«ematiquement à la classe des groupes g«eo-
m«etriquement Þnis, sans dÕailleurs que le probl`eme en question ait pu öetre r«esolu pour
lÕensemble de ceux-l`a (sauf en dimension 2 et courbure constante), et lÕon avait möeme
«et«e jusquÕ`a conjecturer (voir [Patt3 ]) que cette classe «etait caract«eris«ee par le fait de
poss«eder un «equivalent exactement exponentiel pour la fonction orbitale, comme dans
le corollaire 2 ci-dessous. Or deux travaux r«ecents dont nous avons d«ejà fait mention,
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[Anc ] et [Pei ], ont r«ev«el«e que la classe des groupes `a mesure Þnie exc`ede très large-
ment la pr«ec«edente, möeme en dimension deux et courbure constante. Aussi convient-il
de redresser la conjecture «evoqu«ee, à la lumière du corollaire 2, auquel on joindra le
th«eorème 4.1.2 qui en constitue la contrepartie : le fait que la fonction orbitale ait un
«equivalent exactement exponentiel caract«erise la classe des groupes `a mesure de BMS
Þnie. À propos du th«eorème 4.1.2, il semble que le cas o`u X est le disque hyperbo-
lique et où ( (Γ) = 1 ait seul «et«e «etabli auparavant, dans [Patt2 ] ; il faut dÕautre part
noter que pour certains groupes satisfaisant `a lÕhypothèse de ce th«eorème, cÕest un
«equivalent à la fonction orbitale qui a pu öetre propos«e (cas des revöetements ab«eliens
de vari«et«es convexe-cocompactes, voir [Pol-S ], [Bab-L ]).

Plus que le d«enombrement, cÕest la r«epartition asymptotique möeme des points des
orbites dÕun groupe `a mesure de BMS Þnie que nous pouvons ici cerner : le corol-
laire 1 en offre un aperücu, qui exprime essentiellement que la probabilit«e uniforme
sur les points orbitaux situ«es dans une boule converge vaguement vers la mesure de
Patterson-Sullivan, quand le rayon de ladite boule tend vers lÕinÞni (on trouve d«ejà un
tel «enonc«e dans [L ] et [Pol-S ]). Mais cÕest lÕ«equidistribution plus g«en«erale quÕavance
le th«eorème 4.1.1à laquelle nous avons «et«e conduits, puisque cet «enonc«e est lÕexact
«equivalent du m«elange du ßot g«eod«esique Ñ nous nÕexposerons cependant que lÕas-
cendance du th«eorème 3.1, d«ejà «etabli, sur le suivant, mais lÕon pourrait obtenir la
r«eciproque par les möemes m«ethodes que celles de la d«emonstration. La clef de cette
dernière est une correspondance entre m«elange du ßot g«eod«esique et distribution orbi-
tale (voir la premi ère «etape ci-dessous). Nous avions d«ejà rencontr«e ce type dÕ«equidis-
tribution double dans [Ro2 ] (en correspondance avec lÕergodicit«e rationnelle du ßot
g«eod«esique). EnÞn, nous utiliserons pleinement lÕ«enonc«e g«en«eral 4.1 dans le problème
de la r«epartition des g«eod«esiques ferm«ees qui fera lÕobjet du chapitre suivant.

On a ci-dessous adopt«e les notationsDz pour la masse de Dirac au pointz, et C(K )(

pour le dual faible-4 de lÕespace des fonctions continues sur un espace compactK .

Th «eor ème 4.1.1. Ñ Supposons queΓ admette une mesure de Bowen-Margulis-
Sullivan m! Þnie, associ«ee à une densit«e µ conforme de dimension ( = ( (Γ) et
invariante par Γ. Alors, pour tous x et y dans X , quand t tend vers + $ ,

( , m! , e# %t
,

&&!
(x, &y) ! t

D&y 0 D&" 1 x 6 µx 0 µy faiblement dansC(X ' X )( .

Corollaire 1 . Ñ ( , m! , e# %t #
&&!

(x, &o) ! t
D&o 6 µx faiblement dansC(X )( .

Corollaire 2 . Ñ # { & %Γ | (x, &y) ! t} 7
, µx ,, µy ,

( , m! , e%t .

MÉMOIRES DE LA SMF 95



CHAPITRE 4. «EQUIDISTRIBUTION ASYMPTOTIQUE DES ORBITES 57

Th «eor ème 4.1.2. Ñ Supposons queΓ nÕadmette pas de mesure de Bowen-Margulis-
Sullivan Þnie. Alors, quandt tend vers+ $ ,

# { & %Γ | (o,&o) ! t} = o(e%t ).

D«emonstration. Ñ Nous nous contenterons de d«etailler seulement la preuve du th«eo-
rème 4.1.1 ; lÕ«enonc«e compl«ementaire 4.1.2 sÕobtient de la möeme manière, en suivant le
cours de la pr«esente preuve (on utilisera notamment le th«eorème 3.1 dans la situation
correspondante), mais avec nombre de simpliÞcations, ce qui nÕ«etonnera pas, vu la
relative grossièret«e du r«esultat. Supposons donc, m! , < $ , et rappelons que dans ce
cas le support deµ est Λ(Γ).

Notons ) t
x,y la mesure de lÕ«enonc«e, cÕest-`a-dire

) t
x,y = ( , m! , e# %t

,

(x, &y) ! t

D&y 0 D&" 1 x .

Pour x % X et A + ! X , introduisons deux espèces de cöones de sommetx et de
baseA, lÕun par exc`es, lÕautre par d«efaut, comme suit (avecr > 0) :

C+
r (x, A ) = { y %X | 8 x' %B (x, r ) et # %A tels queB (y, r ) - ]x' #) .= " } ,

C#
r (x, A ) = { y %X | B (y, r ) +

.
x ! &B (x,r )

/
! &A ]x' #)} .

Dans une première «etape, où sera mise en lumière la correspondance entre m«elange
du ßot g«eod«esique (fait acquis par le th«eorème 3.1) et d«enombrement asymptotique des
orbites de Γ, nous approcherons le comportement asymptotique quandT # + $ de

) T
x,y

*
C±

r (x, A ) ' C±
r (y, B )

+
, pour A, B assez petits, etx, y convenablement situ«es par

rapport à A et B . Une seconde «etape affranchira le r«esultat pr«ec«edent de la condition
portant sur x et y, puis une dernière achèvera la preuve du th«eorème par globalisation
par rapport à A et B .

Première «etape. Ñ Soit / > 0. Soient (#0, %0) % ! X ' ! X et x, y % X . Supposons
que x %(#0#(

0 ) et y %(%0%(
0 ) où #(

0 et %(
0 sont dansΛ(Γ). Il existe alors des voisinages

ouverts V et W respectivement de#0 et %0 dans ! X , tels que pour tous bor«eliens
A + V et B + W , on a, quandT # + $ ,

lim sup ) T
x,y

*
C#

1 (x, A ) ' C#
1 (y, B )

+
! e+µx (A)µy (B )

et lim inf ) T
x,y

*
C+

1 (x, A ) ' C+
1 (y, B )

+
" e# +µx (A)µy (B ).

D«emonstration. Ñ Commenücons par introduire un certain nombre dÕobjets g«eom«e-
triques dont nous aurons besoin tout au long de la preuve de cette «etape. On v«eriÞera
ais«ement que tous ces ensembles ont unestructure stable par les isom«etries deX .

DÕabord, nous allons d«eÞnir, pour z %X , r > 0, A + ! X , lÕensembleK + (z, r, A )
des points deSX qui d«eterminent chacun une g«eod«esique dÕextr«emit«e positive dansA
et qui sont situ«es sur un intervalle de cette g«eod«esique de longueurr et de milieu bas«e
dans X à distance au plusr de z. En voici la description pr«ecise : pour (#, %) %! 2X ,
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notons z!# le point de SX d«etermin«e par les conditionsg#" z!# = #, g+ " z!# = %
et le projet«e de z!# dans X est le point de la g«eod«esique (#%) le plus proche dez (il
sÕagit duÇprojet«e orthogonalÈ de z sur (#%), cf. 1A) ; on d«eÞnit alors K + (z, r, A )
comme lÕensemble des pointsgsz!# où ! r/ 2 < s < r/ 2 et où (#, %) % ! 2X est tel
que %% A et que la distance dez à la g«eod«esique (#%) est strictement inf«erieure
à r . On utilisera aussi lÕensemble sym«etrique du pr«ec«edent obtenu par inversion des
extr«emit«es des g«eod«esiques,à savoir K # (z, r, A ) = I K + (z, r, A ). Nous noterons aussi
K (z, r) = K ± (z, r, ! X ). Remarquons queK (z, r) + SB(z,3r/ 2).

DÕautre part, nous ne pourrons nous contenter de lÕombre `a lÕinÞni dÕune boule
de X telle quÕelle a «et«e d«eÞnie en 1A, mais aurons besoin des variantes ci-dessous de
cet objet. Pour r > 0, a %X et b %X , avec (a, b) > 2r , nous distinguerons les ombres
suivantes, respectivement par exc`es et par d«efaut :

O+
r (a, b) = { # %! X | 8 a' %B (a, r ) tel que ]a' #) - B (b, r) .= " } ,

O#
r (a, b) = { # %! X | 1 a' %B (a, r ), ]a' #) - B (b, r) .= " } .

Quand a tend vers un point %%! X , les ombres pr«ec«edentes ont pour limite commune :

Or (%, b) = { # %! X | (%#) - B (b, r) .= " } = O±
r (%, b).

EnÞn, pour r > 0 et a, b%X avec (a, b) > 2r , nous noteronsL r (a, b) lÕensemble des
(#, %) %! 2X tels que la g«eod«esique (#%) orient«ee de# vers %traverse dÕabordB (a, r )
et ensuite B (b, r). Observons que

O#
r (b, a) ' O#

r (a, b) + L r (a, b) + O+
r (b, a) ' O+

r (a, b).

Choisissonsà pr«esentr %]0, min(1, / / 30( )[ tel que

µx
$
! Or (#0, x)

%
= 0 = µy

$
! Or (%0, y)

%

(ce qui ne fait quÕexclure un ensemble de valeurs der au plus d«enombrable). Comme
#(

0 %Or (#0, x) et %(
0 %Or (%0, y), nous avons

µx
$
Or (#0, x)

%
µy

$
Or (%0, y)

%
> 0.

Prenons alors deux ouverts)V et 0W de X , contenant respectivement#0 et %0, assez
petits aÞn que pour tout (a, b) % )V ' 0W , lÕon ait

e# +/ 30µx
$
Or (#0, x)

%
! µx

$
O±

r (a, x)
%

! e+/ 30µx
$
Or (#0, x)

%

et e# +/ 30µy
$
Or (%0, y)

%
! µy

$
O±

r (b, y)
%

! e+/ 30µy
$
Or (%0, y)

%
.

Nous choisissons enÞn pourV et W des voisinages ouverts dans! X de #0 et %0

respectivement, tels queV + )V - ! X et W + 0W - ! X .
Consid«erons deux bor«eliensA + V et B + W . Notons pour all«eger

K + = K + (x, r, A ) et K # = K # (y, r, B ).
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Notre m«ethode consisteà estimer asymptotiquement (quandT # + $ ) la quantit«e
& T

0
e%t

,

&&!

m(K + - g# t &K # )dt

en la d«eveloppant suivant le groupeΓ, dont les «el«ements intervenant ici seront juste-
ment ceux que lÕon cherche `a d«enombrer dans cette «etape. Comme le th«eorème 3.1
fournit de son cöot«e un «equivalent asymptotique de lÕint«egrande ci-dessus, le r«esultat
de la première «etape sÕensuivra.

En revenant aux d«eÞnitions, on v«eriÞe, pour& %Γ avec (x, &y) > 2r , que

m(K + - g# t &K # ) =
&

dµx (#)dµx (%)

[dx (#, %)]2%

& r/ 2

# r/ 2
11K (&y,r ) (g

t + sx!# )ds

où lÕint«egrale porte surL r (x, &y) - (&B ' A).
Nous allons dÕabord majorer la quantit«e

& T # 3r

0
e%t

,

&&!

m(K + - g# t &K # )dt.

DÕune part, pour (#, %) %L r (x, &y), on a

dx (#, %)2%" e# 2%r " e# +/ 15.

DÕautre part, supposons queL r (x, &y) - (&B ' A) ne soit pas vide ; en se reportant
aux d«eÞnitions, on voit ais«ement que cela entraöõne que&y % C+

1 (x, A ) (nous avions
pris le soin dÕavoirr < 1) ; de plus, en faisant agir&# 1, on a, de faücon sym«etrique,
que L r (&# 1x, y) - (B ' &# 1A) nÕest pas vide, dÕo`u &# 1x %C+

1 (y, B ). Rappelons aussi
que L r (x, &y) + O+

r (&y, x) ' O+
r (x, &y).

EnÞn, pour (#, %) % L r (x, &y), |s| < r/ 2, et T > 0, on voit, en examinant la
d«eÞnition de K (&y, r ), que

& T # 3r

0
e%t 11K (&y,r ) (g

t + sx!# )dt

1
! e%3r re%(x, &y) ! e+/ 10re%(x, &y)

= 0 si ( x, &y) > T.

Il ressort de tous ces faits r«eunis la majoration (41) suivante, avecc1 d«esignant une
constante ind«ependante deT > 0 :

(41)
& T # 3r

0
e%t

,

&&!

m(K + - g# t &K # )dt

! e+/ 6r 2
,

µx
$
O+

r (&y, x)
%
µx

$
O+

r (x, &y)
%
e%(x, &y) + c1

où lÕon somme sur les& %Γ tels que

(x, &y) ! T, (&y, &# 1x) %
!
C+

1 (x, A ) ' C+
1 (y, B )

"
-

! )V ' 0W
"
,
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la restriction à )V ' 0W ne faisant que contribuerà la constantec1, puisqueV + )V - ! X
et W + 0W - ! X , et que par suite

!
C+

1 (x, A ) ' C+
1 (y, B )

"
!

! )V ' 0W
"

est born«e dansX 2.
Nous allons maintenant «etablir de la möeme manière le pendant de cette majoration

en minorant la quantit«e
& T +3 r

0
e%t

,

&&!

m(K + - g# t &K # )dt.

DÕune part, on a g«en«eralement dx (#, %) ! 1. DÕautre part, le fait que

(&y, &# 1x) %C#
1 (x, A ) ' C#

1 (y, B )

entraöõne queA 3 O#
r (x, &y) et que B 3 O#

r (y, &# 1x), cÕest-`a-dire que &B 3
O#

r (&y, x). Rappelons aussi que

L r (x, &y) 3 O#
r (&y, x) ' O#

r (x, &y).

EnÞn, pour (#, %) %L r (x, &y), |s| < r/ 2, et T > 0, on a
& T +3 r

0
e%t 11K (&y,r ) (g

t + sx!# )dt " e# +/ 10re%(x, &y) si 3r ! (x, &y) ! T.

Il ressort de tout cela r«euni la minoration (42) suivante, quitte à augmenterc1 :

(42)
& T +3 r

0
e%t

,

&&!

m(K + - g# t &K # )dt

" e# +/ 10r 2
,

µx
$
O#

r (&y, x)
%
µx

$
O#

r (x, &y)
%
e%(x, &y) ! c1

où lÕon somme sur les& %Γ tels que

(x, &y) ! T, (&y, &# 1x) %
!
C#

1 (x, A ) ' C#
1 (y, B )

"
-

! )V ' 0W
"
.

Nous d«esignerons d«esormais par (4) lÕencadrement fondamental que constituent
(41) et (42) r«eunis, et allons à pr«esent examiner successivement chacun de ses
membres, en commenücant par les int«egralesà gauche.

Puisque le ßot g«eod«esique est fortement m«elangeant (th«eorème 3.1), on a, pourt
assez grand,

e# +/ 3m(K + )m(K # ) ! , m! ,
,

&&!

m(K + - g# t &K # ) ! e+/ 5m(K + )m(K # ).

Or, en revenant à la d«eÞnition de K + = K + (x, r, A ), on voit que

m(K + ) = r
&

A
dµx (#)

&

O r ( ! ,x )
dµx (. )dx (#, . )# 2%.
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Sachant quedx (#, . ) " e# r dans lÕint«egrale ci-dessus, et tenant compte du fait que
A + V , on obtient :

e# +/ 30rµ x (A)µx
$
Or (#0, x)

%
! m(K + ) ! e+/ 10rµ x (A)µx

$
Or (#0, x)

%
.

De möeme,

e# +/ 30rµ y (B )µy
$
Or (%0, y)

%
! m(K # ) ! e+/ 10rµ y (B )µy

$
Or (%0, y)

%
.

De ce qui pr«ecède, il vient, avec une constantec2 ind«ependante deT, en notant
M = r 2µx

$
Or (#0, x)

%
µy

$
Or (%0, y)

%
:

( , m! ,
& T # 3r

0
e%t

,

&&!

m(K + - g# t &K # )dt " e# +/ 2e%T Mµ x (A)µy (B ) ! c2,

( , m! ,
& T +3 r

0
e%t

,

&&!

m(K + - g# t &K # )dt ! e+/ 2e%T Mµ x (A)µy (B ) + c2.

Passons maintenant aux sommes `a droite dans lÕencadrement (4).
Par le lemme 1.2 l«egèrement modiÞ«e pour la circonstance, on a

µy
$
O±

r (&# 1x, y)
%

= µ&y
$
O±

r (x, &y)
%

! µx
$
O±

r (x, &y)
%
e%(x, &y)

! e%3r µ&y
$
O±

r (x, &y)
%

! e+/ 10µy
$
O±

r (&# 1x, y)
%
.

Lorsque (&y, &# 1x) % )V ' 0W, il en r«esulte que

µx
$
O+

r (&y, x)
%
µx

$
O+

r (x, &y)
%
e%(x, &y) ! e+/ 10µx

$
O+

r (&y, x)
%
µy

$
O+

r (&# 1x, y)
%

! e+/ 6µx
$
Or (#0, x)

%
µy

$
Or (%0, y)

%
,

et de möeme

µx
$
O#

r (&y, x)
%
µx

$
O#

r (x, &y)
%
e%(x, &y) " e# +/ 15µx

$
Or (#0, x)

%
µy

$
Or (%0, y)

%
.

Gröace au fait queµx
$
Or (#0, x)

%
µy

$
Or (%0, y)

%
> 0 (voir plus haut), lÕencadrement (4)

et ceux qui suivent mènent au suivant :

e# +/ 2µx (A)µy (B ) ! e+/ 3) T
x,y

*
C+

1 (x, A ) ' C+
1 (y, B )

+
+ c3e# %T

et e+/ 2µx (A)µy (B ) " e# +/ 6) T
x,y

*
C#

1 (x, A ) ' C#
1 (y, B )

+
! c3e# %T ,

avecc3 ind«ependante deT. On aboutit ainsi à la conclusion d«esir«ee.

Deuxième «etape. Ñ Soient x, y % X . Soit / > 0. Pour tout ( #0, %0) % ! X ' ! X , il
existe r > 0 et des voisinagesV et W respectivement de#0 et %0 dans ! X , tels que
pour tous bor«eliensA + V et B + W , on a, quand t # + $ ,

lim sup ) t
x,y

*
C#

r (x, A ) ' C#
r (y, B )

+
! e+µx (A)µy (B )

et lim inf ) t
x,y

*
C+

r (x, A ) ' C+
r (y, B )

+
" e# +µx (A)µy (B ).
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D«emonstration. Ñ Soient #0, %0 % ! X . Choisissons. 0 % Λ(Γ), puis x0 % (#0. 0) et
y0 %(%0. 0). On dispose alors de voisinagesV0 et W0 respectivement de#0 et %0 tels
que lÕ«enonc«e de la première «etape soit valide pour x0 et y0 à la place dex et y, V0 et
W0 à celle deV et W , et enÞn/ / 3 à celle de/ . Soient alors0V0 et 0W0 deux ouverts de
X tels que 0V0 - ! X + V0, 0W0 - ! X + W0, et pour tous a %0V0 et b % 0W0,

|(x0, a) ! (x, a) ! " ! 0 (x0, x)| <
/
6(

et |(y0, b) ! (y, b) ! " #0 (y0, y)| <
/
6(

(si a = # %! X , la quantit«e (x0, a) ! (x, a) est à prendre au sens de" ! (x0, x), idem
pour b).

Prenons alors deux ouvertsV et W voisinages respectifs de#0 et de %0 dans ! X ,
tels queV + 0V0 - ! X et W + 0W0 - ! X , et r = 1 + max { (x, x 0), (y, y0)} . Consid«erons
A + V et B + W . Le fond de la d«emonstration est que lÕon peut rapporter lÕorbite
de y vue de x à celle dey0 vue dex0 de la faücon suivante.

En effet, si (&y, &# 1x) %C#
r (x, A ) ' C#

r (y, B ), on peut facilement v«eriÞer quÕalors
(&y0, &# 1x0) %C#

1 (x0, A) ' C#
1 (y0, B ), gröace au choix der . DÕautre part, si (x, &y) ! t

et (&y, &# 1x) % 2V# r ' 0W0, en notant 2V# r = { z %X | B (z, r) + 0V0} , alors &y0 %0V0 et
&# 1x % 0W0, dÕo`u il r«esulte successivement que

(x0, &y0) ! (x, &y0) + " ! 0 (x0, x) +
/
6(

= ( y0, &# 1x) + " ! 0 (x0, x) +
/
6(

! (y, &# 1x) + " #0 (y0, y) + " ! 0 (x0, x) +
/
3(

! t + " ! 0 (x0, x) + " #0 (y0, y) +
/
3(

.

Comme
!
C#

r (x, A + ) ' C#
r (y, B + )

"
!

! 2V# r ' 0W0
"

est born«e dansX 2, on en d«eduit que

la limite sup«erieure (quand t # + $ ) de ) t
x,y

*
C#

r (x, A ) ' C#
r (y, B )

+
est plus petite

que

e+/ 3e%$ξ0 (x 0 ,x )+ %$η0 (y0 ,y ) lim sup )
t + $ξ0 (x 0 ,x )+ $η0 (y0 ,y )+ +/ 3%
x 0 ,y 0

*
C#

1 (x0, A) ' C#
1 (y0, B )

+
.

En appliquant la première «etape, il en r«esulte que

lim sup ) t
x,y

*
C#

r (x, A ) ' C#
r (y, B )

+
! e2+/ 3e%$ξ0 (x 0 ,x )+ %$η0 (y0 ,y )µx 0 (A)µy0 (B ).

Or e%$ξ0 (x 0 ,x )µx 0 ! e+/ 6µx en restriction à V , ainsi quee%$η0 (y0 ,y ) µy0 ! e+/ 6µy sur W ,
dÕo`u

lim sup ) t
x,y

*
C#

r (x, A ) ' C#
r (y, B )

+
! e+µx (A)µy (B ),

ce quÕil fallait montrer.
LÕin«egalit«e compl«ementaire se montre de faücon entièrement analogue.

Troisi`eme «etape : conclusion. Ñ Soient x, y %X . Conservons/ > 0, les deux ouverts
V et W et r de la seconde «etape, prenons )V et 0W deux ouverts de X tels que
)V - ! X = V et 0W - ! X = W , et consid«erons deux bor«eliens A et B de X tels que
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A + )V et B + 0W , et tels que (µx 0 µy )
$
! (A ' B)

%
= 0, ce qui revient à dire que

µx (! A )µy (B) = 0 = µx (A)µy (! B).
Soit 5 > 0. Prenons des ouvertsA+ et B + ainsi que des compactsA# et B # dans

! X tels que :

A# + A o - ! X + A - ! X + A+ + V,

B # + Bo - ! X + B - ! X + B + + W,

µx (A o ! A# ) < 5, µx (A+ ! A ) < 5, µy (Bo ! B # ) < 5, µy (B + ! B) < 5.

Il est ais«e de voir que les ensembles
!
A ' B

"
!

!
C#

r (x, A + ) ' C#
r (y, B + )

"
et

!
C+

r (x, A # ) ' C+
r (y, B # )

"
!

!
A o ' Bo"

sont relativement compacts dansX ' X . Il r«esulte de cela puis de la seconde «etape
que

lim sup ) t
x,y (A ' B) ! lim sup ) t

x,y

*
C#

r (x, A + ) ' C#
r (y, B + )

+

! e+µx (A+ )µy (B + )

! e+µx (A)µy (B) + 5e+(, µx , + , µy , )

! e+µx (A)µy (B) + 5e+(, µx , + , µy , )

puisque (µx 0 µy )
$
! (A ' B)

%
= 0. Comme 5 > 0 «etait arbitrairemen t petit, on obtient

en d«eÞnitive que

lim sup ) t
x,y (A ' B) ! e+µx (A)µy (B).

De faücon analogue, vient lÕin«egalit«e compl«ementaire :

lim inf ) t
x,y (A ' B) " e# +µx (A)µy (B).

On en d«eduit que pour toute fonction h positive, continue et à support dans )V ' 0W ,

e# +
&

- dµx 0 µy ! lim inf
&

- d) t
x,y ! lim sup

&
- d) t

x,y ! e+
&

- dµx 0 µy .

Comme on peut recouvrir le compact! X ' ! X par un nombre Þni dÕouverts du type
V ' W , et par extensionX ' X par des ouverts )V ' 0W comme ci-dessus, on voit, `a
lÕaide dÕune partition de lÕunit«e subordonn«eeà un tel recouvrement, que lÕencadrement
ci-dessus reste valide pour toute fonction continue positive surX ' X . Il ne reste plus
quÕ`a faire tendre / vers 0 pour clore la d«emonstration.

En compl«ement, nous proposons un r«esultat dÕ«equidistribution des orbites des
points Þxes paraboliques, que nous tirerons `a nouveau du m«elange du ßot g«eod«e-
sique, mais ici sous la forme du corollaire 3.2. Le cas o`u X est lÕespace hyperbolique
de dimension 2 ou 3 a d«ejà «et«e trait«e dans [Cos], où lÕon en verra des liens avec lÕarith-
m«etique, ce qui «etait «egalement la motivation de [Be-H-P ]. Ce r«esultat est dÕailleurs
utilis«e dans [H-P2 ].
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Th «eor ème 4.2. Ñ Soit m! une mesure de Bowen-Margulis-Sullivan associ«ee à une
densit«e µ conforme de dimension( = ( (Γ) et invariante par Γ. Soient p un point pa-
rabolique deΓ (sÕil en existe) etΠ le sous-groupe parabolique maximal deΓ stabilisant
p. Alors, pour toute horosphère H dans X bas«ee au point p, quand t tend vers + $ ,

e# %t
,

&&! / $
0! (H, &H ) ! t

D&p 6
P(

H µH (F )

( , m! ,
P (

H µH faiblement dansCc(! X ! { p} )( ,

où Γ/ Π d«esigne un système de repr«esentants des classes `a gauche deΓ selon Π,
et F un quelconque domaine fondamental pour lÕaction deΠ sur ! X , de bord µo-
n«egligeable. Cela d`es que lÕexpression de la limite ci-dessus a un sens, cÕest-`a-dire
lorsqueP(

H µH (F ) et , m! , ne sont pas simultan«ement inÞnis. (LÕexpression(H, &H )
d«esigne la distance de Hausdor" .)

Corollaire 1 . Ñ Soit h un quelconque point deH . Alors,

e# %t
,

&&! / $
0! (h, &H ) ! t

D&p 6
P(

H µH (F )

( , m! ,
µh faiblement dansC(! X )( .

Corollaire 2 . Ñ Supposons en outre que le point paraboliquep soit born«e. Alors

# { & %Π\ Γ/ Π | 0 ! (H, &H ) ! t} 7
P(

H µH (F )2

( , m! ,
e%t ,

où Π\ Γ/ Π d«esigne un système de repr«esentants des doubles classes deΓ selon Π.

D«emonstration. Ñ Soit H une horosphère bas«ee enp. Notons ) T la mesure de lÕ«enonc«e
index«ee ici par T > 0 plutöot que par t. LÕhorosph`ere H d«etermine une horosphère
stable (resp. instable) que nous noteronsH # (resp. H + ).

Fixons / > 0 arbitrairement petit. «Etant donn«e un quelconque point# %! X ! { p} ,
nommons u = PH " #, et prenons r1, r 2, r 3 > 0 assez petits aÞn que la conclusion du
lemme 1.15 soit valide pour la mesurem, et que pour tout v % B # (u, r 1) lÕon ait
(gröace au lemme 1.13) :

e# +/ 8" ! µH + (v)

*
PH + (v) P# 1

H + (u)

$
B + (u, r 2)

%+
! e+/ 8"

où " = µH + (u)

$
B + (u, r 2)

%
. Nous pouvons supposer en outre que 0< r 3 < / / 8( et

que µH +

$
! B + (u, r 2)

%
= 0. Consid«erons alors un quelconque bor«elien E contenu dans

le voisinageP# 1
H "

$
B # (u, r 1)

%
de # et de bord µo-n«egligeable. Nous nous proposons

dÕestimer) T (E ) asymptotiquement quand T # + $ .
D«esignons parC la cellule C

$
E # , B + (u, r 2), r 3

%
où E # = PH " E . On observera

que m(! C) = 0 par construction de C. Notons F + = PH + F , où F est comme dans

MÉMOIRES DE LA SMF 95



CHAPITRE 4. «EQUIDISTRIBUTION ASYMPTOTIQUE DES ORBITES 65

lÕ«enonc«e. En un mot, notre m«ethode consisteà rapporter à ) T (E ) la quantit«e
& T

0
e%t

,

&&!

µH + (F + - g# t &C)dt,

dont on connaöõt par ailleurs le comportement asymptotique gröace au corollaire 3.2.
En usant de faits «el«ementaires, on voit que

e%t
,

&&!

µH + (F + - g# t &C) =
,

&&!

µgt &H + (gt &F + - C) =
,

&&! / $

µgt &H + (gt &H + - C).

Mais si gt &H + - C .= " , alors

gt &H + - C = gr PH + (v) P# 1
H + (u)

$
B + (u, r 2)

%

pour un v %E # + B # (u, r 1) et un r %] ! r 3, r 3[, et par cons«equent

e# +/ 4" ! µgt &H + (gt &H + - C) ! e+/ 4" .

On obtient donc lÕencadrement suivant, o`u n(t) = # { & %Γ/ Π | gt &H + - C .= " } :

e# +/ 4" n(t) ! e%t
,

&&!

µH + (F + - g# t &C) ! e+/ 4" n(t).

En poursuivant lÕanalyse pr«ec«edente, on voit quegt &H + - C nÕest pas vide si et
seulement sigt &H + rencontre

/
|r |<r 3

gr E # , ce qui «equivaut encore aux faits r«eunis
que&p %E et que t ! r 3 ! (H, &H ) ! t + r3 (car E # est contenu dansH # qui comme
H + se projette sur H ). On en d«eduit ais«ement que

( T # r 3

r 3
n(t)dt est major«ee par 2r3

fois le nombre de& %Γ/ Π tels que&p %E et 0 ! (H, &H ) ! T , dÕo`u
& T # r 3

r 3

e%t
,

&&!

µH + (F + - g# t &C)dt ! e+/ 4" 2r3e%T ) T (E).

De möeme a-t-on
& T + r 3

# r 3

e%t
,

&&!

µH + (F + - g# t &C)dt " e# +/ 4" 2r3e%T ) T (E).

DÕautre part, le corollaire 3.2 nous donne
,

&&!

µH + (F + - g# t &C) !# µH + (F + )
m(C)
, m! ,

quand t # + $ , dÕo`u, lorsqueT # + $ ,
& T

0
e%t

,

&&!

µH + (F + - g# t &C)dt 7 e%T µH + (F + )
, m! ,

m(C).

EnÞn, gröace au lemme 1.15, on a

e# +/ 4" 2r3µH " (E # ) ! m(C) ! e+/ 4" 2r3µH " (E # ).
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Notons que µH " (E # ) = P(
H µH (E) et que µH + (F + ) = P(

H µH (F ), et de tout ce qui
pr«ecède, nous obtenons en d«eÞnitive que, pourT assez grand,

e# + P(
H µH (F )

( , m! ,
P (

H µH (E) ! ) T (E ) " e+ P(
H µH (F )

( , m! ,
P (

H µH (E),

ce pour tout bor«elien E de bord µo-n«egligeable contenu dans un voisinage de#, qui
«etait quelconque dans! X ! { p} . De là, on «etend ais«ement la validit«e de cet enca-
drement pour tout bor«elien relativement compact dans ! X ! { p} et de bord µo-
n«egligeable, et lÕon fait tendre / vers 0 pour terminer la d«emonstration du th«eorème.

Le corollaire 1 sÕobtient ais«ement en renormalisant corr«elativement les mesures) t

et d(P (
H µH )(#) = e%$ξ(o,PH ! ) dµo(#) au voisinage de chaque point de! X ! { p} . On

conclut en tenant compte du fait que µh ({ p} ) = 0 quand , m! , < $ .

Le corollaire 2 nÕexprime rien de plus que la convergence de) t (F ) vers la valeur que
donne le th«eorème, sachant que lÕon peut supposerF - Λ(Γ) relativement compact,
puisquep est born«e.
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CHAPITRE 5

«EQUIDISTRIBUTION ASYMPTOTIQUE
DES G «EOD «ESIQUES FERM «EES PRIMITIVES

Dans ce chapitre, nous faisons correspondre au th«eorème 4.1 un r«esultat dÕ«equidis-
tribution des g«eod«esiques ferm«ees primitives surSX/ Γ (th«eorème 5.2). Le problème
du d«enombrement asymptotique des g«eod«esiques ferm«ees primitives sera plus parti-
culièrement examin«e dans le th«eorème 5.2. Rappelons que depuis le chapitre 3, il est
suppos«e que le spectre des longueurs du groupeΓ nÕest pas arithm«etique.

Nous ne nous «etendrons pas plus sur la bibliographie du sujet que dans le chapitre
pr«ec«edent ; nous indiquerons seulement que le th«eorème 5.1.1 a d«ejà «et«e obtenu pour
les vari«et«es convexe-cocompactes (voir [L ], [Pol-S ]), et certaines vari«et«es g«eom«etri-
quement Þnies avec des pointes (voir [Dal-P ], où lÕon trouvera en outre une liste de
r«ef«erences). Pour ce qui est des m«ethodes et de la port«ee des r«esultats, on pourrait
r«ep«eter les möemes commentaires que ceux qui accompagnent le th«eorème 4.1, et nous
y renvoyons le lecteur. Nous ajouterons seulement que les deux probl`emes dÕ«equi-
distribution que traitent les th«eorèmes 4.1 dÕune part, et 5.1 dÕautre part, ont «et«e
dÕordinaire abord«es plus ou moins s«epar«ement, tandis quÕils sont ici mis en relation :
nous verrons en effet que lÕ«enonc«e 5.1 d«ecoule de 4.1, apr`es simple examen et trans-
formation des mesures orbitales apparues dans ce dernier ; mais lÕon aurait tout aussi
bien pu montrer que ces deux «enonc«es sont en fait exactement «equivalents.

Ce que nous entendons par g«eod«esique ferm«ee surSX/ Γ, notamment en pr«esence de
torsion dans Γ, a d«ejà «et«e pr«ecis«e à la Þn du paragraphe 1C : la projection canonique
de SX sur SX/ Γ envoie les axes orient«es des isom«etries hyperboliques dansΓ sur
ce que nous appelons les g«eod«esiques ferm«ees deSX/ Γ. Cette projection induit une
correspondance biunivoque entre classes de conjugaison dÕisom«etries hyperboliques
primitives de Γ et g«eod«esiques ferm«ees primitives deSX/ Γ, une isom«etrie hyperbolique
& %Γ «etant dite primitive lorsquÕil nÕexiste pas de$ %Γ ni dÕentiern > 1 tels que
& = $n . Nous noteronsG! (' ) lÕensemble des g«eod«esiques ferm«ees primitives dansSX/ Γ
de longueur au plus' . Pour une g«eod«esique ferm«ee primitive g, on d«esignera parDg

la mesure de Lebesgue le long deg normalis«ee ; la probabilit«e Dg est souvent appel«ee
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masse de Dirac eng. La notation Cc(SX/ Γ)( signiÞe le dual faible-4 de lÕespace des
fonctions continuesà support compact dansSX/ Γ. D«esormais,( d«esignera( (Γ).

Th «eor ème 5.1.1. Ñ Supposons queΓ admette une mesure de Bowen-Margulis-
Sullivan m! Þnie. Alors, quand ' # + $ ,

(' e# %0
,

g&G! (0)

Dg 6
m!

, m! ,
faiblement dansCc(SX/ Γ)( .

Th «eor ème 5.1.2. Ñ Supposons queΓ nÕadmette pas de mesure de Bowen-Margulis-
Sullivan Þnie. Alors, quand ' # + $ ,

(' e# %0
,

g&G! (0)

Dg 6 0 faiblement dansCc(SX/ Γ)( .

D«emonstration. Ñ Nous nous contenterons de d«etailler la seule preuve du th«eo-
rème 5.1.1 ; lÕ«enonc«e compl«ementaire sÕobtient de la möeme manière, en suivant le
cours de la pr«esente preuve (on utilisera le th«eorème 4.1.2 à la place du th«eo-
rème 4.1.1), mais avec bien des simpliÞcations, vu la relative grossi`eret«e de lÕ«enonc«e
dans cette situation.

Nous nous appuierons sur un lemme de nature g«eom«etrique, tr ès clair dans le disque
hyperbolique, mais qui sÕ«etend dans notre cadre g«en«eral par comparaisonà ce dernier.

Lemme. Ñ Soient x %X et r > 0 Þx«es. Soit / > 0. Il existe t0 = t0(x, r, / ) > 0 tel que
pour toute isom«etrie $ de X , si (x, $x) > t 0 et si la g«eod«esique($# 1x $x) rencontre
B (x, r ), alors $ est hyperbolique, ete#$ " ± x, " ± %x < / où $# (resp. $+ ) d«esigne le point
Þxe r«epulsif (resp. attractif ) de $ (cela nÕest rien dÕautre quÕune faücon dÕexprimer que
$± x sont arbitrairement proches de$± quand (x, $x) devient grand).

D«emonstration du lemme. Ñ Supposons que ($# 1x $x) rencontre B (x, r ). Si $ est
parabolique (resp. elliptique), alors les pointsx, $# 1x et $x sont situ«es sur une möeme
horosphère (resp. un cercle, dontla conformation en sÕagrandissant tend vers celle de
lÕhorosph`ere), et par suite (x, $x) ne saurait öetre trop grande. Si au contraire cette
distance est sup«erieureà un certain t0, lÕisom«etrie $ est n«ecessairement hyperbolique ;
soit alorsa (resp. p) le Çprojet«e orthogonalÈdex sur lÕaxe de$ (resp. sur ($# 1x $x)) ;
avec t0 assez grand, le pointp se trouve entre $# 1x et $x ; envoyons les triangles
($# 1x, $# 1a, $x) et ($# 1a, $x, $a) sur des triangles de comparaison adjacents suivant
le cöot«e [$# 1a, $x] ; comme ($# 1a, $# 1x) = ( $a, $x) = ( a, x), on v«eriÞe, à lÕaide de la
g«eom«etrie hyperbolique, que (a, p) ! max{ 1, (a, x) ! r ! 1} pourvu que t0 soit assez
grand ; il en r«esulte que (a, x) (qui est plus petit que (a, p) + r ) est born«e (par r + 2),
et le r«esultat voulu sÕensuit facilement.

Notons E0 la mesure surSX au-dessus de celle surSX/ Γ apparaissant dans lÕ«enonc«e
du th«eorème. Il nous faut prouver queE0 6 m/ , m! , faiblement dansCc(SX )( quand
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' # + $ . Soient µ la densit«e conforme de dimension( et invariante par Γ, à laquelle
m est associ«ee, et) la mesure sur! 2X donn«ee par

d) (#, %) =
dµx (#)dµx (%)

dx (#, %)2%

(ind«ependante du choix dex). Rappelons que par d«eÞnition, m = ) 0 ds sur ! 2X ' R =
SX . Nous allons dÕabord tirer du th«eorème 4.1 une mesure) t

x, 1 convergeant vaguement
vers ) quand t # + $ , puis modiÞer ) t

x, 1 successivement en) t
x, 2 puis ) t

x, 3, de faücon
que ) t

x, 3 soit port«ee par les paires dÕextr«emit«es des axes des «el«ements hyperboliques
de Γ et quÕelle approche localement) . En prenant le produit de , m! , # 1) t

x, 3 par la
mesure de Lebesgue surR, on obtiendra alors une mesureM t

x, 3 approchant , m! , # 1m
localement (à savoir autour de la Þbre dex dans SX ). Pour terminer, on rapportera
M t

x, 3, après dernière modiÞcation enM t
x , à la mesure dÕ«equidistribution Et .

Fixons pour lÕinstantx % X et r > 0, et notons V (x, r ) lÕensemble (ouvert) des
couples (a, b) % X 2 & ! 2X tels que la g«eod«esique (ab) rencontre B (x, r ). Selon le
th«eorème 4.1.1, la mesure

) t
x, 1 = ( , m! , e# %t

,

(x, &x ) ! t

D&" 1 x 0 D&x

converge versµx 0 µx faiblement dansC(X )( quand t # + $ . Restreignons d«esormais
ces mesures `a lÕouvertV (x, r ) (cÕest-`a-dire quÕon les consid«erera dansCc(V (x, r )) ( ).
Comme 1 " dx (#, %) > e# r pour (#, %) % ! 2X - V (x, r ), nous avons, pour tout
4 %Cc

$
V (x, r )

%
,

e# 2%r
&

4d) ! lim inf
&

4d) t
x, 1 ! lim sup

&
4d) t

x, 1 !
&

4d)

quand t # + $ .

Appelons maintenant Γh lÕensemble des isom«etries hyperboliques deΓ. DÕaprès
le lemme, si & % Γ est elliptique ou parabolique, autrement dit si & /% Γh , alors
(&# 1x, &x) /% V (x, r ) dès que (x, &x) est assez grand, cÕest-`a-dire à lÕexception dÕun
nombre Þni de&. Par cons«equent, en notant

) t
x, 2 = ( , m! , e# %t

,

&&! h
(x, &x ) ! t

D&" 1 x 0 D&x ,

on a ) t
x, 1 ! ) t

x, 2 # 0 quand t # + $ , toujours en restriction à V (x, r ).
Pour & %Γh , dont on notera &# et &+ les points Þxes respectivement r«epulsif et

attractif, le lemme nous enseigne que si (&# 1x, &x) %V (x, r ), alors &± x sont unifor-
m«ement arbitrairement proches de&± pourvu que (x, &x) soit assez grand, ce qui ne
met à lÕ«ecart jamais quÕun nombre Þni de&. En d«eÞnissant

) t
x, 3 = ( , m! , e# %t

,

&&! h
(x, &x ) ! t

D&" 0 D&+ ,

cela entraöõne que) t
x, 3 ! ) t

x, 2 6 0 vaguement quandt # + $ , en restriction à V (x, r ).
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Il ressort de tout cela que

e# 2%r
&

4d) ! lim inf
&

4d) t
x, 3 ! lim sup

&
4d) t

x, 3 !
&

4d)

pour 4 %C+
c

$
V (x, r )

%
, puis pour 4 %C+

c

$
! 2X - V (x, r )

%
car ces mesures sont port«ees

par ! 2X . Signalons que! 2X - V (x, r )
%

peut öetre vide sans que cela en soit pour autant
pr«ejudiciable à ce qui suit.

Pour & %Γh , notons g& + SX lÕaxe orient«e de&, puis L & la mesure de Lebesgue le
long de g&, et enÞn

M t
x, 3 = ( e# %t

,

&&! h
(x, &x ) ! t

L &.

Autrement dit, M t
x, 3 = , m! , # 1) t

x, 3 0 ds. Appelons )V (x, r ) = V(x, r ) ' R + SX . De

ce qui pr«ecède, il vient, pour h %C+
c

$)V (x, r )
%
,

e# 2%r , m! , # 1
&

- dm ! lim inf
&

- dM t
x, 3 ! lim sup

&
- dM t

x, 3 ! , m! , # 1
&

- dm.

Notons ' (&) la longueur de translation de & %Γh , et

M t
x = ( e# %t

,

&&! h
0(&) ! t

L &.

En observant le fait «el«ementaire que

' (&) ! (x, &x) ! ' (&) + 2( x, g&),

on en d«eduit que

M t
x, 3 ! M t

x ! e2%r M t +2 r
x, 3

en restriction à )V (x, r ).
Or, en notant Γhp lÕensemble des isom«etries hyperboliques primitives deΓ, on a

M t
x = ( e# %t

,

&&! hp
0(&) ! t

3 t
' (&)

4
L &,

car
3 t

' (&)

4
= # { n %N( | ' (&n ) = n' (&) ! t}

(les crochets d«esignent la partie entière). Il est alors «evident que

M t
x ! Et = ( te# %t

,

&&! hp

0(&) ! t

1
' (&)

L &.
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Pour obtenir une in«egalit«e compl«ementaire, consid«erons h % C+
c

$)V(x, r )
%
, et ob-

servons dÕabord que
!
t/ ' (&)

"
" 1/ ' (&) si ' (&) ! t et t " 2, dÕo`u
,

&&! hp

0(&) ! t

1
' (&)

&
- dL & = O(e%t ),

comme lÕon a vu que
(

- dM t
x est born«e, pour t " 2. Ensuite, si e# r t < ' (&) ! t,

alors
!
t/ ' (&)

"
" 1 " e# r t/ ' (&), dÕo`u

&
hdM t

x " e# r ( te# %t
,

&&! hp

e" r t< 0(&) ! t

1
' (&)

&
- dL &

= e# r
&

- dEt ! e# r ( te# %t
,

&&! hp

0(&) ! e" r t

1
' (&)

&
- dL &.

Mais par ce qui pr«ecède, le second terme de la diff«erence ci-dessus est major«e par une
constante foiste%(e" r # 1) t = o(1). Aussi obtient-on que

lim sup
&

hdM t
x " e# r lim sup

&
- dEt .

En Þn de compte (en remontant à M t
x, 3), nous avons «etabli que pour toute

h %C+
c

$)V (x, r )
%
, lorsque t # + $ ,

e# 2%r , m! , # 1
&

- dm ! lim inf
&

- dEt ! lim sup
&

- dEt ! e(2%+1) r , m! , # 1
&

- dm.

En recourant à une partition de lÕunit«e localement Þnie et subordonn«ee au recou-
vrement de SX par les )V (x, r ), x % X , avec r > 0 Þx«e, on «etend la validit«e de
lÕencadrement pr«ec«edent à nÕimporte quelle fonctionh % C+

c (SX ). Il ne reste plus
quÕ`a faire tendre r vers z«ero pour achever la preuve.

Si Γ est convexe-cocompact, il d«ecoule directement du th«eorème 5.1.1 que

# G! (' ) 7
e%0

('
quand ' !# $ ,

et lÕon retrouve un r«esultat d«ejà connu (voir entre autres [Hub ] pour les surfaces com-
pactes, [Marg ] pour le cas des vari«et«es compactes, [L ] pour les convexe-cocompactes).
Cependant, la möeme estimation a pu öetre «etendue pour certaines vari«et«es g«eom«etri-
quement Þnies avec des pointes (voir [Dal-P ] et leur r«ef«erences). LÕobjet du th«eorème
suivant est de g«en«eraliser ce r«esultat pour tous les groupes g«eom«etriquement Þnis (avec
la d«eÞnition «etendue que nous en donnons pour les espaces CAT(! 1) au paragraphe
1F) et admettant en outre une mesure de BMS Þnie (ce qui, en courbure variable,
ne d«ecoule plus de la première hypothèse, comme cela a «et«e rappel«e en 1F, dÕapr`es
[D-O-P ]). La contrainte g«eom«etrique nous a paru n«ecessaire aÞn de cerner le com-
portement des mesures dÕ«equidistributions du th«eorème 5.1.1 (on est ici ramen«e à les
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estimer au niveau des pointes paraboliques) ; en fait, il est möeme vraisemblable quÕil
puisse exister des groupes `a mesure de BMS Þnie qui ne soient pas g«eod«esiquement
Þnis, cÕest-`a-dire tels que #G! (' ) ne soit pas Þni pour tout ' , tandis que ce fait est
bien connu pour les groupes g«eom«etriquement Þnis.

Nous d«esignons ci-dessous parCb(SX/ Γ)( le dual faible-4 de lÕespace des fonctions
continues born«ees surSX/ Γ.

Th «eor ème 5.2. Ñ Supposons queΓ soit g«eom«etriquement Þni et admette une me-
sure de Bowen-Margulis-Sullivanm! Þnie. Alors, quand ' # + $ ,

(' e# %0
,

g&G! (0)

Dg 6
m!

, m! ,
faiblement dansCb(SX/ Γ)( .

Corollaire 5.3 . Ñ # G! (' ) 7 e%0

(' quand ' # + $ .

D«emonstration. Ñ Notons E0
! la mesure (' e# %0#

g&G! (0) Dg sur SX/ Γ. Par le th«eo-
rème 5.1.1, nous savons d«ejà queE0

! 6 m! / , m! , faiblement dansCc(SX/ Γ)( quand
' # + $ . Commenücons par substituer à E0

! une mesure voisine mais qui sera mieux
adapt«eeà ce qui va suivre, en d«eÞnissant

M 0
! = ( e# %0

,

g&G! (0)

' (g)Dg

(remarquons que' (g)Dg est simplement la mesure de Lebesgue le long deg non nor-
malis«ee). Le premier point à v«eriÞer est que lÕon a encoreM 0

! 6 m! / , m! , faiblement
dans Cc(SX/ Γ)( quand ' # + $ . En effet, si - %Cc(SX/ Γ), - " 0, on a dÕune part

&
- dM 0

! !
&

- dE0
! ,

et dÕautre part, avec/ > 0 arbitrairement petit,
&

- dM 0
! " ( e# %0

&
-

,

e" ε0< 0(g) ! 0

' (g)dDg " e# +(' e# %0
&

-
,

e" ε0< 0(g) ! 0

dDg

" e# +
&

- dE0
! ! e# (1# e" ε)%0

&
- dEe" ε0

! .

On conclut de là que &
- dM 0

! !#
&

-
dm!

, m! ,
quand ' # + $ , comme annonc«e.

Nous allons prouver ci-dessous queM 0
! converge faiblement dansCb(SX/ Γ)( vers

m! / , m! , quand ' # + $ . La möeme conclusion vaudra alors «egalement pour E0
! ,

puisque pour - %Cb(SX/ Γ) positive, on aura dÕune part
&

- dE0
! "

&
- dM 0

! ,
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et dÕautre part, avec/ > 0 arbitrairement p etit, en notant ' 0 la plus petite longueur
de g«eod«esique ferm«ee surSX/ Γ (qui est g«eod«esiquement Þni),

&
- dE0

! = (' e# %0
&

-
,

0(g) ! e" ε0

dDg + (' e# %0
&

-
,

e" ε0< 0(g) ! 0

dDg

!
1
' 0

(' e# %0
&

-
,

0(g) ! e" ε0

' (g)dDg + e+( e# %0
&

-
,

e" ε0< 0(g) ! 0

' (g)dDg

!
1
' 0

' e# (1# e" ε)%0
&

- dM e" ε0
! + e+

&
- dM 0

! = e+
&

-
dm!

, m! ,
+ o(1).

On en conclura que &
- dE0

! !#
&

-
dm!

, m! ,
quand ' # + $ , ce quÕil fallait montrer.

D«ecrivons pour commencer le soubassement g«eom«etrique de la situation pr«esente.
Choisissons un domaineD fondamental pour lÕaction deΓ sur X , localement Þni, de
bord n«egligeable pour la mesureS( m donn«ee parS( m(B ) = m(SB) (voir 1C, vu que
lÕensemble des points Þxes deΓ dansX , «etant constitu«e du projet«e de ceux dansSX et
de points isol«es, reste n«egligeable pourS( m). Aussi SD est-il un domaine fondamental
pour lÕaction deΓ sur SX localement Þni et de bord m-n«egligeable. Prenons un
système P de repr«esentants des orbites suivantΓ des points Þxes paraboliques deΓ
et, pour p %P, appelonsΠp le sous-groupe (parabolique maximal) deΓ stabilisant p.
Par la Þnitude g«eom«etrique de Γ, on sait que P est Þni et que pour chaquep %P on
peut trouver une horoboule Hp bas«ee enp telle que pour tout & %Γ, &Hp rencontre
Hp si et seulement si& % Πp (voir le paragraphe 1F). Pour r " 0, notons Hp(r )
lÕhoroboule contenue dansHp et dont le bord est à distancer de celui deHp, puis

Dr = D !
-

p&P

ΓHp(r ),

et appelons C la r«eunion des g«eod«esiques dansX à extr«emit«es dansΛ(Γ) ; on sait
«egalement que lÕintersection deDr et de C est compacte dansX .

Appelons M 0 la mesure surSX au-dessus deM 0
! . Pour all«eger les notations dans

ce qui suit, il sera commode de d«esigner par S( M 0 la mesure sur X d«eÞnie par
S( M 0(B ) = M 0(SB) pour tout bor«elien B de X . Compte tenu du fait que M 0

!

converge faiblement dansCc(SX/ Γ)( vers m! / , m! , quand ' # + $ , et que lÕinter-
section deSDr et du support de m, lequel contient en outre ceux des mesuresM 0,
est compacte pour chaquer " 0, il suffit de montrer que

lim sup
0! + "

S( M 0(D ! Dr ) !# 0 quand r !# + $ ,

ou encore que pour chaquep %P, on a

lim sup
0! + "

S( M 0$D - ΓHp(r )
%

!# 0 quand r !# + $ .
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Fixons dor«enavant p %P. Nous omettrons dans tout ce qui suit lÕindicep aÞn dÕal-
l«eger les notations pr«ec«edemment introduites. Choisissons un domaineF relativement
compact et fondamental stricto sensu pour lÕaction deΠ sur Λ(Γ) ! { p} . Quitte à mo-
diÞer le domaine fondamentalD localement Þni pourΓ que nous avions choisi, il nous
est loisible de supposer queD - ΓH = D - H , et par suite queD - ΓH (r ) = D - H (r )
pour r " 0.

Pour une isom«etrie hyperbolique & %Γ, notons g& + X son axe non orient«e, puis
L & la mesure de Lebesgue le long deg&. Nous avonsS( M 0 = ( e# %0# L & où la
somme porte sur les isom«etries & hyperboliques primitives de longueur de translation
au plus ' . Comme les extr«emit«es deg& sont dans Λ(Γ) ! { p} =

/
* &$ 1F , on peut

«ecrire que

S( M 0$D - H (r )
%

= ( e# %0
,

* 1 &$

,

* 2 &$

,
L &

$
D - H (r )

%

où la troisi ème somme est prise sur les isom«etries & hyperboliques primitives de lon-
gueur de translation au plus ' et dont lÕaxe va de11F à 12F . En «ecrivant que

L &
$
D - H (r )

%
= L * " 1

1 &* 1

*
1# 1

1

$
D - H (r )

%+
, puis en r«eindexant la seconde somme

avec1 = 1# 1
1 12, et enÞn la troisième en y remplaücant 1# 1

1 &11 par &, il vient que

S( M 0$D - H (r )
%

= ( e# %0
,

* 1 &$

,

* &$

,

&&! (0,* )

L &

*
1# 1

1

$
D - H (r )

%+

où Γ(' , 1) est lÕensemble des isom«etries hyperboliques primitives dansΓ de longueur
de translation au plus ' et dont lÕaxe va deF à 1F . Or

/
* 1 &$ 1# 1

1

$
D - H (r )

%
= H (r ),

dÕo`u Þnalement

S( M 0$D - H (r )
%

= ( e# %0
,

* &$

,

&&! (0,* )

L &
$
H (r )

%
.

Nous nous proposons de majorer la quantit«e
#

&&! (0,* ) L &
$
H (r )

%
. Choisissons une

g«eod«esique allant deF à p, et d«esignons parx le point commun à cette g«eod«esique età
lÕhorosph`ere! H . Nous utiliserons le lemme suivant, que lÕon obtient par comparaison
avec le demi-plan hyperbolique, et dont nous laisserons au lecteur le soin de v«eriÞer
les d«etails. Rappelons auparavant que les horoboules sont strictement convexes.

Lemme. Ñ Si une g«eod«esiqueg partant de F p«enètre lÕhoroboule ferm«ee H (r " 0)
au point y (y %! H ), alors (x, y) ! 1

2 3, où 3 est une constante ne d«ependant pas deg.

Indiquons succinctement le moyen dÕobtenir ce lemme. On substitue dÕabord `a F
un point de lui-möeme ; cÕest `a ce moment-là que lÕon use dÕune comparaison avec le
demi-plan hyperbolique, et lÕ«enonc«e est valable avec une constante absolue `a la place
de 3. On en d«eduit ais«ement lÕ«enonc«e Þnal gröace à la relative compacit«e de F dans
! X ! { p} .
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Consid«erons maintenant& %Γ(' , 1) tel que L &
$
H (r )

%
> 0. LÕaxeg& rencontre donc

H (r ). Mettons que g& p«enètre H au point a, puis H (r ) au point b, ensuite ressort de
H (r ) au point c, enÞn deH au point d. Par le lemme ci-dessus, nous avons dÕune part
(a, x) ! 1

2 3, dÕautre part (d,1x) = ( 1# 1d, x) ! 1
2 3 puisque lÕaxe1# 1g& parcouru en

sens inverse part deF et p«enètre 1# 1H = H au point 1# 1d. De plus, (a, b) " r et
(c, d) " r . Il apparaöõt ainsi que

L &
$
H (r )

%
= ( b, c) = ( a, d) ! (a, b) ! (c, d) ! (x, 1x) + 3 ! 2r.

On a notamment que (x, 1x) " 2r ! 3.

Remarquons aussi que&a «etant situ«e sur le rayon g«eod«esique ]a, d) + g&, et lÕin-
tervalle ]a, d[ «etant contenu dansH , lÕon a n«ecessairement (a, &a) " (a, d) " 2r , puis
(x, &x) " 2r ! 3. En outre, (x, &x) ! (a, &a) + 3 = ' (&) + 3 ! ' + 3. Nous aurons
besoin de ces faits un peu plus loin.

Apr ès avoir major«e L &
$
H (r )

%
ci-dessus, nous allons pour Þnir majorer le cardinal

de lÕensembleΓ(' , 1, r ) des& %Γ(' , 1) tels que L &
$
H (r )

%
> 0, en recourant au lemme

de lÕombre (lemme 1.3) appliqu«e à la densit«e µ conforme de dimension( et invariante
par Γ associ«ee à m. Prenons R > 3 assez grand pour que lÕ«enonc«e de ce lemme
soit valable pour les ombres des boulesB (&x, R) vues de x. Comme lÕaxeg& est à
distance au plus 1

2 3 < 1
2 R de x ainsi que de&x, lÕombreO& de B (&x, R) vue de x

contient le point attractif de &, et partant rencontre 1F . Dès que (x, 1# 1x) est assez
grand, ce dont on sÕassure, dÕapr`es ce qui pr«ecède, en prenantr lui-möeme assez grand
dans tout ce qui suit, le point 1# 1x est proche dep, et comme 1# 1O& est lÕombre
de B (1# 1&x, R) vue de 1# 1x et quÕelle rencontreF , lequel est relativement compact
dans Λ(Γ) ! { p} , on voit que 1# 1O& est contenue dans un compactK + ! X ! { p}
ind«ependant des variables en jeu. Ainsi, pour& %Γ(' , 1, r ), on a O& + 1# 1K . Or pour
tout t > 0, la famille desO& avec& %Γ(' , 1, r ) tel que t ! 1 < (x, &x) ! t forme un
recouvrement de multiplicit«e born«ee uniform«ement, et commeµx (O&) est plus grand
quÕune constante foise# %t dÕapr`es le lemme 1.3, il en ressort que ces& sont en nombre
inf«erieur à une constante foise%t µx (1# 1K ) (cÕest un avatar de lÕargument bien connu
«evoqu«e au paragraphe 1B). Pour& %Γ(' , 1, r ), on a vu plus haut que (x, &x) ! ' + 3.
Aussi, par sommation de lÕestim«ee pr«ec«edente par rapport à t, en d«eduit-on que le
cardinal de Γ(' , 1, r ) est major«e par une constante foise%0µx (1# 1K ).

Reste à majorer µx (1# 1K ). On a

µx (1# 1K ) = µ* x (K ) =
&

K
e# %$ξ( * x,x )dµx (#).

Or, dès quer , et donc (x, 1x), est assez grand, le point1x est proche dep, et comme
K est compact dans! X ! { p} , on voit que K est contenu dans lÕombre dÕune boule de
centrex, de rayon Þx«e ind«ependamment de1, vue de1x. Une application du lemme 1.2
nous montre alors queµx (1# 1K ) est major«e par une constante foise# %(x, * x ) . Avec
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ce qui a «et«e vu plus haut, on obtient en Þn de compte que le cardinal deΓ(' , 1, r ) est
plus petit quÕune constante foise%0# %(x, * x ) .

En rassemblant ce qui pr«ecède, on obtient Þnalement la majoration

S( M 0$D - H (r )
%

! C
,

* &$
(x, * x )> 2r # 1

$
(x, 1x) ! 2r + 3

%
e# %(x, * x )

où C est une constante ind«ependante de' et de r .

Les hypothèses auxquelles satisfaitΓ font que la s«erie
#

* &$ (x, * x )e" δ( x, πx ) converge
(cf. la proposition issue de [D-O-P ]). Par cons«equent,

lim sup
0! + "

S( M 0$D - H (r )
%

!# 0 quand r !# + $ ,

ce quÕil fallait montrer.

Remarque . Ñ On peut voir en suivant pas à pas cette preuve que le reste de s«erie
obtenu ci-dessus en majoration deS( M 0

$
D - H (r )

%
est en fait proportionnel (avec

des constantes larges) `a cette quantit«e.
LorsqueX est lÕespace hyperbolique de dimensiond+ 1 et de courbure ! 1, on sait

que Π est une extension Þnie dÕun groupe isomorphe `a Zk (lÕentierk est appel«e le
rang de Π). On sait de plus quek < 2( . Il sÕavère dans ces conditions que le reste de
s«erie ci-dessus ,

(x, * x )> 2r # 1

$
(x, 1x) ! 2r + 3

%
e# %(x, * x )

est proportionnel à e(k# 2%)r . On retrouve ainsi des estim«ees connues (voir [Sull3 ] par
exemple).
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CHAPITRE 6

MOYENNES HOROSPH «ERIQUES ET
CLASSIFICATION DES MESURES INVARIANTES

Au terme de ce travail, nous revenons sur les questions dÕergodicit«e du feuilletage
horosph«erique, qui nous avaient d«ejà occup«es dans le chapitre 2. Tous les groupes
consid«er«es ici seront suppos«es admettre une mesure de BMS Þnie, et toujours un
spectre des longueurs non arithm«etique (cela depuis le chapitre 3).

Nous allons dÕabord approfondir le corollaire 2.3 en «etablissant un th«eorème er-
godique relatif à la convergence de moyennes sur les horosph`eres (in)stables du ßot
g«eod«esique (th«eorème 6.1). Comme il sÕav«erera que ces moyennes convergent Ñ dans
une certaine mesure Ñ sur toute horosphère bas«ee en un point limite conique, nous
serons alors conduitsà un r«esultat dÕunique ergodicit«e du feuilletage horosph«erique
au niveau des points limites coniques (th«eorème 6.4) ; comme application, nous d«eter-
minons, pour un groupe suppos«e en outre g«eom«etriquement Þni, toutes les mesures
de Radon invariantes par le feuilletage horosph«erique (cÕest-`a-dire toutes les mesures
de Radon surH = ! X ' R invariantes par Γ). Ces r«esultats reposent entièrement sur
le m«elange du ßot g«eod«esique affirm«e par le th«eorème 3.1.

Le th«eorème suivant peut öetre consid«er«e comme une extension faible du th«eorème
ergodique de Birkhoff. Dans le cas particulier où X est le disque hyperbolique et o`u
X/ Γ est dÕaire Þnie (m! est alors la mesure de Liouville,µ la densit«e de Lebesgue et
( (Γ) est maximal «egal à 1), ce dernier th«eorème «enonce que la convergence ci-dessous
a lieu en fait presque partout, puisque la moyenne surB + (u, r ) est celle classiquement
associ«ee au ßot horocyclique instableht , à savoir

1
2r

& r

# r
'- / ht (u)dt,

et que la mesure de Liouville est invariante parht . Mais que ( (Γ) soit non maximal
ou que lÕon se place en dimension sup«erieure, il sÕen faut dÕun tel th«eorème ergodique
abstrait ; bien pis, dans la situation g«en«erale envisag«ee ici, lÕon ne peut que consta-
ter lÕabsence dÕune action de groupe (pour un ßot, il sÕagit deR) d«eterminant les
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horosphères de lÕespace CAT(! 1) X . Quoi quÕil en soit, il faut surtout noter que les
moyennes horosph«eriques ici propos«ees en remplacement ne rappellent pas tant les
moyennes de Hopf que celles de Birkhoff, en d«epit de la variabilit«e spatiale du d«eno-
minateur, et quÕon les «etudie sous la mesure Þniem! , tandis quÕen dimension deux,
cette dernière nÕest g«en«eralement rien moins quÕinvariante par le ßot horocyclique, qui
du reste nÕadmet pas toujours de mesure invariante Þnie (ce qui ressort notamment
du corollaire 6.5 plus loin). CÕest encore l`a une raison pour laquelle il faut, jusquÕen
dimension deux, pr«ef«erer au ßot horocyclique le feuilletage du möeme nom : cÕest que la
param«etrisation convenable des horocycles nÕest g«en«eralement pas celle de Lebesgue,
mais r«epond à la densit«e de Patterson-Sullivan.

La d«emonstration de ce th«eorème 6.1 conÞrme le fait avanc«e plus haut (chapitre 3)
que m«elange du ßot g«eod«esique et ergodicit«e du feuilletage horosph«erique Ñ une
cons«equence imm«ediate de lÕ«enonc«e ci-dessous Ñ «etaient bien deux problèmes «equiva-
lents lorsqueΓ admet une mesure de BMS Þnie. Rappelons que nous avions adopt«e
la d«emarche r«eciproque pour aboutir au th«eorème 3.1à partir du corollaire 2.3.

Th «eor ème 6.1. Ñ Supposons queΓ admette une mesure de Bowen-Margulis-Sulli-
van m! Þnie, associ«ee à une densit«e µ. Soit - une fonction dans L 1(m! ), que lÕon
relève en une fonction '- sur SX . Pour r > 0, soit M r (- ) lÕapplication mesurable
d«eÞnie m! -presque partout surSX/ Γ, d«etermin«ee par lÕapplication invariante parΓ
qui à m-presque toutu %SX associe

1
µH + (u)

$
B + (u, r )

%
&

B + (u,r )
'- dµH + (u)

Supposonsh born«ee. Alors

M r (- ) !#
1

, m! ,

&
- dm! dans L 1(m! ) quand r !# + $ .

À noter que µH + (u)

$
B + (u, r )

%
> 0 dès queu est dans le support dem, aussiM r (- )

est-elle bien d«eÞnie.

La convergence ci-dessus est encore valide möeme lorsqueh nÕest pas born«ee, pourvu
que la condition (4) «enonc«ee plus loin soit remplie (voir proposition 6.3 ; la raison en
est indiqu«ee dans la troisième «etape de la preuve du th«eorème 6.4).

D«emonstration. Ñ Nous allons dÕabord montrer le th«eorème dans le cas o`u - est
continue à support compact, puis nous en tirerons le cas g«en«eral.

Soit - %Cc(SX/ Γ). Pour tout u dans le support dem! , le corollaire 3.2, appliqu«e
avecE + = B + (u, 1), signiÞe exactement que

M 1(h / gt
! )(u) !#

1
, m! ,

&
- dm! quand t !# + $ .
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Or en effectuant un simple changement de variable (pour lequel on pourra sÕaider du
paragraphe 1G), on voit queM 1(h / gt

! ) = M r (h) / gt
! avec r = et . Le r«esultat voulu

sÕensuit, gröaceà lÕinvariance dem! par le ßot g«eod«esique.
Venons-en au cas g«en«eral. Sans la condition (4) (voir plus loin), nous aurons en

g«en«eral besoin de lÕensembleN1 (3 > 0), projet«e dansSX/ Γ de

5N1 = { v %SX | 1 u %B + (v, 1), µH + (u)

$
B + (u, 1)

%
! 3µH + (v)

$
B + (v, 1)

%
} .

Comme N1 croöõt avec3 et que
/

1> 0 N1 contient le support de m! , on a

m! (N1 ) !# , m! , quand 3 !# $ .

Nous allons montrer ci-dessous que pour toute4 %L 1(m! ), on a
&

glog r
! N κ

M r (4 )dm! ! 3
&

|4 |dm! .

Gröaceà la densit«e deCc(SX/ Γ) dans L 1(m! ), on d«eduira ais«ement le th«eorème de ce
qui pr«ecède, pourvu queh soit born«ee.

Reste à prouver lÕin«egalit«e (maximale) pr«ec«edente, ce qui requerra un lemme dont
le principe nous sera «egalement fort utile dans les deux d«emonstrations suivantes, ce
qui lui a valu dÕöetre rejet«e à la Þn de la pr«esente preuve. Une application de ce lemme
nous donne en effet lÕidentit«e suivante, où lÕon poset = log r :

&
dm! (u)11N κ(g# t

! u)
1

µH + (u)

$
B + (u, r )

%
&

B + (u,r )

'4dµH + (u)

=
&

dm! (u)4 (u)
&

B + (u,r )

115N κ
(g# t v)

µH + (v)

$
B + (v, r )

%dµH + (u) (v).

Or le second membre est certainement plus petit que3
(

|4 |dm! par d«eÞnition deN1 .

Pour Þnir, «enonücons et justiÞons la propri«et«e dÕauto-adjonction suivante, dont nous
nous sommes servis `a lÕinstant. Il nÕy est plus n«ecessaire de supposer quem! soit Þnie.

Lemme. Ñ Soient - et 4 deux fonctions bor«eliennes surSX/ Γ, que lÕon rel`eve en'h
et '4 respectivement surSX , et r > 0. Alors
&

dm! (u)- (u)
&

B + (u,r )

'4 (v)dµH + (u) (v) =
&

dm! (u)4 (u)
&

B + (u,r )
'- (v)dµH + (u) (v),

où la notation &

B + (u,r )

'4 (v)dµH + (u) (v)

d«esigne abusivement la quantit«e bien d«eÞnie lorsque lÕon y substitue `a u nÕimporte quel
relev«e de ce point dansSX .
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D«emonstration. Ñ Nous nous appuierons sur la proposition 1.12. Aussi Þxonsu0 %
SX (avec µo(g+ " u0) = 0) et notons d) (H + ) la mesure sur lÕespace des horosph`eres
instables, invariante par Γ, donn«ee par

d)
$
H + (v)

%
=

&

R
dt

&

H " (gt u0 )
dµH " (gt u0 ) (v).

Nous supposerons pour all«eger que le groupeΓ est ici d«epourvu de torsion ; dans le
cas g«en«eral, il suffit de restreindre m aux points dÕordre donn«e, et de reprendre ce qui
suit (qui correspond à lÕordre 1), ceci pour chaque ordre. Prenons donc un domaine
D fondamental pour lÕaction deΓ sur SX localement Þni et de bordm-n«egligeable
(voir 1C). Le membre de gauche dans lÕ«enonc«e vaut

&
d) (H + )

&

H +
dµH + (u)11D (u) '- (u)

&

B + (u,r )
dµH + (v) '4 (v),

ou encore, gröace au th«eorème de Fubini,
&

d) (H + )
&

H + , H +
d(µH + 0 µH + )(u, v)11D (u) '- (u) '4 (v)11B + (u,r ) (v).

En effectuant une manipulation «el«ementaire avec Γ et D , et en observant que
11B + (u,r ) (v) = 11B + (v,r ) (u), la quantit«e pr«ec«edente vaut «egalement :

&
d) (H + )

&

H + , H +
d(µH + 0 µH + )(u, v) '- (u)11D (v) '4 (v)11B + (v,r ) (u).

Cette expression est sym«etrique à la pr«ec«edente enh et 4 , et la conclusion sÕensuit.

Le restant de ce chapitre est consacr«e au problème dÕunique ergodicit«e du feuille-
tage horosph«erique. Un système dynamique est dit uniquement ergodiquelorsquÕil
nÕadmet quÕune mesure invariante, une `a proportionnalit«e près (voir [W ], [Bow-M ]
pour les feuilletages). Pour le feuilletage horosph«erique associ«e aux groupes convexe-
cocompacts, le corollaire de la proposition ci-dessous affirme son unique ergodicit«e,
en restriction comme il se doit au relev«e de lÕensemble limite Ñ le compl«ementaire de
ce dernier fournit des mesures invariantes triviales (recens«ees dans le corollaire 6.5).
Quoique ce r«esultat föut d«ejà bien connu (voir [Bow-M ], et pour certains cas parti-
culiers [Fur ] et [Bu ]), nous avons jug«e utile de d«etailler une d«emonstration nouvelle
Ñ et courte Ñ de ce cas particulier du th«eorème 6.4 subs«equent, lequel semble en
revanche nouveau et constitue lÕaboutissement de ce chapitre. La preuve g«en«erale de
ce dernier comportant n«ecessairement quelques complications suppl«ementaires, nous
avons ainsi esp«er«e que le lecteur trouverait ci-dessous un expos«e plus clair de la d«e-
marche de fond, auquel dÕailleurs il sera constamment fait r«ef«erence par la suite aÞn
dÕ«eviter un excès de redites.

Pour un groupe convexe-cocompact,en mettant en ligne de compte lÕesp`ece de
continuit«e des moyennes horosph«eriques quÕindique le lemme 1.16, il sÕav`ere que la
convergence «etablie au th«eorème 6.1 a en fait lieu partout (au-dessus de lÕensemble
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limite) : cÕest la proposition suivante ; la condition technique exigeant que le bord
des boules instables soit n«egligeable est acquise en courbure constante (voir [Ro2 ],
proposition 3.1), tandis quÕautrement il est toujours possible de lÕ«eluder à lÕaide de
fonctions plateaux. Or cÕest un principe g«en«eral que la convergence en tout point de
moyennes ergodiques signiÞe lÕunique ergodicit«e (voir [W ]), et le corollaire ci-dessous
le mettra en Ïuvre.

Proposition 6.2 . Ñ Supposons queΓ soit convexe-cocompact. Soitµ lÕunique den-
sit«e conforme de dimension( (Γ), invariante par Γ et normalis«ee, et soitm! la mesure
de Bowen-Margulis-Sullivan associ«ee. Supposons en outre que pour toutu %SX , lÕon
ait µH + (u)

$
! B + (u, 1)

%
= 0 . Alors, pour toute fonction h %C(SX/ Γ) que lÕon rel`eve

en une fonction 'h sur SX , et pour tout u %SX tel queg#" u %Λ(Γ) (autrement dit
pour toute horosphère H + (u) bas«ee dansΛ(Γ)), la moyenne

1
µH + (u)

$
B + (u, r )

%
&

B + (u,r )

'hdµH + (u)

converge vers
1

, m! ,

&
hdm!

quand r # + $ (la convergence est möeme uniforme sur le support dem).

Corollaire . Ñ La mesure )µ est, à normalisation près, lÕunique mesure de Radon
sur Λ(Γ) ' R + H invariante par Γ.

D«emonstration. Ñ Notons E lÕensemble des points deSX à extr«emit«es dansΛ(Γ).
Par hypothèse, le groupeΓ agit de faücon cocompacte surE. Il revient au möeme, dans
les conditions de lÕ«enonc«e, de prouver le r«esultat pour les fonctions caract«eristiques
des bor«eliens born«es de bordm! -n«egligeableà la place des fonctions continues. Aussi
consid«eronsA + SX , born«e et de bordm-n«egligeable. Prenons/ > 0.

Gröace au lemme 1.16 et `a la condition technique de lÕ«enonc«e, lÕon v«eriÞe que lÕappli-
cation (u, r ) "# µH + (u)

$
B + (u, r )

%
est continue surE' R+ ( (on utilise aussi lÕaction du

ßot g«eod«esique pour voir que les boules de tout rayon sont de bord n«egligeable) ; elle
est de plus invariante parΓ et strictement positive sur cet ensemble. Par cons«equent,
on peut trouver 5 %]0, / / 4[ Þx«e assez petit de sorte que, pour toutu dans E, lÕon ait

µH + (u)

$
B + (u, e/ )

%
! e+/ 4µH + (u)

$
B + (u, e# / )

%
.

Comme A est de bord n«egligeable, on peut trouverC/ 3 A/ et C# / + A# / tous
deux de bordm-n«egligeable (la notationA± / a «et«e introduite au paragraphe 1H), et
tels que m(C/ ) ! / , m! , ! m(A) ! m(C# / ) + / , m! , pourvu que 5 soit assez petit,
ce que lÕon supposera dor«enavant.

Prenons maintenant r1, r 2, r 3 > 0 assez petits aÞn que la conclusion du lemme 1.16
soit valide pour la mesurem, avec5 à la place de/ , et 1 à la place der . CommeE/ Γ
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est compact, on peut trouver un ensemble ÞniF + E tel que E est recouvert par les
cellulesC(u; r1, r 2, r 3), u d«ecrivant ΓF .

Consid«erons u % ΓF , v % C(u; r1, r 2, r 3) et t " 0. En appliquant deux fois le
lemme 1.16 (une fois avecSX à la place deA), et gröace au choix de5, on obtient
lÕencadrement suivant :

e# 3+/ 4
,

&&!

µH + (u)

$
B + (u, e# / ) - g# t &A# /

%

µH + (u)

$
B + (u, e# / )

% !
,

&&!

µH + (v)

$
B + (v, 1) - g# t &A

%

µH + (v)

$
B + (v, 1)

%

! e3+/ 4
,

&&!

µH + (u)

$
B + (u, e/ ) - g# t &A/

%

µH + (u)

$
B + (u, e/ )

% .

Par le corollaire 3.2, on a, dès quet est assez grand, pour toutu %ΓF (F «etant Þni),

e# +/ 4 m(C# / )
, m! ,

!
,

&&!

µH + (u)

$
B + (u, e± / ) - g# t &C± /

%

µH + (u)

$
B + (u, e± / )

% ! e+/ 4 m(C/ )
, m! ,

.

Il en r«esulte que pour tout v %E et t assez grand,

e# +
6

m(A)
, m! ,

! /
7

!
,

&&!

µH + (v)

$
B + (v, 1) - g# t &A

%

µH + (v)

$
B + (v, 1)

% ! e+
6

m(A)
, m! ,

+ /
7

.

On en conclut, en faisant tendre/ vers 0, que

,

&&!

µH + (v)

$
B + (v, 1) - g# t &A

%

µH + (v)

$
B + (v, 1)

%

converge versm(A)/ , m! , quand t # + $ , uniform«ement pour v % E. Or E est
invariant par le ßot g«eod«esique et la moyenne ci-dessus au pointv = g# t u vaut

,

&&!

µH + (u)

$
B + (u, et ) - &A

%

µH + (u)

$
B + (u, et )

% .

Ceci achève la preuve de la proposition.

D«emontrons à pr«esent le corollaire. Soit) une mesure de Radon surΛ(Γ) ' R non
nulle et invariante par Γ. Il suffit de consid«erer le cas où ) est ergodique pour lÕaction
de Γ.

Commenücons par introduire une mesure de RadonM sur SX construite à partir
de ) , ayant möeme rapport avec cette dernière que m avec )µ (voir 1C et 1D). En
identiÞant SX à ! 2X ' R, d«eÞnissons la mesureM par

dM (u) = d) (#, t)e%$η (x,u ) dµx (%) où u = ( #, %, t) %! 2X ' R.

On constate ais«ement que cette expression est ind«ependante du choix du pointx %X ,
et que M est invariante par Γ. Il est clair que le support deM est E. CommeE/ Γ est
compact, la mesure quotientM ! est Þnie. Observons que pour) = )µ, on a M = m,
et r«eciproquement parce queµo nÕa pas dÕatomes (cf. corollaire 1.8).
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Il est facile de voir queM conserve partiellement la structure de produit local que
possède m (voir proposition 1.12). En d«esignant par H + lÕhorosph`ere instable dans
SX d«etermin«ee par une horosphère H de H, on a, pour toute fonction bor«elienne
positive h, lÕidentit«e suivante :

&

SX
h dM =

&

H
d) (H )

&

H +
dµH + h.

Cette structure suffit à garantir la propri«et«e dÕauto-adjonction des moyennes sur les
boules instables par rapport à M , que nous connaissons d«ejà pour m par le lemme
qui referme la preuve du th«eorème 6.1, auquel le lecteur voudra bien se rapporter. La
preuve sÕen maintient `a lÕidentique, et nous pouvons affirmer que lÕexpression suivante
est sym«etrique en les fonctionsh et 4 bor«eliennes positives :

&
dM! (u)- (u)

&

B + (u,r )

'4 (v)dµH + (u) (v).

Consid«eronsh %C(SX/ Γ) positive. En utilisant la propri«et«e d«ecrite à lÕinstant, on
obtient lÕidentit«e suivante, pour r > 0 :

&
dM! (u)

1
µH + (u)

$
B + (u, r )

%
&

B + (u,r )

'hdµH + (u)

=
&

dM! (u)h(u)
&

B + (u,r )

dµH + (u) (v)

µH + (u)

$
B + (v, r )

%.

Notons

7(u, r ) =
&

B + (u,r )

dµH + (u) (v)

µH + (u)

$
B + (v, r )

%.

Il est clair que 7(., r ) est invariante par Γ et continue, et que7(u, r ) = 7(g# log r u, 1).
Comme Γ agit de faücon cocompacte surE qui est invariant par le ßot g«eod«esique, il
existe une constanteC0 telle que 7(., 1) ! C0 sur E, et par suite 7 ! C0 sur E ' R+ ( .
Ainsi le second membre de lÕidentit«e ci-dessus est-il major«e par C0

(
- dM! .

Quant au premier membre, en vertu de la proposition pr«ec«edente, on sait quÕil tend
vers

, M ! ,
, m! ,

&
- dM!

quand r # + $ .
DÕo`u il ressort que m! ! CM ! pour une constante C. On en d«eduit que )µ est

absolument continue par rapport à ) , en faisant entrer en ligne de compte la non-
atomicit«e de µ. La d«eriv«ee de Radon-Nikodymd)µ/d ) est essentiellement invariante
par Γ, et par suite constante, ) «etant ergodique pour lÕaction deΓ. Ainsi se termine
la preuve du corollaire.
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À pr«esent que nous avons achev«e ce point particulièrement destin«e à «eclairer notre
d«emarche, nous nous tournons vers le th«eorème g«en«eral dÕunique ergodicit«e du feuille-
tage horosph«erique (th«eorème 6.4) en restriction aux horosphères bas«ees dans lÕen-
semble limite conique Ñ lequel constituait dans le cas pr«ec«edent lÕensemble limite
tout entier.

Nous devons toutefois commencer par d«ecrire une l«egère condition technique ((4)
ci-dessous) que n«ecessitera la d«emonstration plus loin, et que nous nÕavons pu r«eduire
dans notre cadre g«en«eral des espaces CAT(! 1) ; elle est cependant v«eriÞ«ee dans pour
ainsi dire la presque totalit«e des exemples, ce quÕenregistre la proposition 6.3. Nous
noterons dor«enavant C lÕensemble des «el«ements deSX dont les extr«emit«es sont dans
Λc(Γ). Notre condition sÕ«enonce ainsi :
(4) Il existe un entier N > 1 tel que pour tout u % C, pour tout r > 0, on peut
trouver ui %SX (i = 1 , . . . , N ) tels que B + (u, r ) - C +

/ N
i =1 B + (ui , r/ 2).

Proposition 6.3 . Ñ La condition (4) est remplie dans les cas suivants.

(a) X est une vari«et«e à courbure pinc«ee.
(b) X est une surface (sans borne inf«erieure sur la courbure).
(c) Il existe un groupe discret dÕisom«etries convexe-cocompact dont lÕensemble

limite contient celui de Γ.
Le cas (c) comprend deux sous-cas notables :

(c1) X admet un groupe discret dÕisom«etries cocompact.
(c2) Γ est convexe-cocompact.

D«emonstration. Ñ Le cas (b) est trivial (avec N = 3).
Pour le reste, on commence par se convaincre que (4) est vraie dès quÕil existe

un N tel que toute boule instable de base dansΛc(Γ) et de rayon r ne contienne
pas plus deN boules disjointes de centres dansC et de rayon * r , pour un certain
* % ]0, 1[ (dans ce qui suit, N et * varient dÕune «etape à lÕautre). Puis, en faisant
agir le ßot g«eod«esique (par contraction) et en se rappelant la d«eÞnition des points
limites coniques, on voit quÕil suffit de montrer que toute boule instable de base dans
Λ(Γ), de centre dans un certain compact deSX et de rayon r ! 1 ne contient pas
plus de N boules disjointes de centres dansC et de rayon * r . EnÞn, après projection
à lÕinÞni, eu «egard aux rapports quÕentretiennent les distances horosph«eriques et les
distances visuelles (confer paragraphe 1G), le probl`eme revient à montrer que toute
boule visuelle centr«ee dansΛ(Γ) et de rayon 0 ne contient pas plus deN boules de
rayon *0 .

À pr«esent, dans le cas (c), le groupe convexe-cocompact dont on dispose fournit une
mesure de Patterson-Sullivan qui donne `a toute boule visuelle centr«ee en son ensemble
limite («egalement conique) et de rayon0 une masse proportionnelle `a 0D où D est son
exposant critique Ñ ce dÕaprès le lemme de lÕombre 1.3. La propri«et«e d«esir«ee sÕensuit.
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Pour Þnir, dans le cas (a), une boule visuelle de rayon0 contenant N boules de
rayon *0 peut öetre vue, à dilatation born«ee près, comme lÕombre dÕune boule deX
de rayon 1 contenant elle-möemeN boules de rayon* ' , pour un certain * ' %]0, 1[ ne
d«ependant que de* et du pincement de la courbure ; le th«eorème de comparaison de
Rauch emporte alors la conclusion voulue.

Dans [Rat ] et [Dan ], a «et«e «etablie une classiÞcation des probabilit«es invariantes
par le ßot horocyclique sur une surface g«eom«etriquement Þnie de courbure constante
(cÕest `a quoi se r«eduit dans notre cadre ces travaux situ«es dans celui des groupes de
Lie), qui g«en«eralise le r«esultat dÕunique ergodicit«e concernant les groupes cocompacts ;
en restreignant lÕespace des horocycles `a ceux qui sont bas«es dans lÕensemble limite
conique Ñ qui forme dans le cas consid«er«e lÕensemble limite priv«e des points para-
boliques -, on retrouve une unique ergodicit«e. LÕobjet du th«eorème 6.4 ci-dessous est
dÕ«etendre ce dernier r«esultat pour tous les groupes admettant une mesure de BMS
Þnie dans un espace CAT(! 1) : le feuilletage horosph«erique restreint à Λc(Γ) ' R est
uniquement ergodique. Notons que les mesures invariantes inÞnies y sont envisag«ees
au möeme titre que les mesures Þnies. La preuve reprend le d«epart de celle de la pro-
position 6.2, à laquelle le lecteur sera fr«equemment renvoy«e, mais il ne saurait öetre
question cette fois dÕ«etablir un r«esultat de convergence de toutes les moyennes horo-
sph«eriques : les boules instables fournissant des moyennes convergentes ne pourront
öetre que celles dont le rayon est de lÕordre de lÕexponentielle dÕun temps de retour
dans un compact de son centre selon le ßot g«eod«esique (voir première «etape) ; il sera
toutefois possible de retrouver in Þne (quatrième «etape) le Þl de la preuve du corollaire
de la proposition 6.2.

Th «eor ème 6.4. Ñ Supposons queΓ admette une mesure de Bowen-Margulis-Sulli-
van Þnie, associ«ee à une densit«e µ conforme de dimension( = ( (Γ) et invariante
par Γ, et que la condition (4) soit remplie. Alors )µ est, à normalisation près, lÕunique
mesure de Radon surH invariante par Γ et port«ee par Λc(Γ) ' R.

Le th«eorème pr«ec«edent conduit à une classiÞcation compl`ete des mesures inva-
riantes par le feuilletage horosph«erique pourvu que lÕon connaisse suffisamment bien
les points deΛ(Γ) ! Λc(Γ), ne serait-ce d«ejà lorsque cet ensemble est d«enombrable.
CÕest le cas lorsqueΓ est en outre g«eom«etriquement Þni, au vu de la d«eÞnition que
nous avons redonn«ee en 1F, et la classiÞcation compl«ementaire des mesures invariantes
ergodiques sur

$
! X ! Λc(Γ)

%
' R sÕobtient ais«ement (ce quÕil faut connaöõtre de lÕac-

tion dÕun sous-groupe parabolique born«e est indiqu«e par le lemme 1.9). Le corollaire
ci-dessous dresse donc cette classiÞcation des mesures invariantes par le feuilletage ho-
rosph«erique lorsqueΓ est g«eom«etriquement Þni. Dans le cas du disque hyperbolique,
lÕon retrouve les r«esultats de [Rat ] et [Dan ], avec ce suppl«ement que les mesures inÞ-
nies ont «et«e consid«er«ees ; or dès que( (Γ) nÕest pas maximal, la mesure invariante par
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le ßot horocyclique attach«eeà )µ est mµ, ) où * est la densit«e de Lebesgue (voir 1C),
qui est «eminemment inÞnie (vu sa quasi-invariance par le ßot g«eod«esique, voir 1C).

Corollaire 6.5 . Ñ Supposons queΓ soit g«eom«etriquement Þni et admette une me-
sure de Bowen-Margulis-Sullivan Þnie associ«eeà une densit«e µ conforme de dimension
( = ( (Γ) et invariante par Γ, et que(4) soit remplie. Alors toute mesure de Radon sur
lÕespace des horosph`eres H = ! X ' R invariante par Γ et ergodique pour lÕaction deΓ
sur H appartient à lÕune des familles suivantes, `a une constante de proportionnalit«e
près :

(a) Les mesures du type
#

&&! D&H où H % H est une horosphère bas«ee hors de
Λ(Γ) et où D&H d«esigne la masse de Dirac au point&H de H.

(b) Les mesures du type
#

&&! / $ D&H où H %H est une horosphère bas«ee en un
point Þxe parabolique deΓ, et où Γ/ Π d«esigne un système de repr«esentants des classes
à gauche deΓ selon le sous-groupe parabolique maximalΠ stabilisant ledit point.

(c) La mesure )µ.

D«emonstration. Ñ Soit ) une mesure de Radon surΛc(Γ) ' R, non nulle et inva-
riante par Γ. Il suffit de consid«erer le cas où ) est ergodique pour lÕaction deΓ.
En proc«edant comme dans la preuve du corollaire de la proposition 6.2, `a laquelle
nous renverrons largement le lecteur, on construit une mesure de RadonM sur SX ,
port«ee par lÕensembleC des points à extr«emit«es dansΛc(Γ) et invariante par Γ, don-
n«ee par la formule (ind«ependante du choix dex) dM (u) = d) (#, t)e%$η (x,u ) dµx (%) où
u = ( #, %, t) %! 2X ' R.

Comme à lÕendroit cit«e, on v«eriÞe alors que lÕexpression
&

dM! (u)- (u)
&

B + (u,r )

'4 (v)dµH + (u) (v)

est sym«etrique en les fonctionsh et 4 bor«eliennes positives. Nous emploierons cette
propri«et«e fondamentale dÕauto-adjonction notamment pour achever la pr«esente d«e-
monstration comme a «et«e conduite la preuve cit«ee (quatrième «etape plus loin). DÕici
là, il nous faudra d«egager une propri«et«e de convergence des moyennes horosph«eriques
qui restitue une part suffisante de la proposition 6.2. Le comportement de la moyenne
sur une boule B + (u, r ) paraöõtra convenable pour un rayonr d«ependant de u (pre-
mière «etape) puis, à lÕaide dÕun argument de recouvrement de Vitali, pouru dans un
ensembleΩr associ«e à chaque rayonr (seconde «etape), lequel ensemble se r«ev«elera
assez gros pour au moins une valeur der (troisi ème «etape).

Choisissons une fonction positive0 %Cc(SX/ Γ) à support assez large pour que lÕon
ait

(
0 dM! = 1 et

(
0 dm! > 0. La fonction 0 se relève surSX en '0. Introduisons la

mesureP = '0 M sur SX , qui se projette sur SX/ Γ en une probabilit«e. Il est temps
de faire remarquer queM peut öetre a priori inÞnie, et cÕest justement pourquoi nous
avons besoin dÕune telle fonction0.
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Pour R > 0, notonsK R le compactSB (o, R) - C, et consid«erons lÕensembleCR des
points u % SX pour lesquels il existe une suite de r«eels t i tendant vers +$ avec i
telle que g# t i u %ΓK R pour tout i . Avec la d«eÞnition de Λc(Γ), on voit que C est la
r«eunion croissante desCR quand R croöõt ind«eÞniment. PuisqueP! (C/ Γ) = 1, Þxons
un R > 0 assez grand pour que lÕon aitP! (CR / Γ) > 1 ! 1/ 16N où N est donn«e par
la condition (4).

Signalons que dans toute la suite, les symbolesc1, c2, . . . d«esigneront des constantes
strictement positives ne d«ependant que des donn«ees pr«ec«edentes et pas de celles `a
venir.

Consid«erons une fonction positive h % Cc(SX/ Γ) Þx«ee. La première «etape ci-
dessous exprime lÕessentiel (en ne retenant que le sens des in«egalit«es qui nous sera
utile) de ce qui subsiste ici de lÕestimation des moyennes horosph«eriquesà partir du
m«elange du ßot g«eod«esique (corollaire 3.2) suivant le cheminement de la preuve de la
proposition 6.2. La seconde in«egalit«e ci-dessous est n«ecessaire `a la mise en Ïuvre de
lÕargument de type Vitali de la seconde «etape.

Première «etape. Ñ Pour tout u %CR , il existe r = r (u) > 0 tel que

&

B + (u,r )

'h dµH + (u) " c1

&
- dm!

&

B + (u,r )
'0 dµH + (u)

et 0 <
&

B + (u, 3r )
'0 dµH + (u) ! c2

&

B + (u,r )
'0 dµH + (u) .

D«emonstration. Ñ Fixons / %]0, log 2[ assez petit aÞn que

&
h# +dm! "

1
2

&
- dm! et

&
0# +dm! "

1
2

&
0dm! ,

dÕapr`es la notation 'h# + introduite au paragraphe 1H. Prenons alorsr1, r 2, r 3 > 0 assez
petits aÞn que la conclusion du lemme 1.16 soit valable pour les valeurs 1 et 3 der .
On peut trouver un ensemble ÞniF + K R tel que K R soit recouvert par les cellules
C(u; r1, r 2, r 3) où u parcourt F .

Consid«eronsu %ΓF , v %C(u; r1, r 2, r 3) et t " 0. En appliquant le lemme 1.16, on
obtient les in«egalit«es suivantes, o`u 4 d«esigne aussi bien0 que h :

1
2

&

B + (u, 1
2 )

'4# + / gt dµH + (u) !
&

B + (v,1)

'4 / gt dµH + (v)

et
&

B + (v,3)

'4 / gt dµH + (v) ! 2
&

B + (u, 6)

'42 / gt dµH + (u) .
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Par le corollaire 3.2, vu queF est Þni, dès quet est assez grand, on a, pour tout
v %ΓK R ,

c3

8, m! ,

&
4dm! !

c3

4, m! ,

&
4# +dm! !

&

B + (v,1)

'4 / gt dµH + (v)

et
&

B + (v,3)

'4 / gt dµH + (v) !
4c4

, m! ,

&
42dm! ,

où
c3 = inf

u&K R

µH + (u)

$
B + (u, 1/ 2)

%
et c4 = sup

u&K R

µH + (u)

$
B + (u, 6)

%
.

On v«eriÞe ais«ement que c3 > 0 et c4 < $ en utilisant encore le lemme 1.16 et la
compacit«e deK R , qui de plus est contenu dans le supportC de m.

En se rappelant le mode dÕaction du ßot g«eod«esique sur les boules instables et
leurs mesures (voir 1G), on tire de ce qui pr«ecède que pourt assez grand, pour tout
u %gt ΓK R ,

&

B + (u,e t )

'hdµH + (u) " c1

&
hdm!

&

B + (u,e t )
'0dµH + (u)

et 0 <
&

B + (u, 3et )
'0dµH + (u) ! c2

&

B + (u,e t )
'0dµH + (u) ,

avec

c# 1
1 =

32c4

c3

&
02dm! et c# 1

2 = c1

&
0dm! .

Comme pour chaqueu %CR , on dispose dÕunt = t(u) tel que u %gt ΓK R , nous avons
«etabli lÕ«enonc«e de la première «etape, avecr = et .

Dans la seconde «etape, nous allons recouvrir une portion suffisante de certaines
boules instables de rayonr donn«e par les boulesB +

$
u, r (u)

%
de la première «etape,

la seconde in«egalit«e que nous y avons «etablie nous garantissant lÕobtention dÕun re-
couvrement de type Vitali ; on pourra ainsi «etendre la première in«egalit«e à des boules
dont on verra lors de la troisième «etape que la quantit«e est suffisante pour au moins
un rayon r . Signalons que des recouvrements de Vitali sur les horosph`eres avaient
d«ejà «et«e utilis«es dans [Ru ], dans le but de montrer le m«elange fort du ßot g«eod«esique
à partir du m«elange faible.

Pour s > 0, consid«erons lÕensembleEs desu %CR pour lesquelsr (u) ! s. Comme
CR est la r«eunion croissante desEs quand s croöõt vers lÕinÞni, et queP! (CR / Γ) >
1! 1/ 16N , nous pouvons Þxer uns et un ferm«e E + Es tels queP! (E/ Γ) > 1! 1/ 8N .

Pour r " 0, d«eÞnissons∆r comme lÕensemble desu %SX tels que
&

B + (u,r )
'0 11E dµH + (u) !

1
2

&

B + (u,r )
'0 dµH + (u) .

En termes vagues,∆r est le lieu des pointsu tels que la portion deB + (u, r ) couverte
par E est insuffisante (en deücà de la moiti«e).
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Introduisons «egalement lÕensembleZr des pointsu %SX tels que
&

B + (u,r + s)

'h dµH + (u) > 2
&

B + (u,r )

'h dµH + (u) .

Il sÕagit là des points u où le poids de la couronne de largeurs bordant B + (u, r )
lÕemporte trop sur celui de la boule elle-möeme.

Notons enÞnΩr = SX ! (∆r & Zr ).

Seconde «etape. Ñ Pour tout u %Ωr , on a
&

B + (u,r )

'h dµH + (u) " c5

&
hdm!

&

B + (u,r )
'0 dµH + (u) .

D«emonstration. Ñ Nous allons employer le lemme de Vitali suivant, dont la preuve
nous a paru suffisamment connue pour que lÕon se dispensöat de la rappeler ici.

Lemme. Ñ Soit Q un espace m«etrique compact muni dÕune mesure de probabilit«e 1, et
supposons donn«ee pour chaqueq %Q une bouleB

$
q, r(q)

%
telle que1

$
B

$
q,3r (q)

%%
!

c 1
$
B

$
q, r(q)

%%
, où c est une constante. Il existe alors une famille Þnie de boules

Bi = B
$
qi , r (qi )

%
deux à deux disjointes et telles que1

$/
Bi

%
" 1/c .

Consid«eronsu %Ωr . Appliquons le lemme de Vitali ci-dessus avecQ = B + (u, r )- E ,
1 la mesure '0 µH + (u) restreinte à Q et normalis«ee (elle nÕest pas nulle parce que

u /% ∆r ), et les boulesB +
$
q, r(q)

%
donn«ees par la première «etape, pour lesquelles

c = c2. Nous disposons alors dÕune famille Þnie de telles boulesBi (i %I ) v«eriÞant la
conclusion du lemme. Observons de plus que lesBi sont contenues dansB + (u, r + s)
puisque leurs rayons valent au pluss (Q + E). On a alors successivement :

&

B + (u,r )

'hdµH + (u) "
1
2

&

B + (u,r + s)

'hdµH + (u) car u /%Zr

"
1
2

,

i &I

&

B i

'hdµH + (u)

"
c1

2

&
- dm!

,

i &I

&

B i

'0dµH + (u) dÕapr`es la première «etape

"
c1

2c2

&
- dm!

&

B + (u,r ) * E
'0dµH + (u) par le lemme de Vitali

"
c1

4c2

&
- dm!

&

B + (u,r )
'0dµH + (u) puisqueu /%∆r .

Nous avons ainsi obtenu le r«esultat de la seconde «etape, avecc5 = c1/ 4c2.

Troisi`eme «etape. Ñ On a P(Ωr / Γ) > 1/ 2 pour au moins unr > 0.

D«emonstration. Ñ Nous allons dÕabord montrer queP! (∆r / Γ) < 1/ 4 pour r > 0
quelconque. En utilisant la propri«et«e dÕauto-adjonction des moyennes horosph«eriques
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par rapport à M indiqu«ee au d«ebut de la pr«esente d«emonstration, on «etablit lÕidentit«e
ci-dessous (E c = SX ! E) :

&
dM! (u)0(u)11# r / ! (u)

1(
B + (u,r ) '0dµH + (u)

&

B + (u,r )
'011E c dµH + (u)

=
&

dM! (u)0(u)11E c / ! (u)
&

B + (u,r )

'0(v)11# r (v)(
B + (v,r ) '0dµH + (u)

dµH + (u) (v).

DÕune part, pouru %∆r , on a
&

B + (u,r )
'011E c dµH + (u) >

1
2

&

B + (u,r )
'0dµH + (u) .

Aussi le premier membre de lÕidentit«e pr«ec«edente est-il plus grand que1
2 P! (∆r / Γ).

DÕautre part, pour u % C, on peut, en recourant à la condition (4), recouvrir
B + (u, r ) par des boulesB + (ui , r/ 2) en nombre au plusN . Or pour v %B + (ui , r/ 2),
on a B + (v, r ) 3 B + (ui , r/ 2) et donc

&

B + (v,r )
'0dµH + (u) "

&

B + (u i , r
2 )

'0dµH + (u) .

Par cons«equent,
&

B + (u,r )

'0(v)(
B + (v,r ) '0dµH + (u)

dµH + (u) (v) ! N

pour u %Cqui, rappelons-le, porteM . Il en d«ecoule que le second membre de lÕidentit«e
plus haut est plus petit que NP! (E c/ Γ) < 1/ 8.

Il r«esulte de tout cela queP! (∆r / Γ) < 1/ 4 comme annonc«e.

Examinons maintenant les ensemblesZr , r > 0. Pour ce faire, commenücons par
estimer (grossièrement) la croissance avecr de

(
B + (u,r ) '0dµH + (u) . Rappelons (voir

1G) que

d(P(
H + (u)

µH + (u) )(#) = e
%$ξ(o,PH + (u) ! )

dµo(#),

et que

dH + (u) (PH + (u) #, u) = e
1
2 $ξ(o,PH + (u) ! ) du (#, g+ " u)

= [ e
1
2 $ξ(u,o ) du (#, g+ " u)]e

1
2 $ξ(o,PH + (u) ! )

.

Il en ressort que, pouru %SX Þx«e, on a
&

B + (u,r )
'0dµH + (u) = O(r 2%)

avecr " 1.
Consid«eronsu %CÞx«e. Le temps de s«ejour deu dans lesZr , r ! t, entendons par là

la quantit«e
( t

0 11Z r (u)dr, est clairement major«e par le nombren(t) dÕentiersk ! [t/s ]
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tels queu %Zr pour au moins un r %[ks, (k + 1) s[. Or, en revenant à la d«eÞnition de
Zr , on voit ais«ement que

&

B + (u,t +2 s)
'0dµH + (u) " c2n ( t )

pour t assez grand, avec une constantec (d«ependant de u mais non de t) dont la
stricte positivit«e tient au fait que

(
B + (u,r ) '0dµH + (u) > 0 pour r assez grand, ce qui a

bien lieu puisqueu %C et que par cons«equent H + (u) rencontre lÕint«erieur du support
de '0 intersect«e avecC, dÕapr`es la proposition 1.5. Avec ce qui pr«ecède, il en d«ecoule
que n(t) = O(log t).

On a ainsi montr«e que pour tout u %C, on a

1
t

& t

0
11Z r (u)dr !# 0.

On en d«eduit que

1
t

& t

0
P! (Zr / Γ)dr !# 0 quand t !# + $ ,

vu que P(SX ! C) = 0. On conclut que pour au moins un r > 0, on aP! (Zr / Γ) < 1/ 4,
et ÞnalementP! (Ωr / Γ) > 1/ 2.

Quatri ème «etape : conclusion. Ñ De möeme que dans la preuve du corollaire de la
proposition 6.2, la propri«et«e fondamentale dÕauto-adjonction soulign«ee en d«ebut de
preuve nous fournit lÕidentit«e suivante :

&
dM! (u)0(u)

1(
B + (u,r ) '0dµH + (u)

&

B + (u,r )

'hdµH + (u)

=
&

dM! (u)h(u)
&

B + (u,r )

'0(v)dµH + (u) (v)
(

B + (v,r ) '0dµH + (u)

.

Dans le second membre ci-dessus, la majoration parN du deuxième terme de
lÕint«egrande a d«ejà «et«e effectu«ee à lÕ«etape pr«ec«edente. Aussi ledit membre est-il plus
petit que N

(
- dM! .

Quant au premier membre, gröace à la seconde «etape, on le sait plus grand que
c5P! (Ωr / Γ)

(
- dm! .

En prenant r commeà la troisième «etape, cÕest-`a-dire tel que P! (Ωr / Γ) > 1/ 2, on
obtient, avec c6 = 2 N/c 5, que

(
- dm! ! c6

(
- dM! , et ce pour toute h %Cc(SX/ Γ)

positive. Commeà la Þn de la preuve du corollaire de la proposition 6.2, ceci entraöõne
que )µ est absolument continue par rapport à ) (gröace à la non-atomicit«e de µ), et
enÞn que)µ et ) sont proportionnelles.
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