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Colloque Anal. fonctj.onn. [1971, Bordeaux]
Buil. Soc. math. France,,
Mémoire 31-32, 1972, p. 51-71.

PRODUIT TOPOLOGIQUE, PRODUIT TENSORIEL ET C-REPLETION

par
Henri BUCHWALTER

INTRODUCTION.

Tous les espaces topologiques rencontrés sont supposés complètement ré-

guliers. Pour un tel espace T on désigne classiquement par @T et vT respecti-

vement le compact ifié de Stone-Cech de T et le repiété de T (ou "real-compacti-

fication", ou saturé de Hevitt). On rappelle que l'on doit à Glicksberg et Frolik

([G ] et [F ] ) l'énoncé d'une condition nécessaire et suffisante pour que

@ ( S x T) = 8Sx 0T : si S et T sont pseudocompact s, il faut et il suffit que

S X T soit pseudocompact, ou que C°°(S) <S> C°°(T) = C°°(Sx T) (Tamano ; [T ]), ou en-

core que la projection pc, : Sx T -> S soit z-fermée, i.e. transforme les noyaux de

S x T en fermés de S (Noble ; [N ]). Le problème de commutation

v ( S x T ) = \)Q x \;T a été attaqué par l'école américaine, principalement par Comfort

[C^], et auxiliairement par Hager, Isbell, Negrepontis, Noble et Tamano. Il n'est

pas résolu : on connaît des conditions nécessaires, d'autres suffisantes, et ces

dernières sont sévères sur l'un des espaces (\^S est localement compact) en même

temps qu'elles sont entachées d'une condition de cardinalité non mesurable.

La théorie de la c-replétion permet d'examiner ce problème sous un jour

tout différent, en le remplaçant par le problème de commutation 9 ( S x T ) = 9 S x Q T où

9T est le c-replété de T . On sait que 9T = vT pour tout T , sous l'hypothèse

de non-existence de cardinaux mesurables, de sorte que les deux problèmes sont évi-

demment étroitement liés. L'intérêt de la substitution réside dans le fait, qu'en

c-replétion, on peut utiliser une technique nouvelle basée sur une étude approfon-

die de l'équi continuité. Toutefois, le second problème n'est pas résolu non plus.

Un premier travail, dû à Pupier ([P^], 3.5.10) donne le résultat suivant : si 6T

est localement compact, si S est un b -espace, alors 6 ( S x T ) = 6S x 6T si et

seulement si le produit de deux bornés de S et T est borné dans S x T . Il est

à remarquer que, tout comme dans l'énoncé de Comfort, les hypothèses sur S et T

sont fortement dissymétriques.

Aussi, avons-nous cherché à revenir, comme dans l'énoncé primitif de

Glicksberg-Frolik, à des hypothèses symétriques sur S et T . Nous montrons qu'un

cadre approprié raisonnable est celui des bp-espaces hémibornés dont certaines pro-

priétés découlent de celles des k -espaces hemicompact s.



52 H. BUCHWALTER

Le bon théorème obtenu, parmi d'autres plus techniques et moins intéres-

sants, est finalement le suivant, qui généralise strictement celui de Glicksberg-
Frolik et que l'on retrouvera en (5.6) :

THEOREME. - Soient S _e_t_ T deux b^-espaces admettant une base dénombrâblé de

bornés qui sont pseudocompact s. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

a) 9(S x T ) = 9S x 9T

b) \)(S x T) = \)S x \>7

c) C^(Sx T) = C^(S) ê C (T)

d) M ( S x T) = M ( S ) 0 M ( T )

e) Pour toute fonction f Ç ( 3 ( S x T ) et tout borné B _de_ T la partie f ( . , B )

est é qui continue sur S (resp. : même énoncé en échangeant S et T) .

f) Pour tout pseudo compact B _de_ T et tout noyau Z de Sx T la projec-

tion p ( Z D ( S x B ) ) est un noyau de S (resp. : même énoncé en échangeant
S et T) .

g) Le produit de deux bornés de S ^_ T est un borné de Sx T .

La démonstration nécessite une étude détaillée des k -espaces hémicom-

pacts, des b -espaces hémibornés et des espaces • M ( T ) . On examine aussi de près les

propriétés des parties équicontinues de Sx T . La condition g) est conséquence

d'une généralisation (améliorée) due à Noble et à Pupier d'un lemme de Frolik. En-
fin, l'implication d=^a est générale mais sa réciproque est obtenue comme consé-

quence de l'égalité M(ï ) = C ( ï ) ' et d'une propriété tensorielle :

( E i 8 > F ) ' = E ' < 8 > F ' lorsque E et F sont des espaces de Fréchet dont l'un est ap-

proximant, et cette réciproque ne se laissera pas facilement généraliser par cette
méthode.

NOTATIONS. - Pour la replet ion, on renvoie à Gillman-Jerison ([GJ]) et pour la

c-replétion à ( [B ] ) . Les bornés (ou relativement pseudo-compacts) d'un espace to-

pologique sont étudiés dans ([B ] ) . L'algèbre (3(ï) de toutes les fonctions conti-

nues sur T est munie de sa compactologie canonique équicontinue ^ , ce qui re-

vient à dire qu'on a distingué dans <3.(T) les parties H qui sont équicontinues,

simplement bornées et simplement fermées, en les munissant de la topologie de la

convergence simple sur T pour laquelle elles sont compactes. On topologise C, (T)

soit avec la topologie de la convergence compacte sur T , obtenant l'espace C ( T ) ,

soit avec la topologie de la convergence bornée, obtenant l'espace C (ï). Pour que

CjT) soit complet, il faut et il suffit que T soit un k -espace (ou k'-espace)
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(Warner [W ]) . Pour que C (T) soit complet, il faut et il suffit que T soit un

b^-espace (Jourlin-M6116 Blanchard ; [JB], où C , ( T ) est appelé C ( T ) ) . L'espace

M(T) est le dual de l'algèbre compactologique (3 (T) : c'est l'espace des formes

linéaires sur C-(T) dont les restrictions aux parties H Ç î t sont continues, mu-

ni de la topologie de la ît-convergence. Ses propriétés utiles sont décrites dans
([B^]) . En particulier, M ( T ) ' = (3(T) .

Mise en garde. - Les espaces 6T et v»T sont lus en espaces topologiques et le

problème de commutation est un problème topologique. Toutefois 6T et \)T peuvent

être munis canoniquement de structures uniformes donnant les espaces uniformes com-

plets 8 T et v T . Le problème de commutation 6 (Sx T) = 9 Sx 6 T est résolu

par un théorème dû à Isbell ([!-]) : il faut et il suffit que les deux projections

pg : Sx T ->- S et p : S x T -^ T soient z-fermées ; il ne nous intéressera donc

pas. Mais nous retiendrons que sur chaque borné B de T les espaces uniformes

6^T et \^T induisent la même structure uniforme, qui est d'ailleurs précompacte

et nous dirons que c'est la structure uniforme naturelle de B . En particulier,

l'adhérence B de B dans 9T est compacte.

1. - Le morphisme canonique E •

On rappelle que dans M ( s ) les semi-normes ?„ sont associées aux par-
ties équicontinues H Ç M ; de plus, chaque HÇ M définit une fonction continue
sur S et un écart continu sur S :

H ( s ) = Sup | f ( s ) | et d^(s,s ) = Sup | f ( s ) - f(s ) | .
f € H n ° f Ç H °

Enfin, e désigne la mesure de Dirac au point s .s

PROPOSITION (1.1). - Fixons deux espaces S e^ T . Il existe un morphisme cano-
nique :

E : M ( S x T) -> M ( S ) à M ( T )

défini par l'égalité < E ( \ ; ) , $> = < v , ^> , pour toute \ ^ Ç M ( S X T ) et toute

application bilinéaire continue $ sur M ( s ) x M(ï ) , où l'on a défini ^> ç. C. (S x T)
Par i^(s , t ) = $ (e^ , c^ ) .

Preuve : On définit e : S x T ^ M ( s ) d ) M( ï ) par e (s , t ) = e <8) e . C'est une appli-
cation continue, car si p est une semi-norme sur M(s ) ^ M ( T ) on peut la supposer

de la forme p = Pg<S>P^ où Hç M (S) et K ê î 4 ( T ) . Ecrivant :

e(s.t) - e(s^, t^) = e^ (^- c^ ) + (c^- e^ ) ^ c
0 0 0

on obtient p(e (s,t )-c(s^,t^) ) <H(s) ^^^o^ V^o^o5 î ce qui suffit- Alors
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e se prolonge en E : M ( S X T ) ->- M ( s ) ê M ( T ) d'après les propriétés universelles du

fondeur M ( . ) ( [ B ^ ] ) . Pour expliciter E , il suffit de remarquer que le dual

de M(S x T ) est < 3 ( S x T ) et que e se transpose en e^ selon e^ ( < î > ) (s,t )=$(e ,e )

REMARQUE 1. - II n 'y a malheureusement aucune raison pour que E soit injective,ni

:surjective, ni a fortiori un isomorphisme. On ne peut même pas garantir que l'image

ImE contienne le sous-espace M ( s ) (g) M ( ï ) ; cela signifierait qu'à partir de deux

éléments À ê M ( S ) et T J Ç M ( T ) on pourrait obtenir un élément ^ Ç M ( S X T) tel que

\ K f ( ^ g ) = ^ ( f ) u ( g ) . On ne serait pas loin d'affirmer que M f s ) et M ( T ) sont des

espaces de mesures de Radon sur S et T !

DEFINITION (1.2). - Lorsque E est un isomorphisme, nous écrirons pour simplifier

M ( S x T) = M ( S ) § M ( T ) .

La liaison avec la c-replétion est immédiate, quoique malheureusement

unilatérale.

THEOREME (l.3). - £[i M ( S x T ) = M ( s ) ê M ( T ) alors 6 ( S x T) = OSx 9T .

Preuve : Elle est basée sur l'égalité M ( T ) = M ( 9 T ) pour tout espace T . Dans le

diagramme ci-contre
_;; ;î . • , . ( 3 ( S x T ) — — — — L — — — — > G . ( 6 S x e T )E = e est un isomorphisme A ^

compactologique. En posant "^ î î ;î

L = e" o (E") on obtient9

un morphisme compactologique. B (M(S)x M(T)) = 6(M(6S) . M(9T))
II suffit de voir que L est

une opération de prolongement, car alors toute partie équicontinue de < 3 ( S x T )

admet un prolongement équicontinu sur OS x 9T , ce qui signifie justement

e ( S x T ) = 6 S x 6 T . Or, soient fç (3 (S x T) et $ = (E^F^f) ; on a

( L f ) ( s , t ) = ^ ( e ^ , e^) = f ( s , t ) , ce qui termine tout.

La suite a pour but d'établir la réciproque dans un cas particulier.

2. - Les k -espaces hémicompacts.

On rappelle un résultat de Warner ( [W ] ) : le complété C (T) de C (T)

s'identifie à l'espace des fonctions continues sur chaque compact de T .

THEOREME (2.l). - .Soient S j^b T deux k -espaces. Alors :

a) C^(S) ê C^(T) = C (S xT ) ^
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13) pour ̂  C'g(S) §> Cg(T) = C^(S x ï ) , il faut et il suffit que S x T soit
un kp-espace.

Preuve : Légalité de b) est vra^e si S et T sont compacts, ce qui fournit

aisément a) grâce au théorème de Warner cité.

On est donc amené tout naturellement à étudier les couples (S,T) de

kp-espaces dont le produit est encore un k--espace. Mis à part le cas où l'un d'eux

est localement compact, on est très vite contraint de revenir à des hypothèses de
dénombrabilité.

Un espace est dit hemicompact s'il admet une base dénombrable de com-

pacts (et pas seulement s'il est a-compact, c'est-à-dire réunion d'une suite de

compacts). Pour un k--espace hémicompact T , C (T) est un espace de Fréchet (et
réciproquement d'après Warner ( [ W ^ ] ) ) .

THEOREME (2.2). - Le produit S x T de deux k -espaces hémicompacts est encore un
k -espace hémicompact.

Preuve : Elle est très indirecte car la caractérisât ion d'un k -espace est exté-

rieure. Rappelons que T est dit k-espace (ou espace de Kelley) lorsque sa topolo-

gie est limite inductive de ses restrictions aux compacts. Dans un tel espace une

partie F est fermée si et seulement si elle coupe tout compact suivant un com-

pact (caractérisât ion intérieure). Tout est basé sur deux lemmes de Waelbroeck

( [W- ] chap. III, § 2) concernant les compactologies dénombrables et desquels on

tire :

LEMME 1 (2.3). - Tout k-espace hémicompact est un k-espace normal (et même para-

Preuve : (succincte). - On montre que l'espace kT , kelleyifié de T , est normal.

A fortiori est-il complètement régulier, d'où kT = T par ([B ] (2.3.6)) . De plus,
T égal à un K de @T , est paracompact. Fixons donc une suite exhaustive crois-
sante (K ) de compacts de T et donnons-nous deux parties disjointes A et B

coupant tout K suivant des fermés (disjoints) A et B . Une construction fa-n n n
cile permet alors d'obtenir des parties disjointes U et V contenant respective-
ment A et B et coupant chaque K suivant un ouvert.

LEMME 2 (2 .4 ) . - Le produit S x T de deux k -espaces hémjcompacts est encore un

k--espace hémicompact.

Preuve : Tout-à-fait semblable à la précédente.

D'où l'on tire :



56 H. BUCHWALTER

PROPOSITION (2.5). - Soient • S _e_b_ T deux kp-espaces hemicampa et s. Alors :

a) C^(S) ê C^(T) = C ^ ( S x T )

b) M(S) ê M ( T ) = M ( S x T) .

Preuve : II faut prouver b). Ce qui est conséquence de deux résultats auxiliaires.

PROPOSITION (2.6). - Soit T un k^-espace hémicompact. Alors :——— —.— ^ —————

M ( T ) = C ( T ) ' et C (T) = M ( T ) ' .
C C —— C C

Preuve : C (T) est espace de Fréchet donc espace de Kelley. De plus, une forme du

théorème d'Ascoli ([B?] ( U . 2 . 3 ) ) garantit que les parties H ê î i ( T ) sont exactement

les compacts de C (T) . L'égalité topologique M ( T ) = C (T) ' en résulte aisément.

Enfin, si l'on pose E = C (T) , on a l'égalité E = ( E ' ) ' = M Î T ) ' puisque E est

un espace de Mackey. (Dans tout cela on désigne par F' le dual d'un elc F , muni

de la topologie de la convergence uniforme sur les disques compacts de F) .

PROPOSITION (2.7) . - Soient E j^fc_ F deux espaces de Fréchet dont l'un au moins

e st app rox im ant. On a alors :

a) (E ^ F ) ' = E' §> F'
c c e

b) (E à F) ' = E' à F' .
c c e

Preuve : Seule la première formule nous intéresse pour l'application à la proposi-

tion (2.5). Donnons-en une preuve succincte basée sur le lemme suivant, dont nous

laissons la démonstration au lecteur :

LEMME (2.8). - Soient E , F deux espaces de Fréchet et Z un espace de Banach.

Toute application f : E' x F' ->- Z , bilinéaire^ et continue sur les compacts est

cont inue.

Revenons à la preuve de (2.7). L'hypothèse d'approximation sur E ou F

implique les égalités :

E®F = Ig(F^ , E) = L^(F^ , E) = B ^(E^ , F^ ) où le dernier espace est celui des

formes bilinéaires continues sur E' xF ' (ou continues seulement sur les compacts

d'après le lemme) muni de la topologie de la convergence bi compacte (ce fait étant

conséquence de E = ( E ' ) ' ) . Posons, pour simplifier, H = B (E' , F ' ) = E§>F .

Il est clair que H est un espace de Fréchet, donc (H' ) ' = H . Ce qui

implique que H' contient E'<^F' comme sous-espace vectoriel partout dense. Soit

alors Z un espace de Banach quelconque. Il est relativement facile d'établir,
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avec le lemme, que 1' espace B(E', F* ; Z) des applications bilinéaires continues

de E' x F* dans Z coïncide avec l'espace L(Z', H), ou encore avec l'espace

L(H', Z). Ce qui signifie, en clair, que toute application bilinéaire continue de

E' x F* dans Z se remplace (et de façon unique à cause de la propriété de densité

vue plus haut) par une application linéaire continue de H* dans Z • II en découle

que H' est solution du problème universel qui définit le produit tensoriel <8> ,

d'où l'égalité H' = E^ <§> F^ .

Pour démontrer enfin (2.5.b), il suffit d'appliquer (2.U), (2.6), (2.5.a)

et (2.7.a), après avoir pris la précaution de montrer que C (T) est approximant.

Or, cette propriété est valable pour tout k--espace. En effet :

LEMME (2.9). - Soit T j^ k-espace. Posons E = C (T ). Pour tout compact K d^

T soit V le voisinage de 0 dans E défini par V = { f ; || f|| <l} . Alors

l'espace de Banach E^ est isométrique à l'espace C(K) . En particulier,

E = lim C(K) eĵ  E e st approximant.

K

Preuve : La jauge de V est évidemment la semi-norme HJIy • Soit -n- : E -»- C(K)— — - — — K . K
l'application de restriction à K . Alors TT est une surjection (par régularité

complète) qui se factorise donc en une isométrie surjective de E,- sur C(K) • On

obtient déjà E = lim C(K) puisque E est complet, puis le fait que E est appro-

K

ximant puisqu'il possède une base de voisinages V tels que E— soit approximant.

La démonstration de (2.5) est donc enfin terminée.

REMARQUE 2. - L'égalité M ( S x T ) = M(s) ê M(ï) implique alors 9 ( S x T ) = 9S x 9T

avec (1.3). Mais ceci n'est d'aucune utilité car tout k -espace hémicompact est es-

pace de Lindelôf, donc replet, donc c-replet.

3. - Les bp-espaces hémibomés.

On rappelle qu'un espace T est dit b -espace (b'-espace dans la termi-

nologie de Jourlin-Blanchard [JB] ; ou espace hypobornologique dans celle de Pupier

[P ]) lorsqu'une condition suffisante pour qu'une fonction numérique sur T soit

continue, est que ses restrictions aux parties bornées de T soient uniformément

continues pour la structure uniforme naturelle de chaque borné (cf. Mise en garde).

Il revient au même de dire d'après ([JB] th.(l.l)) que l'espace C (T) (noté C (T)

dans l'article cité) est complet. Lorsque T est réunion dénombrable de bornés, on

dit qu'il est a-borné. On dit qu'il est hémiborné lorsqu'il admet une base dénom-
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brable de 'bornes. Pour que T soit un b^-espace hémiborné, il faut et il suffit
que ^(T) soit espace de Fréchet.

La liaison entre b -espaces hémibornés et k-espaces hémicompacts est
décrite par :

PROPOSITION (3.1). - Soit T un b^-espace hémibomé. Alors :

a) 6T est un k--espace hémicompact et 6T = \)T ,

b) T est distingué dans 9T , c'est-à-dire que tout compact de 6T est

contenu dans l'adhérence B d'un borné B de T ^

c) C^(T) = C (9T) e^ M ( T ) = C (T) ' .

Preuve : Soit T" la réunion dans 9T des adhérences ÏÏ6 lorsque B décrit l'en-
r\

semble des bornés de T . Comme chaque B est compact, T" est un K de 9T .
(7

C'est donc un espace replet, intermédiaire entre T et 6T , d'où il suit les éga-
lités T" = QT = v7 , ce qui montre que 6T est a-compact. Mais T étant un

b^-espace, l'espace C;^(T), qui est Fréchet, est tonnelé, de sorte que T est dis-
tingué dans T" d'après ([Bj, cor. 9 ) , ce qui implique déjà que 9T est hémi-
compact. Mais de plus, C (T) = C ( 6 T ) , donc C (9T) est complet et par suite 6T
est bien un k^-espace. Enfin, puisque M(ï ) = M ( 9 T ) , on a M ( T ) = C ( T ) ' avec
(2.6).

COROLLAIRE 1 (3.2). - Soient S e_^ T ôeux b -espaces hémibornés. Alors
C^(S) ê C^(T) = C ( 9 S x 6T).

Preuve : II suffit d'appliquer (2.5a) aux espaces 9S et 6T .

La topologie de C ^ ( 8 S x 9 T ) est celle de la convergence uniforme sur les
parties A6 x B , où A et B sont des bornés quelconques de S et T . Et pour

une fonction h€<3 (9S x 6T) on a évidemment [|h|| _ = |[h|| , où h est
A"x B6 A x B

la restriction de h à S x T . Autrement dit :

COROLLAIRE 2 (3.3). - Soient S e^ T àeux bp-espaces hémibornés. Pour qu'une
fonction hÇ(3- ( S x T ) soit pr plonge ab le continûment à 9S x 9T , il faut et il suf-
fit qu'elle soit, sur tout produit A x B de parties bornées, limite uniforme de

fonctions décomposées Z f . ( s ) g . ( t ) avec f.çc- (S) et g. ç ^ (T)
l<i<P 1 1 1 — 1

En particulier, si S et T sont p s eudo compacts^ l'espace de Banach
C (S) (2> C (T) s'identifie exactement à l'espace des fonctions continues sur Sx T
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qui sont prolongeables continûment à 3S x 3T , muni de la topologie de la conver-

gence uniforme sur S x T .

On en arrive maintenant au théorème principal, qui d'ailleurs ne clôt

pas la discussion. Donnons d'abord, pour le préparer, la proposition suivante, qui

exprime une recherche de conditions nécessaires :

PROPOSITION ( 3 . U ) . - Soient S et T deux b--espace s hémibomés tels que—————— —.— ——»—^, ^ — * ' • - • — •
6(S x T) = 9 S x OT . Alors :

a) Tout produit A x B de bornés de S ^_ T est borné dans S x T .

b ) S x T est un b -espace hémiborné.

c) C^(S x T ) = C^(S) §> C (T) .

Preuve ; a) est conséquence du fait, d'ailleurs général, que A xB est contenu

dans le compact A" x B de 9(S x T ) , donc est borné dans S x T . Il en résulte

déjà que les A x B forment une base de bornés de S X T , donc S X T est hémibomé.

Mais, compte-tenu de (3.2), on a C ( S ) 0 C (ï) = C ( 9 S x 6 T ) = C ( e ( S x T ) ) . Or,

C ( ô ( S x T ) ) s'identifie algébriquement à ( 3 ( S x T ) et sa topologie, qui est donc

celle de C (6S x 9 T ) , s'identifie à la topologie sur C - ( S x T ) de la convergence

uniforme sur les produits de bornés, c'est-à-dire justement à celle de la conver-

gence bornée sur S x T d'après (a). En résumé, on obtient ( c ) , ce qui prouve que

C ^ ( S x T ) est complet, donc que S x T est un b -espace, d'où enfin (b).

THEOREME (3.5) . - Soient S ^_ T deux b -espaces hémibornés. Les assertions sui-

vantes sont équivalentes :

a) 6 (S x T ) = 6S x OT .

b) \^ (S x T ) = \)S x^T .

c) C^(S) ê C^(T) = C^(S x T ) .

d) M ( S ) ê M ( T ) = M(S x T ) .

preuve : Compte-tenu de ( 3 . U ) on a déjà a = ^ c et a=> d puisque, sous l'hypothèse

a) , S X T est un b^-espace hémiborné, donc M ( S x T ) = (C ( S x T ) ) ' , ce qui donne d)

avec (2.7, a). Donc a < ^ d puisque d=>a est une propriété générale comme on a vu

en (1.3).

Montrons c =^b : on sait déjà que, de toute façon, on a

C^(S) ê C^(T) = C^(eS x 6 T ) = C^S x^T) car 6S = ^S et 9T = v/T . Avec (c) on
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obtient légalité C (\)S^ vT) = C , ( S x T ) qui exprime, entre autres, que toute fonc-

tion continue sur Sx T admet un prolongement continu à \)S x \/T , c'est-à-dire

précisément b ) .

Montrons b =^ a : avec b ) on voit que \ ) (Sx T) = OS x 6T est un k--espace

hémicompact. Il en résulte que S x T est hémibomé, donc ( S x T ) " est a - compact,
donc replet, d'où ( S x T ) " = O ( S x T ) = ^ ( S x T ) et l'égalité (a) .

REMARQUE 3 • - Le théorème ( 3 . 5 ) » appliqué pour S et T tous deux pseudo compact s,

redonne une partie du théorème de Glicksberg-Frolik. Mais il laisse dans l'ombre

une condition nécessaire et suffisante portant sur l'espace S x T •

L'objet de la suite est de reprendre les problêmes de prolongement de

fonctions pour rechercher cette condition absente.

U. - Questions de prolongement.

NOTATIONS. - Pour f ç. 3? (S x T ) on note par f ( x , . ) la fonction y -^ f (x ,y ) sur T

et par f ( . » y ) la fonction x ->- f (x ,y ) sur S . Pour des parties Hc ï ( S x T ) ,

ACS et BcT on pose H ( A , . ) = ^^-^xÇA et ïl^ ̂  = ^ ( -^v )^ ç ^ -
f ç H f Ç H

Pseudonoyaux de T . - On rappelle que deux parties A et B de T sont dites

normalement séparées s'il existe f Ç ( ^ ( T ) telle que f = '0 sur A et f = 1 sur

B . Pour cela, il faut et il suffit que A et B soient respectivement contenues

dans deux noyaux disjoints, en appelant noyau l'ensemble des zéros d'une fonction

continue. En particulier, deux noyaux disjoints sont normalement séparés. On peut

alors introduire :

DEFINITION (U. l ) . - Une partie Nc:T est appelée pseudonoyau lorsqu'elle est nor-

malement séparée de tout noyau disjoint.

Il nous paraît important de faire une étude systématique de cette notion.

La liaison avec les questions de prolongement est marquée par.le résultat suivant,
([G.J] ; l-l8) : pour qu'une partie Ac: T soit (3-plongée dans T , il faut et il
suffit que ce soit un pseudonoyau C -plongé dans T .

Il est clair que les noyaux et les compacts sont des pseudonoyaux. Si T

est normal, tout fermé est pseudonoyau. Réciproquement, un pseudonoyau est toujours

fermé si chaque point de T est un G , p'ar exemple si T est métrisable.
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Parties hyperbornées de T . - II va s'introduire de façon toute naturelle une fa-

mille de parties de T , intermédiaire entre celle des parties bornées et celle des

parties pseudocompact es.

DEFINITION (4.2). - Une partie Bc: T est dite hyperbornée dans T lorsque toute

fonction f>0 cont inue sur T et telle que Inf f = 0 s'annule sur B .
B

II est facile de vérifier que pseudocompact implique hyperborné et que

hyperborné implique borné. Cette notion a déjà été introduite sous le nom de condi-

tion ( î ;) par Isiwata, [I?], qui remarque que tout noyau borné est hyperborné, mais

ne donne pas pour autant une caractérisât ion des parties hyperbornées. Or, la liai-

son est manifeste avec la notion de pseudonoyau car :

THEOREME (4.3). - Pour qu'une partie B _de_ T soit hyperbornée, il faut et il

suffit que ce soit un pseudonoyau borné.

Preuve : Si B est hyperborné et si Z = Z( f ) , f^O , fç (^ (T), est un noyau dis-

joint, alors f>0 sur B . Donc a = Inf f >0 et f^ a sur B . Ainsi, B et Z
B

sont normalement séparés.

Réciproquement, si B est pseudonoyau borné, soit fç G- (T) , f^O et

f>0 sur B . Alors B est disjoint de Z = Z( f ) , donc il existe un noyau Z' con-

tenant B et disjoint de Z . Or, deux noyaux disjoints dans T ont des adhérences
r\ A

disjointes dans 6T d'où il suit que B et Z sont disjoints. Par ailleurs, si
û

f désigne la prolongée (continue) canonique de f à 9T , on sait (par un lemme

facile) que Z( f ) = Z . D'où il suit que f >0 sur B . Mais B étant borné,

B est compact donc Inf f^Inf f >0 , ce qui termine tout.
B 1e

La proposition qui suit suffit à légitimer l'introduction des pseudo-

noyaux et des hyperbornés.

PROPOSITION (4.4). - On fixe des parties Ac-S e^ BcT . Soient les assertions :

a) Pour toute partie é qui cont inue Hç-(3 (S x T ) la partie H(. ,B) est équi-

cont inue sur A •

b) Pour toute f ç C ° ° ( S x T ) la partie f ( . , B ) est é qui cont inue sur A .

c) Pour tout noyau Z de S x T , p-(Z D (A x B) ) est fermé dans A .
— - - -—— b —————————————————

d) Pour tout noyau Z ^e_ S xT , pg (zD (A x B) ) est un noyau de A .

On a alors :

1. Dans le cas général : d =» c => b et b <=> a .
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2. Sj_ B est un pseudonoyau de T : d=^ c et c ^ b » a .

3. ^_ B est hyperborné dans T : d» c» b» a .

Preuve : b = > a : soît x ÇA . Quand f décrit H la fonction

g(x,y) = In f ( l , [ f (x ,y ) - f (x , y ) | ) décrit une partie équicontinue G , uniformément
bornée sur S X T . La fonction h = Sup g est donc continue. D'après (b) il existe

g Ç G

un voisinage V de x dans A tel que x ç V et yç B impliquent g(x ,y)^e ;

donc aussi | f (x ,y) - f(x^, y ) | < e Vf ÇH .

. c = > b : soit x ÇA • Pour e>0 l'ensembleo
Z = ( (x,y) ; | f (x ,y ) - t(x^, y ) | > e } est un noyau de Sx T et x^ çpg(z) . Donc

il existe dans A un voisinage V de x tel que VD po(Z D (A x B) ) = 0 , ce quio b
implique | f (x ,y ) - f (x , y) | < e pour tout ( x , y ) ç V x B .

b => c si B est pseudonoyau : soit Z = Z ( f ) avec f>0 , f ç C . ( S x T ) ,

et x ^p ( Z D ( A x B ) ) . La fonction f (x , .) ne s'annule pas sur B , donc il

existe g ç < 3 ( T ) , g>0 telle que B c Z ( g ) et telle que la fonction f(x , . )+g ne

s'annule pas sur T . Alors la fonction F(x,y) = f (x ,y) + f (x , y) + g(y) ne s'an-
nule pas sur S x T , donc h = f/F est continue sur S x T et 0^h<l . Mais
h(x , y) = -^ pour tout y Ç B . D'après (b) il existe un voisinage V de x dans

A tel que |h(x ,y) - ^ [ <^~ pour tout ( x , y ) ç V x B . Alors VF) pc,(Z n (A x B) ) est
c. c. û

vide.

b =» d si B est hyperborné : soit Z = Z( f ) avec f>0 , f ç C . ( S ' x T ) .

La fonction h = Inf f ( . , y ) est continue sur A , donc Z ( h ) FIA est un noyau de
y € B

A . Or xç pc,(Z H (A x B ) ) implique l'existence de y Ç B tel que f (x ,y) = 0 ; d'où
b

h(x ) = 0 . Réciproquement x Ç Z ( h ) n A implique que la fonction f ( x , . ) , qui est
continue sur T , a sa borne inférieure nulle sur B ; il existe donc , y Ç B tel que

f(x,y) = 0 , ce qui donne bien x çpo(Z F1 (A x B) ) .
b

COROLLAIRE 1 (4.5) . - Pour toute partie équicontinue H c ^ ( S x T ) et pour tout com-

pact K de T , la partie H( . ,K) est équicontinue sur S •

Preuve : Soit par une démonstration directe, soit par ( U . 4 ) en se ramenant à
T = K et en remarquant que p- est même fermée.

û

COROLLAIRE 2 (4.6) . - On suppose que 6 ( S x T ) = OS x 9T . Alors :

a ) Le produit de deux bornés de S et T est 'borné dans S x T .

b) Le produit de deux hyperbornés de S et T est hyperborné dans S x T .
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r\ ._û

Preuve : a) est classique et conséquence de la compacité de A x B pour A et

B bornés. S'ils sont hyperbornés, soit f € ( 3 ( S x T ) , f>0 telle que Inf f = 0 .

On commence par prolonger f en f ç ^(6*S x OT) . Puisque B est compact la par-

tie f ( . , B ) est, d'après ( U . 6 ) , équicontinue sur 6S ; a fortiori la partie f ( . , B )

est équicontinue sur S , donc la fonction h = Inf f ( . , y ) est continue sur S .
y € B

Or Inf h = 0 , d'où l'existence de xç. A tel que h (x ) = 0 , ce qui prouve que
^

la fonction f ( x , . ) a sa borne inférieure sur B nulle et assure l'existence de

y Ç B tel que f (x ,y) = 0 .

REMARQUE U (due à Pupier) :

Sous les mêmes conditions, le produit de deux parties pseudocompact es

peut ne pas être pseudocompact, (ce qui montre en plus qu'il existe des hyperbornés

non p seudo compact s ). Pour le voir, soit P un espace pseudocompact tel que P x P

ne soit pas pseudocompact ([GJ] : 9.15) et soit S = T = @P . Alors le produit

P x P n'est pas pseudocompact dans Sx T .

La proposition qui suit va orienter la recherche d'une réciproque à la

condition 9 ( S x T ) = 9S x6T .

PROPOSITION ( U . 7). - j^_ g ( S x T ) = g ( S x 9 T ) , c'est-à-dire si S x T est C^-plongé

dans S x 6T , alors pour tout B hyperborné de T et tout noyau Z â^e_ S x T ,

p - ( z r i ( S x B ) ) est un noyau de S .
b ——————————————.—

Preuve : Toute f Ç C ° ° ( S x T ) se prolonge continûment en f ç C ° ° ( S x 9 T ) . Comme B

est compact, la famille f ( . , B ) est, comme précédemment, équicontinue sur S . D'où

la condition (b) de la proposition (^ .^ ) et par suite aussi (d) .

On aborde ici les questions de prolongement en cherchant principalement

à prolonger à 9S x 9T des parties H non nécessairement formées de fonctions con-

tinues sur S x T . Des hypothèses d'é qui continuité partielle suffiront.

Le théorème principal de prolongement va s'obtenir à partir de :

LEMME ( U . 8 ) . - Soit Î3 un recouvrement de T . On fixe une partie Hc ^(S x T )

telle que :

1. H ( x , . ) e st é qui c ont inue sur T pour tout x Ç S .

2. H( . ,B) est équicontinue sur S pour tout B ç, IR .

On a alors :

a) H admet un prolongement H c iî (9S x T) tel que. pour tout B ç. B ,

H ( . ,B ) soit équicontinue sur 9S et H équicontinue sur 9 S X B .
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p
b ) H admet un prolongement H c: ^ ( S x 6T ) tel que, pour tout B ç. fô ,

? D o —F)
H (. ,B ) soit •équicontinue sur S et H équicontinue sur S x B

Preuve : Le prolongement H

Déjà H ( . , y ) est équicontinue sur S pour chaque yÇ T . En posant

f (u,y) = u ( f ( . , y ) ) , on définit H et on assure que H ( . , B ) est équicontinue sur

9S . Soit u € Q S et y Ç B . Déjà, il existe x êS tel que u ( f ( . y ) ) = f (x ,y)

pour toute f Ç H et tout y Ç B . Pour tout e>0 , il existe un voisinage U de u- i - i o •
dans es tel que [f (u,y) - f (u , y ) ^ c pour tous u ç u , y Ç B et f Ç H .

Alors, en écrivant :

f^y) - f1^, y^) = f^y) - f^, y) + f(x^, y) - f(x^ , y^) ,

on obtient |f (u,y) - f (u , y ) | < e + [ f (x , y) - f(x , y ) | , ce qui permet de

prouver la continuité de f sur 0S x B et aussi l'é qui continuité de H sur 6S x B
grâce à l'hypothèse l).

g
Le prolongement H

o p ?
On définit f par f (x,v) = v ( f ( x , . ) ) , ce qui construit H . D'après

2) on voit que tout point x €S possède un voisinage V tel que

| f (x,y) - f(x , y ) | < e pour tous x Ç V , y € B et fç, H . Puisque chaque fonction

f (x , . ) est continue sur T , on tire de là [f (x,v)-f (x , v) [ ̂  e pour tous x Ç V

v€'B6 et fç H . D'où déjà 1 'é qui continuité de H2^,'^9) sur S . Si l'on fixe
fl ? ? ? ?

v Ç B alors [ f (x,v)-f (x ,v ) |<e + |f (x ,v)-f (x ,v ) [ , ce qui suffit, grâce

encore à l'hypothèse l).

THEOREME (de prolongement) ( U . 9 ) . - Soit 1B un recouvrement de T tel que 9T soit
—A

la réunion des B lorsque B décrit 113 . Toute partie H c: 3^ S x T) telle que :

1) Pour tout x Ç S la partie H ( x , « ) est équicontinue sur T y

2) Pour tout B ç (B la partie H ( » ,B) est équicontinue sur S 9

admet un prolongement H c: Ï (OS x 9T) tel que, pour tout B ç, tî, §(. ,B ) soit équi-

continue sur 9S et H é qui c ont inue sur 9S x B

Preuve : On commence par prolonger H en H c: iîCs x 0 T ) qui, d'après (U.8 .b ) est
p r\

telle que H ( . ,B ) soit équicontinue sur S pour chaque B ç. jî. Par ailleurs, pour

tout - x Ç S , H ( x , . ) est équicontinue sur T , donc H (x , . ) est aussi équicontinue

sur 9T • Les conditions du lemme (^ •8 ) sont donc rassemblées et le prolongement

H = (H ) répond aux conditions exigées.
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Donnons immédiatement quelques applications.

COROLLAIRE 1 (U.10). - Soient S e^ T quelconques^ Si la projection pc, est

z- fermée alors 8 ( S x t) = 9S x 6T .

Preuve : Avec J5 = ' { T } . Toute partie êquicontinue H C ( 3 ( S x T ) vérifie les hy-

pothèses de (U.9) d'après (U.U.l), donc se prolonge en une partie êquicontinue sur

9 S x 6T .

COROLLAIRE 2 (U.ll). - Soient S quelconque et T ps eu do compact. Les assertions

suivantes sont équivalentes :

a) 6 ( S x T) = 9S x 9 T .

t) ) S x T est C^-plongê dans S x 6T .

c) Pô est z-fermee.û ———- ———————

d ) Pour tout noyau Z de S x T , pç, ( Z ) est un noyau de S .

Preuve : a=^b ; b =»d d'après (U.T) et c=» a d'après (4.10).

En prenant pour Si la famille des parties bornées de,,, T , on obtient :

COROLLAIRE 3 (U.12). - On suppose que T" = 6T . Les assertions suivantes sont

équivalentes :

a) Pour tout borné B ds T et toute partie êquicontinue H c ( 3 - ( S x T ) ,

la partie H(.,B) est êquicontinue sur S .

b) Toute partie êquicontinue H c <3(s xT) admet un prolongement H c S^eSxêT)
r\

é qui continu sur chaque 9S x B , B borné quelconque de T .

Deux cas assez généraux se profilent alors :

COROLLAIRE U (Î+.13). - On suppose 9T localement compact. Les assertions suivantes

s ont é qui valent e s :

a) e ( S x T ) = O S x 9T .

b ) S x T est C^plongé dans S x 6T .

c) Pour tout pseudo compact B de T et toute partie êquicontinue H de

^ ( S x T ) , la partie H ( . , B ) est êquicontinue sur S .

d) Pour tout pseudo compact B de T et pour tout noyau Z de S x T ,

pg(Z H (S x B) ) est un fermé (resp. un noyau) jde_ S .
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Preuve : II est tout d'abord facile de vérifier que tout compact de 9T est con-

tenu dans l'adhérence (dans 6T) d'un pseudocompact de T . Ceci implique déjà que

T est localement borné, qu'il admet une base de bornés formés de pseudocompacts et

que T" = 9T . On tire de là c=î-a : en effet, toute partie équicontinue H de

< 3 ( S x T ) se prolonge en une partie H équicontinue sur chaque 9 S x K , où K est

compact quelconque de 6T ; alors H est équicontinue sur 9S x 9T . La suite est

évidente car a =^b ; b = ^ d d'après (4 .7) et d=^> c avec ( U . 4 ) .

COROLLAIRE 5 ( U . l U ) . - On suppose que S e^_ T sont respectivement distingués

dans 6S et 6T et que 6S x 9T est un k--espace. Alors les assertions suivantes
sont équivalentes :

a) e ( S x T ) = 9 S x 9T .

b ) S x T est C^plongé dans S x 9T .

c ) S x T est C^plongé dans 9S x T .

d) Pour toute partie éguicont^inue H jle C,{S x T ) et tout borné B de T
la partie H ( . , B ) est équicontinue sur S .

e) Pour toute partie équicontinue H _de_ C-(Sx T) et tout borné A de S
la partie H ( A , . ) est équicontinue sur T •

Preuve : Dire que T est distingué dans 9T , c'est dire que tout compact K de
a

9T est contenu dans l'adhérence B d'un borné B de T . On a donc déjà T"=9T

et S"= 9S . La symétrie sur S et T permet de se contenter de a o b » d . Or,
a=»b , et b =>d , d'après ( U . T ) . Enfin d=?a : car, comme précédemment, toute par-

tie équicontinue H de C^(Sx T) se prolonge en une partie H équicontinue sur
chaque 9Sx K , K compact quelconque de 9T • En particulier H est équicontinue

sur chaque compact de 9S x 9T , ce qui suffit à montrer que H est équicontinue
sur 9S x 9T , puisque 9S x 9T est un k -espace.

D'où en particulier, une première généralisation intéressante du théo-
rème de Glicksberg-Frolik :

COROLLAIRE 6 (U.15). - Soient S e^_ T deux b -espaces hémibomés. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

(a) , (b) , (c) .et. (d ) du théorème (3.5).

(b) , ( c ) , (d) .et. (e) du corollaire ( U . l U ) .

Enfin, compte-tenu de la proposition ( U . U ) on obtient une généralisation

du théorème de Glicksberg-Frolik plus restrictive mais plus précise sous la forme :
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COROLLAIRE 7 (U.l6). - Soient S e^ T deux bp-espaces admettant une base dé-

nombrable de bornés qui sont hyperbornés. Les assertions suivantes sont équivalentes

( a ) , ( b ) , ( c ) e^ (d) du théorème" (3.5)

(b) , ( c ) , (d) ^_ (e) du corollaire ( U . l U ) .

f ) Pour tout noyau Z _de, S x T et tout hyperborné B _de, T , p ( z D (Sx B ) )

est un fermé (resp. un noyau) _de_ S .

g) Pour tout noyau Z _de, S x T et tout hyperborné A ô^ S , p (ZÏÏ ( A x T ) )

est un fermé (resp» un noyau) de T •

5. - La condition sur les bornés.

On rappelle ici un théorème de Pupier ([P^], (3.5.7)) qui généralise un

théorème de Frolik sur les espaces pseudocompact s.

THEOREME (5.l), (Frolik-Pupier). - Soient A ^ B deux parties bornées de S et
T • ai A X B est bornée dans S x T , alors, pour toute partie équicontinue

H c ^ ( 3 ( S x T ) , la partie H(.,B) est équicontinue sur A .

On peut apporter une précision supplémentaire non négligeable :

COROLLAIRE (5.2). - Soient H Œ ( 3 ( S x T ) une partie é qui continue, A un borné de S

e^ B un pseudocompact de T . Si la partie H(A,.) est équicontinue sur B (_ce.

qui est le cas, par exemple, si A X B est borné dans S x T ) , alors la partie H(..B)

est uniformément équicontinue sur A pour la structure uniforme naturelle de A ..

preuve : clonmle ^ (^Q-b) on prolonge H en H ^ - c S ^ e S x T ) et on vérifie que la

partie H (A ,. ) est équicontinue sur B , d^ù Von déduit que H1 est équicon-

tinue sur A x B . On obtient donc une partie équicontinue sur le produit d'un com-

pact A et d'un pseudocompact B . Mais alors "A6 x B est pseudo compact, et le

théorème de Frolik garantit que la partie ^(..B) est équicontinue sur Ie . Par

raison de compacité, elle est uniformément équicontinue sur Z6 , donc H ( . , B ) est

bien uniformément équicontinue sur A pour la structure uniforme naturelle de A
induite par celle de ï6 .

L'intérêt de ce corollaire (et de toute amélioration que l'on pourrait

y apporter, par exemple en l'étendant au cas où B est seulement supposé borné)

est qu'il permet de relier le théorème de Frolik-Pupier au corollaire (U.12).
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THEOREME (5.3). - On suppose que S est un b--espace et que T est distingué dans
6T et possède une "base de bornés formée de parties pseudo compact es. Les assertions

suivantes sont équivalentes :

a) Toute partie é qui continue H ç <^(S x T) admet un prolongement Hc:3 î (6Sx9T)

équicontinu sur chaque 9 S X K , K compact quelconque de 9T .

'b) Pour toute partie é qui continue H c C ( S x T ) , tous bornés A de S et
B de_ T , la partie H ( A , . ) est é qui continue sur B .

c) Pour toute partie équicontinue Hc (3(S X T ) et tout borné B de T , la
partie H ( . , B ) est équicontinue sur S .

d^ pour toute f Ç C ° ° ( S x T ) , Inapplication x -^ f(x,.) est continue de S
dans C - ( T ) .———— b

e ) Pour tout pseudocompact B de T et tout noyau Z de S x T ,
p-(Z H (Sx B) ) est un fermé (resp. un noyau) d^ S .

f ) Le produit de deux bornés quelconques de S ^_ T est un borné de S x T»

Preuve : a=>f : car toute f ç, <3(Sx T) admet un prolongement continu sur chaque
6S x B , donc a fortiori borné sur A x B ; ainsi f est bornée sur Ax B .

f=»b : c'est conséquence du théorème de Frolik-Pupier.

b =» c : d*après (5*2) H ( . , B ) est uniformément équicontinue sur chaque A

borné de S , donc S étant un b-espace, H ( . , B ) est en fait équicontinue sur S •

c»a»e»d : ce sont des équivalences déjà vues avec la proposition (U.U).

Comme conséquence, on retrouve le théorème principal de Pupier ([P ] ;
(3.5.10)).

COROLLAIRE 1 (5•10• (Pupier). - On suppose que S est un bp-espace et que 9T est
localement compact. Alors 6(S x T) = 9 S x 6 T si et seulement si le produit de deux
bornés de S et T est borné dans S x T .

Preuve ; II suffit de remarquer que T est distingué dans 6T et qu^l admet une
base de bornés formée de parties pseudo compact es. On rassemble ensuite (5.3) et le

corollaire (U.13).

Dans une autre voie, on obtient :

COROLLAIRE 2 ( 5 . 5 ) « - Soit S un b-espace hémiborné et soit T un b-espace ad-

mettant une base dénombrable de bornés qui sont pseudocompact s» Alors
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9 ( S x T ) = OS x 6T si et seulement si le produit de deux bornés de S e_b_ T est

"borné dans S x T .

La réponse à la question posée dans la remarque 3 consécutive à (3.5) ,

déjà esquissée en (4.15) , améliorée en (4.l6), va trouver maintenant sa formulation

la meilleure (mais est-elle définitive ? ) , qui donne la généralisation du théorème

de Glicksberg-Frolik annoncée dans l'introduction.

THEOREME (5.6). - Soient S ^ T deux b^-espaces admettant une base dénombrable

de "bornés qui sont pseudo compact s. Alors les assertions suivantes sont équivalentes

a) 9 ( S x T) = 6 S x 9T .

b) v(Q x T ) = \;S x^T .

c) C ^ ( S x T ) = C^(S) ê C^(T) .

d) M ( S x T) = M ( S ) §> M ( T ) .

6g) Pour t oui e part je é qui cont inue Hc C-(S x T ) et tout "borné B de T , la

partie H (. , B ) est équi cont inue sur S (resp. est é qui cont inue sur cha-

que borné A de S) .

Grp) Pour toute partie équi cont inue H c : C - ( S x T ) et tout 'borné A _de_ S , la

partie H (A,. ) est équi cont inue sur T (resp. est équicontinue sur cha-

que borné B de^ T) .

fg ) Pour tout pseudo compact B _de^ T et tout noyau Z _de_ S x T ,

Pg(Z n ( S x B ) ) est fermé (resp. un noyau) dans S .

frp ) Pour tout pseudo compact A de^ S et tout noyau Z de S x T ,

p^(Z n ( A x T ) ) est fermé (resp. un noyau) dans T .

g ) Le produit de deux bornés de S et T est borné dans S x T .

Enfin pour terminer, on peut examiner le cas où S et T sont tous

deux pseudocompact s et rassembler dans un énoncé global, toutes les équivalences

connues de la condition 3 ( S x T ) = 0S x 8T . On retrouve ainsi le théorème de

Glicksberg-Frolik en même temps que la forme qui lui a été donnée par Tamano et
Noble.

THEOREME,(Glicksberg-Frolik-Tamano-Noble) (5.7). - Soient S e^ T deux espaces

pseudocompact s. Les assertions suivantes sont équivalentes :

a) 9(S x T ) = 6S x 9T .

b) \/(S x T ) = vS x VT .
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c) e ( S x T ) = gsx or .
d) C^(Sx T) = C^(S) 1 C^(T) .

e) C°°(Sx T) = C^S) ê Ç°°(T) .

f ) M(S x T) = M(S) ê M ( T ) .

gg) La projection pg est z-fermée.

gm) La pro.iection p^ est z-fermée.

ho) La projection p transforme noyaux de S x T en noyaux de S .

hrp ) La projection prp transforme noyaux de S x T en noyaux de T .

ig) Pour toute partie équicontinue H c <^(S x T) la partie H(,,T) est équi-

continue sur S .

irp) Pour toute partie équicontinue H ç ( 3 ( S x T ) , la partie H(S,. ) est équi-

continue sur T .

j ) L1 espace produit S x T est pseudo compact.

Preuve : II suffit de relier c) et e) au reste.

a =» e : car alors 6(S x T ) est compact» donc égal à @ ( S x T ) .

c s^e : car C ( e S x f 3 T ) = C(0S) ê C(@T) = C°°(s)â C°°(T) .

e => c : car, de toute manière, C°°(S) (Ê> C°{7) = C (S) ê> C - ( T ) = C (es x 6T) =

= C ( 6 S x 6T) .

Alors e) implique que toute fonction continue et bornée sur S x T se pro-

longe continûment à 3Sx 3T , d'où c) .

c =» gg : car, avec c), toute f Ç C ^ S x T ) se prolonge continûment à 3Sx 0T , donc

l'ensemble f(.,T) est équicontinu sur S , ce qui ramène à la condition

b) de (h.h) et donne par conséquent g-) avec (4.^.3).
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