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QUELQUES RESULTATS DE COMPACITE LIES À L'INTÉGRATION

par

Charles CASTAING

Le but de ce papier est d'étendre en dimension infinie la compacité

faible d'une partie lattictellement bornée d'un espace L et de démontrer la com-

pacité forte de l'intégrale d'une muitiapplication. On trouve d'autres théorèmes de

compacité dans ([3], [5], [6], [7], [8], [9], [13], [l6], [17]).

Notations.

Soient X et Y un couple d'espaces vectoriels sur le corps ffi mis
_y

en dualité par la forme bilinéaire < • » • > . Pour h€ S la fonction polaire
h^ de h est définie par la formule :

h^y) = s u p { < x , y > - h ( x ) | x Ç X} , V yç Y .

Si A est un ensemble dans X , on pose :

^ (y. A) = s u p { < y , x > | x € A } , V y € Y

[ 0 si x € A
^^ { .00 si ^A

Enfin, si Z est un ensemble arbitraire, on pose, pour f Ç S ,

f < ( ? ) = { z € Z | f ( z ) ^ p ) , p € S .

LEMME 1. - Soient E un espace de Banach, E' son dual, B' la boule unité de E'

Soient h ç, TS. et h" sa fonction polaire. On suppose que h vérifie les condi-

tions suivantes :

a) h (0 ) = 0 .

b) Pour tout e>0 et tout^ r>0 , il existe un convexe équilibré o ( E , E ' )

compact H tel que h soit majorée par e sur rB'Fl H° (H° étant le
polaire de H ) . Alors, la fonction polaire h^ je h est inf-a(E,E')

compacte, c'est-à-dire, pour tout réel p , l'ensemble h"^ ( p ) est

c r ( E , E ' ) compact.

Démonstration : On va prouver que h"^ (p) est relativement o(E,E') compact pour

p>0 parce que h"^ (p) décroît avec p . Soit e>0 ; il existe un convexe équili-
bré cr(E,E') compact H de E tel que :
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h<£ + ^
Hon^-ts. a'

£

D'où

h^-e + iT
H°n ̂  B'e

Par suite

(1) h^Co)^ r < (o+e) .
HOfl^B '

£

L'ensemble r ^ < (p+e) est homothétique de l'ensemble r ^ (i)
H 1 1 — — B ^on ^±^B'

lequel est l'ensemble polaire de H°n ̂  B' . D'après les formules de polarité,
on a :

(H°n£^B')° = Y(H°°U (^B'ncH00 + — — B
c P+£

où H00 est le bipolaire de H et B la boule unité dans E . Il résulte de (l)
qu'on a :

h^ < ( o ) c (p+e) H + e B .

Or H ° est a(E,E») compact et aussi (p+£) H00 ; il résulte alors de (2) que

h" < (p ) est relativement a(E,E') compact en vertu'd'un lemme de Grothendieck
([11], p. 297).

Dans le même ordre d'idées, on a le lemme suivant :

LEMME 2. - Soient E un espace localement convexe, E' son dual. Soient hêï^ et
h" sa' fonction polaire. On suppose que h vérifie les conditions suivantes ;

a) h(0) = 0 .

b) Pour tout £>0 et tout voisinage V de l'origine de E , il existe un

voisina^faible de l'origine de E' . U' . tel que h soit ma,orée par

£ .sur V°nu' (V° éta^t le polaire de V) . Alors la fonction polaire h^

.de. h ^_ inf-pré compacte, c'est-à-dire, pour tout réel p . l'ensemble

h" ^ (P) est pré compact.

Démonstration : La technique de démonstration est semblable à celle du lemme 1.

On va prouver que h" < (p) est précompact pour p>0 parce que h^ (p)

décroît avec o . Soit £>0 et soit V un voisinage convexe femé équilibré de

^origine de E . Il existe un voisinage U' de l'origine pour o(E',E) tel que :

h< £ + ^U'n(p+c)v° •
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D'où :

hîî> - £ + ^u'n (p+c)v° •
Par suite

(i) h^ (p)(=r^^)^ < (o^) .

L'ensemble iTy, ̂  (o+c)v° < ^ 0 + £ ^ est ^mothétique de l'ensemble ^ " ^ , . o<$ (l),

lequel est l'ensemble polaire de U'n (p+e)V0 . D'après les formules de polarité,
on a :

(2) (U'n (p+e)V0)0 = Y(U'°U (p+c)"1 V ) c U'0 + (o+c)"1 V .

Or, U '° est compact dans E , donc aussi ( p + e ) U ' ° . Donc il existe un nombre fini

de points x-, , x? , • • . , x dans E tels que :

n
(p+e) U'° c U (x. + V)

i=l 1

compte-tenu de (l) et ( 2 ) , on obtient :

h'" < (p) c: (o+e) U'° + Vc U (x.+ V)+ V c U (x.+ 2V)
i=l 1 i=l 1

ce qui prouve que h" ^ (p) est pré compact.

En combinant le lemme 1 et un résultat de Moreau ([12], p. 1+7) on obtient

le théorème suivant :

THEOREME 1. - Soient E un espace de Banach, E' son dual, B' la boule unité de

E' . Soient g une fonction convexe faiblement semi-continue intérieurement sur E'

à valeurs dans ]-œ , +°°] , s'annulant à l'origine, de E' e^ f la fonction polaire

-de. S • Pour que f soit inf-g(E,E') compacte, il faut et il suffit que la res-

triction de g à toute boule rB'(r>0) ô^ E' soit r(E',E) continue à l'origine^

De même, en combinant le lemme 2 et le résultat de Moreau précédemment

cité, on obtient le théorème suivant :

THEOREME 2. - Soient E un espace localement convexe séparé réel quasi-complet, g

une fonction convexe faiblement semi-continue inférieurement sur E' , à valeurs
dans 1 -°° » +001 » s'annulant à 1^ origine de E ' , f la fonction polaire de g .

Pour que f soit inf-compacte, il faut et il suffit que la restriction de g aux

polaires des voisinages de l'origine de E soit o(E',E) continue à l'origine.

Pour la suffisance, on remarque qu'un ensemble précompact dans un espace
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localement convexe quasi-complet est relativement compact ; tandis que la nécessité

découle du fait que la topologie de la convergence compacte et la topologie faible

coïncident sur toute partie équi continue du dual.

B. - Dans ce paragraphe, T est un espace compact muni d'une mesure de Radon
positive p , E un espace de Banach séparable, E' le dual de E muni de la topo-

^ s

logie faible. Soient L _ ( T , p ) l'espace de Banach des applications p-intégrables de
.ËJ

T dans E et L0 0 ,^ ,^) son dual ([2], p. l+T).
s

THEOREME 3« - Soit K un ensemble convexe équilibré faiblement compact non vide

de E • Alors, l'ensemble Sy des sections p-intégrables de la muiti-application

constante, K , est (7(jL, , L^, ) compact, et admet pour fonction d'appui :
s

Cp (v,S ) = J C p ( v ( t ) , K) dp ( t ) , vÇL^T.y) .
T s

Démonstration : Soit K° le polaire de K et soit E^o l'espace de Banach obtenu

par passage au quotient et complétion à partir de l'espace E^o muni de la semi-

norme I I x'[| ^o = inf { | x | |x' € À K ° } . Alors K s'identifie à la boule unité du
xv

dual de K'o • Comme les topologies a ( E , E ' ) et a (F ' ,F ) (avec F = Ê^o » F* = E )
coïncident sur K , lequel ensemble est a ( E , E ' ) métrisable, F est séparable.

Par suite S,- est ^(l^i 9 ^m) compact, donc ^(l^, , L^, ) compact parce que l'in-
j : L00 ->• L1 s est faiblement continue» Ceci s prouve la première asser-

tion tandis que la deuxième assertion résulte d'un théorème d'existence de sections

mesurables (cf. par exemple [U] , lemme 2).

THEOREME U. - Sous les hypothèses et notations du théorème 3, soit g une applica-

tion de T x E ' dans K qui possède les propriétés suivantes :

a) Pour tout v çLç,, ( T , y ) , la fonction t ^ g(t ,v(t ) ) est p-mesurable sur T.
s ^

b) Pour tout r>0 , il existe a €L-(T,p) telle que :

V I Ç T , V x ' ê r B ' , | g(t ,x ' ) | < a^(t ) C p ( x ' , K ) .

Soit U' la boule unité de L ,(T,^i) . Alors la fonction :——— —————————————— E^ ——————————————

1 ; v -^ L g(t,v(t)) dp(t) ; veL^tT,^) ,
g i ^g

est T(]Ç, » L ) continue a l'origine sur les boules rU'(r>0) .
s

Démonstration : Soit (v. , i c i ) une suite généralisée dans- rU'(r>0 fixé) con-

vergeant vers 0 pour fCL^ , , L ) . Il s'agit de montrer que I (v.) tend vers
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zéro. Soit a une fonction positive p-intégrable vérifiant les conditions de

l'énoncé. Soit (T ) une partition de T formée d îune suite de mesurables telle que

chacune des a [ soit bornée. Pour tout i c i , on a :r|rp
n

|l (v.)| < Z / a (t) cp(v. ( t ) , K) dp(t)
g n^ \ 1

+ E / c^(t) C p ( v ^ ( t ) , K) dp( t ) .

^^o n

Le deuxième terme est arbitrairement petit dès que N est arbitrairement grand,

parce que les fonctions t -^ a (t ) C p ( v . ( t ) , K) sont latticiellement bornées par

un multiple de a , et pour N fixé, on voit en appliquant le théorème 3 que le
premier terme tend vers zéro quand v. converge vers 0 pour r (L , , L ) .

1 -Ci £j
S

En combinant le lemme 1 et le théorème U on obtient le théorème suivant

qui généralise le théorème 3.

THEOREME 5- - Sous les hypothèses et notations du théorème 3, soit F une multi-
application de T à valeurs dans les convexes faiblement compacts non vides de E
qui possède les propriétés suivantes :

a) Pour tout x 'ç E' , la fonction t -> C p ( x ' , F (t ) ) e st p -me surab le sur T .

ï) II existe h Ç L ^ ( T , p ) telle que r ( t ) c h ( t ) K , Vf ç T .

Alors, l'ensemble S des sections p-intégrables de r est ^(L,-, , L , ) compact

et admet pour fonction d tappui :

Cp(v, S^) = \ c p ( v ( t ) , r ( t ) ) dp( t ) , v ç L ^ . ( T , p ) .
T s'

Démonstration : II est facile de voir que S est un ensemble convexe fermé dans
•i [

L (T,p) et que sa fonction d'appui est donnée par :

C p ( v , S ) = J C P ( v ( t ) , r ( t ) ) dp( t ) , V Ç L ^ C T , ? )
1 T ^g

grâce au théorème d'existence des sections mesurables ( [ U ] , lemme 2). Appliquons le

théorème U en prenant g ( t , x ' ) = cp(x' , r ( t ) ) . Alors la fonction v -^ Cp (v, S )
i •!•

est T(L-, , L ) continue à l'origine sur les boules rU' ; U' étant la boule unité
-Lj llj

S

de L00, . Par suite, la fonction polaire de cp(v, S ) qui est la fonction indica-

trice ip- de S- définie par :
^ r
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0 si u€S j ,
^S (u) = tr +00 si u^s

est inf-a(L , L^, ) compacte en vertu du lemme 1 ; ce qui termine la démonstration.
s

C. - Compacité forte de l*intégrale d tune multi-application»

Dans ce paragraphe (^ , û , p ) est un espace mesuré avec p positive

finie, E . un espace localement convexe séparé complet réel, E* l1espace vectoriel

E î muni de la topologie de la convergence uniforme sur les convexes compacts équi-

librés de E . Dans la suite, on considère les hypothèses suivantes :

H ) II existe dans le dual E* de E une suite ( e * ) séparant les points

.de. E •

H^) Les polaires'des voisinages de l'origine de E sont c^E^E) met ri sable s.

LîMME 3. - Supposons l*hypothèse H?) satisfaite. Soient F un espace de Banach,
h une application de Qx E* dans F telle que :

a) (jû -> h ( a ) , x ' ) est 0 -mesurable sur ^ , Vx1 C E ' .

b) x1 -> h t a^x 1 ) est continue sur Ç1 , V œ ç ^

c) Pour tout voisinage V de l'origine de E , les fonctions

a) ^ sup | |h((jû,x1 )|| (œç îî) sont p-intégrables.
x ' ç v 0 1

H ( x 1 ) = / h ( a ) , x t ) p (do)) , Vx^ E' .

Alors on a les propositions suivantes :

1) gj^ F = S , si h( ( jû ,0 ) = 0 , V œ Ç ^ , la fonction polaire H" de H est

inf-précompacte, cîest-à-dire, ^ensemble ;

H^ < ( o ) = ' { xç E | lT(x) < 0}

est, pour tout réel o , pré compact»

2) Si h((jL), .) est linéaire, V(A)€ S7 , ̂  application linéaire H est continue

^£ BC •

Démonstration ; II est clair que les conditions a) et c) impliquent l^intégrabilité
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des h ( ( j j , x ' ) , Vx ' € E Î . En vertu de b) et de ^hypothèse H- ) on voit, en appli-

quant le théorème de Lebesgue, que la restriction de H aux polaires des voisi-

nages de l'origine de E est a ( E * , E ) continue.

1) Si F = S , si h(a )»0) = 0 , V eue " , on a H ( 0 ) = 0 , par suite H" est

inf-précompacte en vertu du lemme 2.

2) Si h (œ ,0 ) est linéaire, Vœ ç, ° , ^application linéaire H est continue

sur E* en vertu du résultat suivant :c

PROPOSITION ([lU] p. Ul). - Soit M un espace localement convexe et soit G _un_

espace localement convexe complet» Une application linéaire de G' dans M , conti-

nue sur toute partie équicontinue de G* , est continue sur G t .

LEMME U. - Supposons 1^hypothèse H?) satisfaite. Soit f une application scalaire-

ment 0-mesurable de " dans E . Si, pour tout voisinage V de l'origine de E ,

la fonction

a) -»- sup | <x' , f(û))> | (œç î î )
x'ç V°

est p-intégral) le, f est s calai rement p-intégrable et / fd^j ç E .

Démonstration : II suffit d'appliquer le 2) du lemme 1 en prenant :

F = S

h(o ) , x ' ) = < x' , f ( œ ) > , t u ê ^ , X ' Ç E * .

Alors la forme linéaire Jfdp : x' -^ J ' < x ' , f> dp ( x ' ç E * ) est continue sur E' .

Donc Jfdpç E parce que ( E * ) * = E .

Le résultat de compacité suivant est directement lié à la propriété de

Dunford-Petits ( [ U ] ) et ([10], th. 5, p. 155).

THEOREME 6. - Supposons les hypothèses H ) e^ H ) vérifiées.. Soit F une multi-

application de " à valeurs dans les convexes compacts non vides de E telle que

a) Pour tout x* ç E' , la fonction a) ->• Cp ( x T , r (o ) ) ) est Q -mesurable.

b) four tout voisinage V de l'origine de E , la fonction

(D ^ sup [ ^(x* , r ( œ ) ) l (o)Ç ^)
x ' e v 0

est p-intégrable.
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Soit S l'ensemble des sections scalairement p-intégrables de F .

Alors, 1'intégrale

\ F dp = ' { J f ( û û ) p(do)) | fç S }

est convexe et compacte dans E •

Démonstration : La non vacuité de S résulte d'un résultat de Valadier ([l6],

prop. 1.6) et de l* intégrât) il ité des fonctions œ ->• sup | Cptx* , r ( œ ) ) | . En vertu
x ' C V 0

du lemme 4, on a Jr dpcE • Comme Jr dp est convexe o Ç E ^ ' ) compact en vertu de

([3], théo. 3) et admet pour fonction d'appui (Valadier, [l6], théor. 19)

Cp(x ' , J F dp) = J^ c p ( x ' , r ( o ) ) ) p (doi) ( x ' ç E ' )

le lemme 3 appliqué à la fonction ((D, x* ) -^ c p C x * , r ( o ) ) ) montre que la fonction

d'appui de J F dp est continue sur E* , donc J T dp est convexe compact.

Remarque : Si E est un espace de Fréchet, la compacité forte de / r dp peut

se démontrer en utilisant le théorème de Banach-Dieudonné ([l], [11]).
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