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PROBLEMES AUX LIMITES ELLIPTIQUES DANS DES OUVERTS NON BORNAS

par

Bernard HANOUZET

On se propose de résoudre le problème de Dirichlet pour 'des opérateurs

elliptiques définis dans des ouverts non bornés. Les ouverts considérés sont de

deux types :

(1) ouvert complémentaire de l'adhérence d'un ouvert borné'très régulier (ou

éventuellement E11) .

(2 ) demi espace : { x Ç K 1 1 | x = y > 0} .

Les opérateurs considérés sont elliptiques et peuvent être dégénérés à

l'infini, c'est-à-dire que les coefficients de la partie principale peuvent tendre
p n p

vers 0 ou vers l'infini quand p (x) = Z x. tend vers l'infini ; par exemple,
i=l 1

on étudiera :

- ^ D.td+p2)" D.u) + (1+p2)01-1 u = f
i=l 1 1

Quand la frontière de l'ouvert est une variété compacte, la difficulté

principale est le comportement des solutions à l'infini. Dans le cas de S11 , on

aura de plus à étudier les traces sur un hyperplan pour donner un sens aux condi-

tions aux limites.

Parmi les travaux effectués dans la même direction, nous pouvons citer

ceux de J. BARROS-NETTO [1] qui étudie dans un demi espace des opérateurs ellipti-

ques "homogènes" :

^ D^a, ^ ) .
N = | v [ = m u

Citons aussi L.D. KUDRJAVECV [2] qui étudie des opérateurs dont les

coefficients de la partie principale tendent vers zéro à l'infini.

Le plan est le suivant :
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I. - Définition et étude cP espaces de Sobolev avec poids, le poids étant fonc-

tion de la distance à l*origine.

II. - Etude des traces sur un hyperplan.

III. - Problème de Dirichlet inhomogène dans des ouverts du type "(l) ou (2) .

Certains des résultats énoncés ici sont annoncés dans [3]. Ils feront

l*objet d1^^ publication plus détaillée ultérieure.

1 - Espaces de Sobolev avec poids.

1°)

DEFINITION 1. - Pour a6 S , p€ S , l<p<°° , m ç.1 , Q, ouvert de K11 , on pose ;
a+1 À | -m

^(Q) = { u ç ^ ( ^ ) I V X Ç ] ! 1 1 , | À | < m , (1+p2) 2 D^ÇL^)} .

Cette définition n'a d"intérêt que si Q, est un ouvert non borné (si-

non, quel que soit a , l'espace coïncide avec w ( i^) , espace de Sobolev habi-
tuel). w (S^) est un espace de Banach pour la norme naturelle :

- q+1 X | -m , —
|u| = ( E | ( l + p 2 ) ^ — — D^P ^ .
^W N^m L^)

Pour p=2 , c^st un espace de Hilbert aue nous notons w Ç ^ î ) •

On a immédiatement :

1) W0933^) = L^)o

2) ^(n) c^ ̂ ^(a) ... e^v0^ W

3) ^'P(n) ̂  ̂  W .

On utilise cette dernière propriété pour démontrer un résultat de den-
sité des fonctions régulières :

PROPOSITION 1. - ^(ÏÏ) est dense dans ^^W .
———————————————.————l———————————————— Q(

2°) Comparons W^OR11) et W^^) .
—————————————————— Q ———— (̂
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PROPOSITION 2. - W"1'1^) coïncide algébriquement et topologiquement avec l'espace

des restrictions à ^ des fonctions de ^^(K") .

Ce résultat est immédiat si ^ est du type (l). Si Q = S" la méthode

de Babich permet de construire un opérateur de prolongement linéaire continu de

W^E^) dans ^'W) .

Comme w ' P ( ^ ) coïncide localement avec W111'33^) , pour Q ^ ffi11 , m^-1 ,

-^(^) n'est pas dense dans ^'^(s^) . On introduit donc :

o
DEFINITION 2. - Pour m ci , Kp<°° , a ç f f i , W"1'1^) désigne l'adhérence de ^)

dans W^^) .——— a

On note

W::'P' W-(^W)' , ^,=1.

Toute distribution T çW'""1^ (Q) peut s'écrire

T = E DÀ f.
M<ni À

où f . Ç W 0 ^ , |^)À — a + m — | À [ •

3°) Comparons W^^CQ) au complété de ^ fô) pour la norme de Dirichlet

d'ordre m (espace noté D"1'^^)) .

THEOREME 1. - Pour ^ - m > 0 , les espaces ^îp^) ^ Î^^W coïncident algé-

briquement et topologiquement.

Démonstration : Pour uÇ^(^ ) on a évidemment :

1
|u| = ( E ID^IP î1' < |u|

D"^ | X | = m ' LP ^ ' '^'PC,)
o

Réciproquement, la condition — - m > 0 , permet de démontrer en utilisant l'inéga-

lité de Hardy, que pour | x | < m , on a :

N-m

|(l+p2) 2 D^f <C |u|
L^) D"1'1^)

Notons d'autre part que l'application :

13
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u ->- (l+p ) u

est un isomorphisme de ^^(^î} sur W^^^) .
(X Ct—p

Par suite, pour — - — > 0 , les expressions

q-m+1 À | j_
( E |(l+o2) 2 D^uR )P
N<m iP

à 1
( Z iD^l+p2)2 u? ^
| À | = m Lp

définissent sur W"1'1^) des normes équivalentes.

Nous pouvons remarquer que l*inégalité de Hardy a joué ici le rôle de
^inégalité de Poincaré valable pour un ouvert borné dans une direction.

II - Etude des traces.

Si " est du type (l), l'étude des traces est classique.
Pour " = S" , les traces de uç ^^(S^) sur n = ^ ç. S" |x = 0} sont locale-"r -, a + ' n
ment dans % W"1"13" p' ^(n) .

J=0

II reste à étudier le comportement à l* infini des traces ; nous devons pour cela
introduire de nouveaux espaces.

DEFINITION 3. - Pour s Ç E ^ , l < p < ° ° , on pose :

W^B11) = {uCW^'W/^ |o I. sj —s

V X Ç E 1 1 , | X | = [s] e^ Vi = l,....n :

C t-1-^-^)? dt ; ̂  iD^te,)- D^Cx)!^ dx^}
ffi

et plus généralement
a_

W^PCffi11) ^ '{^^'(f f i11) |(l+p2)2 uÇW^Pd11)} .

fôn ^ s ^ desl6ne la partie entière de s .
(e^ ,..., e ) désigne la base canonique de ffi11 .
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Enonçons le résultat principal :

THEOREME 2. - II existe une application linéaire continue y = ( y ,... , y ) de
m—1 . 1 *

W"1'1^11! dans n W"1"1 "" î 'p ( II ) telle que :
a + ——— j=0 a ———————

__ m-1
A) Pour uç^(ffi^) , yu = { u(x', o) , Jj (x',o),..., ——^L- (x ' ,o) } .

8V

B) y est sur je clive.

C ) y-^o) = ^^P(S1; ) .

Démonstration : Notons tout d'abord que les traces sur II de ^'^(K11) ne dépen-

dent pas du comportement à l 'infini dans la direction x • Plus précisément, si

on pose : a-m^lxl

y^^^} ^{uC^)! V X Ç Œ 1 1 . [ X | ^ m . (1+P^) 2 D^ÇL?^)}

2 n"1 2où o - ( x ' ) = E x. on a :
n-1 i=l z

PROPOSITION 3. - Les espaces W^^S11) et ^^(ffi11) ont les mêmes traces sur l'hy-————*——— a + — 0^ + —————————————— ————————i^,
perplan II = { xç K | x = y = 0} .

On vérifie ce résultat grâce à une troncature d'un type particulier :

soit cpç^(ffi ) telle que Cp(t) = 1 pour 0<t<l , cp (t ) = 0 pour t>2 et

posons , :

i^(x) = Cp((l+p^(x')) 2 y)

pour uç^Kffi11) on a évidemment y(i^u) = yu et on vérifie que l'application

u -> ^u

est linéaire continue de ^(ffi11) dans ^(ffi11) et de ^^(K") dans X11191^11) .
o i + a + a + a +

II suffit donc de vérifier le théorème pour ^'PCK11) et comme l'application

u -> (l+o^)^

est un isomorphisme de ^'POK") sur ^'PCffi11), il suffit de vérifier que le théo-

rème pour a = o c'est-à-dire de montrer que :

il existe une application linéaire continue

m-1 1
y = ( y , - , . . . , Y - , ) de x^a;) sur n w01-'3-?'1'^"-1)u m—j- o i . o

J=0

vérifiant :
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— ^m-l

A) Pour uç.^), yu = ' {u (x ' ,o ) , . . . . ° — — ^ ( x ' , o ) } .
3ym"B) y est surjective.

C) y-^o) = ^(K^) .

Les méthodes basées sur la théorie des semi-groupes (voir Lions [ U ] ) ne

semblent pas pouvoir s'appliquer directement. On donne donc une démonstration di-

recte de ce théorème, en particulier on construit explicitement des relèvements

pour démontrer la partie B.

Pour la démonstration des points A et C, on adapte les méthodes usuelles.

Pour le point B, il suffit de construire un relèvement pour chaque composante. On

combine un relèvement construit par noyau régularisant (voir [5] par exemple) avec

une troncature.

Soient Rç.^ffi11"1) telle que :

J f f i ( x ' ) dx' = S E ( s ) ds = 4{x-
,,n-l [ s | < 1 J!

et Cpç^ ([o, 777—T\ [) telle que cp(o) = 1

Pour uÇW"1"13" ~p ^(E11"1) on vérifie que

- 1
v(x t ,y) = Cp((l+p^(x')) 2 y) y3 \ R( s) u(sy+x' ) ds

s <1
convient.

III - Problèmes aux limites.

On se propose d'étudier certains problèmes de Dirichlet dans des ouverts

du type (l) et (2). On ne s'intéresse qu'à des problèmes posés par la méthode va-

riât tonne Ile, l'essentiel des résultats porte sur l'étude de la régularité de so-

lutions. Ces résultats sont obtenus en approchant le problème dans l'ouvert par

une famille de problèmes tronqués et en démontrant des inégalités à priori sur les

solutions de ces problèmes tronqués.

Soit a(u,v) une forme intégrodifférent telle définie sur ^(ÏÏ) x J^(^)

^r ...h-1+1 n i^l1!-^! . __
(1) a(u,v) = Z f (1+p2) 2 a..(x) D^u D^v dx

|if<l o ^

1 J J < 1

avec
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(2) a... 6C"(ÏÏ)n L ( K 1 1 )
•Ltj

O-i
(3) a est w -(^)-coercitive .a+1

Par le théorème de Lax Milgramm, on obtient alors que l'opérateur
t̂±l±L3i

(4) A(x,D) = Z ( - l ) 1 1 3 1 D^d+p2) 2 a.. D1)
li|<l 1J

tJ«l
Oi n

est un isomorphisme de W (^) sur W (^) .

On suppose de plus, que :
-M

(5 ) V À Ç a ^ , 3 C > o | |D a..|<(l+p2) 2

-'-J
On obtient alors :

THEOREME 3. - Sj_ îî est du type ( l ) , pour tout k^s 1 , l'opérateur ( A ( x , D ) , Y )

est un isomorphisme de ^ (^) sur W^"2 W x H^" ^ ( r ) .
J S ' C X ~"—"~"~ K."~£-^OI

Si on ajoute de plus l'hypothèse :

(6) 3y>o | V x ç s ^ , i = j = (o,..., o,l), |a_(x ) |>y .

On obtient alors :

THEOREME U. - Dans S" , pour tout k>l , l'opérateur ( A ( x , D ) , y ) est un iso-

morphisme de ^(l1;) ̂  <:^(B:) x <^(r) .

Ces théorèmes se généralisent à des opérateurs d'ordre 2m .

Remarques sur l'hypothèse (3) ;

et
) Pour que (3) soit réalisée, il suffit que Re a soit suffisamment grand

a ô ^ l V Ç Ç Î C ^ V x Ç T T ,

lAx'^'^"612

2) En dimension n> 3 , l'hypothèse ( ï ) suffit pour assurer la coercivité d'un

opérateur homogène pour a = -1 , c'est-à-dire la w ' ( ^ ) coercivité (cf. théorème l).

Pour le laplacien, on obtient donc :
l*opérateur ( A , y ) est un isomorphisme de
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]_
^W sur ^W x H 2 ( ^ ) , (resp. de

<.,(<) sur ^(^) . W^(r)) .

3) Supposons A donne avec l'hypothèse (?) ; soit B çffi , il existe une cons-

tante a^ telle que, pour a>a^ , l'opérateur A + ad+p2)01! est un isomorphis-

me de ^^w sur ^L+B^Î x Hk ^r) • (^p. < (̂S;;) sur

k ^
<:L.3^)x W^(D) .

Ce dernier résultat peut s'appliquer par exemple à des données à crois-
sance polynomiale.

Donnons une idée de la démonstration dans le cas a = o , ^ = E11 .

On doit montrer que A est un isomorphisme de ^(ffi11) sur W1"2^11) . On montre
•tv k—<'

d'abord que AGv^)) = L^S11) . Si uçW^S11) et Auç L2^) . alors uÇH^R11);

on utilise ce résultat en introduisant un problème tronqué. Soit ^ ç^K11)
o^s^l , telle que

ip(x) = 1 pour p(x)^l

^(x) = o pour p(x)^ 2 .

Pour kçi , on pose ^(x) = ̂  ^ ) et u^ = ^u , et on introduit :

(P^) Au^ = ̂  Au + [A. ^] u = g^ .

On vérifie les inégalités à priori :

3 C>o , V k ç i , [ . I ^ c { | u l + [Aul _ }
" L2^) ^(S11) L2^)

]_

V k ç f f l , |(l+o2)2 Du^| <c {|u| . + |Au| - } .
-W^S1 1) ^(ffi11) 'L2^)

On obtient le résultat pour k=2 par argument de compacité faible de la boule
unité de W (S11) .

La démonstration se termine ensuite par récurrence.
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