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ESPACES DE BANACH ULTRAPLATS ET ESPACES DE LINDENSTRAUSS-PELCZYNSKI

par
G. NOËL

I. Introduction -

La catégorie QESPC des Q-espaces complets a déjà été décrite par M.

Waelbroeck dans son exposé. Cette catégorie peut être munie de façon naturelle d'un

produit tensoriel, associatif et commutatif. Rappelons qu'un Q-espace complet Z

peut être considéré comme un "quotient formel", noté Z = Y J X , où X et Y sont

deux espaces bornologiques convexes complets, l'espace vectoriel sous-jacent à X

étant un sous-espace vectoriel de Y , et l'application canonique X -»- Y étant
supposée bornée. La relation Z = Y |x signifie en fait que Z est conoyau de
cette injection canonique : la suite

O ^ X - ^ Y ^ Z ^ O

est exacte dans la catégorie abélienne QJSSPC.

On peut, de plus, supposer que l'espace Y est projectif dans Q;ESPC. Un
tel espace est un facteur direct d'une somme directe d'espaces de Banach du type

A (l) . En particulier, un espace de Banach est projectif dans QESPC si et seulement
s'il est isomorphe (;c) à un tel espace S1 Cl) .

Le produit tensoriel de deux 0,-espaces complets Z , T est défini de la
façon suivante : écrivons Z = Y|x et T = u | v où le s espaces bornologiques con-

vexes complets Y et U sont, chacun, une somme directe d'espaces de Banach du
type ^(I). Alors :

z <S> T = vê .n | (Y «â-v + xâ .u ) .q b b b
Dans cette formule, ^> désigne le produit tensoriel que nous définissons dans

QESPC, cependant que ® désigne le produit tensoriel bornologique inductif des

espaces bornologiques convexes complets : si Y (resp. U) est la limite inductive
des espaces de Banach Y. (resp. U . ) , alors Y <Ê> U est la limite inductive des es-

paces de Banach Y^ <8_U. où, cette fois, <â désigne le produit tensoriel projectif

d'espaces de Banach (plus souvent noté à ). Bien entendu, il convient de montrer

que les espaces vectoriels sous-jacents à Y ® V et X§ U s'identifient canoni-

quement à des sous-espaces vectoriels de Y <§) U , ce qui permet de définir
Y <S> V + X ^ - U (qui n'est pas leur somme directe). Il convient aussi de montrer que

( ; î) Dans cette note, deux espaces de Banach sont dits isomorphes s'il existe une ap-
plication linéaire continue inversible de l'un sur l'autre.
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258 G. NOËL

le Q-espace complet Z <2) T ne dépend, qu'à un isomorphisme près des décompositions
choisies pour Z et T • On trouvera tous les détails concernant les 0-espaces

dans [3], [U] et [5].

N'importe quel espace de Banach E peut être considéré comme étant un

Q-espace. Il suffit d'écrire E = E|o . On obtient une décomposition E = Y|x avec
Y projectif dans O.ESPC en exprimant que E est un quotient de t (B) , si B est
la boule unité de E .

Etant donnés deux espaces de Banach, E et F , nous souhaitons comparer
le 0-espace complet E <8> F à l'espace de Banach E § F . Si E = Y/X et F = U/V,
où Y et U sont des espaces de Banach projectifs, d'une façon générale, nous
pouvons seulement affirmer que E €> F est le quotient (usuel) de Y^ U par l'a-
dhérence de Y êv + X <8> U , ce qui revient à dire que tout morphisme de E ^ F
dans un espace de Banach se factorise à travers E ^ F . Introduisons la définition
suivante :

DEFINITION. - L'espace de Banach E est dit ultraplat si et seulement si les
Q-espace s complets E à F et E <2> F sont isomorphes, quel que soit l'espace de
Banach F .

Nous montrerons ci-dessous que les espaces de Banach ultraplats sont pré-
cisément les espaces de type <£- introduits par Lindenstrauss et Pelczynski [1].
Nous utiliserons à plusieurs reprises le résultat suivant : le Q-espace Z = Y J X
est un espace bornologique convexe, si et seulement si X est un sous-espace fermé
de Y , c'est-à-dire si la bomologie de X est la bornologie induite par Y •

Z est alors simplement le quotient usuel Y/X • En particulier, pour que E soit
ultraplat, il faut et il suffit que E ê > F soit un espace de Banach, quel que soit
l'espace de Banach F .

II. Espaces de type S, .

Si E et F sont deux espaces de Banach isomorphes, on pose :

d(E,F) = inf { | ] A || . ||A" ]| : A isomorphisme de E sur F } .

D'après Lindenstrauss et Pelczynski, [1], un espace de Banach E est dit de type

< £ - . ( À ̂  1 ) si et seulement si tout sous-espace de dimension finie S de. E est

inclus à un sous-espace de dimension finie T tel que :

d(T, ^ )<À
1 n . n i ioù n = dim T » et où 1 est l'espace ffi muni de la norme Z [ Ç. [ .— ———— n ————————— ———————————— ̂  1
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Un espace de Banach est dit de type £« s'il est de type £ pour

tout p>X . Il est dit de type <£- s'il est de type «S- , pour un certain À .

. . À
Nous utiliserons encore le produit tensoriel <S- introduit par P. Saphar,

[7] , (où il est noté g-,\) ; tout tenseur ueE<8> F peut être considéré comme un opé-

rateur de rang fini, donc (absolument) sommant de E' dans F . (La notion d'opé-

rateur sommant remonte à Grothendieck. Elle est traitée de façon détaillée dans le

livre de A. Pietsch, [6]). Si nous notons S- . (E ' , F) l'espace des opérateurs som-

mants de E' dans F , le produit tensoriel E â.F est l'adhérence de E<8) F dans

S-(E ' , F). La norme de u dans E <|) F est donc l'infimum des p tels que :
m y. m

V x ' , . . . , x, c E ' : Z I I E < x î , x.> y. I l < p sup Z | < x'. , v> [ .
1 m J=l i=l J ' ' |Mkl j=l 3

En particulier, il est immédiat que

||x®yj|^ < ||x|| . |[ y |[

et ceci signifie que l'application "bilinéaire canonique E x F ->- E ê F est continue

et définit donc une application linéaire canonique de E <gi F dans E à F , de nor-

me au plus 1 :

IMIi ^ Hi
(nous notons d'une simple barre la norme dans le produit tensoriel projectif).

Nous avons alors le lemme suivant :

LEMME. - Soit E un espace de Banach. Quel que soit l'entier naturel n , l'opéra-

teur de transposition C T : & < 8 ) E - » - E < 8 > ^ : E Ç . ^ x . - ^ Z x . ^ Ç . se prolonge en
1 & —— A -l

un opérateur linéaire continu, de norme 1̂ , de a ® E dans E <3> a

Désignons par ( < S . ) (i = ! , • • • , n) la base canonique de i , ou

^n = ^n^ : ^i = ^ij5 (tî = l î ' - - 3 n) •
s -,

Soit u = Z x. <8) Ç .eE<8>$, . On a :
i=l x x n

| 1 x^^| = | Ï ( 1 x q ) ® ô [ < Ï II ! x^ II . ||6 H =
i=l 1 ± j=l i=l 1 lt] <3 -L j=l i=l 1 1J 3

= Ï II 1 x^_ II = ^ H 1 <6^.> x^||
j=l i=l 1 1J j=l i=l t3 1 1

^11 Jailli Jl^.ll'^^l ̂ î illi
^n
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THEOREME. - Soit E un espace de Banach de type oi . Quel que soit l'espace

de Banach F , l'opérateur de transposition a : E<2> F ->• F(g)E se prolonge en un

opérateur linéaire continu de norme ^À , de E^ F dans F<8> E .

La démonstration utilise la propriété suivante (voir [7]) , qui exprime

que la norme de E 0 - F est une ®-norme au sens de Grothendieck : si ue E0F ,

alors :

IHIi = "^IMIs^T
où S (resp. T) parcourt l'ensemble des sous-espaces de dimension finie de E

(resp. F) , tels que u e S ®T , et où IHIqâ m désigne la norme de u dans sê-T.
On sait que cette propriété est également valable pour la norme de E0 F .

Considérons alors un tenseur u e E 0F . Soient S et T des sous-es-

paces de dimension finie de E et F respectivement, tels que u e S 0T . Soit

e>0 . Puisque E est de type • £ - , • . , » il existe un sous-espace de dimension finie-L 5 AT
S- de E tel que :

d(S , Jl1) < À + e .

Désignons alors par A un isomorphisme' de S- sur i tel que :

||A|| < 1 et II A"1!! < À + 2e .

Il vient :

[cm[^ <|au|^^ g ^(A + 2e) [l(g)A . au[^ ^ .
1 1 In

Du lemme précédent, on déduit alors :

|au|^ <(À+2e) ||A01.u|l^ < (À+2e) ||u||g § y ^ (À+2e) ||u||̂  ^ .
n 1

Cette inégalité étant vraie quels que soient S , T , il vient :

|au|^ ^ (À + 2e) ||u||^ .

Et enfin, puisque e est ' arbitraire : |cju|- ^ À ||u|j-

COROLLAIRE 1. - Si E est un espace de Banach de type <^-. , , alors les espaces
^ ————— - - ' ^ I I T ^ I J. , AT - ' ' - - - r ~ ~ ~

E§>,F et E < S - F sont isomorphes quel que soit l'espace de Banach F . De plus,
d(Eâ.,F , E<§> F) ^À .

En effet, d'après le théorème précédent, nous pouvons écrire une suite

d'applications canoniques continues : E(§>-.F ->• E §) F ->- F^) E • La thèse se déduit

de ce que les espaces E < t - F et F(â E sont isométriques.
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COROLLAIRE 2. - Soit E un espace 5e Banach de type «^ - . SJL G est un espace de

Banach et F un sous-espace fermé de G , alors E <Ê> F est un sous-es-pace fermé
_de, E0 G .

En effet, E <S>-F est isomorphe à E <S>-F ; cet espace est un sous-espace

fermé de E ^> G (car S - ( E ' , F) est un sous-espace fermé de S - ( E Î , G ) ) . Et enfin,

E (g> G est isomorphe à E 0-. G •

THEOREME. - Tout espace de Banach E de type <^- , est ultraplat»

Supposons d'abord qu'on ait E = HL ( l) . Soit F un espace de Banach

quelconque, avec F = ^ (J)/G • On a par définition :

EO F = E à-, 9 1 ( J ) | E â-G .q 1 ' 1

D'après le corollaire 2, Eê- ,G est un sous-espace fermé de Eâ - J l (J). Il en ré-

sulte que E ^> F est un espace de Banach, donc que E < ^ F = E ^ , F .

Passons au cas général : E est de type A _ . Le fondeur E ^> étant

exact à droite, la suite suivante est exacte :

E à G -> E à ^(J) ^ E<Ê> F -> 0 .
q q. q

Comme on vient de le voir, E à Je (J) est un espace de Banach isomorphe à E <â_ A (J).
Par conséquent, le morphisme E 0 G ->• E <S> 9, (J) se factorise en :

E^> G ^ E Ô - G ^ Eâ-J?1^) .q 1 1

Des travaux de Grothendieck, on déduit facilement, l'espace E possédant la pro-

priété d'approximation, que v est un monomorphisme. Comme d'autre part, u est
un épimorphisme, la suite suivante est exacte :

0 -> E <â,G ^ E ^.^(J) -> E <â F -^ 0 .1 -L q

On a donc E® F = E «Si 5, (J) | E <â-G , et la démonstration se termine comme dans le

cas où E = ^(l) .

III, Espaces de Banach ultraplats»

THEOREME. - Soit E un espace de Banach ultraplat. Soient G un espace de Banach,

et F un sous-espace fermé de G • Si E ou F est approximant, E ^ F est un

sous-espace fermé de E ® G .

Considérons la suite exacte 0 ->• F ->• G -> G/F -^ 0 , et appliquons le



^g G. NOËL

foncteur exact à droite E <8> , la suite :
q.

0 -> E <â^F -^ E 0 G -^ E <2> (G/F) ^ 0
q (1 q

est exacte à droite. Comme E est ultraplat, cette suite s'écrit aussi :

0 -> E â,F ->• E à G ^ E <â - (G/F) ^ 0 .

Si E ou F est approximant, la suite est exacte, de sorte que le Q-espace com-

plet E â-G [ E â.F coïncide avec l'espace de Banach E <^ (G/F). Donc, E <ÊL F est

un sous-espace ferme de E < ^ - G .

COROLLAIRE 1. - Si E est un espace de Banach approximant ultraplat, alors E'

est un espace de Banach injectif, et E est de type <^

Soit G un espace de Banach, et F un sous-espace ferme de G . Toute

application linéaire continue de F dans E' provient d'une forme linéaire conti-
nue sur E <§L F . D'après le résultat précédent, et le théorème de Hahn-Banach, elle

se prolonge à E §j G , et on obtient ainsi une application de G dans E' qui

prolonge l'application donnée. Par conséquent, E' est injectif et d'après les ré-

sultats de [2] , E est de type o£, .

COROLLAIRE 2. - Soit E un espace de Banach ultraplat. Soient G un espace de

Banach et F un sous-espace fermé approximant de G . Toute application linéaire

continue de F dans E' se prolonge en une application linéaire continue de G
dans E' .

La démonstration est analogue à celle du corollaire précédent.
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