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Systeme d’équations
décrivant certains mouvements stationnaires
en une dimension d’un gaz visqueux et calorifere
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Hamza GUEBBAT (x%%) — Hisao Fuiita YASHIMA (%)

REsuME — Dans ce travail on considére le mouvement stationnaire, en une dimension,
d’un gaz visqueux et calorifere avec une vitesse qui ne tend pas vers 0. Utilisant la
petitesse des coefficients de viscosité et de thermoconductibilité — en utilisant I’idée de
la perturbation singuliere —, on démontre 1’existence d’une solution dans le voisinage
de la solution de I’équation sans viscosité et sans thermoconductibilit¢. On donne un
exemple numérique qui montre la petitesse entre la solution avec viscosité et celle sans
viscosité.

MATHEMATICS SUBJECT CLASSIFICATION (2010). Primary: 76N10; Secondary: 34BIS,
76NI5.

Keyworps. Viscous heat-conductive gas, stationary solution, smallness of viscosity.

(%) Indirizzo dell’A.: Laboratoire de Mathématiques appliquées et de modélisation, Univer-
sité 8 mai 1945, BP 401, Guelma, Algérie
E-mail: ayachi.asma87@ gmail.com

(x%) Indirizzo dell’A.: Laboratoire de Mathématiques appliquées et de modélisation, Uni-
versité 8 mai 1945, BP 401, Guelma, Algérie
E-mail: aissaouizine @gmail.com

(*x%x) Indirizzo dell’A.: Laboratoire de Mathématiques appliquées et de modélisation, Uni-
versité 8 mai 1945, BP 401, Guelma, Algérie
E-mail: guebaihamza@yahoo.fr

(*x) Indirizzo dell’A.: Laboratoire de Mathématiques appliquées et de modélisation, Uni-
versité 8 mai 1945, BP 401, Guelma, Algérie
E-mail: hisao.fujitayashima@unito.it


mailto:ayachi.asma87@gmail.com
mailto:aissaouizine@gmail.com
mailto:guebaihamza@yahoo.fr
mailto:hisao.fujitayashima@unito.it

158 A. Ayachi — M. Z. Aissaoui — H. Guebbai — H. F. Yashima
1. Introduction

Comme il est bien connu (voir par exemple [9] et [11]), pour les gaz habituels I’ effet
de la viscosité et de la conductibilité thermique est beaucoup plus petit que I’effet
du gradient de la pression. Du point de vue physique, ou intuitivement, ¢a signifie
que, en absence de turbulence, I’écoulement réel d’un gaz ne doit pas étre éloigné
de I’écoulement calculé sans viscosité et sans thermoconductibilité.

Du point de vue mathématique, la petitesse des coefficients de viscosité et de
conductibilité thermique peut rendre difficile I’ utilisation de 1a méthode habituelle
basée sur les opérateurs elliptiques diis a la viscosité et a la thermoconductibilité.
En effet, par exemple pour le probléme du mouvement stationnaire, dans les
travaux mathématiques les auteurs exigeaient trés souvent que toutes les données,
y compris la vitesse, fussent trés petites (voir [4], [10], [2], ect...). Il est vrai que
dans le cas d’une seule dimension spatiale il y a une méthode puissante, celle
des coordonnées lagrangiennes, dont 'utilisation a conduit a des résultats sur
I’existence et ’unicité de la solution globale avec les conditions aux limites de la
frontiere libre ([7]) et avec celles de la frontiere fixée et rigide ([8], voir aussi [1]).
Mais I’application de cette méthode a été limitée, au moins pour le moment, au
cas ot il n’y a pas d’entrée ni de sortie du gaz du domaine considéré (qui n’est pas
nécessairement fixé).

Si on considere I’écoulement constant d’un gaz dans une conduite et si on le dé-
crit dans les coordonnées eulériennes, on a naturellement des équations indépen-
dantes du temps ¢ ; nous allons les rappeler équations du mouvement stationnaire,
car les fonctions qui interviennent ne dépendent pas de ¢, méme si la vitesse ne
sera pas proche de 0. L'écoulement constant d’un gaz se considére non seulement
dans une conduite, mais aussi un écoulement presque constant de I’air qui passe
sur un terrain avec des reliefs nous intéresse (voir par exemple [3]) et peut étre dé-
crit, dans la premiere approximation, par des équations du mouvement stationnaire
d’un gaz. Or les équations stationnaires de I’écoulement d’un gaz avec de petits
coeflicients de viscosité et de conductibilité thermique a une structure similaire
aux problemes étudiés dans le cadre de la théorie des perturbations singulieres
(voir [5], Chapitre V). En effet c’est dans cette structure que nous allons étudier le
systeme d’équations d’un gaz. Plus précisément, dans le présent travail, en nous
basant sur les propriétés d’une classe de systeémes d’équations différentielles or-
dinaires non linéaires du second ordre, nous allons montrer que, pour I’équation
monodimensionnelle du mouvement stationnaire d’un gaz visqueux et calorifere,
la petitesse des coefficients de viscosité et de thermoconductibilité nous permet de
trouver une solution avec la condition de I’entrée et de la sortie du domaine du gaz
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dans un voisinage de la solution de I’équation sans viscosité et thermoconductibi-
lit€. Or, méme si 1’idée générale de la théorie des perturbations singulieres reste
fondamentale, dans I’étude d’un cas concret, nous avons besoin des estimations
spécifiques que nous devons obtenir dans les conditions spécifiques du probléme.
C’est ainsi que dans la suite nos raisonnements seront exposés d’une maniére au-
tonome sans faire recours explicitement a la théorie générale.

Pour mettre en évidence la petitesse de I’écart de la solution de I’équation avec
la viscosité de celle de I’équation sans viscosité, dans le dernier paragraphe de ce
travail nous présentons une comparaison numérique des deux solutions.

2. Position du probléme pour une classe d’équations différentielles du second
ordre

Dans la premiere partie, on va considérer I’équation différentielle ordinaire
(1) eu”(x) + B(x,u(x),u'(x)) = g(x), 0<x<l,

pour une fonction inconnue u(x) € R” avec les conditions aux limites

2) u(0) =u(l) =0.

Dans (1), ¢ est une constante telle que 0 < ¢ < 1 et g(x) est une fonction donnée
a valeurs dans R”. Pour la fonction B(x,u,u’): [0,1] x R" x R” — R” nous
supposons qu’elle est continiment dérivable par rapport a u et a u’ et que

3) B(x.0.0) = 0;

cette dernieére condition ne restreint pas la généralité; en effet, si B(x,0,0) # 0,
alors il nous suffit de considérer B(x,u,u’) — B(x,0,0) au lieu de B(x,u,u’) et
g(x) — B(x,0,0) au lieu de g(x) dans (1).

Compte tenu des conditions sur B(x, u, u’), nous réécrivons I’équation (1) dans
la forme

) eu”(x) + B(x)u'(x) + C(x)u(x) = g(x) — R(x,u(x),u'(x)).
ou
aBi (x, u, u’
B(x) = (Bij(x)). Bij(x) = il weit) (;ufl & 040’
; =
aBi (x, u, u’
Cw = (). Gy = 2D
j u=0,u’'=
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n ai U, 1A
Ri(x. (), u'(x)) = Bi (v, u(x) ' (1) = ) W

j=1 J

= 3Bi(x, u,u')
_Z S

j=1 /

’
u=0,u’=0uj (x)

ui(x).
u=0,u"=0 'l( )

Pour les matrices B(x) et C(x) nous supposons qu’il existe une matrice définie
positive D(x), une matrice I" indépendante de x € [0, 1] et une constante Ko > 0
tels que

(5) D(x)B(x) soit symétrique pour tout x € [0, 1],

(6) u-D(x)C(x)u < —Kolu|> pourtousu € R", x € [0, 1],

~ 1
(M) el D'} < 4mp (Ko — | D BllLeel| E' oo — 5 max |4 [l ),

N

ol
e mp = inf{’uDu |u € R", |u| =1},
o B(x) = B(x)—2eT,
o C(x) = C(x)— B(x)I' +el'2,
e Ay, k =1,... n,sontles valeurs propres de D(x)B(x),
e E est une matrice unitaire telle que ED BE~! soit une matrice diagonale;

ici et dans la suite on désigne par ‘A la matrice transposée de A, de sorte que ‘u
sera le vecteur ligne u.
D’autre part pour les fonctions g(x) et R(x, u,u’) on suppose que

(i) il existe un Ry > 0 tel que, si |u| < Ry, alors on ait
®)  |RGx,u,u’)| < cr(u|® + |ul[u'| + e[u/|*) pour tous x € [0, 1],

ol cg est une constante indépendante de x € [0, 1];

(ii) il existe Ry > O tel que I'application R(-,u,u’): H} — H~! soit continue
dans I’ensemble
u € H |ull gy = Ri):

(iii) g € L%(0,1;R™).
Avant d’entamer I’étude de 1’équation (4), nous la transformons en une équa-
tion pour la fonction inconnue

i(x) = e*Tu(x) (e"F = i Xkrk).

= k!
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En effet, en utilisant les notations B(x) et C (x) introduites ci-dessus, I’équation (4)
se tranforme en

9) il (x) + B(x)it'(x) + C(x)ii(x) = g(x) — R(x,u, i),

ou
g(x) = e Tg(x), R(x,ii, i) =T R(x,u,u).

La condition (2) se transforme évidemment en
(10) u(0) =u(l) =0.

Il est clair que I’existence d’une solution u(x) de ’équation (9) avec la condi-
tion (10) équivaut a celle d’une solution u(x) de 1’équation (4) avec la condi-
tion (2). Pour cette raison, pour simplifier les notations, nous allons écrire (9)
sans « "~ », ¢’est-a-dire dans la forme

(11) eu” (x) + B)u'(x) + C(x)u(x) = g(x) — R(x, u(x), u'(x)),
sous les conditions

(12) D(x)B(x) soit symétrique pour tout x € [0, 1],

(13) u- D(x)C(x)u < —Kolu|*> pourtousu € R", x € [0, 1],

1
(14) el D'} < 4mp (Ko~ [ DBl E' e — 5 max |4 [ ).
Les hypotheses (i)—(iii) sur g(x) et R(x, u, u’) restent invariantes.

3. Equation linéarisée et estimations de sa solution

On considere d’abord 1’équation linéarisée de (11)

(15) eu”(x) + B(x)u'(x) + C(x)u(x) = y(x), 0<x <1,
avec les conditions aux limites

(16) u(0) =u(l) =0,

oll y est une fonction appartenant a la classe L2(0, 1; R").
On rappelle en premier lieu I’existence et 'unicité de la solution du pro-
bleme (15)—(16) dans H{ (0, 1; R™).
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LemMME 3.1. Le probléeme (15)—(16) admet une solution u € HO1 (0, 1; R") et
une seule et on a

(17 ear|u'l7> + ullz> < erllylz-,

ou o et c1 sont deux constantes strictement positives indépendantes de &

DEmonstrAaTION. Comme DB est une matrice symétrique (voir (12)), il existe
une matrice unitaire E telle que EDBE™! soit une matrice diagonale, dont nous
désignons par A1, ..., A, les éléments diagonaux; on a donc

"uDBu' = '"(Eu)EDBE~'(Eu) —'uDBE~'E'u

n
Z — (O vE) — Zk}cvi—’uDBE_lE/u,

k=1

ol vy = (Eu). Cela étant, en multipliant I’équation (15) par ‘uD eten I’intégrant
sur [0, 1] avec ’intégration par partie 1a ou elle est utile, on obtient

1 1 1t
— e/ (‘u) Du'dx — 8/ 'wD'v'dx — 3 Z/ A (Eu)idx
0 0 /o

1 1
—/ ’uDBE—lE’udx+/ "uDCudx
0 0

1
= / "wDydx;
0

il s’ensuit que

empl|u'||7> — &l D'l|zoollull L2 1wl L2
(1) + (Ko — 5 max 3 o — DB oo | E' o< )l
< I Dllzee flull 2yl 2-
Or, d’apres (14) il existe un nombre 0 < § < 1 tel que
D" = 41— Bymp (Ko — 3 max |3 oo — [ DBzo] E' 1<),
ce qui nous donne

2
e D lIzeo llull 211l L2

= Vi —ﬁemDnu/nzz
VT B (Ko — 5 max [ lloe — DBl |l )l
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Donc, compte tenu des relations

1-/1=8>0,

2
I D|7 00
4y

2 2
IDlleellull2llyliz < vilulz. + lyll7>  pour tous v > 0,

on déduit de (18) qu’il existe deux constantes oy > 0 et ¢; > O telles que I’iné-
galité (17) soit vérifiée. L’inégalité (17) implique également I’existence et I’unicité
de la solution v € H (0, 1; R"). O

LemMmE 3.2. Siu est la solution du probléme (15)—(16), alors on a
(19) aze’u” (17> < crllylZ-,
ou ap une constante indépendante de ¢.
DEmonstrATION. De I’équation (15), on obtient
ellu’llL2 < I1BllLeellullL2 + IClILoelull2 + Iy llL2s

a partir de cette inégalité et I’inégalité (17) on déduit qu’il existe une constante o>
indépendante de ¢ telle que I'inégalité (19) soit vérifiée. O

4. Existence d’une solution du systeme d’équations différentielles ordinaires
non linéaires

Soit # une fonction donnée dans H, (0, 1; R"). On considere I’équation
(20) eu”(x) + B(x)u'(x) + C(x)u(x) = g(x) — R(x,u(x),#'(x)), 0<x <1,

avec les conditions aux limites (16). Le lemme 3.1, joint a la condition (8),
nous permet de définir 'opérateur G: H} (0, 1;R") — H}(0,1;R"), qui, 2
u € HJ(0,1;R™), associe la solution u € HJ (0, 1;R") de I’équation (20). Pour
I’opérateur G on aura la relation suivante.

LemMmE 4.1. Si
e2)) gl < cag™,
ou
(22) Ca = V3a a = min(1l, a1, a2),

"~ 32¢icR’
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alors on a
(23) G(We) C W,
ou
o4 ={ue H*0,1;R") N Hy (0, 1;R") |
x|, + ear i1, + ull7, < £°K),
~2
(25) K = 642‘?.

DEmonsTrATION. On rappelle que, en vertu de (8), on a

IRC w w2 < cr(llullzoe (lullL2 + [1ullL2) + el ool £2),

or, comme
1/2 1/2 1/2 1/2
[ S S S T P T s T
ona,pour(0 < e <1,
1/2 3/2
IRC )|z < 3/4(||u||L2 S [T Y [ P

3/4 3/4 1/2
+ ¥4 1273 w15

< 2cx 31/4(||u||L2 el 25 + [ 132),
d’ol on obtient
26) |lg = RC.u. w2 < llgllz> + 2¢cr 3/4(||”||L2 +el|w'||7, + &3 la”
En appliquant le lemme 3.1 et en utilisant (26) et (21), on a

Ea w7, + ear W72 + ull7> <

< 4c1(c§s3/2 + _:C;Z (S|, + ear 7|7, + ||a||§2)2),
ce qui implique que, si
Sarli’|7, + een ']}, + [} < &K
avec la constante K définie dans (25), alors on a
33“2””//”22 + 8051||M/||,2} + ||u||22 < 32k,

c’est-a-dire la relation (23) est vérifiée.
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Prorposition 4.2. Si g vérifie la condition (21)—(22), alors I’équation (11)
admet au moins une solution u appartenant a H*(0, 1; R") N H} (0, 1; R™).

DEmonsTrATION. On considere d’abord I’équation (15) avec deux fonctions
données y; et y,. En raisonnant de manic¢re analogue a la démonstration du
lemme 3.1, on obtient

elv'lI72 +éllvlia < éllyr — valla-1.
ou C; et ¢, sont deux constantes strictement positives et

v = u® _ @
u® étant la solution du probleme (15)—(16) avec y = y;, i = 1,2. Cela étant,
en rappelant I’hypothese (ii), on peut conclure que I'opérateur G qui, a u € W,
associé la solution u € Ho1 (0, 1; R”™) de I’équation (20) est continu (si on considere
G comme opérateur: Hy(0,1;R") — Hg (0, 1;R") restreint au domaine W),
pourvu que

(27) 2K + REES < R
aq
Comme W, est borné dans H?(0, 1;R") et fermé aussi dans H'(0, 1; R"),
d’apres le théoréme de I’injection compacte, W, est compact dans H'(0, 1; R").
Il est en outre convexe; par suite, d’apres le théoréme de point fixe de Schauder
(voir par exemple [6]), il existe un élément u de W, tel que

Gu) = u,

ce qui acheve la démonstration. |

5. Equations du mouvement stationnaire d’un gaz visqueux et calorifére en
une dimension

Considérons 1’écoulement stationnaire d’un gaz visqueux et calorifére dans un
tuyau — réel ou construit seulement dans I’esprit —. Il nous est commode de le
décrire, dans une approximation, par le systtme d’équations en une dimension,
en utilisant les variables spatiales représentant la position dans le tuyau dans la
direction du tuyau. Une forme de systeme d’équations applicable a de différentes
situations est

(28) 4 (osw) =o.
dx
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(29) oww' + p’' =¢elaow + ajw’ + axw”) + of + fo,

(30)
ocowT' 4 pw' = e(boT +b1T'+b>T") + e(dow? + dyww’ + dy(w')?) + oh + ho,

oo =o(x),w =w(x), T =T(x)et p = p(x) désignent la densité, la vitesse
dans la direction du tuyau, la température et la pression, tendis que ¢, et S = S(x)
sont la chaleur spécifique de gaz et la section du tuyau. Pour la pression, nous
supposons que

3D p = RoT,

ou R; est la constante universelle des gaz divisée par la masse molaire du
gaz. Dans les équations (29) et (30) les termes e(aow + ajw’ + arw”) et
e(boT + b1 T' 4+ byT") sont dis a la viscosité et a la conductibilité thermique et le
terme &(dow? + dyww’ + dp(w’)?) doit correspondre 2 la source de la chaleur due
a la friction interne du gaz, ¢ étant une constante positive. Nous supposons donc
que

(32) iI;faz(x) >0, iI}sz(x) > 0.

Dans (29)-(30) on suppose que les coefficients ag, a1, az, bo, b1, bz, do, di1, d>
ainsi que les fonctions f, fo, h, ho sont réguliers et bornés.

Le systeme d’équations (28)—(31) est une version de (1.1) du chap. II de [1],
version adaptée a 1’éventuelle courbure du tuyau et a I’éventuelle présence des
forces extérieures o f + fo et des sources de la chaleurs o/ + k. Pour les propriétés
physiques du systeme d’équations on peut consulter par exemple [9].

[’équation (28) nous permet de réduire o(x) & une fonction de w(x), c’est-a-
dire on aura

Ko
33) e = Swm)’
ou K, est une constante; sans restreindre la généralité on peut supposer que
K, > 0(le cas K, = 0ne nous intéresse pas). En substituant (33) et (31) dans (29)
et (30) on obtient le systeme d’équations ayant deux seules fonctions inconnues
wetT

K T / K
Gh 2w+ RiKp(5=) = slaow +arw’ + aw’) + L f + o

S Sw
(35)
K, K, T
Ze. T+ R 22w

K
= e(boT + b1 T' 4+ b T") + e(dow? + dyww’ + da(w')?) + ﬁh + ho.
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Maintenant on considere les équations correspondantes a (34)—(35) avec e =0;
en écrivant w et T pour les fonctions inconnues, on a a considérer

K T\ K
36 L'+ RiK,(—) = =2 ,
(36) st ‘@<Sw) sg/ T/
K, = K, T
37 e, T+ R =2—w = Qh h
37) 5 v + 15 70 =5z + ho.

Nous supposons que le systeéme d’équations (36)—(37) dans ’intervalle [0, 1]
admet une solution (i, T) et que w et T appartiennent & H?(0, 1) et vérifient
les relations

(38) 0<1r;f<1 T(x) > 0, 051221 w(x) > 0.
En posant
(39) Bo=w(0), @ =w(l). To=T©0), T1=T(),

nous allons considérer le systeme d’équations (34)—(35) avec les conditions aux
limites

(40) w(0) =wy, w(l)=1w,, TO) =Ty, T()=T.

Or, il nous est commode de transformer les équations (34)—(35) en des équations
pour les fonctions inconnues

(41) u=w-w, 9=T-T
En effet, nous pouvons transformer (34)—(35) en

(42) 8612?/[// + Bllu/ + Blzﬂ/ + C11u + Clzl? = —SAl(IE) — N1 (u, 79),

(43)  ebyd” 4 Boyu' 4+ Boy®' 4 Coyu + Con® = —sAy(T, ) — Na(u, D),

ou
B &+RK7:+ B RK
= —_—— eday, = — —
11 S 1Re'ems 1 12 1%’
K, T K
Bmz—Rt§:+umw+2@w) &2=—§%wuh,
K, T K,S'T K,f
C _R__ Ci» =R Sw
1 S w TN T S 12 1—252( 0’
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K@-—iﬁ/ Kb _ _ Kb?ﬂ/
Cy = RITTﬁ — Wh + 8(2d0w + dlw/), Cy = —R1?5 + &by,
T+ \ Ty T »
Ni(u,¥) = —R Kf[ —_— ) — = —u - —
100 0) = —Rike (S(w+u)) (55) * 50" ~ 53

F(Fr T (1)) + S0

S S/ w2 S?w?
e L1

S w—u w w2
RiK,rT+70 _ T_, T T _ '’
Mol 9) = g G ) = G g = 0|
K, 1 1 u 2 , .
+—h[_ —:+_—]+e(d0u + diuu’ + dr(u')”),
S Llo—u w w2

A1(W) = apw + a1’ + a,w”,
Ax(T, ) = boT + by T' + byT" + d1w* + dywiw’ + da(w')>.

Le systeme d’équations (42)—(43) doit étre envisagé avec les conditions aux li-
mites

(44) u(0) = u(1) = ¥(0) = ¥(1) = 0.

ProposiTiON 5.1. On suppose que

(45) w, T € H*([0,1]), Oinf 1 w(x) >0
<x=
R:T
(46) 2¢y < u_iz (cv + R1), pourtous x € [0, 1],
47) S ecl(o,1]); f.hecC?]o, 1)), Jdnf §(x) > 0.

Alors il existe un g9 > 0 tel que, si 0 < ¢ < g, le systeme d’équations (42)—(43)
avec les conditions aux limites (44) admet une solution (u,?9) appartenant a
H?(0,1;R"™) N HL (O, 1;R™).

On rappelle que I’hypothese (46) implique implicitement la condition

inf T(x) > 0.

0<x<l1
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DeEmonsTrATION. Par des calculs élémentaires et compte tenu des condi-
tions (45) et (47), on peut constater que la fonction

R(,u,%,u’, %) = (N1(u, %), Na(u, %))

vérifie les conditions (i) et (ii) de la section 2 (avec des modifications évidentes
de notations).

D’autre part, en vertu de la condition (46), il existe une constante ¢ > 0 telle
que la matrice B = fol Bdx soit inversible. Donc dans cette condition on peut
définir la matrice I" indépendante de x donnée par

I=—[k+1]"B7", k= sup vCu.

lv]=1
Pour ¢ > 0, on définit les matrices B, C et D données par
B(x) = B(x) — 2¢T,
C(x) = C(x) — B(x)T + &I'?,

D(x) = (521(/)512 (1))

Comme §21 / 512 - T pour ¢ — 0, il n’est pas difficile de voir qu’il existe un
sf)l) > 0tel que pour0 < ¢ < 8(()1) les conditions (5)—(7) soient vérifiées.
Pour appliquer la proposition 4.2, on pose
g=1(21,82), & =eAi(@), g2 =eAr(T ).
Nous remarquons que A; () et A, (T, w) ne dépendent pas de ¢; donc en vertu de

la condition (45), on a

lgille = &Ci g2l < €Ca,

ou C; et C, sont deux constantes indépendantes de . On a donc

gl = (Ig1l?> + llg2ll?2)"? < e(C? + C3)'/2,

ce qui implique qu’il existe un g9 > 0 tel que g9 < e((,l) et que pour 0 < ¢ < g la

condition (21) soit vérifée, c’est-a-dire

lgllz2 < cae™.
Donc, d’apres la proposition 4.2, si 0 < & < g9, le systeme d’équations (42)—(43)
avec les conditions aux limites (44) admet une solution appartenant a I’ensemble
H?(0,1;R") N H}(0, 1; R"). La proposition est démontrée. O
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De la proposition 5.1 résulte immédiatemment sa version relative aux équa-
tions (34)—(35).

CoROLLAIRE 5.2. Le systeme d’équations (34)—(35) avec les conditions aux
limites (40) admet une solution (w, T) appartenanta H*(0, 1; R")N H (0, 1; R™).

On ce qui concerne I'unicité de la solution, la méthode utilisée ne nous per-
mettra, dans I’immédiat, d’obtenir que I’existence d’une solution et il nous semble
que la question de I’unicité de la solution devra étre étudiée avec une nouvelle mé-
thode.

6. Exemple numérique

Nous tenons a montrer que des exemples numériques illustrent bien le compor-

tement de la solution des équations (34)—(35) démontré dans le corollaire de la
propositions 5.1. En effet, considérons une fonction /4 (x) donnée par

(x—lO5 )4()6—105

h(x) =4\ 4-10% 4-104

0 autrement,

4
—1) si6-10% < x < 14-10%,

qui représentrait la hauteur de la surface de la Terre en 0 < x < 2-10° m avec le
sommet /(x;) = 1000(m), x; = 10°(m). Si on tient compte de la friction avec la
surface —aw et le gradient de la pression de base —y et si on pose S(x) = 1, alors
I’écoulement de I’air sur cette surface peut étre décrit par I’équation de continuité
de la masse

ow
(48) ——— = K,.
Viewr f
I’équation de la quantité de mouvement
0 d R d
- = w— -~ (oT
Jien? dxt " V1 + 1 ax "
(49)
—fd2—w+fw—h7/ —ow +
- 1 dx2 2 mgg )/7

et I’équation du bilan de I’énergie

w dT R d( w )

0y ————=——t — 0T — | ——
(50) CVitnzde s de 2

_ K% + (gl(j—xw)z + gzw:—xw - gawz),
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ob
hi=1al30 9 4]
fo= mh”z[ =307 9+ L@h? -] - (e + )"
o=t +) +)
o= ﬁh(g +¢),
el 40

(h" = d?/gx2 h(x), K" = d>/4x3 h(x)). Si on substitue (48) dans (49) et (50),
celles-ci seront un cas des équations (34)—(35), qui décrirait I’écoulement de I’ air
dans le domaine 0 < x < 2-10° m.
Comme on le voit immédiatement, dans le cas oil = { = k = 0, le systeme
d’équations se réduit a
/
6y —2 gl R @ d

—(QT) =———=08 —aw +,
V1 + h? dx [ 1+h/2dx J1+h?
w dT N R = d ( i ) 0
y——-+ —07T——=) =0.
At N\ T
Pour calculer la solution du systéme d’équations (51)—(52) (avec (48)) et celle

de (49)—(50) (avec (48)), nous avons utilisé€ la méthode de différences finies avec
I’approximation centrique

(52)

dw w4+ D) —w@@ —1)
dx lx=i = 26 ’
d*w W@+ D) =2w@) +wi — 1)
dx? lx=i ~ 82 ’
§ = 2-10°/N,pouri = 1,...,N — 1 et analoguement pour T ; nous avons

également adopté 1’approximation

gl(i)(w(i + 1)2—8 w(i — 1))2% gl(i)<w(i + 1)2—8w(i — 1))(w(i) — ;u(i — 1))

du terme non-linéaire pour rendre explicite le schéma numérique.
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Pour les valeurs des coefficients, nous avons pris les valeurs suivantes:
I’accélération de la pesanteur g = 9, 8 gm?/s2, la constante universelle des gaz
R = 8,31-107 erg/mole- K, 1a masse molaire moyenne de Iair u,, = 28, 96 g/mole,
la chaleur spécifique ¢, = 5/2 R/um, la pression au point initial (i = 0)
1013 mbar, le coefficient de friction « = 0, 1 et le gradient de pression de base
y = 0,2 [¢a correspond a la différence de 0, 4 mbar de la pression en 200 km].

En divisant le domaine 0 < x <2-10°men N = 200 pas (i = 0, 1,...,200),
et en posant les valeurs initiales w(i = 0) = 2m/s, T(i = 0) = 293, 150°K,
nous avons calculé la solution (w, 7) des équations (51)—(52), dont les valeurs
«finales » ont été T'(i = 200) ~ 293, 149°K et w (i = 200) ~ 2, 0000 m/s.

D’autre part, en choisissant n = 120, { = 40 et x = 100, et en posant les
conditions aux limites

w(0) = w(i =0)=2,0000m/s, w(i =200)~ w( = 200)=2,0000m/s,
T(0)=T( =0) =293,150°K, T(i =200)~ T(i =200) =293, 149°K,

par la méthode de « shooting » nous avons obtenu la solution (w, T) de (49)—(50)
(solution qui approche le mieux les valeurs finales w(i = 200) = 2, 0000 m/s,
T(i =200) =293, 149°K).

Nous illustrons ci-dessous les valeurs de la solution (i (i), T'(i)) du systéme
d’équations avec n = { = k = 0 et celles de la solution (w(i), T'(i)) du systeme
d’équations avec n = 120, ¢ = 40, « = 100, pour i = 0, 50, 75, 100, 125,
150, 200 :

SANS VISCOSITE | AVEC LA VISCOSITE
i = = 2.0000 w = 2.0000
i =50 i = 2.0000 w = 2.0000
i=75 v = 2.0239 w = 2.0248
i =100 w=2.1768 w = 2.1766
i =125 v = 2.0239 w = 2.0224
i =150 i = 2.0000 w = 1.9995
i =200 i = 2.0000 w = 1.9997
i = T =293.150 T = 293.150
i =50 T =293.150 T = 293.149
i=75 T = 291.809 T = 291.949
i =100 T = 283.382 T = 283.366
i =125 T = 291.809 T = 291.642
i =150 T =293.149 T =293.121
i =200 T =293.149 T = 293.149
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Ces résultats confirment, nous pensons, que dans le voisinage de la solution
(w, T) du systéme d’équations sans viscosité et sans thermoconductibilité, on peut
trouver une solution (w, 7') du systeéme d’équations avec viscosité et thermocon-
ductibilté, pourvu que les coeflicients de viscosité et de conductibilité thermiques
soient suffisamment petits.
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(2]

(3]

(4]

(5]

(6]
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