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Algèbres de distributions et D-modules arithmétiques

Christine Huyghe (�) – Tobias Schmidt (��)

Résumé – Soient p un nombre premier, V un anneau de valuation discrète complet d’in-

égales caractéristiques .0; p/, G un groupe algébrique affine lisse sur SpecV . En utili-

sant les techniques de puissances divisées de niveaum de Berthelot, nous construisons

dans ce cadre des algèbres de distributions arithmétiques, avec des niveauxm, générali-

sant la construction classique. Nous construisons aussi la complétion faible de l’algèbre

des distributions classique sur une extension finie K de Qp . Nous montrons alors que

ces algèbres de distribution s’identifient aux opérateurs différentiels arithmétiques in-

variants sur G et donnons un théorème de cohérence si l’indice de ramification de K

est < p � 1.

Summary – Let p be a prime number, V a complete discrete valuation ring of unequal

caracteristics .0; p/, G a smooth affine algebraic group over SpecV . Using partial

divided powers techniques of Berthelot, we construct arithmetic distribution algebras,

with level m, generalizing the classical construction of the distribution algebra. We

also construct the weak completion of the classical distribution algebra over a finite

extension K of Qp . We then show that these distribution algebras can be identified

with invariant arithmetic differential operators over G, and prove a coherence result

when the ramification index of K is < p � 1.
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1. Introduction

Soient p un nombre premier, V une Z.p/-algèbre noethérienne, S D SpecV , et
G un schéma en groupes affine et lisse sur S . On suppose dans la suite que S est
connexe. C’est un résultat classique de Demazure et Gabriel [DG70] que l’algèbre
de distributions deG, Dist.G/, s’identifie aux opérateurs différentiels globaux sur
G qui sont G-invariants. Rappelons que l’algèbre Dist.G/ joue un rôle central
dans la théorie des représentations deG. Si, en outre, S est un corps de caractéris-
tique 0, l’algèbre enveloppante de l’algèbre de Lie de G s’identifie à l’algèbre de
distributions de G. Pour tout niveaum, Berthelot a construit des faisceaux d’opé-
rateurs différentiels arithmétiques D

.m/
G . Dans cet article, nous construisons des

algèbres de distributions sur G canoniquement isomorphes aux opérateurs diffé-
rentiels arithmétiques de niveau m invariants sous l’action de G. Par analogie à
la caractéristique 0, on peut donc voir ces algèbres de distributions comme des
analogues arithmétiques de niveau m de l’algèbre enveloppante de Lie.G/ sur
une base arithmétique S . Nous construisons aussi des algèbres de distributions
p-adiquement complètes de niveau m pour un schéma formel en groupes, G, sur
le spectre formel d’un anneau de valuation discrète complet d’inégales caracté-
ristiques .0; p/. Dans ce cas, on peut aussi passer à la limite sur m et construire
une algèbre de distributions faiblement complète correspondant aux opérateurs
différentiels arithmétiques sur G qui sont G-invariants.

Une motivation importante de ces constructions réside dans le cas du complété
formel d’un schéma en groupes réductif connexe déployé sur V . Dans ce contexte,
nous utilisons ces algèbres ([HS15]) pour montrer une version arithmétique, i.e.
une version pour les D-modules arithmétiques de Berthelot, du théorème de
localisation classique de Beilinson et Bernstein [BB81].
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Classiquement, l’algèbre Dist.G/ est définie en dualisant les fonctions sur les
voisinages infinitésimaux de la section unité deG. L’idée de notre construction de
l’algèbre des distributions de niveau m est de remplacer ces voisinages infinité-
simaux par les m-PD-voisinages infinitésimaux de la section unité de G, au sens
des puissances divisées partielles de niveau m de Berthelot.

Indiquons maintenant brièvement la structure de notre article.

Dans la section 2, nous rappelons la théorie des puissances divisées partielles
et la construction des opérateurs différentiels arithmétiques. Nous expliquons le
formalisme des opérateurs différentiels twistés par un faisceau inversible dans le
cadre des D-modules arithmétiques de Berthelot et donnons quelques propriétés
de base. Ces faisceaux twistés jouent un rôle important en théorie des représen-
tations et c’est ce qui motive la construction cristalline faite ici, valable sur une
base arithmétique.

Dans la section 3, nous rappelons quelques généralités sur les faisceaux équi-
variants sur les schémas munis d’une action du schéma en groupes G, qui sont
éparpillées dans la littérature. Nous appliquons ces considérations aux versions
arithmétiques des faisceaux de parties principales, aux algèbres symétriques et
aux opérateurs différentiels dans le cas d’un schéma en groupes G lisse sur S .
Nous montrons en particulier que ces faisceaux sont G-équivariants.

Dans la section 4, nous étudions systématiquement les algèbres de distributions
D.m/.G/, ainsi que les modules sur ces algèbres. Nous montrons ainsi que la
construction des algèbresD.m/.G/ est fonctorielle enG. D’autre part, ces algèbres
sont filtrées par la filtration par l’ordre et le gradué associé à cette filtration est
commutatif (proposition 4.1.8) et s’identifie à l’algèbre symétrique de niveau m
de Lie.G/, l’algèbre de Lie du groupeG. On dispose en particulier d’un théorème
du type Poincaré–Birkhoff–Witt pourD.m/.G/ en termes d’uneV -base de Lie.G/.
De plus, les anneauxD.m/.G/ sont noethériens à gauche et à droite. Nous donnons
une description explicite de ces algèbres dans le cas du groupe additif et du groupe
multiplicatif, et introduisons la notion de PD stratification de niveau m en § 4.2,

permettant de décrire plus facilement les D.m/.G/-modules.
En outre, si X est un S -schéma muni d’une action de G (à droite), nous

donnons en § 4.3 et § 4.4 une interprétation géométrique des algèbresD.m/.G/ en
montrant qu’il existe un homomorphisme d’anneaux de D.m/.G/ vers l’algèbre
des sections globales sur X du faisceau des opérateurs différentiels de niveau m
sur X : D.m/

X . De plus, et c’est un résultat très important pour les applications,
nous montrons que cet homomorphisme d’anneaux est surjectif siX est un espace
homogène. Enfin, dans le cas oùX D G, ces constructions permettent d’identifier
D.m/.G/ avec les opérateurs différentiels sur G, G-invariants. Tous ces résultats
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sont aussi valables en caractéristique finie, ou si V possède de la torsion. Pour
résumer on dispose du résultat suivant.

Théorème 4.4.9.2. Soit D.m/
G le faisceau des opérateurs différentiels arithmé-

tiques de Berthelot surG, �.G;D.m/
G /G les sections globalesG-invariantes, alors

il existe un isomorphisme d’algèbres canonique �.G;D.m/
G /G ' D.m/.G/.

Au début de la section 5, nous établissons des analogues des résultats précé-
dents dans le cas où V est un anneau de valuation discrète complet d’inégales
caractéristiques .0; p/ et pour un schéma formel en groupes (cette notion étant
définie en § 5.1). Soit G un S-schéma formel en groupes, alors on peut construire
des algèbres de distributions complétées de niveau m : yD.m/.G/. En passant à la
limite inductive sur m, on en déduit une algèbre D�.G/Q. Dans l’énoncé qui suit
�.G; yD

.m/
G
/G désigne les sections globales G-invariantes de yD.m/

G
.

Théorème 5.2.3. Il existe des isomorphismes canoniques d’algèbres filtrées,
entre les algèbres yD.m/.G/ et �.G; yD.m/

G
/G (resp. entre les algèbres D�.G/Q et

�.G;D
�
G;Q/

G).

En § 5.3 et § 5.4, nous relions ces constructions à la théorie des représentations
p-adiques dans le cas où V est l’anneau des entiers d’un corps local p-adique.
Nous introduisons un certain groupe analytique rigide Gı dont le groupe des
points rationnels Gı.K/ est égal au ’premier groupe de congruence’ de G.V /.
Son algèbre des distributions analytiques rigides Dan.Gı/ est le dual continu
de l’espace des sections globales de Gı, muni du produit de convolution. Nous
montrons que l’inclusion de Lie.Gı/ dans Dan.Gı/ s’étend naturellement en un
isomorphisme entreD�.G/Q etDan.Gı/, ce qui généralise [PSS13, 2.3.3.] dans le
cas V D Zp et GL.2/. Un résultat d’Emerton [Em04] implique alors que l’anneau
D�.G/Q est cohérent, si l’indice de ramification e de K=Qp satisfait e < p � 1.
Précisément, nous obtenons les résultats suivants.

Proposition 5.3.1. L’application U.Lie.Gı// ! Dan.Gı/ s’étend en un

isomorphisme d’anneaux topologiques D�.G/Q
'
! Dan.Gı/.

Corollaire 5.3.2. Soit e l’indice de ramification de K sur Qp. Si e < p � 1,
alors l’anneau D�.G/Q est cohérent.

Nous introduisons ensuite les catégories des représentations analytiques ri-
gides des groupes de Lie Gı.K/ etG.V / ainsi que leurs sous-catégories de repré-
sentations admissibles. Par construction, ces dernières sont anti-équivalentes aux
catégories de modules de présentation finie surDan.Gı/.
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Les algèbres de distributions arithmétiques avaient été définies ad hoc par
Kaneda et Ye ([KY07]), sans utiliser un formalisme conceptuel et fonctoriel
comme ici, et qui ne les ont pas étudiées systématiquement. Remarquons aussi
que, dans le cas GL.2/ et V D Zp , ces algèbres sont définies ad hoc par Patel,
Schmidt et Strauch [PSS13] pour calculer des sections globales des opérateurs log-
différentiels arithmétiques sur certains modèles formels semistables de la droite
projective.

Notons aussi que Le Stum et Quiros ont introduit les m-PD-enveloppes de la
section unité d’un groupe G dans [LSQ08].

Notations. V désigne toujours une Z.p/-algèbre noethérienne et S D SpecV
est connexe. Si, plus particulièrement, V est un anneau de valuation discrète com-
plet d’inégales caractéristiques .0; p/ (noté AVDC dans la suite), nous noterons
� une uniformisante de V , K D Frac.V / et k le corps résiduel de V . Si V est un
AVDC, on écrit S D Spf V . Un S-schéma formel est un schéma formel localement
noethérien X sur S, tel que �OX soit un idéal de definition. Si X est un S-schéma
formel, alors Xi sera le S -schéma X �S Spec.V=� iC1V /. Si X est un S -schéma
quelconque, le S-schéma formel obtenu par compléter X le long de l’idéal �OX ,
sera toujours noté X.

Tous les schémas considérés dans cet article sont localement noethériens.

2. Rappels sur les opérateurs différentiels arithmétiques

2.1 – Enveloppes à puissances divisées partielles

Nous utiliserons dans la suite le formulaire (1.1.3 de [Ber96]).

2.1.1 – Définitions

Fixons un entier m. Pour un entier k 2 N, qk est le quotient de la division
euclidienne de k par pm. Berthelot introduit les coefficients suivants pour deux
entiers k, k0 avec k � k0

²

k

k0

³

D
qkŠ

qk0 Šqk00 Š
2 N;

�

k

k0

�

D

�

k

k0

�²

k

k0

³�1

2 Zp

où k00 D k � k0. On peut généraliser ces coefficients pour des multi-indices en
posant pour

N
k D .k1; : : : ; kN / 2 NN ,

q
N
kŠ D qk1

Š � � �qkN
Š;
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et
²

N
k

N
k0

³

D
q

N
kŠ

q
N
k0 Šq

N
k00 Š
2 N;

�

N
k

N
k0

�

D

�

N
k

N
k0

�²

N
k

N
k0

³�1

2 Zp:

S’il y a lieu, on précisera dans ces notations le niveau m en indice.
On se réfère ici à 1.3.5 de [Ber96]. Soit A une Z.p/-algèbre commutative,

.I; J; / unm-PD-idéal. Par définition, cela signifie que .J; / est un idéal à puis-
sances divisées (un PD-idéal) et que I est muni de puissances divisées partielles,
c’est-à-dire que, pour tout entier k qui se décompose k D pmqkCr (avec r < pm),
il existe une opération définie pour tout x de I par

x¹kº D xrk.x
pm

/:

Quand nous voudrons préciser le niveau m, nous noterons q.m/

k
l’entier qk que

nous venons de définir. On a ainsi la relation

qkŠx
¹kº D xk ;

et le formulaire

� pour tout x 2 I ,

x¹0º D 1; x¹1º D x;(1a)

x¹kº 2 I pour tout k � 1;(1b)

x¹kº 2 J pour tout k � pmI(1c)

� pour tout x 2 I , a 2 A, k 2 N,

(1d) .ax/¹kº D akx¹kºI

� pour tout x; y 2 I , k 2 N,

(1e) .x C y/¹kº D
X

k0Ck00Dk

�

k

k0

�

x¹k0ºy¹k00ºI

� pour tout x 2 I , k0; k00 2 N,

(1f) x¹k0ºx¹k00º D

²

k0 C k00

k0

³

x¹k0Ck00º:
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Un homomorphisme d’algèbres ' entre deux m-PD-algèbres .A; I; J; / et
.A0; I 0; J 0;  0/ est unm-PD-morphisme si '.I / � I 0 et si 'W .A; J; /! .A0; J 0;  0/

est un PD-morphisme, autrement dit  0.'.x// D '..x// pour tout x de J . Dans
cette situation, on a donc, pour tout x 2 I ,

'.x¹kº/ D .'.x//¹kº:

Ces notations seront aussi utilisées avec des multi-indices
N
k D .k1; : : : ; kN / 2 NN

et les conventions habituelles, pour des multi-indices
N
k et
N
k0 de longueur N avec

N
k �
N
k0

�

N
k

N
k0

�

D

N
Y

iD1

�

ki

k0
i

�

;

²

N
k

N
k0

³

D

N
Y

iD1

²

ki

k0
i

³

:

Enfin, on notera j
N
kj D k1 C � � � C kN .

2.1.2 – Enveloppes à puissances divisées d’un faisceau d’idéaux

Avec ce formalisme, les m-PD-enveloppes à puissances divisées sont construites
de façon analogue aux PD-enveloppes à puissances divisées (1.4.2 de [Ber96]).
Ces constructions se faisceautisent.

On dit qu’un idéal I d’une V -algèbre commutative A est régulier si I=I 2 est
un V D A=I -module libre de rang fini. En ce cas, si t1; : : : ; tN 2 I sont tels
que modulo I 2, ces éléments forment une base de I=I 2, on dit que t1; : : : ; tN
forment une suite régulière d’éléments de I . Suivant 1.5.3 de [Ber96] (que nous
appliquons avecR D V etA=I D V ), si I est un idéal régulier d’une V -algèbre A
et .t1; : : : ; tN / est une suite régulière de paramètres de I , alors lam-PD-enveloppe
de I , notée P.m/.I /, est un V -module libre de base les éléments

N
t ¹N

kº D t
¹k1º
1 � � � t

¹kN º
N ;

où qi Št
¹ki º
i D t

ki

i . Sous ces hypothèses, ces algèbres sont indépendantes du choix
de la m-PD-structure compatible sur la base V . Ces algèbres sont munies d’une
filtration décroissante par les idéaux I ¹nº, tels que

I ¹nº D
M

j
N
kj�n

V �
N
t ¹N

kº:(2)

Les quotients P n
.m/
.I / WD P.m/.I /=I

¹nC1º sont donc engendrés comme V -mo-

dule par les éléments
N
t ¹kº pour j

N
kj � n.

Une base duale des
N
t ¹N

kº sera notée
N
�h

N
ki. Ces éléments vérifient formellement

N
�h

N
ki D

Y

i

�
hki i
i ; où

ki Š

qki
Š
�

hki i
i D �

ki

i :
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2.2 – Faisceaux d’opérateurs différentiels

2.2.1 – Faisceaux gradués de parties principales

Nous reprenons ici des constructions de [Huy97]. Soient Y un S -schéma, E un
faisceau localement libre sur Y , S.E/ l’algèbre symétrique associée au faisceau E,
I l’idéal des éléments homogènes de degré 1 de cette algèbre, on définit ci-dessous

�.m/.E/ D PS.E/;.m/.I/;

où PS.E/;.m/.I/ est le faisceau de m-PD-enveloppes de l’algèbre symétrique S.E/

pour l’idéal I et,

�n
.m/.E/ D �.m/.E/=I

¹nC1º:

Ces algèbres sont graduées

�n
.m/.E/ D

M

n0�n

�.m/;n0.E/:

Si E admet localement pour base �1; : : : ; �N , on a la description locale suivante

�.m/;n0 .E/ '
M

j
N
kjDn0

OY

N
�¹

N
kº; où qi Š�

¹ki º
i D �

ki

i :(3)

Définissons maintenant par dualité

S.m/.E/ D
[

n

HomOY
.�n

.m/.E
_/;OY /:(4)

On obtient ainsi une algèbre commutative graduée

S.m/.E/ D
M

n

S.m/
n .E/:

Soient �1; : : : ; �N une base locale de E,
N
�h

N
ki la base duale des éléments

N
�¹

N
kº de (3).

On a alors la description suivante

S.m/
n .E/ '

M

j
N
kjDn

OY

N
�h

N
ki; où

ki Š

qki
Š
�hki i D �ki :

Quand le contexte sera clair on omettra parfois de noter le schéma Y en indice.

Appliquons maintenant la définition d’enveloppe à puissances divisées par-
tielles dans le cas des faisceaux de parties principales (1.5.3 et 2.1 [Ber96]) de
niveau m sur un S -schéma lisse Y .
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2.2.2 – Faisceaux de parties principales

On note Pn
Y;.m/

le faisceau des parties principales de niveau m et d’ordre n de Y
relativement à S : ce sont les enveloppes à puissance divisées partielles de niveau
m de l’idéal I de l’immersion diagonale Y ,! Y � Y . Par construction, il existe
un morphisme canonique de OS -algèbres

rmWOY �Y �! Pn
Y;.m/:(5)

On dispose de 2 morphismes canoniques induits par a 7! a ˝ 1, noté OY;g et
par a 7! 1 ˝ a noté OY;d sur Pn

Y;.m/
, qui munissent ce faisceau d’algèbres de

2 structures de OY -module. Lorsque le contexte sera clair les mentions d et g ne
figureront pas dans les notations. L’application rm estOY -linéaire pour la structure
de OY;g-module de Pn

Y;.m/
.

Si .y1; : : : ; yN / est un système de coordonnées locales sur Y , et si �i D

1˝yi�yi˝1 2 OY �Y , on dispose localement d’un isomorphisme deOY -modules

Pn
Y;.m/ '

M

j
N
kj�n

OY �
¹u1º
1 � � � �

¹uN º
N ; où qi Š�

¹ki º
i D �

ki

i :(6)

L’idéal I¹kº est l’idéal engendré par les éléments
N
� ¹

N
uº avec j

N
uj � k.

Ces définitions ont un sens pour m D 1 où l’on trouve que Pn
Y;.1/

D

OY =I
nC1. Le casm D 0 correspond à l’algèbre à puissances divisées classique de

l’idéal d’une V -algèbre A.
En appliquant les résultats de 1.1.5 de [Huy97], on voit que l’algèbre graduée

associée à la filtration m-PD-adique de PY;.m/, s’identifie à la m-PD-algèbre
graduée �.m/.I=I

2/ D �.m/.�
1
Y / (cf. § 2.2.1). Plus précisément, on dispose d’un

isomorphisme canonique de m-PD-algèbres

d�
mW�.m/.�

1
Y /

�
�! gr� PY;.m/:(7)

Dans la suite, on note plus simplement

�n
Y;.m/ D �

n
.m/.�

1
Y / (resp. sans n):(8)

Donnons maintenant une description en coordonnées locales de ces algèbres.
Avec les notations précédentes, notons �i la classe de �i dans I=I2, alors lo-
calement les faisceaux �n

.m/
sont des OY -modules libres de base les éléments

N
�¹

N
uº D �

¹u1º
1 � � � �

¹uN º
N avec

P

ui � n. Soit f un morphisme de S -schémas

lisses : Y ! X , alors il existe un homomorphisme canonique OY -linéaire noté
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df W f �Pn
X;.m/

! Pn
Y;.m/

(2.1.4 de [Ber96]). De plus, si h est une section lo-
cale de OX , l’image de la classe de 1 ˝ h � h ˝ 1 par df est la classe de
l’élément 1 ˝ f �1.h/ � f �1.h/ ˝ 1 dans Pn

Y;.m/
. On peut ainsi vérifier que

si g est un morphisme de S -schémas lisses : Z ! Y , alors le morphisme
d.f ı g/W .f ı g/�Pn

X;.m/
! Pn

Z;.m/
coïncide avec dg ı g�df . Considérons le cas

où Y D Z � X et où p1 et p2 sont les deux projections. On dispose aussi d’une
projection r2WY � Y ! X � X . L’application canonique r�1

2 OX�X ! OY �Y ,
envoie l’idéal diagonal de X vers l’idéal diagonal de Y . Par la propriété univer-
selle des m-PD-enveloppes, on a donc un morphisme canonique, pour tout n

dp2Wp
�
2P

n
X;.m/ �! Pn

Y;.m/:

De même on dispose de dp1Wp
�
1P

n
Z;.m/

! Pn
Y;.m/

, et si JZ est le m-PD-idéal de la
m-PD-algèbre Pn

Z;.m/
, on dispose d’un m-PD-morphisme

s2WP
n
Y;.m/ �� Pn

Y;.m/=p
�
1 .JZ/:

Décrivons localement ces morphismes. Supposons que t 01; : : : ; t
0
M , t1; : : : ; tN

soient des coordonnées locales surZ etX respectivement, notons � 0
iD1˝t

0
i�t

0
i˝1,

resp. �i D 1˝ ti� ti˝1, de sorte que les éléments p�
1 .t

0
1/; : : : ; p

�
1 .t

0
M /; p

�
2 .t1/; : : : ;

p�
2 .tN / forment un système de coordonnées locales de Y . Dans toute la suite, on

notera encore �i (resp. � 0
i ) les images de ces éléments dans Pn

X;.m/
(resp. Pn

Y;.m/
).

Localement, on peut donc identifier

Pn
Y;.m/ '

M

j
N
l1jCj

N
l2j�n

OYp
�
1 .
N
� 0¹

N
l1º

1 /p�
2 .
N
�

¹
N
l2º

2 /;

et p�
1 .JZ/ avec le sous OX -module engendré par les éléments p�

1 .N
� 0¹

N
l1º

1 /p�
2 .N
�

¹
N
l2º

2 /

pour lesquels j
N
l1j � 1, ce qui donne

Pn
Y;.m/=p

�
1 .JZ/ '

M

j
N
l2j�n

OY p
�
2 .
N
�

¹
N
l2º

2 /:

Or, avec ce choix de coordonnées locales, on a aussi

Pn
X;.m/ '

M

j
N
l2j�n

OX
N
�

¹
N
l2º

2 ;

en d’autres termes, s2 ı dp2 est un m-PD-isomorphisme d’algèbres, noté �2.
On pose donc

q2 D �
�1
2 ı s2WP

n
Y;.m/ �! p�

2P
n
X;.m/:(9)
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Avec les identifications précédentes, on a

q2

�

X

N
l1;

N
l2

a
N
l1;

N
l2
p�

1 .
N
� 0¹

N
l1º

1 /p�
2 .
N
�

¹
N
l2º

2 /
�

D
X

N
l2

a0;
N
l2
p�

2 .
N
�

¹
N
l2º

2 /:

On vérifie ainsi localement que q2 est une section canonique de dp2.
Le raisonnement qui précède peut aussi s’appliquer aux faisceaux d’algèbres

�n
X;.m/

et �n
Y;.m/

si Y D Z � X . Comme on a un isomorphisme �1
Y '

p�
1�

1
Z ˚ p

�
2�

1
X , la proposition 1.2.2 de [Huy97], implique que l’on a un isomor-

phisme canonique�Z�X;.m/ ' p
�
1�Z;.m/˝OY

p�
2�X;.m/. En procédant exactement

comme ci-dessus, on voit qu’il existe un m-PD-morphisme canonique

p�
2�

n
X;.m/ �! �n

Z�X;.m/;

et une section à ce morphisme, qui est aussi un m-PD-morphisme

q0
2W�

n
Z�X;.m/ �! p�

2�
n
X;.m/:

En coordonnées locales, et avec les notations précédentes, notons � 0
i la classe de

1 ˝ t 0i � t
0
i ˝ 1 dans �Z;.m/ (resp. �i la classe de 1 ˝ ti � ti ˝ 1 dans �X;.m/).

On peut alors identifier

�n
Z�X;.m/ '

M

j
N
l1jCj

N
l2j�n

OY p
�
1 .
N
� 0¹

N
l1º

1
/p�

2 .
N
�

¹
N
l2º

2 /; �n
X;.m/ '

M

j
N
l j�n

OX

N
�

¹
N
lº

2 /;

et avec ces identifications

q0
2

�

X

N
l1;

N
l2

a
N
l1;

N
l2
p�

1 .
N
� 0¹

N
l1º

1
/p�

2 .
N
�

¹
N
l2º

2 /
�

D
X

N
l2

a0;
N
l2
p�

2 .
N
�

¹
N
l2º

2 /:

2.2.3 – Faisceaux d’opérateurs différentiels

Soit X un S -schéma lisse, on définit le faisceau D
.m/
X;n des opérateurs différentiels

d’ordre n et de niveau m, comme

D
.m/
X;n D HomOX

.Pn
X;.m/;OX /;

le dual étant pris pour la structure gauche de OX -module sur le faisceau Pn
X;.m/

.

Le faisceau des opérateurs différentiels de niveau m est D.m/
X D lim

�!n
D

.m/
X;n.

Le faisceau D
.m/
X est muni d’une structure d’anneau de la façon suivante (2.2.1

de [Ber96]). L’application OX�X ! OX�X ˝OX
OX�X , qui envoie a ˝ b sur

a˝ 1˝ 1˝ b, induit un unique m-PD-morphisme de m-PD-algèbres

ın;n0

WPnCn0

X;.m/

ın;n0

����! Pn
X;.m/ ˝OX

Pn0

X;.m/;(10)
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où le produit tensoriel est donné par la structure de OX -module à gauche de Pn0

X;.m/

et par la structure de OX -module à droite de Pn
X;.m/

.

Soient P 2 D
.m/
X;n, P 0 2 D

.m/
X;n0 , l’opérateur PP 0 est obtenu comme composé

PnCn0

X;.m/

ın;n0

����! Pn
X;.m/ ˝ Pn0

X;.m/

Id ˝P 0

�����! Pn
X;.m/

P
�! OX :(11)

Nous renvoyons à 2.3 de [Ber96] pour le fait que se donner sur un OX -module
E une structure de D

.m/
X -module revient à se donner une m-PD-stratification.

En dualisant, on déduit facilement de l’isomorphisme d�
m de (7), comme en 1.3.7.3

de [Huy97], l’isomorphisme canonique d’algèbres commutatives

dmW gr� D
.m/
X

�
�! S.m/.TX /(12)

où TX désigne le faisceau tangent de X . En particulier, l’algèbre gr� D
.m/
X .U /

est noethérienne sur les ouverts affines U de X , et donc aussi D.m/
X .U / par un

argument classique.
Si x1; : : : ; xN est un système de coordonnées locales sur X sur un ouvert U ,

�i D 1˝ xi � xi ˝ 1, on note
N
@h

N
ki la base duale des

N
� ¹

N
kº de (6), et @Œki �

i D @
ki

i =ki Š.

Alors, @hki i
i D qki

Š@
Œki �
i . On a la description locale suivante sur l’ouvert U

D
.m/
X jU

'
M

N
k

OU
N
@h

N
ki(13)

La structure de D.m/
X -module de OX est donné par le composé suivant, pourP une

section locale de D
.m/
X;n,

OX

ud
�! Pn

X;.m/

P
�! OX ;

f 7�! 1˝ f:

Pour les opérations cohomologiques pour les D
.m/
X -modules cohérents, nous

nous référons aux chapitres 2 et 4 de [Ber02]. Nous utiliserons ces opérations
pour des complexes de la catégorie dérivée des D

.m/
X -modules, à cohomologie

bornée et cohérente, que nous noterons Db
c .D

.m/
X /. Notons que si f WY ! X est

un morphisme de S -schémas lisses, le foncteur image inverse f Š va de la catégorie
dérivée Db

c .D
.m/
X / vers Db

c .D
.m/
Y /.

Soit E un D
.m/
X -module cohérent (vu comme complexe en degré 0), alors,

comme OY -module, f ŠE s’identifie à OY ˝
L

f �1OX
f �1E (4.2 de chapitre VI de

[Bor87]). Mais comme f est plat, la cohomologie de ce complexe est concentrée
en degré 0, où il est isomorphe à f �E. Dans la suite de ce texte la notation H0f ŠE
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désignera donc, si f est lisse et E est un D
.m/
X -module cohérent, un D

.m/
Y -module

cohérent isomorphe, comme OY -module, à f �E.
Nous aurons aussi besoin du fait suivant. Soit I l’idéal de l’immersion diago-

nale X ,! X �X , alors, on a une suite exacte

0 �! I¹1º=I¹2º �! P1
X;.m/ �! OX ;

où on identifie OX à l’algèbre P0
X;.m/

. Or, comme I2 � I¹2º, on a une flèche

canonique I=I2 ! I¹1º=I¹2º. Il résulte de (2) que I¹1º D ICI¹2º, et on voit aussi que
cette flèche est un isomorphisme en coordonnées locales donc un isomorphisme.
D’autre part, l’application canonique OX ! P1

X;.m/
donne un scindage de la suite

exacte ci-dessus, qui fournit un isomorphisme

P1
X;.m/

�
 � OX ˚�

1
X :(14)

En dualisant, on trouve donc des isomorphismes

BmWD
.m/
X;1

�
�! OX ˚ TX ;(15a)

xBmWD
.m/
X;1=D

.m/
X;0

�
�! TX ;(15b)

xB�
mW I=I

2 �
�! gr1 PX;.m/;(15c)

où xB�
m est obtenu en dualisant xBm.

Si V est un AVDC, S D Spf V et si X est un schéma formel lisse sur S, nous
introduirons

yD
.m/
X
D lim
 �

i

D
.m/
Xi

et D
�
X;Q D lim

�!
m

yD
.m/
X;Q:

Si x1; : : : ; xN est un système de coordonnées locales sur X sur un ouvert formel U,
�i D 1˝ xi � xi ˝ 1, on note

N
@h

N
ki la base duale des

N
� ¹

N
kº de (6), et @Œki �

i D @
ki

i =ki Š.

Alors, @hki i
i D qki

Š@
Œki �
i . On a la description locale suivante sur l’ouvert affine U

�.U; yD
.m/
X
/ D

°

X

N
k2NN

a
N
k
N
@h

N
ki; a

N
k 2 OX.U/

ˇ

ˇ

ˇ
vp.a

N
k/ �! C1 si j

N
kj ! C1

±

�.U;D
�
X;Q/ D

°

X

N
k2NN

a
N
k
N
@Œ

N
k�; a

N
k 2 OX;Q.U/

ˇ

ˇ

ˇ il existe c 2 R; � > 0; tels que

vp.a
N
k/ > �j

N
kj C c

±

:

Ici, vp désigne la valuation p-adique sur V -algèbre plate OX.U/ et aussi la valua-
tion induite sur Q-algèbre OX;Q.U/ D OX.U/˝Q.
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2.2.4 – Faisceaux d’opérateurs différentiels twistés

Nous aurons besoin d’une version twistée par un faisceau inversible des construc-
tions précédentes. Nous commencerons par définir les faisceaux de parties princi-
pales twistés. Reprenons ici les hypothèses de la sous-section précédente § 2.2.3.

Soit L un OX -module inversible sur X . Introduisons le faisceau twisté des parties
principales

tPn
X;.m/ D L�1 ˝OX;g

Pn
X;.m/ ˝OX;d

L:

La notation OX;d (resp. OX;g ) signifie que l’on prend la structure de OX -module à
droite (resp. à gauche) sur Pn

X;.m/
décrite en § 2.2.2.

Remarque. Les faisceaux tPn
X;.m/

ne sont pas des faisceaux d’algèbres, sauf
si L est trivial.

Définissons sur X les faisceaux d’opérateurs différentiels twistés d’ordre infé-
rieur à n tD

.m/
X;n par

tD
.m/
X;n D HomOX;g

.tPn
X;.m/;OX /

' HomOX;g
.Pn

X;.m/ ˝OX;d
L;L/:

Identifions L�1 à HomOX
.L;OX/. Alors on dispose d’un isomorphisme cano-

nique

HomOX;g
.Pn

X;.m/
;OX /˝OX;d

�
�! HomOX;g

.Pn
X;.m/

˝OX;d
L;OX /;

Q˝ ' 7�! .T ˝ l 7�! Q.T � .1˝ '.l///;

qui nous donne finalement, après tensorisation sur OX;g par L un isomorphisme
canonique

HomOX;g
.Pn

X;.m/ ˝OX;d
L;L/ ' L˝OX;g

D
.m/
X;n ˝OX;d

L�1;

et donc

tD
.m/
X;n ' L˝OX;g

D
.m/
X;n ˝OX;d

L�1:

On définit aussi

tD
.m/
X D lim

�!
n

tD
.m/
X;n

' L˝OX;g
D

.m/
X ˝OX;d

L�1:
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Observons que le m-PD-morphisme ın;n0

de (10) est OX;g �OX;d -linéaire pour la
structure deOX;d -module surPn0

X;.m/
(resp.PnCn0

X;.m/
), et la structure deOX;g -module

sur Pn
X;.m/

(resp. PnCn0

X;.m/
), de sorte que l’on peut considérer l’application

tın;n0

WL�1 ˝OX;g
PnCn0

X;.m/
˝OX;d

L �! L�1 ˝OX;g
Pn

X;.m/ ˝ Pn0

X;.m/ ˝OX;d
L

defini par Id˝ın;n0

˝ Id. Autrement dit, on dispose d’un m-PD-morphisme

tın;n0

W tPnCn0

X;.m/

t ın;n0

����! tPn
X;.m/ ˝

tPn0

X;.m/:

Le faisceau tD
.m/
X est alors un faisceau d’anneaux comme dans le cas classique.

Soient P 2 tD
.m/
X;n, P 0 2 tD

.m/
X;n0 , l’opérateur PP 0 est obtenu comme composé

tPnCn0

X;.m/

t ın;n0

����! tPn
X;.m/ ˝

tPn0

X;.m/

Id ˝P 0

�����! tPn
X;.m/

P
�! OX :(16)

Soient a une section locale de OX , � une section locale de l’idéal diagonal I, alors
.a ˝ 1/� D �.1˝ a/ et donc les structures de OX;g et OX;d -modules coïncident
sur I=I2. En particulier, on dispose d’un isomorphisme

L�1 ˝OX;g
�.m/.�

1
X /˝OX;d

L ' �.m/.�
1
X /:

D’après (7), l’algèbre graduée pour la filtration I-adique de tPn
X;.m/

s’identifie à

L�1 ˝OX;g
�.m/.�

1
X/˝OX;d

L ' grt
� P

n
X;.m/;

ce qui, compte tenu de la remarque précédente, donne un isomorphisme canonique

�.m/.�
1
X /

�
�! gr�

tPX;.m/:

En dualisant, cet isomorphisme donne un isomorphisme canonique pour l’algèbre
graduée des opérateurs différentiels twistés

gr�
tDX;.m/

�
�! S.m/.TX/:(17)

De ce fait le gradué associé à la filtration par l’ordre des opérateurs différentiels
est commutatif et noethérien sur les ouverts affines. Comme dans le cas classique,
on en déduit que le faisceau tD

.m/
X est cohérent et à sections noethériennes sur les

ouverts affines.
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Soient x1; : : : ; xN un système de coordonnées locales sur un ouvert U de X ,
�i D 1˝ xi � xi ˝ 1. On suppose de plus que LjU est engendré par un élément u.
En reprenant les notations de (6) et (13), on dispose des isomorphismes suivants
sur cet ouvert U

tPn
X;.m/ '

M

j
N
kj�n

OX u
�1 ˝

N
� ¹

N
kº ˝ u;(18a)

tDX;.m/ '
M

j
N
kj

OX u˝
N
@h

N
ki ˝ u�1:(18b)

De plus, les éléments u˝
N
@h

N
ki ˝ u�1 forment la base duale de la base constituée

des éléments u�1 ˝
N
� ¹

N
kº ˝ u.

Si V est un AVDC, S D Spf V , X un schéma formel lisse sur S, nous introdui-
sons

t yD
.m/
X
D lim
 �

i

tD
.m/
Xi

et tD
�
X;Q D lim

�!
m

t yD
.m/
X;Q:

On dispose alors de la

Proposition 2.2.4.1. (i) Les faisceaux complétés t yD
.m/
X

sont cohérents, à sec-
tions noethériennes sur les ouverts affines.

(ii) Le faisceau tD
�
X;Q est cohérent.

Démonstration. Le (i) se démontre comme dans le cas classique, à partir du
fait que les faisceaux tDX;.m/ sont à sections noethériennes sur les ouverts affines,
et des propriétés du passage au complété p-adique.

Pour le (ii), on peut en outre remarquer que si u est un générateur local deL sur
un ouvert affine U , on dispose d’un isomorphisme d’algèbres défini localement
sur U par

D
�

X;Q jU
�! L˝D

�
X;Q ˝ L�1

jU
;

P 7�! u˝ P ˝ u�1:

De cette façon, on voit que tD
�
X;Q est cohérent puisque c’est le cas de D�

X;Q. Nous
aurions aussi pu utiliser un argument du même type pour le (i). �
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2.2.5 – Compléments sur les faisceaux d’opérateurs différentiels twistés

Reprenons les notations et hypothèses de § 2.2.4. Définissons en suivant les nota-
tions de § 2.2.1 le fibré vectoriel associé à L

Y D Spec S.L/;

et q le morphisme canonique : Y ! X . Nous identifierons dans la suite
Pn

X;.m/
˝OX;d

L au sous-Pn
X;.m/

-module de q�P
n
Y;.m/

engendré par 1 ˝ L via
T ˝ f 7! T � .1˝ f /, pour f 2 L et T 2 Pn

X;.m/
.

Introduisons aussi D
.m/
Y .L/, le sous-faisceau de OX -modules constitué des

opérateurs différentiels sur Y qui se restreignent en des opérateurs différentiels
agissant sur X et L, c’est-à-dire

D
.m/
Y;n.L/ D ¹P 2 q�D

.m/
Y j P.Pn

X;.m// � OX et

P.Pn
X;.m/ ˝OX;d

L/ � Lº;
(19)

et

D
.m/
Y .L/ D lim

�!
n

D
.m/
Y;n.L/:

Si P 2 D
.m/
Y;n.L/, on définit

rL.P / D IdL�1 ˝PjPn
X;.m/

˝L 2
tD

.m/
X;n;

qu’on appelle morphisme de restriction à L.

Soient x1; : : : ; xN des coordonnées locales sur un ouvert U de X , tel que LjU

soit un OU -module libre engendré par u. Alors x1; : : : ; xN ; u forment un système

de coordonnées sur l’ouvert q�1.U / � Y . Notons
N
@

h
N
ki

x les opérateurs sur U
correspondant aux coordonnées x1; : : : ; xN sur X , et @hlui

u les opérateurs de D
.m/
Y

correspondant à la coordonnée u sur q�1.U /. Reprenons les notations de (18).
Le faisceau D

.m/
Y est muni de la filtration par l’ordre des opérateurs différentiels.

On dispose alors d’isomorphismes canoniques (12) gr� D
.m/
Y ' S.m/.TY / (resp.

surX). Comme Y est un fibré vectoriel surX , on a un projecteur q�TY ! TX , qui
est une section du morphisme canonique TX ! q�TY . On en déduit un projecteur
q�S.m/.TY / ! S.m/.TX /, et donc via les isomorphismes canoniques précédents
un projecteur �qW gr� D

.m/
Y ! gr� D

.m/
X . On a la description locale suivante.
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Proposition 2.2.5.1. (i) P est dans D
.m/
Y .L/.U / si et seulement si il existe

a
N
k ; b

N
k 2 OX .U /, c

N
k;lu
2 q�OY .U / tels que

P D
X

N
k2NN

a
N
k
N
@

h
N
ki

x C
X

N
k2NN

b
N
k
N
@

h
N
ki

x u@u C
X

N
k2NN; lu�2

c
N
k;lu
N
@

h
N
ki

x @hlui
u :

(ii) Si P est dans D.m/
Y .L/.U / et s’écrit comme précédemment, alors

rL.P / D
X

N
k2NN

a
N
k u˝

N
@

h
N
ki

x ˝ u
�1 C

X

N
k2NN

b
N
k u˝

N
@

h
N
ki

x ˝ u
�1:

(iii) L’application rL est filtrée, surjective, et n’est pas injective.

(iv) L’application graduée gr� rL induite par rL sur gr� D
.m/
Y .L/ est égale au

projecteur �q (restreint à gr� D
.m/
Y .L/).

Démonstration. Soient �i D 1 ˝ xi � xi ˝ 1, �u D 1 ˝ u � u ˝ 1. Nous
utilisons les notations de § 2.2.2. Soit P 2 q�D

.m/
Y .L/. Nous avons alors le

Lemme 2.2.5.2. P est dans D.m/
Y .L/.U / si et seulement si

P.Pn
X;.m// � OX

et

P.
N
� ¹

N
lº�u/ 2 L pour tout

N
l 2 NN :

Démontrons ce lemme. Soient a 2 OX .U /,
N
l 2 NN et P vérifiant les condi-

tions du lemme. Comme P est q�OY -linéaire à gauche, la condition du lemme
implique

P.Pn
X;.m/�u/ 2 L:

Notons T D
N
� ¹

N
lº.1˝ a/ 2 Pn

X;.m/
, alors

P.
N
� ¹

N
lº.1˝ a// D P.T .1˝ u//

D P..u˝ 1/T C T �u/

D P.T /uC P.T �u/ 2 L;

de sorte que P 2 D
.m/
Y .L/. Réciproquement, si P 2 D

.m/
Y .L/, alors

P.
N
� ¹

N
lº�u/ D P.

N
� ¹

N
lº.1˝ u// � P.

N
� ¹

N
lº/u 2 L;

de sorte que P vérifie les conditions du lemme.
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Revenons à la démonstration de la proposition. Soit P 2 q�D
.m/
Y . Écrivons

P D
X

N
k;lu

d
N
k;lu
N
@

h
N
ki

x @hlui
u ;

avec d
N
k;lu
2 OY . Alors d

N
k;0 D P.

N
� ¹

N
kº/ 2 OX et d

N
k;1 D P.

N
� ¹

N
kº�u/ 2 L, ce qui

donne le (i).
Pour le (ii), il suffit d’utiliser la base locale de tPn

X;.m/
constituée des éléments

u�1 ˝
N
� ¹

N
kº ˝ u donnée en (18). Or, on a

N
@

h
N
ki

x .
N
� ¹

N
lº ˝ u/ D

N
@

h
N
ki

x .
N
� ¹

N
lº�u C .u˝ 1/

N
� ¹

N
lº/

D u
N
@

h
N
ki

x .
N
� ¹

N
lº/

D uı
N
k;

N
l ;

où ı
N
k;

N
l désigne le symbole de Kronecker. De façon analogue,

u
N
@

h
N
ki

x @u.
N
� ¹

N
lº ˝ u/ D u

N
@

h
N
ki

x @u.
N
� ¹

N
lº�u C .u˝ 1/

N
� ¹

N
lº/

D uı
N
k;

N
l ;

d’où le (ii) du lemme. Passons à (iii). L’application rL est filtrée par définition.
Le reste se vérifie localement. Or on a une section locale de rL en posant, pour
P 2 D

.m/
X .U /, rL.u˝ P ˝ u�1/ D P 2 D

.m/
Y .L/.U /. De plus rL.@

h2i
u / D 0, de

sorte que rL n’est pas injectif. L’affirmation (iv) est une conséquence immédiate
de (ii) . �

Sur la description locale de D
.m/
Y .L/, on voit que c’est un sous-faisceau de

OS -algèbres (et de OX -modules) de q�D
.m/
Y . On a plus précisément la

Proposition 2.2.5.3. (i) Le faisceau D
.m/
Y .L/ est un sous-faisceau d’algèbres

du faisceau q�D
.m/
Y .

(ii) La flèche de restriction rLWD
.m/
Y .L/ ! tD

.m/
X est un homomorphisme

surjectif de faisceaux d’algèbres.

Démonstration. Commençons par (i). Soient P; P 0 2 D
.m/
Y .L/. Rappelons

que le produit PP 0 est donné par le composé suivant (11)

q�P
nCn0

Y;.m/

q�ın;n0

������! q�P
n
Y;.m/ ˝ q�P

n0

Y;.m/

Id ˝P 0

�����! q�P
n
Y;.m/

P
�! q�OY ;

où ın;n0

est induit par a ˝ b 7! a ˝ 1 ˝ 1 ˝ b. Ainsi, on a q�ı
n;n0

.1 ˝ L/ �

1˝ 1˝ 1˝L, et .Id˝P 0/.1˝ 1˝ 1˝L/�1˝L, si bien que PP 0.1˝L/�L.
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De plus, les faisceaux Pn
X;.m/

˝ Pn0

X;.m/
˝OX;d

L sont des sous-faisceaux de

q�.P
n
Y;.m/

˝ Pn0

Y;.m/
/, et les morphismes ın;n0

sont des m-PD-morphismes. Le fait
que PP 0.1˝L/ � L entraîne donc formellement que PP 0.Pn

X;.m/
˝OX;d

L/ � L.
Il est d’autre part clair que PP 0.Pn

X;.m/
/ � OX et ceci montre (i).

D’après le (i), le composé PP 0 est donné en restriction à .1˝ L/ par

PnCn0

X;.m/
˝OX;d

L
ın;n0

����! Pn
X;.m/˝Pn0

X;.m/˝OX;d
L

Id ˝P 0

�����! Pn
X;.m/˝OX;d

L
P
�! L:

En tensorisant ce diagramme à gauche (sur OX;g ) par L�1, on retrouve exactement
le diagramme (16) définissant le produit dans tD

.m/
X , ce qui montre que rL est

un homomorphisme d’anneaux. La surjectivité a été établie dans la proposition
précédente 2.2.5.1. �

3. Faisceaux équivariants

3.1 – Notations–Rappels

Soient D une V -algèbre commutative, A, B des D-modules, C une D-algèbre,
u (resp. v) un homomorphisme D-linéaire A ! C , (resp. vWB ! C ), m
l’application produit C ˝D C ! C telle que m.a ˝ b/ D ab. On note alors
u x̋ v D m ı .u˝ v/WA˝D B ! C .

Soient G un schéma en groupes affine et lisse sur S , �WG � G ! G l’appli-
cation produit, eWS ,! G l’élément neutre. Les applications déduites de � et e au
niveau des faisceaux structuraux seront notées �] et "G .

Un G-comodule M est un V -module M muni d’une action à droite de G,
c’est-à-dire que pour toute V -algèbre R, R ˝V M est un G.R/-module à droite.
Comme G est affine, cela revient à se donner une application de comodule dual
�M WM ! V ŒG�˝V M , vérifiant les deux égalités suivantes :

.IdV ŒG�˝�M / ı�M D .�
] ˝ IdM / ı�M(20)

et

."G x̋ IdM / ı�M D IdM :

Notons que cette définition diffère de celle de G-module de Jantzen (I 2.8 de
[Jan03]) qui décrit la relation de comodule sur un V -module M , pour laquelle
M ˝V R est un G.R/-module à gauche pour toute R-algèbre V .

Nous aurons besoin de petits lemmes techniques qui font l’objet de la sous-
section suivante.
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3.2 – Lemmes techniques

On rappelle quelques faits classiques.

Lemme 3.2.1. Soient f; g deux morphismes de OX -modules cohérents F! G

sur un S -schéma X localement noethérien. Pour x un point fermé de X , on
note ix l’immersion ¹xº ,! X . On suppose que pour tout point fermé de X , les
morphismes induits f .x/; g.x/W i�xF! i�xG coïncident. Alors f D g.

Démonstration. On peut supposer que X est affine et noethérien. Soit H un
OX -module cohérent surX tel que i�xH D 0 pour tout point fermé x deX . Alors le
support de H est fermé et s’il est non vide, il correspond à un sous-schéma fermé
de X contenant un point fermé x. Par hypothèse, i�xH est nul, donc Hx est nul par
le lemme de Nakayama, ce qui est absurde : cela montre que H est nul. Soit I le
faisceau cohérent image de f � g. La remarque précédente appliquée à I donne
le résultat. �

Si on applique cette même remarque aux faisceaux cohérents Ker.f / et
G= Im.f / on obtient aussi le résultat suivant.

Lemme 3.2.2. Sous les hypothèses et notations précédentes, soit f un mor-
phisme de OX -modules cohérents : F! G. Alors f est surjectif (resp. un isomor-
phisme, resp. injectif ) si et seulement si en tout point fermé x deX , l’homorphisme
induit f .x/ est surjectif (resp. un isomorphisme, resp. injectif ).

3.3 – Faisceaux G-équivariants

Il s’agit ici essentiellement de faire quelques rappels.

3.3.1 – Définitions

Dans cette section, X est un S -schéma, muni d’une action à gauche
�X WG �S X ! X . On note �]W ��1OX ! OG�X l’application qu’on en déduit
au niveau des faisceaux structuraux. L’application �X sera tout simplement notée
� lorsqu’il n’y aura pas ambiguïté. De plus, le produit fibré �S sera notée �. On
note p2 la deuxième projection : G � X ! X , t1; t2; t3WG � G � X ! G � X

définies respectivement par t1.g1; g2; x/ D .g1; g2x/, t2.g1; g2; x/ D .g1g2; x/,
t3.g1; g2; x/ D .g2; x/. Suivant [MFK94], un faisceau de OX -modules E est
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G-équivariant, s’il existe un isomorphisme ˆW ��E ' p�
2E, qui vérifie les condi-

tions de cocycles (cf. [Kas89]), c’est-à-dire tel que le diagramme suivant com-
mute :

(21)

t�2 �
�E t�2p

�
2E

t�1 �
�E t�1p

�
2E D t

�
3 �

�E t�3p
�
2E:

 

!
t�
2 .ˆ/

 

! o

 

! o

 

!
t�
1 .ˆ/  

!
t�
3 .ˆ/

Par exemple, le faisceau OX est G-équivariant, ainsi que tous les faisceaux
“différentiels” sur X , comme nous le vérifierons en § 3. Si L est un faisceau de
OX -modules localement libres, L est G-équivariant si et seulement si le fibré
vectoriel associé à L est muni d’une action deG compatible à l’action deG surX .

3.3.2 – Propriétés

On a la description suivante des faisceaux de OX -modules G-équivariants. Soient
R une V -algèbre, g; g0 2 G.R/, XR D Spec.R/ � X , �R l’application déduite
de � par ce changement de base, LR le tiré en arrière de L sur XR. L’opéra-
teur de translation Tg WXR ! X donné par Tg D � ı .g � IdX / s’étend ca-
noniquement en un opérateur toujours noté Tg WXR ! XR. On dispose d’une
famille d’isomorphismes OX -linéaires ˆg WT

�
g LR ' LR, vérifiant la condition

ˆgg0 D ˆg0 ı T �
g0.ˆg/, provenant de la condition de cocycle. Ces applications

induisent pour tout ouvert U des applications ˆg;U WLR.gU / ! LR.U /, semi-
linéaires par rapport aux applications T �1

g WOXR
.gU / ' OXR

.U /. Par définition,
on a l’égalité T �

g0.ˆg;U / D ˆg;g0U , de sorte que la relation de cocyle se traduit
par ˆgg0;U D ˆg0;U ıˆg;g0U . Si U est le schéma XR, notons ˆg D ˆg;XR

, pour
e 2 �.XR;LR/, on définit une action à droite de G.R/ sur �.XR;LR/ en posant
g � e D ˆg .e/, grâce à la relation ˆgg0 D ˆg ı ˆg0 . Nous verrons en S 4.4 que
cette action à droite correspond à une structure de comodule dual sur �.XR;LR/.

Enfin, nous aurons besoin des propositions classiques suivantes.

Proposition 3.3.2.1. Soit L un faisceau de OX -modules localement libres de
rang fini G-équivariant, alors HomOX

.L;OX/ est un faisceau de OX -modules
localement libres de rang fini G-équivariant.
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Démonstration. Il suffit d’utiliser le fait que pour un faisceau localement
libre de rang fini, on a un isomorphisme canonique et fonctoriel

��
HomOX

.L;OX /
�
�! HomOG�X

.��L;OG�X/;

de sorte que tˆ�1, c’est-à-dire l’application transposée de l’isomorphisme ˆ�1,
définit la structure G-équivariante sur HomOX

.L;OX/. L’action à droite
de G.R/ sur les sections globales de HomOXR

.LR;OXR
/ est donc aussi donnée

par tˆ�1
g et donc, si e est une section globale de LR, ' une section locale de

HomOXR
.LR;OXR

/, alors pour tout g de G.R/ on a .' � g/.e/ D '.e � g�1/. �

Proposition 3.3.2.2. Soient L et L0 deux faisceaux de OX -modules quasi-
cohérents, G-équivariant, alors L˝OX

L0 est un faisceau de OX -modules quasi-
cohérent, G-équivariant.

Démonstration. On a un isomorphisme fonctoriel

��.L˝OX
L0/

�
�! ��L˝OG�X

��L0: �

Considérons maintenant un schéma formel X tel que pour tout i 2 N, le
schéma Xi soit muni d’une action du schéma en groupes Gi . Nous poserons alors

˛i W Xi ,�! X;

i W Gi � Xi ,�! GiC1 �XiC1:

Définition 3.3.2.3. Un faisceau E de OX-modules complets pour la topologie
p-adique sera dit G-équivariant si, pour tout i 2 N, le faisceau Ei D ˛�

i E est un
faisceau de OXi

-modules G-équivariants tel que les diagrammes suivants soient
commutatifs :

p�
2;iEi ��

2;iEi

�
i p

�
2;iC1EiC1 �

i �
�
2;iC1EiC1:

 

!
�

ˆi

 

!

o

 

!
�

�
i

.ˆiC1/

 

!

o

Dans le cas où E est un faisceau de OX-modules cohérents, cette définition
équivaut au fait que l’on se donne un isomorphisme ˆW ��E ' p�

2E vérifiant
les conditions de cocycles énoncées en (21), ce qui nous amène à la définition
suivante.
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Définition 3.3.2.4. Un faisceau E de OX;Q-modules cohérents sera dit
G-équivariant s’il existe un isomorphisme ˆW ��E ' p�

2E vérifiant les conditions
de cocycles énoncées en (21).

Si E est un faisceau de OX-modules cohérents G-équivariant, alors EQ WD

E˝Q est un faisceau de OX;Q-modules cohérents G-équivariant.

Pour les faisceaux équivariants de D-modules nous demandons en outre que
les applications soient compatibles avec la structure de D-module, ce qui nous
amène à la définition suivante, pour laquelle nous remplaçons les morphismes
images inverses au sens des faisceaux de OG�X -modules par les images inverses
au sens desD.m/

G�X -modules, suivant les explications qui seront données en S 2.2.3.

Définition 3.3.2.5. Un faisceau E de yD.m/
X;Q-modules cohérents (resp. de

D
�
X;Q-modules) sera dit G-équivariant s’il existe un isomorphismeˆW � ŠE ' pŠ

2E

vérifiant les conditions de cocycles énoncées en (21) (où l’on remplace tous les
morphismes s� par H0sŠ, sŠ étant l’image inverse au sens des D-modules).

3.3.3 – Structures G-équivariantes à droite

On considère ici un S -schéma X muni d’une action à droite d’un schéma en
groupes G donnée par un morphisme de schémas � WX � G ! X . Une structure
G-équivariante à droite sur un faisceau de OX -modules E consiste en la donnée
d’un isomorphisme de OX�G -modules ˆW ��E

�
! p�

1E, vérifiant la condition de
cocyle suivante. Soient t1; t2; t3WX �G �G ! X �G définis par t1.x; g1; g2/ D

.xg1; g2/, t2.x; g1; g2/ D .x; g1g2/, t3.x; g1; g2/ D .x; g1/. On demande que
‰ vérifie t�2 .‰/ D t�3 .‰/ ı t

�
1 .‰/. Ainsi, pour toute V -algèbre R, pour tout

g 2 G.R/ on a un opérateur de translation Tg WXR ! XR. Pour tout ouvert
U de XR, on dispose d’applications ‰U;g WER.Ug/ ! ER.U / semi-linéaires
par rapport aux applications T �1

g WOXR
.Ug/ ! OXR

.U / telles que ‰U;g1g2
D

‰g1
ı ‰g2;Ug1

. Ainsi, l’application g 2 G.S/ 7! ‰g définit une action à gauche
de G.S/ sur �.X;E/ pour tout faisceau G-équivariant. Soit enfin l’involution
inv� IdX WG � X ! G � X , où inv est l’application de passage à l’inverse
G ! G. L’application � D inv� IdX ı� définit une action à gauche de G sur X .
Un faisceau E est G-équivariant (pour �) si et seulement si E est G-équivariant
pour � . L’isomorphisme ˆ définissant cette équivariance est alors donné par
ˆ D .inv� IdX/

�.‰/ (et ‰ D .inv� IdX /
�.ˆ/).
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3.4 – Action de G sur les faisceaux de parties principales

Dans cette partie, on suppose que X est un S -schéma lisse, muni d’une action
à gauche de G et on note �n

X;.m/
D �n

.m/
.�1

X / (8) et S
.m/
X D S.m/.TX/ de (4).

Nous allons montrer d’abord que les faisceaux de parties principales Pn
X;.m/

sont

G-équivariants, puis par dualité, que les faisceaux D
.m/
X;n sont G-équivariants

comme en § 3.3.1, et enfin que les faisceaux complétés yD.m/
X

sontG-équivariants.

Énonçons à présent le résultat de cette sous-section. Pour l’algèbre symétrique
S

.m/
X de niveau m et les propriétés de base de cette algèbre, nous nous référons à

[Huy97].

Proposition 3.4.1. (i) Les faisceaux Pn
X;.m/

et �n
X;.m/

sont des faisceaux de
OX -modules G-équivariants.

(ii) Les faisceaux D
.m/
X;n et S

.m/
X sont des faisceaux de OX -modules G-équiva-

riants.

(iii) Les faisceaux yD.m/
X

sont des faisceaux de OX-modules G-équivariants.

Démonstration. L’assertion (ii) provient de (i) par passage à la dualité. En-
suite, par (ii) les faisceaux D

.m/
Xi

sont G-équivariants de façon compatible pour

différentes valeurs de i , de sorte que les faisceaux yD.m/
X

sont G-équivariants par
passage à la limite projective sur i . Donc (ii) entraîne (iii). Dans la suite nous
montrons donc (i). Le cas des algèbres graduées �n

X;.m/
se traitera comme ce-

lui des faisceaux Pn
X;.m/

(en utilisant q0
2 au lieu de q2) ou encore la structure de

G-équivariance de �1
X . Dans la suite, on se restreint donc à la G-linéarité des

faisceaux Pn
X;.m/

.

Soit d� le morphisme obtenu par fonctorialité : ��Pn
X;.m/

! Pn
G�X;.m/

.
On définit alors ˆ D q2 ı d� W �

�Pn
X;.m/

! p�
2P

n
X;.m/

. Le morphisme ˆ est un
m-PD-morphisme. L’algèbre P0

X;.m/
est isomorphe à OX . Pour voir que ˆ est un

isomorphisme, il suffit de le vérifier en les points fermés de G �X d’après § 3.2.

Soient g un point de G, de corps résiduel k.g/, evg l’évaluation OG ! k.g/

(qui à l 2 OG associe l.g/), ig l’immersion fermée g�X ,! G �X , �g D � ı ig ,
p2;g D p2 ı ig . Le morphisme i�gˆ est obtenu comme morphisme composé

��
gP

n
X;.m/

i�
g d�

����! i�gP
n
G�X;.m/

i�
g q2

����! p�
2;gP

n
X;.m/ ' k.g/˝V Pn

X;.m/:
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Il suffit alors de constater que le morphisme i�gˆ coïncide avec le morphisme
d�g , qui est un isomorphisme d’inverse d�g�1 . Vérifions pour cela que le dia-
gramme ci-dessous est commutatif

��
gP

n
X;.m/

i�gP
n
G�X;.m/

i�g q
�
2P

n
X;.m/

��
gP

n
X;.m/

Pn
X;.m/

˝V k.g/:

((

 

!
i�
g d�  

!
i�
g q2

((

 

!
d�g

Soient u 2 OX , � D 1˝ u � u˝ 1 2 Pn
X;.m/

. Écrivons �].u/ D
P

l kl ˝ fl , avec
kl 2 OG et fl 2 �

�1OX . Alors

d�g .1˝ �/ D
X

l

kl .g/.1˝ fl � fl ˝ 1/;

d�.1˝ �/ D
X

l

.1˝ fl /.1˝ kl � kl ˝ 1/

C
X

l

.kl ˝ 1/.1˝ fl � fl ˝ 1/ 2 Pn
G�X;.m/;

i�gd�.1˝ �/ D
X

l

fl .1˝ kl � kl ˝ 1/C
X

l

kl .g/.1˝ fl � fl ˝ 1/;

i�g q2 ı i
�
gd�.1˝ �/ D

X

l

kl .g/.1˝ fl � fl ˝ 1/

D d�g .1˝ �/:

Les morphismes d�g et i�gq2 ı i
�
gd� sont des m-PD-morphismes OX ˝V k.g/-

linéaires qui coïncident sur les éléments 1 ˝ � . Comme les éléments 1 ˝ �

engendrent ��
gP

n
X;.m/

comme m-PD-algèbre, on voit ainsi que d�g et i�gq2 ı i
�
gd�

sont égaux.
La condition de cocycle t�2 .ˆ/ D t�3 .ˆ/ ı t

�
1 .ˆ/ se vérifie aussi sur les fibres

g1 � g2 � X où g1; g2 sont deux points de G, définis sur une certaine algèbre A,
et revient à montrer que ˆg1g2

D ˆg2
ı ��

g2
ˆg1

, ce qui résulte de la fonctorialité
rappelée en § 2.2.2 puisque ˆg1

D d�g1
. �

4. Algèbres de distributions arithmétiques à un niveau fini

4.1 – Définition, propriétés à un niveau fini

Reprenons les notations de l’introduction : V est une Z.p/-algèbre noethérienne
et G est un schéma en groupes affine et lisse sur S D SpecV de dimension
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relativeN . Soit eWS ,! G la section unité. Notons I le faisceau d’idéaux noyau du
morphisme de V -algèbres "G WOG ! e�OS , V ŒG� D �.G;OG/, I D �.G; I/ D

Ker.V ŒG� � V /. Soient P n
.m/
.G/ la m-PD-enveloppe à puissances divisées

partielles de niveaum et d’ordre n, de l’idéal I de V ŒG�. CommeG est lisse sur S ,
l’idéal I est localement régulier sur S , c’est-à-dire que I=I2 est localement libre
sur S .

Soit S 0 D SpecV 0 un ouvert affine de S sur lequel I=I2 est libre de base
Nt1; : : : ; NtN , avec ti 2 V 0 ˝V I pour tout i . On dira dans ce cas que les ti forment
une suite régulière de paramètres de I.V 0/ D V 0 ˝V I . On considère le groupe
G0

S D G �S S 0 obtenu par changement de base du groupe G. Par 1.5.3 de
[Ber96], les V 0-algèbres P n

.m/
.GS 0/ sont des V 0-modules libres de base les

N
t ¹N

kº

pour j
N
kj � n en reprenant les notations de (1). La formation des m-PD-algèbres

commute aux changements de base plats (1.4.6 de [Ber96]), ce qui implique que
P n

.m/
.GS 0/ ' V 0 ˝V P

n
.m/
.G/ et nous donne finalement la

Proposition 4.1.1. Pour S 0 D SpecV 0 un ouvert de S , et t1; : : : ; tN une suite
régulière de paramètres de V 0 ˝V I , on a un isomorphisme de V 0-modules

V 0 ˝V P
n
.m/.G/ '

M

j
N
kj�n

V 0

N
t ¹N

kº:

Une conséquence de cet énoncé est que l’on peut faisceautiser la construction
des algèbres P n

.m/
.G/ en des faisceaux sur S , cohérents et localement libres.

Dans le cas d’un AVDC (ou d’un quotient), les algèbres P n
.m/
.G/ sont des

V -modules libres de rang fini. Si � est le point fermé de V , e.�/ est un point
fermé de G, encore noté �, OG;� désigne alors l’anneau local de G en ce point, et
I� le localisé de I en �. On dispose alors de la

Proposition 4.1.2. Si V est un AVDC, ou un quotient d’un AVDC, de point
fermé �, alors l’algèbre P n

.m/
.G/ est la m-PD-enveloppe de I� � OG;� . En

particulier ces algèbres sont des V -modules libres et en utilisant des paramètres
t1; : : : ; tN de I� , on retrouve la description ci-dessus de la proposition 4.1.1.

Démonstration. Comme V est un AVCD ou un quotient d’un AVCD, alors V
est local et principal, I=I 2 est un V -module libre de rang fini et on peut appliquer
la proposition 4.1.1. �
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Il résulte aussi de la proposition 4.1.1 que

V ' P 0
.m/.G/:

Notons Lie.G/ D HomV .I=I
2; V /. Sur un ouvert de S 0 D SpecV 0 sur lequel I

admet une suite régulière de générateurs t1; : : : ; tN , le V 0-module V 0 ˝V Lie.G/
est libre de base �1; : : : ; �N , que l’on définit comme la base duale des t1; : : : ; tN .

En particulier dans le cas où V est un AVDC (ou un quotient), l’algèbre Lie.G/
est un V -module libre de base �1; : : : ; �N .

En procédant comme pour (14), on voit qu’on a des isomorphismes

P 1
.m/.G/

�
 � V ˚ I=I 2:(22)

En effet, cet isomorphisme se montre par un calcul local sur un ouvert sur lequel
I est muni d’une suite régulière de générateurs.

Nous introduirons le niveau m en indice de l’exposant dans cette notation,
lorsque nous voudrons préciser le niveau.

Enfin, on note �m l’application canonique

�mWV ŒG� �! P n
.m/.G/;(23)

qui munit P n
.m/
.G/ d’une structure de V ŒG�-module.

Pour m0 � m, d’après la propriété universelle des algèbres à puissances
divisées, on trouve des homomorphismes d’algèbres filtrées  m;m0

(24)  m;m0 WP.m0/.G/ �! P.m/.G/;

qui donnent par passage au quotient des homomorphismes d’algèbre

 n
m;m0 WP

n
.m0/.G/ �! P n

.m/.G/:

Si I admet sur S une suite régulière de générateurs t1; : : : ; tN (par exemple si
V est un AVDC ou un quotient), on a

 n
m;m0.

N
t ¹N

kº.m0// D
q

.m/

N
k
Š

q
.m0/

N
k

ŠN
t ¹N

kº.m/ :

On définit maintenant les algèbres de distributions de niveau m : la structure
d’algèbre est expliquée après la définition et provient, comme dans le cas clas-
sique, de la structure de groupe.
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Définition 4.1.3. Les distributions de niveau m et d’ordre n de G sont

D.m/
n .G/ WD HomV .P

n
.m/.G/; V /

et le V -module des distributions de niveau m est

D.m/.G/ WD lim
�!

n

D.m/
n .G/:

Remarquons que la relation (22) nous donne les isomorphismes

AmWD
.m/
1 .G/

�
�! V ˚ Lie.G/; xAmW gr1D

.m/.G/
�
�! Lie.G/;(25)

obtenue par dualité à partir de xAm.
On dispose d’une action de D.m/.G/ sur V ŒG�. Si P 2 D.m/.G/, l’action de

P est définie par

V ŒG�
�m

�! P n
.m/
.G/

P
�! V;

f 7�������������! P.�m.f //:

Pour un entier m0 � m, les morphismes d’algèbres  n
m;m0 de (24) donnent par

passage à la dualité des applications linéaires

ˆn
m;m0 WD

.m/
n .G/! D.m0/

n .G/ et ˆm;m0 WD.m/.G/! D.m0/.G/:

On a ˆm0;m00 ı ˆm;m0 D ˆm;m00 pour m00 � m0 � m. Pour comparer les algèbres
D.m/.G/ avec des distributions classiques on définit

Distn.G/ WD D
.1/
n .G/ WD HomV .V ŒG�=I

nC1; V /:

Alors,
Dist.G/ WD lim

�!
n

Distn.G/

est l’algèbre de distributions classiques d’un schéma en groupes sur S , définie en
II.§4.6.1 de [DG70] et Distn.G/ est l’espace de distributions d’ordre n.

On voit, en procédant comme en (25) qu’on a l’isomorphisme

Dist1.G/ ' Lie.G/˚ V:

L’application canonique V ŒG�=InC1 ! P n
.m/
.G/ induit une application linéaire

ˆm;1WD
.m/.G/ �! Dist.G/

compatible avec les applications ˆm;m0 .
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Nous donnons maintenant un énoncé de changement de base. Soient V 0 une
V -algèbre plate, S 0 D SpecV 0,GS 0 D G�S S

0. Alors on a la proposition suivante.

Proposition 4.1.4. On dispose d’isomorphismes canoniques

D.m/
n .GS 0/ ' D.m/

n .G/˝V V
0;

resp.

D.m/.GS 0/ ' D.m/.G/˝V V
0:

Démonstration. Sous nos hypothèses, d’après 1.5.3 de [Ber96], la formation
des algèbres P n

.m/
.G/ commute aux changements de base plats et les faisceaux

OS ˝V P
n
.m/
.G/ sont des OS -modules cohérents localement libres de rang fini sur

S , donc OS ˝V D
.m/
n .G/ est isomorphe à HomOS

.OS ˝V P
n
.m/
.G/;OS /, ce qui

permet de montrer l’énoncé. �

Supposons que I admette sur S une suite régulière de générateurs t1; : : : ; tN .
Notons

N
�h

N
ki les éléments de la base duale de la famille

N
t ¹N

kº D t
¹k1º
1 � � � t

¹kN º
N ,

j
N
kj � N ,

N
� Œ

N
k� WD

N
�h

N
ki1 (de sorte que les éléments

N
� Œ

N
k� forment la base duale de la

famille tk1

1 � � � t
kN

N /. Soitm 2 N[¹1º. On obtient par construction la proposition
suivante.

Proposition 4.1.5. (i) Comme V -module, D.m/
n .G/ est libre de base les élé-

ments
N
�h

N
ki avec j

N
kj � n.

(ii) On a les relations

N
kŠ
N
� Œ

N
k� D

N
�h

N
ki0 I

N
�h

N
kim D

q
.m/

N
k
Š

q
.mC1/

N
k

Š N
�h

N
kimC1 I

si
N
k D .k1; : : : ; kN / et pour tout i � N , ki � p

m,

N
�h

N
kim D

N
� Œ

N
k�:

On notera tout simplement �l D �
Œ1�

l
D �

h1im

l
.
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En particulier, si V est un AVDC ou d’un quotient d’un AVDC, on a la
proposition suivante.

Proposition 4.1.6. Sous l’hypothèse ci-dessus, le module D.m/
n .G/ est libre

de base les éléments
N
�h

N
ki avec j

N
kj � n. Ces éléments satisfont la relation (ii) de

la proposition précédente.

On déduit de la dernière formule de (ii) que les applications ˆm;1 induisent
un isomorphisme linéaire

lim
�!
m

D.m/.G/
'
�! Dist.G/:

Il existe un morphisme canoniqueD.0/.G/! Dist.G/.

Supposons que V est un AVCD, et soit t1; : : : ; tN une suite régulière de géné-
rateurs de I , alors ce morphisme envoie

N
�h

N
kim sur q.m/

N
k
Š
N
� Œ

N
k�. Comme Lie.G/ D

HomV .I=I
2; V / les éléments �l forment une V -base de Lie.G/. Il suit de la pre-

mière formule de (ii) de la proposition 4.1.6 que D.0/.G/ ˝ K D Dist.G/ ˝ K
et donc D.m/.G/˝ K D Dist.G/˝K pour tout m. Ce qui montre que D.m/.G/

est une forme entière de Dist.G/ ˝ K D U.Lie.G/ ˝ K/, où U.Lie.G/ ˝ K/
est l’algèbre enveloppante universelle de Lie.G/ ˝ K. En général, I est locale-
ment régulier sur S et toutes les constructions commutent aux extensions plates
de la base d’après 4.1.4, ce qui montre que D.m/.G/ est une forme entière de
Dist.G/˝K D U.Lie.G/˝K/ si V est un AVCD.

Supposons de nouveau que I admette sur S une suite régulière de générateurs
t1; : : : ; tN . La base des

N
�h

N
k0i est duale de celle des

N
t ¹N

k0º, et par définition de l’action
de D.m/.G/ sur V ŒG�, on a la proposition suivante.

Proposition 4.1.7. Soit f 2 V ŒG�, on a la formule de Taylor

�m.f / D
X

j
N
kj�nN

�h
N
ki.f /˝

N
t ¹N

kº:

Nous donnons maintenant un énoncé important sur la structure d’algèbre de
D.m/.G/ (sans supposer que I admet une suite régulière de générateurs sur S ).

Proposition 4.1.8. Le moduleD.m/.G/ est une V -algèbre filtrée par les sous-
modules D.m/

n .G/. L’algèbre graduée associée à cette filtration est commutative.
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Démonstration. L’application �] induit une application V ŒG� ! V ŒG� ˝V

V ŒG�, qui envoie l’idéal I dans I ˝ V ŒG�C V ŒG� ˝ I d’après I 7.7 de [Jan03].
D’autre part, en procédant comme en 2.1.3 de [Ber96], on voit qu’il existe une
unique m-PD-structure sur P n

.m/
.G/˝P n0

.m/
.G/ telle que I ˝P n0

.m/
.G/CP n

.m/
˝ I

soit un m-PD-idéal. On considère alors l’application ı ı �] :

V ŒG�
�]

�! V ŒG�˝V V ŒG�
ı
�! P n

.m/.G/˝V P
n0

.m/.G/;

où ı est l’application canonique �m˝�mWV ŒG�˝V V ŒG�! P n
.m/
.G/˝V P

n0

.m/
.G/.

Comme �] applique tout élément de I dans un m-PD-idéal, cette application
se factorise d’une unique façon par un m-PD-morphisme ın;n0

ın;n0

WP.m/.G/
ın;n0

����! P n
.m/.G/˝ P

n0

.m/.G/:(26)

On notera éventuellement ın;n0

.m/
lorsqu’on voudra préciser le niveau m de ce mor-

phisme.

Soient .u; v/ 2 D.m/
n .G/ �D

.m/
n0 .G/, on définit u � v comme la composée

u � vWP.m/.G/
ın;n0

����! P n
.m/.G/˝ P

n0

.m/.G/
u˝v
����! V:

Il nous reste à montrer que u � v s’annule sur I ¹nCn0C1º et définit donc une
application P nCn0

.m/
.G/ ! V . La vérification est locale sur S et nous pouvons

supposer que I admet sur S une suite régulière de générateurs t1; : : : ; tN . Nous
utilisons les notations de la proposition 4.1.5. Il nous faut montrer que ın;n0

s’annule sur les éléments
N
t ¹N

kº D t
¹k1º
1 � � � t

¹kr º
r avec j

N
kj � nC n0 C 1, en utilisant

les notations de § 2.1.2, et passe au quotient en une application

P nCn0

.m/
.G/ �! P n

.m/.G/˝ P
n0

.m/.G/:

Toujours d’après I 7.7 de [Jan03], on peut écrire

�].ti / D 1˝ ti C ti ˝ 1C

hi
X

sD1

ai;s ˝ bi;s;

avec ai;s et bi;s des éléments de I . Dans le cas du groupe additif Ga, on a
�].ti/ D 1˝ ti C ti ˝ 1.
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En appliquant les formules de § 2.1.1, on trouve

ın;n0

.t
¹ki º
i / D

ki
X

˛i D0

�

ki

˛i

�

t
¹˛i º
i ˝ t

¹ki �˛i º
i C ki

avec ki
2

X

sCt�ki C1

I ¹sº ˝ I ¹tº:

Dans cette somme, les termes correspondant à des ˛i � n C 1 ou tel que
ki�˛i � n

0C1 ou à des éléments ki
de I ¹sº˝I ¹tº avec s � nC1 ou t � n0C1 sont

en fait nuls. De plus, la première somme est un tenseur symétrique. En effectuant
le produit, cela donne

ın;n0

.
N
t ¹N

kº/ D
X

N
˛�

N
k

�

N
k

N
˛

�

N
t ¹N

˛º ˝
N
t ¹N

k�
N
˛º C 

N
k avec 

N
k 2

X

sCt�j
N
kjC1

I ¹sº ˝ I ¹tº:

Dans cette somme, les termes correspondant à des j
N
˛j � n C 1 ou tels que

j
N
k�
N
˛j � n0C1 ou à des éléments 

N
k de I ¹sº˝ I ¹tº avec (s � nC1 ou t � n0C1)

sont nuls.
Montrons maintenant que uv est d’ordre� nCn0. Il suffit pour cela de montrer

que uv.
N
t ¹N

kº/ D .u ˝ v/ ı ın;n0

.
N
t ¹N

kº/ D 0 pour tout
N
k tel que j

N
kj D n C n0 C 1.

Reprenons la formule précédente. L’élément ın;n0

.
N
t ¹N

kº/ s’écrit comme somme
d’éléments des idéaux I ¹sº ˝ I ¹tº avec s C t � n C n0 C 1, i.e. s � n C 1 ou
t � n0 C 1. Le résultat est donc bien nul puisque u s’annule sur I ¹nC1º et v sur
I ¹n0C1º.

Montrons que uv � vu est d’ordre � nC n0 � 1. Il faut montrer que le résultat
du calcul suivant est nul pour un

N
k fixé tel que j

N
kj D nC n0,

.uv � vu/.
N
t ¹N

kº/ D .u˝ v/ ı ın;n0

.
N
t ¹N

kº/ � .v ˝ u/ ı ın0;n.
N
t ¹N

kº/

D .u˝ v/

�

X

N
˛�

N
k

�

N
k

N
˛

�

N
t ¹N

˛º ˝
N
t ¹N

k�
N
˛º C 

N
k

�

� .v ˝ u/

�

X

N
˛�

N
k

�

N
k

N
˛

�

N
t ¹N

˛º ˝
N
t ¹N

k�
N
˛º C  0

N
k

�

:

On remarque que tous les éléments .u ˝ v/.
N
k/, et .u ˝ v/.

N
k0/ sont nuls pour

tous les multi-indices k et k0 intervenant dans les sommes précédentes car chaque
élément 

N
k ou 

N
k0 est dans un idéal du type I ¹sº˝I ¹tº, avec s � nC1 ou t � n0C1.

Il vient donc finalement

.uv � vu/.
N
t ¹N

kº/ D
X

N
˛�

N
k

�

N
k

N
˛

�

u.
N
t ¹N

kº/v.
N
t ¹N

kº�¹
N
˛º/ � v.

N
t ¹N

˛º/u.
N
t ¹N

kº�¹
N
˛º/ D 0:



34 Ch. Huyghe – T. Schmidt

L’associativité du produit provient, comme dans le cas classique, de l’associa-
tivité de la loi de groupe et de la propriété universelle des algèbres à puissances
divisées. �

Proposition 4.1.9. L’application ˆm;m0 WD.m/.G/! D.m0/.G/ est un homo-
morphisme d’algèbres filtrées pour m;m0 2 N [ ¹1º. De plus, on a l’égalité
lim
�!m

D.m/.G/ D Dist.G/ comme algèbres filtrées.

Démonstration. Par la propriété universelle des m-PD-enveloppes d’un
idéal, il existe une unique flèche P.m0/.G/ ! P.m/.G/ pour m0 � m qui rend
commutatif le diagramme suivant :

P.m0/.G/ P n
.m0/

.G/˝ P n0

.m0/
.G/

P.m/.G/ P n
.m/
.G/˝ P n0

.m/
.G/:

 !

 

!
ın;n0

.m0/

 !

 

!
ın;n0

.m/

On en tire formellement la proposition. �

Dans l’énoncé suivant nous donnons quelques propriétés de fonctorialité de
D.m/.�/.

Proposition 4.1.10. Soient H;G deux schémas en groupes sur S .

(i) Soit f WH ! G un morphisme de S -schémas qui est compatible avec les
sections unité "H ; "G , i.e. f ı"H D "G . Il induit un homomorphismeD.m/.f /

de V -modules filtrés D.m/.H/ ! D.m/.G/. Si f est un morphisme de
schémas en groupes, alorsD.m/.f / (resp.D.m/.f /) est multiplicatif.

(ii) Il existe un isomorphisme de V -algèbres filtrées D.m/.H/ ˝V D.m/.G/ '

D.m/.H �G/ (resp.D.m/.H/˝V D
.m/.G/ ' D.m/.H �G/) où le terme de

gauche est muni de la filtration produit tensoriel.

Démonstration. Soient f ]WV ŒG� ! V ŒH� le morphisme d’algèbres asso-
cié à f , IH et IG les idéaux de V ŒH� et V ŒG� définissant les sections unités
de G et de H . L’hypothèse faite sur H implique que f ]�1.IH / D IG , de sorte
que f induit un morphisme P n

.m/
.G/ ! P n

.m/
.H/. En dualisant on trouve une

application V -linéaire D.m/
n .H/ ! D

.m/
n .G/. On obtient D.m/.f / en passant

à la limite sur n. Cela montre (i). Maintenant, d’après (i), les morphismesH � eG

and eH � G induisent des homomorphismes D.m/.G/ ! D.m/.H � G/ et
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D.m/.H/ ! D.m/.H � G/. Ces derniers homomorphismes induisent un homo-
morphisme hWD.m/.H/˝V D

.m/.G/! D.m/.H �G/. La question de savoir si ce
morphisme est un isomorphisme (filtré) est locale. Quitte à restreindre S , on peut
supposer que IG et IH sont engendrés par une suite régulière de paramètres. Choi-
sissons une suite régulière de générateurs t1; : : : ; tN de l’idéal IH�G constituée de
suites régulières pour les idéaux IH et IG . Alors la proposition 4.1.6 implique que
h est un isomorphisme filtré. �

Donnons maintenant deux exemples. D’abord dans le cas du groupe addi-
tif GN

a , muni des coordonnées t1; : : : ; tN , dont la loi de groupe est définie par
�].ti/ D 1 ˝ ti C ti ˝ 1, pour tout 1 � i � N . On note

N
@h

N
ki les opérateurs

différentiels relatifs au choix des ti . On a alors

Proposition 4.1.11. Dans D.m/.GN
a /, on a la relation

N
�h

N
k0i �
N
�h

N
k00i D

�

N
k0 C

N
k00

N
k0

�

N
�h

N
k0C

N
k00i:

Démonstration. Il nous faut en effet calculer

.
N
�h

N
k0i �
N
�h

N
k00i/.
N
t ¹N

rº/ D .
N
�h

N
k0i ˝

N
�h

N
k00i/

�

X

N
˛�

N
r

�

N
r

N
˛

�

N
t ¹N

˛º ˝
N
t ¹N

r�
N
˛º

�

D ı
N
r;

N
k0C

N
k00

�

N
k0 C

N
k00

N
k0

�

; �

ce qui donne l’énoncé recherché.

Dans le cas N D 1 on en déduit les formules suivantes pour un entier k � 1

si k ¤ 0 Œpm�; k�hki D ��hk�1i;

si k 0 Œpm�; pm�hki D ��hk�1i;

dont on déduit la formule suivante pour tout k � 0

kŠ

qkŠ
�hki D �k :

On vérifie au passage, que si f 2 V ŒT1; : : : ; TN �,

�hki.f / D
N
@hki.f /.0/:

En particulier, dans le case m D 0, on a �hki.0/ D �k pour tout k.
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Maintenant, dans Gm, qu’on identifie à SpecV ŒT; T�1�, le faisceau d’idéaux
I est engendré par � D T � 1. La loi de groupe est donnée par �].�/ D

� ˝ 1C 1˝ � C � ˝ � .

Proposition 4.1.12. Dans D.m/.Gm/, on a les relations

�hk0i � �hk00i D
X

max¹k0;k00º�l�k0Ck00

qk0 Š qk00Š lŠ

ql Š .k
0 C k00 � l/Š .l � k0/Š .l � k00/Š

�hli:

Démonstration. Calculons, en appliquant S 2.1.1,

�].� .l// D

l
X

rD0

²

l

r

³

.� ˝ 1C 1˝ �/¹rº� ¹l�rº ˝ � l�r

D

l
X

rD0

r
X

sD0

ql�r Š

²

l

r

³²

r

s

³²

s C l � r

s

³²

l � s

r � s

³

:

Cela nous permet de calculer �hk0i˝ �hk00iık0;k00

.�].� .l/// et nous donne l’énoncé.
�

On en déduit les formules suivantes pour un entier k � 1

si k ¤ 0 Œpm�; k�hki D .� � k C 1/�hk�1i;

si k D 0 Œpm�; pm�hki D .� � k C 1/�hk�1i;

dont on déduit la formule suivante pour tout k � 0

kŠ

qkŠ
�hki D .� � k C 1/.� � k C 2/ � � � .� � 1/�:(27)

En particulier, dans le casm D 0, on a �hki.0/ D .� � kC 1/.� � kC 2/ � � � .� � 1/�

pour tout k et alors �hki.0/ ¤ �k pour k � 2. On constate aussi dans ce cas pour
f 2 V ŒT; T�1�

�hki.f / D @
hki
T .f /.1/:

Revenons maintenant au cas d’un schéma en groupes général G, et rappelons
que Lie.G/� WD I=I 2 et que l’algèbre symétrique de niveau m, S.m/.Lie.G//, est
construite en (4).
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Proposition 4.1.13. (i) Il existe un isomorphisme canonique de V -algèbres
graduées

cmW gr�D
.m/.G/ ' S.m/.Lie.G//:

(ii) Les algèbres gr�D
.m/.G/ etD.m/.G/ sont noethériennes.

(iii) Si I est engendré par une suite régulière de paramètres sur S , l’algèbre
D.m/.G/ est engendrée par les éléments �hpi i pour i � m décrits dans la propo-
sition 4.1.5.

Démonstration. Montrons la première proposition. La filtration décrois-
sante de l’algèbre P .m/.G/ par les idéaux I ¹nº permet de considérer l’algèbre
graduée

gr� P
.m/.G/ D

M

n�0

I ¹nº=I ¹nC1º;

dont l’idéal I=I 2 est muni d’une m-PD-structure. Le module Lie.G/� D I=I 2 D

gr1 P
.1/.G/ s’envoie vers gr1 P

.m/.G/ pour tout entier m, voir (22). On dispose
donc d’une flèche Lie.G/� ! gr� P

.m/.G/ et, par la propriété universelle des
algèbres symétriques, d’un morphisme d’algèbres commutatives S.Lie.G/�/ !
gr� P

.m/.G/, qui envoie Lie.G/� dans un m-PD-idéal, de sorte que cette applica-
tion se factorise d’une unique façon en un homomorphisme de m-PD-algèbres :

c�
mW�.m/.Lie.G/�/ �! gr� P

.m/.G/:

Voir que cette application est un isomorphisme est une question locale sur S :
on peut donc supposer que I est engendré par une suite régulière de paramètres
t1; : : : ; tN . En reprenant la description donnée en § 2.1.2, on voit que ces deux
algèbres sont des V -modules libres gradués de base les éléments

N
t ¹N

rº. Or le
morphisme considéré envoie l’élément noté

N
t ¹N

rº de �.m/.Lie.G/�/ (théorème 3.9
in [BO78]) sur l’élément noté de la même façon de gr� P

.m/.G/, donc c’est un
isomorphisme gradué.

En dualisant, cette application donne un isomorphisme V -linéaire

cmWHomV .gr� P.m/.G/; V / �! S.m/.Lie.G//:

On a des suites exactes courtes

0 �! I ¹nº=I ¹nC1º �! P nC1
.m/

.G/ �! P n
.m/.G/ �! 0:

En dualisant on trouve des injections

grnC1D
.m/.G/ ,! HomV .I

¹nº=I ¹nC1º; V /:
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Voir que cette flèche est un isomorphisme est une question locale sur S : on peut
donc supposer que I a une suite régulière de paramètres, et dans ce cas l’assertion
est claire. Comme cette flèche est un isomorphisme, on trouve l’assertion (i) de
l’énoncé.

Vérifions maintenant que cette application est un homomorphisme d’algèbres.
De nouveau, cela se vérifie localement sur S et on peut supposer que I a une
suite régulière de paramètres, t1; : : : ; tN . On reprend les notations de la proposi-
tion 4.1.5. Dans l’algèbre symétrique de niveau m, on a l’égalité

N
�h

N
k0i �
N
�h

N
k00i D

�

N
k0 C

N
k00

N
k0

�

N
�h

N
k0C

N
k00i:

Effectuons le calcul dans l’algèbre gr�D
.m/.G/. Le produit

N
�h

N
k0i �
N
�h

N
k00i est d’ordre

� j
N
k0j C j

N
k00j. Il suffit donc de calculer, pour j

N
r j D j

N
k0j C j

N
k00j

.
N
�h

N
k0i �
N
�h

N
k00i/.
N
t ¹N

rº/ D .
N
�h

N
k0i ˝

N
�h

N
k00i/

�

X

N
˛�

N
r

�

N
r

N
˛

�

N
t ¹N

˛º ˝
N
t ¹N

r�
N
˛º

�

C 
N
r

D ı
N
r;

N
k0C

N
k00

�

N
k0 C

N
k00

N
k0

�

;

puisque l’élément 
N
k0C

N
k00 est dans

P

sCs0�j
N
k0C

N
k00jC1 I

¹sº ˝ I ¹s0º, de sorte que

.
N
�h

N
k0i ˝

N
�h

N
k00i/.

N
r/ D 0. On voit ainsi que la formule du produit est exactement

la même pour les deux algèbres considérées et donc qu’on a l’isomorphisme
d’algèbres annoncé.

L’assertion (iii) provient de l’isomorphisme précédent et de l’observation (1.3.6
de [Huy03]) que l’algèbre symétrique de niveau m, S.m/.Lie.G//, est engendrée

par les éléments �hpi i
l

avec i � m et �l les éléments d’une base de Lie.G/.
Finalement, gr�D

.m/.G/ ' S.m/.Lie.G// est un anneau noethérien, car c’est une
V -algèbre de type fini. Par un argument standard, on en déduit que D.m/.G/ est
noethérien (e.g. [MR87], Thm. 1.6.9). Cela montre (ii) et (iii). �

4.2 – PD-stratifications de niveau m

Nous retournons au cas où G est un schéma en groupes quelconque affine et lisse
sur S . Grâce au formalisme présenté ici, nous pouvons décrire la donnée d’une
structure de D.m/.G/-module de façon analogue au cas classique en utilisant la
notion de stratification. Il s’agit essentiellement de reproduire le 2.3 de [Ber96].
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Définition 4.2.1. SoitE un V -module. On appelleG-m-PD-stratification sur
E la donnée d’une famille compatible d’isomorphismes, P n

.m/
.G/-linéaires,

"nWP
n
.m/.G/˝V E

�
�! E ˝V P

n
.m/.G/;

tels que

(i) "0 D IdE ,

(ii) pour tous n; n0, le diagramme suivant

P n
.m/
.G/˝V P

n0

.m/
.G/˝V E E ˝V P

n
.m/
.G/˝V P

n0

.m/
.G/

P n
.m/
.G/˝V E ˝V P

n0

.m/
.G/;

 

!
ın;n0�."nCn0 /

 

!

�qn;n0�
1

."nCn0 /

 

!
�

qn;n0�
0

."nCn0 /

dont les flèches sont obtenues par extension des scalaires à partir des appli-
cations ın;n0

(voir (26)) et des applications

q
n;n0

0 WP nCn0

.m/
.G/ �� P n

.m/.G/ �! P n
.m/.G/˝V P

n0

.m/.G/;

et
q

n;n0

1 WP nCn0

.m/
.G/ �� P n0

.m/.G/ �! P n
.m/.G/˝V P

n0

.m/.G/;

est commutatif.

On dispose de la caractérisation suivante de la structure de D.m/.G/-module.

Proposition 4.2.2. Soit E un V -module. Il y a équivalence entre

(i) se donner une structure de D.m/.G/-module sur E prolongeant sa structure
de V -module,

(ii) se donner une famille compatible d’homomorphismes V -linéaires

�nWE �! E ˝V P
n
.m/.G/;

telle que �0 D IdE , et pour tous n; n0 le diagramme suivant soit commutatif

E ˝ P nCn0

.m/
.G/ E ˝ P n

.m/
.G/˝ P n0

.m/
.G/

E E ˝ P n0

.m/
.G/;

 

!
Id ˝ın;n0

 

!

�nCn0

 

!
�n0

 

!

�n˝Id

(iii) se donner une G-m-PD-stratification sur E.
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De plus, un homomorphisme V -linéaire �WE ! F entre deux D.m/.G/-
modules à gauche est D.m/.G/-linéaire si et seulement s’il commute aux homo-
morphismes �n (resp. aux isomorphismes "n). Dans ce cas, on dit qu’il est hori-
zontal.

La démonstration de ces résultats est rigoureusement identique à celle de
Grothendieck dans le cas des opérateurs différentiels usuels (cf. proposition 2.3.2

de [Ber96]) et nous ne la donnons pas. Signalons seulement comment sont définis
les �n. Si E est un D.m/.G/-module, l’homomorphisme �n est obtenu comme le
composé

�nWE �! HomV .D
.m/.G/; E/

�
�! E ˝ P n

.m/.G/:

Remarquons que comme d’habitude, le deuxième isomorphisme provient du fait
que les V -modules considérés sont localement libres sur S .

La commutativité du diagramme imposée dans la proposition précédente cor-
respond alors à l’associativité de l’action de D.m/.G/ sur E.

Supposons que I soit engendré sur S par une suite régulière de paramètres,
et reprenons les notations de la proposition 4.1.6, on voit que si x 2 E,

�n.x/ D
X

j
N
kj�n N

�h
N
kix ˝

N
t ¹kº;

et que les isomorphismes "n obtenus par extension des scalaires ont un inverse
défini par

"�1
n .x ˝ 1/ D

X

j
N
kj�n

.�1/jN
kj

N
t ¹N

kº ˝
N
�h

N
ki:

Cette description en termes de G-m-PD-stratification pour les D.m/.G/-mo-
dules nous donne le corollaire suivant comme en 1.2.3.3 de [Ber96].

Corollaire 4.2.3. Supposons que I soit engendré sur S par une suite régu-
lière de paramètres, et reprenons les notations de la proposition 4.1.6. Soient E,
F deuxD.m/.G/-modules à gauche. Alors

(i) Il existe surE˝V F une unique structure deD.m/.G/-module à gauche telle
que, pour tout

N
k et x 2 E, y 2 F , on ait

N
�h

N
ki � .x ˝ y/ D

X

N
l�

N
k

�

N
k

N
l

�

N
�h

N
lix ˝

N
�h

N
k�

N
liy:

(ii) Il existe sur HomV .E; F / une unique structure deD.m/.G/-module à gauche
telle que, pour tout

N
k, tout morphisme 'WE ! F , tout x 2 E, on ait

.
N
�h

N
ki'/.x/ D

X

N
l�

N
k

.�1/jN
l j

�

N
k

N
l

�

N
�h

N
k�

N
li.'.
N
�h

N
lix//:
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Corollaire 4.2.4. Sous les hypothèses de § 3.1, on dispose d’un foncteur de
la catégorie des G-modules vers la catégorie des D.m/.G/-modules.

Démonstration. Soit M un G-module dont la structure est définie par une
application �M M ! M ˝ V ŒG� vérifiant (20). Il suffit de montrer que l’on
peut munir M d’une G-m-PD-stratification. Pour cela on vérifie le critère de la
proposition 4.2.2 (pour les D.m/.G/-modules), en posant

�n D .IdM ˝�m/ ı�M WM �!M ˝ P n
.m/.G/:

Pour n D 0, l’algèbre P n
.m/
.G/ est égale à V et on vérifie comme dans le cas

classique que �0 D IdM en utilisant les relations (20). Nous vérifions à présent
que le diagramme donné en (ii) de la proposition 4.2.2 commute, en utilisant
la commutation du diagramme ci-dessous (par définition de l’application ın;n0

,
voir (26))

V ŒG� V ŒG�˝ V ŒG�

P nCn0

.m/
.G/ P n

.m/
.G/˝ P n0

.m/
.G/;

 

!
�]

 !�m  !�m˝�m

 

!
ın;n0

et les égalités qui suivent, lesquelles font intervenir les relations vérifiées par
l’application �M

Id˝ın;n0

ı .IdM ˝�m/ ı�M

D .IdM ˝.�m ˝ �m/ ı �
]/ ı�M

D .IdM ˝.�m ˝ �m// ı .�M ˝ IdV ŒG�/ ı�M

D ..IdM ˝�m/ ı�M ˝ Id
P n0

.m/
.G/
/ ı .IdM ˝�m/ ı�M : �

Toutes les constructions sont fonctorielles.

Remarque. De façon analogue aux stratifications, nous pouvons donner une
description desD.m/.G/-modules à droite en définissant la notion de costratifica-
tion comme dans le chapitre 1 de [Ber00]. Nous n’entrerons pas dans ces détails
ici.

4.3 – Liens avec les faisceaux différentiels sur G.

SoientG un schéma en groupes lisse sur S ,� l’immersion diagonaleG ,! G�G,
définie par l’idéal I�, eG D e � IdG , c’est-à-dire

eG WG ,�! G �G;

g 7�! .e; g/:
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Alors on a pour t 2 V ŒG�, ."G ˝ Id/.1˝ t � t ˝ 1/ D t � "G.t / 2 I, si bien que
.eG/

�.I�/ D I, et le diagramme suivant est cartésien

(28)

S G

G G � G:

 - !
e

 
-

! e �
 
-

! �

 

!
eG

Considérons la m-PD-enveloppe de V ŒG� pour l’idéal I définissant e, P n
.m/
.G/

introduite au début de § 4. Le faisceau I�=I
2
� est localement libre sur G. Par la

propriété de changement de base dans le cas régulier de 1.5.3 de [Ber96] par le
morphisme e, on dispose de la proposition suivante.

Proposition 4.3.1. Il existe des isomorphismes canoniques dem-PD-algèbres

V ŒG�=I ˝V ŒG� �.G;P
n
G;.m// ' P

n
.m/.G/;

pour cet isomorphisme �.G;Pn
G;.m/

/ est un V ŒG�-module via f 7! f ˝ 1.

On en déduit des surjections

smW�.G;P
n
G;.m// �� P n

.m/.G/:(29)

Soit rm (voir (5)) le morphisme canonique V ŒG� ˝ V ŒG� ! �.G;Pn
G;.m/

/,
d1WV ŒG� ! V ŒG� ˝ V ŒG� donné par d1.f / D 1 ˝ f et reprenons �m de (23).
L’énoncé se complète de l’observation suivante, qui résulte directement du chan-
gement de base car ."G ˝ id/.1˝ f / D f pour f 2 V ŒG�.

Proposition 4.3.2. Le diagramme suivant de V ŒG�-modules est commutatif :

V ŒG� �.G;Pn
G;.m/

/

P n
.m/
.G/:

 !�m

 

!
d1

 

�

sm

Fixons un entier m. En dualisant les isomorphismes de la proposition 4.3.1, on
obtient la

Proposition 4.3.3. Il existe des isomorphismes de V -modules

ˇmWD
.m/
n .G/ ' V ŒG�=I ˝V ŒG� �.G;D

.m/
G;n/;

resp.

D.m/.G/ ' V ŒG�=I ˝V ŒG� �.G;D
.m/
G /:
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Remarque. La surjection �.G;D.m/
G;n/ ! D

.m/
n .G/ qui résulte de ces appli-

cations n’est pas un morphisme d’anneaux. Par exemple, dans le cas où m D 0,
p ¤ 2, G D Gm D SpecV ŒT; T�1�, T � 1 est une coordonnée locale au voisinage
de 1, et aussi un générateur de I� . Ainsi, � D 1˝T �T˝1, et e�.�/ D T �1, ce qui
donne e�.@T / D �

h1i D �. Dans ce cas, @h2i
T D @

2
T . Or, on a aussi e�.@

h2i
T / D �h2i.

Et on calcule

e�.@2
T / D �

h2i ¤ �2;

d’après la formule (27).

Soit P 2 �.G;D.m/
G /, on note P.e/ l’image de P par la surjection canonique

�.G;D
.m/
G / �� V ŒG�=I ˝V ŒG� �.G;D

.m/
G /:(30)

De même, soit f 2 V ŒG�, on note f .e/ D "G.f / l’image de f par la surjection
"G WV ŒG� � V définissant la section identité deG, l’action de P n

.m/
.G/ se fait via

�m. Alors on a

Proposition 4.3.4. Soient f une section locale de V ŒG� et P 2 �.G;D.m/
G /.

Alors
.P.e//.f / D .P.f //.e/:

Démonstration. Notons d0WV ŒG�! V ŒG�˝V V ŒG� l’application définie par
d0.f / D f ˝ 1. L’énoncé résulte du diagramme suivant. Par définition, dans ce
diagramme, le carré de droite est commutatif, et le carré du milieu est commutatif
car provient du changement de base par eG :

V ŒG� V ŒG�˝V V ŒG� �.G;Pn
X;.m/

/ V ŒG�

V ŒG� P n
.m/
.G/ V:

 

!
d0

 

!
Id

 

!
rm

 � "G˝Id

 

!
P

 �  � "G

 

!
�m  

!
P.e/

�

4.4 – Opérateurs différentiels sur des G-schémas

Nous nous plaçons toujours sous les hypothèses de § 3.1. Le but est de montrer
le théorème 4.4.9.2. On commence par construire, dans le cas où un schéma en
groupes G agit à gauche sur un S -schéma lisse X , un anti-homomorphisme de
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l’algèbre des distributions de G, D.m/.G/ vers d’algèbre de sections globales
�.X;D

.m/
X /. Dans le cas d’une action à droite, la construction analogue fournit

un homomorphisme entre ces deux algèbres, cf. II.§ 4. no. 4.5 de [DG70]. On
en déduit un homomorphisme d’algèbres de l’algèbre des distributions de G,
D.m/.G/, vers l’algèbre des opérateurs différentiels globales de niveau m sur X .

On rappelle qu’on note l’action � WG�X ! X et �] le morphisme de faisceaux

�]WOX �! V ŒG�˝V OX :

Proposition 4.4.1. SoientX un S -schéma lisse sur lequel G agit à gauche, et
m un entier. Il existe un anti-homomorphisme d’algèbres filtréesQm de l’algèbre
D.m/.G/ vers l’algèbre des sections globales sur X du faisceau D

.m/
X . Si X est

muni d’une action à droite, on trouve un homomorphisme d’algèbres filtrées de
l’algèbre D.m/.G/ vers l’algèbre des sections globales sur X du faisceau D

.m/
X .

Démonstration. Pour la démonstration, on traite le cas de l’action de G à
gauche sur X , le cas à droite étant symétrique. Soit � WG �X ! X l’action de G
sur X . On décompose

IdX WX
eX

,�! G � X
�
�! X;

x 7�! .e; x/:

Rappelons que d’après (9), on dispose d’un projecteur q1, qui est un m-PD-
morphisme, q1WP

n
G�X;.m/

� p�
1P

n
G;.m/

. Considérons le composé

(31) q1 ı d� W �
�Pn

X;.m/ �! Pn
G�X;.m/ �� p�

1P
n
G;.m/

où d� est le m-PD-morphisme qui apparaît dans la preuve de la proposition 3.4.1.
Comme IdX D � ı eX , on trouve en appliquant e�

X au morphisme précédent un
morphisme de faisceaux d’algèbres Pn

X;.m/
! e�

Xp
�
1P

n
G;.m/

. On voit que p1 ıeX D

e ı stX où stX est le morphisme structural de X vers S , de sorte que

e�
Xp

�
1P

n
G;.m/ ' OX ˝V e

�Pn
G;.m/

' OX ˝V P
n
.m/.G/ d’après la proposition 4.3.1:

Avec cette identification, on voit que la flèche p�
1P

n
G;.m/

! eX�OX ˝V P
n
.m/
.G/

est la flèche p�
1 sm où sm est donnée en (29). Ceci nous donne finalement une

application

� .n/
m WP

n
X;.m/ �! OX ˝V P

n
.m/.G/:(32)

La remarque suivante sera utile dans la suite.
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Proposition 4.4.2. Le faisceauOX˝V P
n
.m/
.G/ est un faisceau deOX -modules

localement libres.

En effet, le faisceau OS ˝V P n
G;.m/

est localement libre sur S . Supposons
que sur S , l’idéal I soit engendré par une suite régulière d’éléments t1; : : : ; tN ,
alors P n

.m/
.G/ est libre de base les éléments

N
t ¹N

kº pour j
N
kj � n et le faisceau

OX ˝V P
n
.m/
.G/ est un OX -module libre de base les éléments

1˝
N
t ¹N

kº tels que j
N
kj � n:

Introduisons �m (resp. rm) est l’application canonique de (23) (resp. (5)).

Dans la suite, on munit OX ˝V P n
.m/
.G/ de la m-PD-structure provenant de

celle de P n
.m/
.G/. Les propriétés de � .n/

m sont décrites par la

Proposition 4.4.3. (i) L’application � .n/
m est un m-PD-morphisme.

(ii) Le morphisme � .n/
m est OX -linéaire pour la structure de OX -module à

gauche de Pn
X;.m/

.

(iii) Soit b 2 OX , tel que �].b/ D
P

i ci ˝ di , avec ci 2 V ŒG�, et di 2 OX ,
alors

� .n/
m .1˝ b/ D

X

i

�m.ci /˝ di 2 P
n
.m/.G/˝ OX ;

où �m est l’application canonique de (23) (resp. (5)).

(iv) Les applications � .n/
m sont compatibles entre elles pour n et m variables.

Démonstration. Le (i) provient du fait que l’application q1 ıd� , defini dans
la preuve de la proposition précédente, est un m-PD-morphisme et du fait que la
formation des m-PD-enveloppes commute aux extensions de base dans le cas où
on considère des idéaux réguliers. La OX -linéarité de (ii) est automatique car q1 et
d� sontOG�X -linéaires. Montrons (iii). Dans la suite, grâce à la section canonique
1 de Pn

X;.m/
, on identifie V ŒG�˝V p

�1
2 OX , à un sous-faisceau de

��Pn
X;.m/ ' .V ŒG�˝ OX /˝��1OX

��1Pn
X;.m/:

On a
d�.1˝ 1˝ .1˝ ��1.b// D

X

i

.ci ˝ 1/ � .1˝ di /:

Calculons maintenant le projecteur q1 sur les éléments du type 1 ˝ di . Soient
x1; : : : ; xM un système de coordonnées locales surX , x0

1; : : : ; x
0
N des coordonnées

locales surG, �i D 1˝xi�xi˝1, � 0
j D 1˝x

0
j�x

0
j˝1. Les opérateurs différentiels
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relatifs à ce choix de coordonnées sont alors notés
N
@h

N
k0i

N
@h

N
ki tandis que les éléments

N
� ¹

N
k0º

N
� ¹

N
kº forment une base locale de Pn

G�X;.m/
pour j

N
kj C Œ

N
k0j � n. Reprenons les

notations de l’énoncé, la formule de Taylor donne

1˝ di D
X

j
N
kj�n
N
@h

N
ki.di /

N
� ¹

N
kº 2 Pn

G�X;.m/;

de sorte que q1.1˝ 1˝ 1˝di / D 1˝di 2 p
�
1P

n
G;.m/

et donc par les propriétés de
linéarité des applications considérées, q1.1˝ 1˝ ci ˝ di / D .1˝ ci /.1˝ di / 2

p�
1P

n
G;.m/

. Il résulte de la proposition 4.3.2, que sm.1 ˝ ci / D �m.ci /, ce qui
démontre la formule de (iii). L’assertion (iv) est claire. 4

Dans la situation (iii) de la proposition, on notera dans la suite plus simplement

� .n/
m .1˝ b/ D

X

i

ci ˝ di :

Indiquons maintenant comment calculer l’application graduée en degré 1 de
�

.n/
m pour sa filtration m-PD-adique. Soient gr1 q1 et gr1 d� les gradués de degré
1 des m-PD-morphismes q1 et d� . Donc, on dispose de

gr1 q1 ı gr1 d� D gr1 .q1 ı d�/W �
��1

X �! �1
G�X �! p�

1�
1
G :

Alors l’application gr1 �
.n/
m est obtenue comme la composée

gr1 �
.n/
m W�

1
X

e�
X

gr1 d�

�������! e�
X�

1
G�X

e�
X

gr1 q1

�������! e�
Xp

�
1�

1
G �� I=I 2 ˝V OX ;(33)

où la dernière flèche est la surjection naturelle.

Soit maintenant u un élément de D.m/
n .G/, on lui associe l’opérateur différen-

tiel Qm;n.u/ 2 �.X;D
.m/
X;n/ suivant (défini localement)

Qm;n.u/WP
n
X;.m/

�
.n/
m
���! P n

.m/.G/˝ OX
u˝Id
����! OX :

Ces applications Qm;n passent à la limite inductive sur m pour m variable en un
morphisme filtré V -linéaire

QmWD
.m/.G/ �! �.X;D

.m/
X /:(34)

Constatons enfin que Qm.1/ D 1. En effet, P 0
.m/
.G/ ' V et � .0/

m WOX ! OX est
OX -linéaire et unitaire, donc vaut IdOX

. Ainsi Qm.1/ D 1.
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Pour compléter la preuve de la proposition 4.4.1, il nous reste à vérifier le
lemme suivant.

Lemme 4.4.4. L’application QmWD
.m/.G/ ! �.X;D

.m/
X / est un anti-homo-

morphisme d’algèbres, i.e. Qm.uv/ D Qm.v/Qm.u/.

Soient u 2 D.m/
n .G/, v 2 D.m/

n0 .G/, les applications Qm.uv/ et Qm.v/Qm.u/

vus comme éléments de HomOX
.PnCn0

X;.m/
;OX/ sont OX -linéaires (pour l’action à

gauche sur Pn
X;.m/

). Pour les comparer, nous calculons d’abord Qm.uv/.1 ˝ b/

pour b 2 OX . Décomposons �].b/ D
P

i ci ˝ di , avec ci 2 V ŒG�, di 2 OX .

Rappelons que ın;n0

est définie en (26). Pour calculer Qm.uv/.1 ˝ b/, nous
considérons l’application Rm, obtenue comme le composé suivant :

PnCn0

X;.m/

�
.nCn0/
m
������! P nCn0

.m/
.G/˝V OX

ın;n0
˝Id

�������! P n
.m/
.G/˝V P

n0

.m/
.G/˝V OX ;

1˝ b 7������!
P

i ci ˝ di 7�������!
P

i �
].ci /˝ di ;

qui est un m-PD-morphisme comme composé de m-PD-morphismes.

Reprenons la définition du produit des opérateurs différentiels de (11), qui fait
intervenir ın0;nWPnCn0

X;.m/
! Pn0

X;.m/
˝OX

Pn
X;.m/

, tel que ın0;n.a˝b/ D a˝1˝1˝b.

Si Pn0

X;.m/
est muni de la structure de OX donnée par la multiplication à droite,

nous identifions dans le diagramme qui suit Pn0

X;.m/
˝OX

P n
.m/
.G/ ˝V OX à

P n
.m/
.G/˝V Pn0

X;.m/
en envoyant .a˝ b/˝ .c˝d/ sur c˝ .a˝db/. Pour calculer

Qm.v/Qm.u/ notons Sm le composé

PnCn0

X;.m/

ın0;n

����! Pn0

X;.m/
˝OX

Pn
X;.m/

Id x̋ �
.n/
m

������! P n
.m/
.G/˝V Pn0

X;.m/

1˝ b 7����! 1˝ 1˝ 1˝ b 7������!
P

i ci ˝ .1˝ di /

Id ˝�
.n0/
m

�������! P n
.m/
.G/˝V P

n0

.m/
.G/˝V OX ;

7�������!
P

i ci ˝ �
].di /;

qui est un m-PD-morphisme.

La relation de comodule (20) appliquée à OX dit exactement queRm.1˝b/ D

Sm.1˝b/ pour tout b de OX , et par OX -linéarité, on voit queRm.1˝b�b˝1/ D

Sm.1˝ b � b˝ 1/. Comme Rm et Sm sont des m-PD-morphismes, ils coïncident
donc pour tout élément x D 1˝ b � b˝ 1, sur les éléments x¹qº, pour tout entier
q. Ces éléments engendrentPn

X;.m/
comme OX -algèbre (1.4.4 de [Ber96]) de sorte

que les m-PD-morphismes Rm et Sm sont égaux.
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Soient u; v deux éléments deD.m/.G/, etˆu;v D Id x̋u x̋ v l’homomorphisme
d’évaluation OX˝V P

n
.m/
.G/˝V P

n0

.m/
.G/! OX . L’opérateur différentielQm.uv/

est égal àˆu;v ıRm etQm.v/Qm.u/ est égal àˆu;v ıSm, d’où l’égalitéQm.uv/ D

Qm.v/Qm.u/. �

Donnons maintenant une variante à droite de ce lemme, dans le cas où G agit
à droite sur un S -schéma lisse X . Dans ce cas la définition de Qm est tout à fait
analogue et on obtient le

Lemme 4.4.5. Si G agit à droite sur un S -schéma lisse X , l’application
QmWD

.m/.G/ ! �.X;D
.m/
X / est un homomorphisme d’algèbres, i.e. Qm.uv/ D

Qm.u/Qm.v/.

Dans la suite, on se donne une action à gauche de G sur un S -schéma lisse
X . La version à droite s’obtient facilement à partir de la version à gauche. Les
raisonnements faisant intervenir les gradués des algèbresD.m/.G/ et �.X;D.m/

X /

sont complètement identiques.

Reprenons maintenant les notations de la proposition 4.1.6 et de § 2.2.2.

Corollaire 4.4.6. (i) �.X;OX/ est unD.m/.G/-module, dont la structure est
compatible avec sa structure de �.X;D.m/

X /-module.

(ii) On suppose que l’idéal I est engendré par une suite régulière d’éléments
t1; : : : ; tN , alorsD.m/.G/ est libre de base les éléments

N
�h

N
ki et on peut considérer

N
�

h
N
ki

X D Qm.
N
�h

N
ki/. On dispose du formulaire suivant pour

N
k tel que j

N
kj � n, et

N
i tel

que j
N
i j � n,

� .n/
m .1˝ f / D

X

j
N
l j�n
N
t ¹N

lº ˝
N
�

h
N
li

X .f / pour tout f 2 OX ( formule de Taylor);

(35)

� .n/
m .�/ D

X

j
N
l j�n
N
t ¹N

lº ˝
N
�

h
N
li

X .�/ pour tout � 2 Pn
X;.m/;

N
�

h
N
ki

X f D
X

N
k0C

N
k00D

N
k

²

N
k

N
k0

³

N
�

h
N
k0i

X .f /
N
�

h
N
k00i

X 2 D
.m/
X :(36)
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Démonstration. Commençons par (i). La structure de D.m/.G/-module de
OX est donnée par le morphisme composé, pour u 2 D.m/.G/,

OX �! Pn
X;.m/

Qm.u/
�����! OX ;

f 7�! 1˝ f;

et est donc par définition compatible avec l’anti-homomorphisme d’algèbres
D.m/.G/! �.X;D

.m/
X /.

Montrons (ii). Comme
N
�h

N
ki est la base duale de

N
t ¹N

kº, on a

� .n/
m .1˝ f / D

X

j
N
l j�n
N
t ¹N

lº ˝Qm.
N
�h

N
li/.f /;

ce qui donne (35). C’est exactement la même chose pour la formule suivante. Pour
la dernière formule, il suffit de comparer ces deux opérateurs différentiels sur les
sections locales � de Pn

X;.m/
. Soit � une section locale de Pn

X;.m/
,

.
N
�

h
N
ki

X f /.�/ D .
N
�h

N
ki ˝ Id/.� .n/

m ..1˝ f /�//:

Or on a

.� .n/
m ..1˝ f /�// D � .n/

m .1˝ f /� .n/
m .�/ (d’après (35))

D
�

X

j
N
k0j�n
N
t ¹N

k0º ˝
N
�

h
N
k0i

X .f /
��

X

j
N
k00j�n

N
t ¹N

k00º ˝
N
�

h
N
k00i

X .�/
�

et donc

.
N
�h

N
ki ˝ Id/.� .n/

m ..1˝ f /�// D
X

N
k0C

N
k00D

N
k

²

N
k

N
k0

³

N
�

h
N
k0i

X .f /
N
�

h
N
k00i

X .�/;

ce qui montre la dernière formule. �

SoitD.m/.G/op l’algèbre opposée àD.m/.G/ (i.e munie du produitPQ D QP
dans D.m/.G/). Considérons A

.m/
X D D.m/.G/op ˝V OX . L’application Qm qui

est un homomorphisme d’algèbres D.m/.G/op ! D
.m/
X , s’étend par OX -linéarité

en une applicationQm;X WA
.m/
X ! D

.m/
X . Dans la suite, nous utilisons la notion de

OX -anneau en sens de Beilinson [Beil84]. Nous utilisons toujours les notations de
la proposition 4.1.6. Nous tirons de la proposition 4.4.1 et du corollaire précédent
le résultat suivant.
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Corollaire 4.4.7. (i) Le faisceau A
.m/
X est un faisceau de OX -modules loca-

lement libres.

(ii) Il existe une unique structure deOX -anneau filtré surA.m/
X compatible avec

la structure d’algèbre de D.m/.G/op et telle que si l’idéal I est engendré par une
suite régulière de paramètres t1; : : : ; tN , on ait, pour f 2 OX ,

.1˝ f /.
N
�h

N
ki ˝ 1/ D

X

N
k0C

N
k00D

N
k

²

N
k

N
k0

³

N
�h

N
k00i ˝

N
�

h
N
k0i

X .f /:

De plus, Qm;X WA
.m/
X ! D

.m/
X est un homomorphisme de OX -anneaux filtrés.

(iii) Il existe un isomorphisme canonique de OX -algèbres graduées

c�
m;X W gr� A

.m/
X ' S.m/.Lie.G//˝V OX :

En outre, les faisceaux A
.m/
X resp. gr� A

.m/
X sont des faisceaux de OX -anneaux

resp. de OX -algèbres cohérents, à sections noethériennes sur les ouverts affines.

Démonstration. Le (i) vient du fait que

A
.m/
X D D.m/.G/˝V OX ;

comme faisceau de groupes abéliens et du fait que OS˝V D
.m/.G/ est localement

libre sur S .

Passons au (ii). On observe que Qm;X .
N
�h

N
ki ˝ 1/ D Qm.

N
�h

N
ki/ et si f 2 OX ,

Qm;X .1˝ f / D f . On définit une multiplication twistée sur le produit tensoriel
A

.m/
X en utilisant l’application Qm et l’action naturelle de D

.m/
X sur OX . Cette

multiplication induit sur A.m/
X une structure de OX -anneau. En particulier, on peut

former les produits .1 ˝ f /.
N
�h

N
ki ˝ 1/ pour f 2 OX . Et puisque, par définition,

N
�

h
N
ki

X D Qm.
N
�h

N
ki/, la formule de l’énoncé implique que

Qm;X ..
N
�h

N
ki ˝ 1/.1˝ f // D

X

N
k0C

N
k00D

N
k

²

N
k

N
k0

³

N
�

h
N
k0i

X .f /
N
�

h
N
k00i

X

D
N
�

h
N
ki

X f (d’après (36))

D Qm;X .
N
�h

N
ki ˝ 1/Qm;X.1˝ f /:
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Le OX -anneau A
.m/
X est filtrée par les sous-OX -modules A.m/

X;nDD
.m/
n .G/˝V OX ,

et, par définition du produit, la structure de OX -anneau est compatible à cette fil-
tration. D’autre part, l’application Qm étant filtrée, c’est aussi le cas de Qm;X .
Comme OX est plat sur V , on voit que gr� A

.m/
X ' gr�D

.m/.G/˝OX et l’isomor-

phisme cherché suit alors de la proposition 4.1.13. Il en résulte que gr� A
.m/
X est

une OX -algèbre de type fini, donc noethérienne sur les ouverts affines car X est
noethérien, de sorte que A

.m/
X est aussi noethérien sur les ouverts affines par un

argument standard. De plus, pour tout couple d’ouverts affines U; V de X tels que
V � U ,OX .V / est plat surOX .U /, si bien queA.m/

X .V / est plat à droite et à gauche

sur A.m/
X .U /. Les deux conditions du critère 3.1.1 de [Ber96] sont donc remplies,

ce qui montre que A
.m/
X est un faisceau cohérent sur X . Le même raisonnement

s’applique au faisceau gr� A
.m/
X . �

4.4.8 – Étude du gradué de Qm;X

Comme le morphisme Qm;X est filtré, il induit par passage aux gradués un mor-
phisme

gr�Qm;X W gr� A
.m/
X �! gr� D

.m/
X :

En particulier, on dispose de gr1Qm;X W gr1Dm.G/ ˝V OX ! gr1 D
.m/
X . On en

déduit via les identifications xAm de (25) et xBm de (15) que gr1Qm;X induit une
unique application Qm;1 faisant commuter le diagramme suivant :

gr1D
.m/.G/˝V OX gr1 D

.m/
X

Lie.G/˝V OX TX :

 

!
gr1 Qm;X

 

! xAm˝Ido

 

! xBmo

 

!
Qm;1

Nous avons alors le

Lemme 4.4.8.1. Pour tout m, les applications Qm;1 coïncident en une même
application Q1WLie.G/˝V OX ! TX .

Démonstration. Notons IX l’idéal diagonal de X , xA��1
m la flèche obtenue

par dualité à partir de xAm de (25) et Sm;1W IX=I
2
X ! I=I 2˝V OX , obtenu comme

le composé, après les identifications (15),

Sm;1W IX=I
2
X

xB�
m
�! gr1 P

n
X;.m/

gr1 �
.n/
m

������! gr1 P
n
.m/.G/˝V OX

xA��1
m ˝Id
�������! I=I 2˝V OX :
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Alors l’application Qm;1 est donnée par le diagramme suivant

Lie.G/˝V OX �! TX ;

Nu 7�! Nu ı Sm;1:

Il suffit donc de montrer que ces applications Sm;1 sont égales à une même
application S1, ce qui provient du fait que les morphismes �m sont compatibles
pour m variable, de sorte que les gr1 �m sont tous égaux. �

Reprenons l’isomorphisme dm de (12) : gr� D
.m/
X

�
! S.m/.TX/, construit de

façon analogue à cm dans la proposition 4.1.13 et qui provient par dualité de l’iso-
morphisme canonique de m-PD-algèbres d�

mW�X;.m/.I=I
2/

�
! gr� PX;.m/ de (7).

On a alors la

Proposition 4.4.8.2. (i) Le diagramme suivant est commutatif :

gr� A
.m/
X gr� D

.m/
X

S.m/.Lie.G//˝V OX S.m/.TX/;

 

!
gr� Qm;X

 ! cm;Xo  ! dmo

 
!

où la seconde flèche horizontale est l’application S.m/.Qm;1/.

(ii) Si X est un espace homogène sous l’action de G, alors gr�Qm;X est
surjectif.

Démonstration. On a les égalités

gr� D
.m/
X D HomOX

�

M

n

I
¹nº
X =I

¹nC1º
X ;OX

�

et

gr�D
.m/.G/ D HomV

�

M

n

I ¹nº=I ¹nC1º; V
�

:

Les applications � .n/
m induisent une application

gr� �mW
M

n

I
¹nº
X =I

¹nC1º
X �!

M

n

I ¹nº=I ¹nC1º ˝V OX ;

de sorte que l’application gr�Qm;X est donnée par dualité

gr� A
.m/
X �! gr� D

.m/
X ;

Nu 7�! Nu ı gr� �m:
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De même l’application gr1Qm;X est donnée par

gr1 A
.m/
X �! gr1 D

.m/
X ;

Nu 7�! Nu ı gr1 �m:

La commutativité du diagramme de l’énoncé revient donc à la commutativité
du diagramme suivant :

L

n I
¹nº
X =I

¹nC1º
X

L

n I
¹nº=I ¹nC1º ˝V OX

�X;.m/.IX=I
2
X / �.m/.I=I

2/˝V OX :

 

!
gr� �m

 

!
�.m/.S1/

 

!

Id ˝c�
m o  

!

d�
m o

Nous devons comparer d�
m ı �.m/.S1/ et gr� �m ı .Id˝c�

m/, qui sont des m-PD-
morphismes dem-PD-algèbres graduées. En degré 1, d�

m D xB
�
m (resp. c�

m D xA
�
m),

si bien que ces morphismes sont égaux en degré 1 par définition de S1. Comme
la m-PD-algèbre �X;.m/.I=I

2/ est engendrée par les éléments de degré 1, on voit
ainsi que les morphismes d�

m ı �.m/.S1/ et gr� �m ı .Id˝c�
m/ sont égaux.

Observons pour (ii) que Q1 est l’application habituelle Lie.G/˝V OX ! TX ,
qui est surjective siX est unG-espace homogène, par un argument classique refait
en 1.6 de [NH09]. Ceci montre par (i) que l’application gr�Qm;X est surjective.

�

4.4.9 – Opérateurs différentiels invariants sur G

On suppose ici que G est un schéma en groupes affine et lisse sur S . On rappelle
les définitions pour le cas d’une action à droite X � G ! X . Ces définitions
s’adaptent de façon évidente pour le cas d’une action à gauche.

Comme G est plat, le morphisme de projection p1WX � G ! X est affine
et plat. Soit E un faisceau de OX -modules G-équivariant par un isomorphisme
ˆW ��E

�
! p�

1E. La formule de Künneth donne un isomorphisme pour tout k 2 N

H k.X �G; p�
1E/ ' H

k.X;E/˝V V ŒG�:

L’application composée suivante uk
G.ˆ/, seulement notée uG pour k D 0 :

H k.X;E/! H k.X �G; ��E/
H k.ˆ/
�����! H k.X �G; p�

1E/

donne donc finalement un morphisme �k, seulement notée � pour k D 0 :

�k WH k.X;E/ �! H k.X;E/˝V V ŒG�;

dont le lecteur pourra vérifier qu’il définit une structure de G-module (à gauche)
sur H k.X;E/. Les relations de comodule viennent des relations de cocycles.
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Définition 4.4.9.1. Les éléments G-invariants de �.X;E/ sont les éléments
P de �.X;E/ tels que �.P / D P ˝ 1. Le sous-espace de �.X;E/ formé par des
éléments G-invariants est noté �.X;E/G.

En particulier, on a �.X;Pn
X;.m/

/G , �.X;D.m/
X /G , �.X;D.m/

X;n/
G , etc.

Si X est égal à G, l’action des translations à droite de G sur lui-même (g 2 G
opéré par h 7! hg) va donner une action à gauche sur �.G;D.m/

G / et Qm est
alors à valeurs dans les opérateurs différentiels invariants pour cette action, ce qui
étend la proposition classique (II, § 4, no. 6 de [DG70]) suivante. Pour énoncer
cette proposition, on considère les applications Qm de la proposition 4.4.1, ainsi
que l’application d’évaluation eveW�.G;D

.m/
G /G ! D.m/.G/ qui est définie par

P 7! P.e/, cf. (30).

Théorème 4.4.9.2. Les applications canoniques Qm et eve sont des iso-
morphismes d’algèbres filtrées, inverses l’un de l’autre entre �.G;D.m/

G /G et

D.m/.G/. Ces applications induisent des bijections canoniques entre�.G;D.m/
G;n/

G

et D.m/
n .G/.

Démonstration. Montrons d’abord l’énoncé à un ordre n fixé, le cas de
D.m/.G/ s’en déduit par passage à la limite. Observons d’abord que si u 2
D

.m/
n .G/, alors Qm.u/ est invariant.
Soit P 2 �.G;D.m/

G;n/, et ˆW��Pn
G;.m/

! p�
1P

n
G;.m/

l’isomorphisme donnant
la G-équivariance des faisceaux Pn

G;.m/
pour l’action des translations à droite de

G sur G. La condition d’invariance de P s’écrit, pour tout � 2 ��1Pn
G;.m/

,

P.�/˝��1OX
1˝ 1 D .P ˝p1

�1OX
1˝ 1/.ˆ.� ˝ 1˝ 1// 2 OG�G ;

ou encore pour tout � 2 ��1Pn
G;.m/

�].P.�// D .P ˝p1
�1OX

1˝ 1/.ˆ.� ˝ 1˝ 1// 2 OG�G :

Considérons le m-PD-morphisme composé xUm

��1Pn
G;.m/

��1�
.n/
m

������! P n
.m/.G/˝V �

�1V ŒG�
Id ˝�]

�����! P n
.m/.G/˝V OG�G ;

que nous étendons par ��1OG linéarité en un m-PD-morphisme

UmW�
�Pn

G;.m/ �! P n
.m/.G/˝V OG�G :



Algèbres de distributions et D-modules arithmétiques 55

Ici, l’application �.n/
m est définie en (32) pour X WD G et � WD �. Considérons à

présent le m-PD-morphisme composé xVm

Pn
G;.m/

ˆ
�! p�

1P
n
G;.m/

p�1
1

�
.n/
m ot

p�1
1

V ŒG�
IdG�G

�������������������! P n
.m/.G/˝V OG�G ;

que nous étendons par ��1OG linéarité en un m-PD-morphisme

VmW�
�Pn

G;.m/ �! P n
.m/.G/˝V OG�G :

Nous observons que pour tout � 2 ��1Pn
G;.m/

, et P D Qm.u/

Qm.u/.�/˝��1OX
1˝ 1 D .u˝ Id˝ Id/ ı Um;

.Qm.u/˝p1
�1OX

˝1˝ 1/.ˆ.� ˝ 1˝ 1// D .u˝ Id˝ Id/ ı Vm:

Nous sommes donc ramenés à montrer que Um et Vm coïncident, et, comme ce
sont des m-PD-morphismes OG�G-linéaires, à montrer que Um.� ˝ 1 ˝ 1/ D

Vm.�˝1˝1/ pour tout � D 1˝t�t˝1, où t 2 V ŒG�. Dans ce cas le calcul provient
en fait d’un calcul à valeurs dans V ŒG�˝V OG�G et on compose avec �m˝ IdG�G

pour l’avoir à valeurs dansP n
.m/
.G/˝V OG�G . Posons�].t / D

P

i ai˝bi , si bien
que

ˆ.� ˝ 1˝ 1/ D
X

i

.1˝ ai � ai ˝ 1/.1˝ bi / 2 p
�
1P

n
G;.m/;

Um.� ˝ 1˝ 1/ D .�m ˝ IdG�G/ ı .Id˝�
]/

�

X

i

ai ˝ bi � 1˝ t
�

D .�m ˝ IdG�G/
�

X

i

bi ˝ �
].ai / � 1˝ �

].t /
�

;

Vm.� ˝ 1˝ 1/ D
X

i

�m.1˝ ai � ai ˝ 1/ p̋�1
1 V ŒG� .1˝ bi /

D .�m ˝ IdG�G/
�

X

i

.�].ai / � 1˝ ai / p̋�1
1

V ŒG� .1˝ bi /
�

D .�m ˝ IdG�G/
�

X

i

�].ai /˝ bi �
X

i

1˝ ai ˝ bi

�

D .�m ˝ IdG�G/
�

X

i

�].ai /˝ bi � 1˝ �
].t /

�

;

d’où l’égalité cherchée.
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Ainsi l’applicationQm est à valeurs dans l’algèbre �.G;D.m/
G;n/

G . Construisons

maintenant une application réciproque �.G;D.m/
G;n/

G ! D
.m/
n .G/ pour terminer

la démonstration du théorème.

Soit P un opérateur différentiel de �.G;D.m/
G;n/, qui définit une application

V ŒG�-linéaire à gauche Pn
G;.m/

! V ŒG�. Comme dans la proposition 4.3.3, on

note P.e/ l’élément de D.m/
n .G/, induit par "�

GP .

Observons tout de suite que si u 2 D.m/
n .G/, alors

Qm.u/.e/ D u:

L’opérateur Qm.u/ est en effet donné par le diagramme

Pn
G;.m/

�m
�! P n

.m/.G/˝ V ŒG�
u˝Id
����! V ŒG�;

et donc Qm.u/.e/ par le diagramme

"�
GPn

G;.m/ ' P
n
.m/.G/

u
�! V;

ce qui montre notre assertion.

Soit maintenant P un élément de �.G;D.m/
G;n/

G , nous allons vérifier que

Qm.P.e// D P:

Considérons e � IdG WG ! G � G, qui envoie g sur .e; g/ introduit en § 4.3.
Alors le faisceau .e � IdG/

�.p�
1P

n
G;.m/

/ est égal à P n
.m/
.G/ ˝V V ŒG� et

.e � IdG/
�.p�

1P
n
G;.m/

/ à Pn
G;.m/

. Reprenons le m-PD-morphisme

ˆW��Pn
G;.m/ �! p�

1P
n
G;.m/

donnant la G-équivariance des faisceaux Pn
G;.m/

et le m-PD-morphisme �
.n/
m

de (32) (pour X WD G et � WD �). Nous disposons alors du lemme suivant.

Lemme 4.4.9.3. Les applications .e � IdG/
�ˆ et �.n/

m coïncident.

Démonstration. Comme on doit comparer deux m-PD-morphismes
OG-linéaires, de Pn

G;.m/
! P n

.m/
.G/ ˝V V ŒG�, il suffit de comparer ces appli-

cations sur les éléments � avec � D 1˝ t � t ˝ 1 et t une section locale de V ŒG�.
Posons �].t / D

P

i ai ˝ bi .
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Calculons

."�
G ˝ IdG/

� ıˆ.� ˝ 1˝ 1/

D ."�
G ˝ IdG/

�
�

X

i

.1˝ ai � ai ˝ 1/ p̋�1
1

V ŒG� .1˝ bi /
�

D .�m ˝ IdG/
�

X

i

.ai � ai .e//˝V bi

�

D .�m ˝ IdG/.�
].t / � 1˝ t /;

qui est bien égal à �.n/
m .�/, comme cela a déjà été calculé. 4

Considérons maintenant le diagramme suivant, où P est un opérateur différen-
tiel sur G :

Pn
G;.m/

V ŒG�

��Pn
G;.m/

p�
1P

n
G;.m/

OG�G

Pn
G;.m/

P n
.m/
.G/˝V V ŒG� V ŒG�:

 

!
P

 

!
ˆ

 

�
 

� ˚

 

!
P ˝IdG�G

 

� ˚

 

�
 

�

 

!
�

.n/
m  

!
P.e/˝IdG

Les flèches de la ligne du haut et de la ligne du bas se déduisent de la ligne
du milieu par application de "�

G ˝ IdG . Le carré en bas à gauche est commutatif
grâce au lemme précédent, le carré en bas à droite est commutatif par définition
de P.e/. La ligne du bas calcule doncQm.P.e//.

Supposons que P est invariant, alors pour toute section locale � de Pn
G;.m/

,
on a

�].P.�// D .P ˝ 1˝ 1/ ıˆ.� ˝ 1˝ 1/:

Comme P.�/ D ."�
G˝ IdG/ı�

].P.�//, la condition d’invariance dit précisément
que le rectangle du haut est commutatif.

Et donc, si P est invariant, on a bien P D Qm.P.e//.
Comme l’application d’évaluation restreinte à �.G;D.m/

G /G est un inverse de
Qm, il est automatique que cette application est un homomorphisme d’algèbres.
Ceci montre finalement le théorème. �
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Terminons par deux exemples. D’abord le cas du groupe additif de dimen-
sion 1, Ga D SpecV ŒT �, @hki les opérateurs différentiels relatifs au choix de la
coordonnée T .

Proposition 4.4.9.4. Reprenons la base deD.m/.Ga/ de la proposition 4.1.11.
Alors

Qm.�
hki/ D @hki:

Démonstration. Notons u D T ˝ 1, v D 1 ˝ T 2 V ŒT � ˝ V ŒT �, � D
1˝T �T ˝ 1 2 Pn

G;.m/
, �u D 1˝ 1˝u�u˝ 1˝ 1, �v D 1˝ 1˝ v�v˝ 1˝ 1 2

Pn
G�G;.m/

. On note t D T définissant l’idéal de l’élément neutre de Ga. Ainsi

les éléments t ¹kº forment une base de P n
Ga;.m/

. Rappelons l’application q1 ı d�

de (31) pour � WD � égal à l’action à droite de Ga sur lui-même.

Comme la loi de groupes est donnée par �].T / D 1˝ T C T ˝ 1, on a

d�.�/ D �u C �v

d�.� ¹kº/ D .�u C �v/
¹kº

(par (1))

D
X

k0Ck00Dk

�

k

k0

�

� ¹k0º
u �v¹k

00º

et donc q1 ı d�.�
¹kº/ D �

¹kº
u , ce qui, en appliquant la description explicite de Q̌m

de la proposition 4.3.1, donne

�.n/
m .� ¹kº/ D tk ˝ 1 2 P n

Ga;.m/ ˝ V ŒT �:

Par définition, les �¹lº sont la base duale des T k , ce qui implique que lesQm.�
¹lº/

sont la base duale des � ¹kº, d’où l’énoncé. �

Prenons maintenantG D Gm, qu’on identifie à SpecV ŒT; T �1�. Soit t D T �1,
I D tV ŒT; T�1� est l’idéal définissant l’élément neutre. Soient @hki les opérateurs
différentiels relatifs au choix de la coordonnée T .

Proposition 4.4.9.5. Reprenons la base deD.m/.Gm/ donnée dans la propo-
sition 4.1.12. Alors

Qm.�
hki/ D T k@hki:
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Démonstration. Notons u D T ˝ 1, v D 1˝ T 2 V ŒT; T �1�˝ V ŒT; T�1�,
� D 1˝T �T ˝1 2 Pn

G;.m/
, �u D 1˝1˝u�u˝1˝1, �v D 1˝1˝v�v˝1˝1 2

Pn
G�G;.m/

. Avec ces notations, l’immersion fermée eG correspond à la surjection

"G ˝ IdG WV Œu; u
�1; v; v�1� �� V ŒT; T �1�;

u 7�! 1;

v 7�! T:

Comme la loi de groupes est donnée par �].T / D T ˝ T , on a

d�.�/ D .v C �v/�u C u�v

q1 ı d�.�
¹kº/ D vk� ¹kº

u :

Et finalement on trouve

�.n/
m .� ¹kº/ D t ¹kº ˝ T k 2 P n

Gm;.m/ ˝ V ŒT; T
�1�;

ce qui permet de montrer la formule de l’énoncé. �

Passons à une variante twistée de ce qui précède.

4.5 – Opérateurs différentiels twistés sur des G-schémas

Reprenons ici la situation de § 4.4 : G agit à gauche sur un schéma X , lisse
sur S , via un morphisme � WG � X ! X . On note aussi p2WG � X ! X la
deuxième projection. Supposons de plus que X est muni d’un faisceau inversible
L, G-équivariant. Suivant § 2.2.4, nous considérons les faisceaux d’opérateurs
différentiels twistés par L

tD
.m/
X ' L˝OX;g

D
.m/
X ˝OX;d

L�1:

Dans cette sous-section, nous allons démontrer que tous les énoncés précédents
restent vrais dans le cas de ces faisceaux. Pour ce faire, définissons en suivant les
notations de § 2.2.1, le fibré vectoriel associé à L

Y D Spec S.L/;

et q le morphisme canonique : Y ! X . Comme L est équivariant, il existe
d’après § 3.3.1 un isomorphisme ˆLW �

�L ' p�
2L vérifiant certaines conditions

de cocycle. Cet isomorphisme s’étend en un isomorphisme gradué ˆW ��S.L/ '

p�
2 S.L/, qui permet de définir une action à gauche �Y WG � Y ! Y . On notera
p0

2 la deuxième projection, p0
2WG � Y ! Y . Par définition, ˆj��1OX

est le mor-

phisme �]W ��1OX ! OG�X donnant l’action de G sur X . Le faisceau D
.m/
Y est
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G-équivariant d’après la proposition 3.4.1. De même, le faisceau twisté tD
.m/
X est

G-équivariant comme produit tensoriel de faisceaux G-équivariants d’après les
résultats de § 3.3.

Introduisons sur X le faisceau de OX -modules D
.m/
Y .L/ de (19) avec son

morphisme de restriction rL.

Proposition 4.5.1. (i) Le faisceauD.m/
Y .L/ est un sous-faisceauG-équivariant

de q�D
.m/
Y , ce faisceau étant vu comme faisceau de OX -modules G-équivariant.

(ii) Le morphisme de restriction rL est un morphisme de G-faisceaux équiva-
riants, c’est-à-dire qu’il commute à l’action de G.

Démonstration. Soient

q0 D IdG �qWG � Y �! G �X; ‰X W �
�Pn

X;.m/ ' p
�
2P

n
X;.m/;

décrivant l’action de G sur Pn
X;.m/

. Comme �Y , (resp. p0
2) est lisse, on dis-

pose d’isomorphismes canoniques q0
��

�
Y D

.m/
Y ' ��q�D

.m/
Y , (resp. q0

�p
0�
2D

.m/
Y '

p�
2q�D

.m/
Y ). CommeD.m/

Y estG-équivariant, il existe un isomorphisme ��
Y D

.m/
Y '

p0�
2D

.m/
Y , vérifiant les conditions de cocycle (21). Par fonctorialité, on en déduit un

isomorphisme ˆY W �
�q�D

.m/
Y ' p�

2q�D
.m/
Y définissant la structure de G-module

équivariant de q�D
.m/
Y . Pour montrer (i), il suffit de montrer queˆY induit un iso-

morphisme ��D
.m/
Y .L/ ' p�

2D
.m/
Y .L/. La vérification est formelle. Montrons par

exemple que si P 2 D
.m/
Y .L/,

ˆ�1
Y .1˝ P /.��.Pn

X;.m/ ˝ L// � ��L;

l’autre vérification étant analogue. Le morphisme ˆ�1
Y s’obtient après application

de Homq�OY
.�; q�OY / à ‰Y W �

�q�P
n
Y;.m/

' p�
2q�P

n
Y;.m/

, décrivant l’action de G
sur q�P

n
Y;.m/

. Par définition de ‰Y , Pn
X;.m/

˝L est un sous-G-module équivariant
de q�P

n
Y;.m/

. Finalement, si T 2 Pn
X;.m/

˝ L,

ˆ�1
Y .1˝ P /.1˝ T / D ˆ�1 ..1˝ P /.‰Y .1˝ T /// :

Or,‰Y .1˝T / 2 p
�
2 .P

n
X;.m/

˝L/, donc .1˝P /.‰Y .1˝T // 2 p
�
2L, et le terme de

droite de l’égalité précédente appartient à ˆ�1.p�
2L/ � �

�L. Finalement, on voit
queˆ�1

Y .1˝P / vérifie la condition annoncée. Le fait que rL est un morphisme de
G-modules équivariants provient du fait que  Y , restreint à Pn

X;.m/
˝L, est induit

par ‰X et ˆ. �
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Nous en déduisons le résultat suivant.

Corollaire 4.5.2. Soient X un S -schéma lisse sur lequel G agit à gauche, et
m un entier. Il existe un anti-homomorphisme d’algèbres filtrées tQm de l’algèbre
D.m/.G/ vers l’algèbre des sections globales sur X du faisceau tD

.m/
X .

Démonstration. Comme le fibré vectoriel Y est muni d’une action de G,
on dispose d’après la proposition 4.4.1 d’un anti-homomorphisme d’anneaux :
Qm;Y WD

.m/.G/ ! �.Y;D
.m/
Y /. Montrons que Qm;Y est à valeurs dans D.m/

Y .L/.
Reprenons pour cela la construction de loc. cit. ainsi que le morphisme de m-PD-
algèbres (32) q��

.n/
m;Y W q�P

n
Y;.m/

! P n
.m/
.G/˝V q�OY , resp. � .n/

m;X sur le schémaX .

On rappelle que si u 2 D.m/
n .G/, Qm;n.u/ est le composé

Qm;n.u/WP
n
Y;.m/

�
.n/
m
���! P n

.m/.G/˝ OY
u˝Id
����! OY :

Pour montrer queQm;n.u/ 2 D
.m/
Y .L/, il suffit donc de montrer les deux inclusions

�
.n/
m;Y .P

n
X;.m// � P

n
.m/.G/˝V OX ;(37)

�
.n/
m;Y .P

n
X;.m/ ˝ L/ � P n

.m/.G/˝V L:

La première inclusion résulte du fait que la construction est fonctorielle et donc

q��
.n/
m;Y jPn

X;.m/

D �
.n/
m;X :

Pour la deuxième inclusion, comme � .n/
m;Y est un morphisme de m-PD-algèbres et

par la formule ci-dessus (37), il suffit de vérifier que pour tout f 2L, � .n/
m;Y .1˝f /2

p�
2 .L/. Or, c’est le cas, puisque, par construction, � .n/

m;Y .1˝ f / D ˆL.1˝ f / 2

p�
2 .L/. Notons à présent

t�
.n/
m;X D q��

.n/
m;Y jPn

X;.m/
.1˝L/

;(38)

qui est OX -linéaire, puisque � .n/
m;Y est OY -linéaire. On définit maintenant tQm D

rL ıQm, qui définit un anti-homomorphisme d’algèbres filtrées

tQmWD
.m/.G/ �! �.X; tD

.m/
X /: �

Remarque. Par définition, t�
.n/
m;X est aussi défini comme suit. Soient T 2

Pn
X;.m/

, f 2 L, alors

t�
.n/
m;X .T ˝ f / D �

.n/
m;X .T /ˆL.1˝ f /;

où on prend le produit dans la OY -algèbre P n
.m/
.G/˝V OY , produit qui est en fait

à valeurs dans P n
.m/
.G/˝V L.
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Reprenons le faisceau A
.m/
X D OX ˝V D

.m/.G/op du corollaire 4.4.7. Comme
tQm est filtré, il induit une application gr�

tQmW gr� A
.m/
X ! gr�

tD
.m/
X . Nous

avons vu en (17), que gr�
tD

.m/
X est canoniquement isomorphe à gr� D

.m/
X . Mon-

trons maintenant la proposition suivante.

Proposition 4.5.3. Via l’isomorphisme canonique de (17), on a l’égalité
gr�

tQm D gr�Qm. En particulier, siX est unG-espace homogène, le morphisme
gradué gr�

tQm est surjectif.

Démonstration. Nous reprenons les notations de § 4.4.8. Soient tQm;1 l’ap-
plication induite sur les gradués de degré 1 par tQm, soit

tQm;1WLie.G/˝V OX

x̋ t Qm;1 x̋ Id
���������! TX :

Alors, en refaisant la démonstration de la proposition 4.4.8.2, on voit qu’on a un
diagramme commutatif

gr� A
.m/
X gr�

tD
.m/
X

S.m/.Lie.G//˝V OX S.m/.TX/;
 

!
gr�

t Qm;X

 

! cm;Xo

 

! t dmo

 

!

où la seconde flèche horizontale est l’application S.m/.tQm;1/. Pour conclure,
il suffit donc vérifier que tQm;1 D Qm;1. Soient

hmW�
1
X ˝ L

gr1 �
.n/
m;Y

�������! I�=I
2
� ˝ L;

et gm D IdL�1 x̋hmW�
1
X ! I�=I

2
� . Alors la flèche tQm;1 s’obtient après appli-

cation de HomOX
.�;OX/ à la flèche gm. Il suffit donc finalement de montrer que

gm D gr1 �
.n/
m;X . Or, � .n/

m;Y est OY linéaire. Soient ! 2 �1
X , f 2 L,

gr1 �
.n/
m;Y .! ˝ .1˝ f // D gr1 �

.n/
m;Y ..f ˝ 1/!/

D gr1 �
.n/
m;X .!/˝ f;

ce qui donne bien que gm D gr1 �
.n/
m;X .

Comme gr�Qm est surjectif si X est un G-espace homogène par (ii) de la
proposition 4.4.8.2, on trouve que gr�

tQm est surjectif dans ce cas. �

Remarque. On peut retrouver ce résultat à partir de (iv) de la proposi-
tion 2.2.5.1, en utilisant la description locale de rL.
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5. Algèbres de distributions arithmétiques (faiblement) complétées

Dans toute cette section, V est un AVDC. Rappelons que S D SpecV et S D
Spf V . Dans ce cas p-adique ou dans le cas d’un quotient de V , nous avons déjà
remarqué que les algèbres de distributions D.m/

n .G/ sont des V -modules libres
(proposition 4.1.6), dont une base s’exprime facilement à partie d’une base de
Lie.G/.

5.1 – Définitions

Soit G un S-schéma formel. On dit que G est un S-schéma formel en groupes, si
tous les S -schémas Gi sont des schémas en groupes, et si tous les morphismes
GiC1 ,! Gi sont des morphismes de schémas en groupes. Dans la suite, on
suppose que G est un S-schéma formel en groupes affine et lisse, i.e., tous les
Gi sont des schémas en groupes affines et lisses sur S (de la même dimension
relative). Ainsi, l’algèbre des sections globales O.G/ WD �.G;OG/ est une algèbre
topologiquement de type fini sur V et donc �-adiquement complète. On a G D

Spf O.G/ comme S-schéma formel, et les O.G/=� iC1O.G/ sont les algèbres des
groupes Gi , i.e. O.G/=� iC1O.G/ D V ŒGi �.

Un cas particulier est le complété formel G d’un schéma en groupes affine et
lisse G ! S le long de sa fibre spéciale.

Donnons maintenant les définitions des algèbres de distributions complètes et
faiblement complètes pour G, un S-schéma formel en groupes affine et lisse. Le
morphisme GiC1 ,! Gi induit un homomorphisme D.m/.GiC1/ ! D.m/.Gi /,
cf. proposition 4.1.10.

Définition 5.1.1. On pose yD.m/.G/ WD lim
 �i

D.m/.Gi /.

Soient t1; : : : ; tN une suite régulière de générateurs de l’idéal complet

I D Ker.O.G/
"G
�� V /:

Nous pouvons alors reprendre les notations de § 4.1, et on a

yD.m/.G/ D
°

X

N
k

a
N
k
N
�h

N
ki

ˇ

ˇ

ˇ a
N
k 2 V; vp.a

N
k/ �! C1 si j

N
kj ! C1

±

:

Si m0 � m, on a le morphismes d’algèbres canoniques yD.m/.G/ ! yD.m0/.G/,
ce qui permet de donner la définition des algèbres de distributions suivantes.
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Définition 5.1.2. On poseD�.G/ WD lim
�!m

yD.m/.G/ etD�.G/Q WD D
�.G/˝Q:

L’algèbre D�.G/ est séparée et est faiblement complète comme limite induc-
tive d’algèbres complètes (voir par exemple la remarque (ii) de [Huy03]). C’est
naturellement une sous-algèbre de la complétion �-adique

bDist.G/ WD lim
 �

i

Dist.G/=� iC1 Dist.G/ ' lim
 �

i

Dist.Gi /

de l’algèbre des distributions classiques Dist.G/ surG. Cette complétion est décrite
explicitement par

bDist.G/ D
°

X

N
k

a
N
k
N
� Œ

N
k�

ˇ

ˇ

ˇ vp.a
N
k/ �! C1 si j

N
kj ! C1

±

en utilisant les notations de la proposition 4.1.6. La proposition suivante est dans
l’esprit de la proposition 2.4.4 de [Ber96] et montre que les éléments de la
sous-algèbre D�.G/ � bDist.G/ peuvent être caractérisés par des conditions de
croissance des coefficients a

N
k qui sont du type de Monsky–Washnitzer [MW68].

Proposition 5.1.3. Pour

P D
X

N
k

a
N
k
N
� Œ

N
k�

dans bDist.G/, soit Pi 2 Dist.Gi / sa réduction modulo � iC1 . Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) l’élément P appartient à D�.G/ ;

(ii) il existe des constantes réelles ˛; ˇ avec ˛ > 0 ayant la propriété ord.Pi/ �

˛i C ˇ pour tout i . Ici, ord.Pi / désigne l’ordre fini de la distribution Pi ;

(iii) il existe des constantes réelles c; � avec � > 0 ayant la propriété vp.a
N
k/ �

�j
N
kj C c pour tout

N
k.

Démonstration. D’après la proposition 4.1.6 on a
N
�h

N
ki.m/ D q

.m/

N
k
Š
N
� Œ

N
k�. On

peut donc utiliser les arguments donnés dans la démonstration de la proposi-
tion 2.4.4 dans [Ber96]. �

Remarque. Il est immédiat d’après la fonctorialité (proposition 4.1.10) établie
à un niveau fini que la formation des algèbres D�.G/ et yD.m/.G/ est fonctorielle
par rapport au groupe G.
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5.2 – Liens avec les faisceaux différentiels sur un G-schéma

Nous revenons ici à la situation de § 5.1. On note encore e l’immersion fermée
de schémas formels définissant l’élément neutre S ,! G. Nous donnons d’abord
les énoncés reliant les algèbres de distributions et les opérateurs différentiels
invariants. Il s’agit de passer à la limite pour tous les résultats obtenus à un niveau
fini.

Fixons un entier m. En passant à la limite projective sur i à partir de la
proposition 4.3.3, on trouve l’énoncé suivant.

Proposition 5.2.1. (i) Il existe un isomorphisme deV -modulesˇmW yD
.m/.G/ '

O.G/=I ˝O.G/ �.G; yD
.m/
G
/.

(ii) Il existe un isomorphisme de V -modules ˇ�WD�.G/Q ' O.G/=I ˝O.G/

�.G;D
�
G;Q/.

Notons que le (ii) s’obtient par passage à la limite inductive sur m à partir de
(i). Ceci permet d’introduire la morphisme d’évaluation eve .

On définit P.e/ la distribution obtenue par P.e/ D ˇ�1
m .e�P / (resp. P.e/ D

ˇ��1
.e�P /). On déduit alors de la proposition 4.3.4 par passage au complété

p-adique, puis par passage à la limite inductive sur m la

Proposition 5.2.2. Soit P 2 �.G; yD.m/
G
/ (resp. P 2 �.G;D�

G;Q/). Alors

.P.e//.f / D .P.f //.e/ pour toutf 2 O.G/:

Supposons maintenant queX est un S -schéma lisse muni d’une action à droite
deG et X est le schéma formel obtenu par complétion le long de �OX . Donc,X est
un S-schéma lisse muni d’une action à droite de G. En passant à la limite à partir
des homomorphismes d’algèbres Qm du lemme 4.4.5, on voit aussi qu’il existe
des homomorphismes d’algèbres toujours notés Qm

QmW yD
.m/.G/ �! �.X; yD

.m/
X
/:(39)

En passant à la limite surm et en tensorisant par Q, on trouve un homomorphisme
d’algèbres

QWD�.G/Q �! �.X;D
�
X;Q/:(40)

Les faisceaux yD.m/
X

sont alors G-équivariants (au sens où les faisceaux D
.m/
Xi

sont Gi -équivariants pour tout i et de façon compatible). Par passage à la limite
inductive sur m, les faisceaux D

�
X;Q sont eux aussi G-équivariants.
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D’après § 4.4.9, on dispose donc d’applications

�.Xi ;D
.m/
Xi
/ �! �.Xi ;D

.m/
Xi
/˝Vi

Vi ŒGi �;

qui, en passant à la limite projective sur i donnent un morphisme

yuG W lim �
i

.�.Xi ;D
.m/
Xi
// �! lim

 �
i

.�.Xi ; p
�
1;iD

.m/
Xi
//;

et, compte tenu de l’identification habituelle une flèche

yuG W�.X; yD
.m/
X
/ �! �.X;H0pŠ

1
yD

.m/
X
/:

On notera � l’injection canonique �.X; yD.m/
X
/ ,! �.X;H0pŠ

1
yD

.m/
X
/. En passant à

la limite sur m et en tensorisant par Q, on obtient une application

u
�
G W�.X;D

�
X;Q/ ,�! �.X;H0pŠ

1D
�
X;Q/:

On continue de noter � l’injection canonique �.X; yD.m/
X
/ ,! �.X;H0pŠ

1
yD

.m/
X
/

(resp. �.X;D�
X;Q/ ,! �.X;H0pŠ

1D
�
X;Q/). Ceci nous permet de définir les élé-

ments G-invariants de la façon suivante.

Définition 5.2.2.1. (i) Les éléments G-invariants de �.X; yD.m/
X / sont les

éléments P de �.X; yD.m/
X;Q/ tels que yuG.P / D �.P /.

(ii) Les éléments G-invariants de �.X;D
�
X;Q/ sont les éléments P de

�.X;D
�
X;Q/ tels que u�

G D �.P /.

Plaçons-nous maintenant dans le cas où X D G et G opère sur lui-même par
translation à droite. Comme au niveau fini, Qm et Q sont en fait des homomor-
phismes d’algèbres à valeurs dans les modules des opérateurs différentiels inva-
riants sur G. Par passage à la limite projective sur i , puis limite inductive sur m,
on dispose, à partir du théorème 4.4.9.2 du résultat suivant.

Théorème 5.2.3. Les applications canoniques Qm et eve sont des isomor-
phismes d’algèbres filtrées, inverses l’un de l’autre entre les algèbres yD.m/.G/

et �.G; yD.m/
G
/G (resp. les applications canoniques Q et eve sont des isomor-

phismes d’algèbres filtrées, inverses l’un de l’autre entre les algèbres D�.G/Q

et �.G;D�
G;Q/

G).
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Retournons au cas général et supposons donné sur X (muni d’une action à
gauche) un faisceau inversible de OX-modules L. On note Li le faisceau induit
sur Xi par L. Supposons de plus que L est G-équivariant au sens où pour tout
i � 0, les faisceaux Li sont Gi -équivariant, de façon compatible pour tout i .
On dispose alors des faisceaux d’opérateurs différentiels G-équivariants t yD

.m/
X
D

L˝OX;g
yD

.m/
X
˝OX;d

L�1, resp. tD
�
X;Q D L˝OX;g

D
�
X;Q˝OX;d

L�1. En passant
à la limite projective sur i à partir du corollaire 4.5.2, on dispose de la

Proposition 5.2.4. Il existe un anti-homomorphisme d’algèbres filtrées

tQmW yD
.m/.G/ �! �.X;t yD

.m/
X
/ (resp. tQWD�.G/Q �! �.X;t D

�
X;Q/).

Si X est muni d’une action à droite, on obtient un homomorphisme d’algèbres
filtrées.

5.3 – Distributions analytiques rigides

Nous supposons ici que V est un AVDC dont le corps des fractions K D Frac.V /
est une extension finie de Qp. Nous utiliserons [Schn02] pour des notions élé-
mentaires d’analyse fonctionelle non-archimédienne. Soit G le complété formel
d’un schéma en groupes affine et lisse G ! S le long de sa fibre spéciale G� .
Soit O.G/ l’algèbre affine de G. Soit yG la complétion de G relativement au point
fermé correspondant à l’élément neutre de G� . Donc, yG un schéma en groupes
affine formel sur S (mais pas un S-schéma formel car, en général, �O yG

n’est pas
un idéal de définition !). On écrit

Gı WD yGrig

pour sa fibre générique au sens de Berthelot, cf. 7.1 de [dJ96]. C’est un groupe ana-
lytique rigide, en général non-affinoïde, sur K avec Lie.Gı/ D Lie.G/˝ K. On
peut décrire ces objets comme suit. Prenons t1; : : : ; tN une suite régulière de gé-
nérateurs de I� qui engendrent V ŒG� comme V -algèbre, i.e. V ŒG� D V Œt1; : : : ; tN �
et O.G/ D V ht1; : : : ; tN i. Il suit que O. yG/ D V ŒŒt1; : : : ; tN �� est isomorphe à l’an-
neau des séries formelles sur V en N variables et l’espace Gı est isomorphe au
disque unité ouvert de dimension N , cf. Lemme 7.4.3 de [dJ96]. En particulier,
il existe un recouvrement admissible croissant formé par des ouverts affinoïdes
.Gı/r D Sp.Ar/; r < 1 qui sont associés aux algèbres de Tate

Ar WD
°

X

N
k

b
N
k
N
t N

k
ˇ

ˇ

ˇ b
N
k 2 K; jb

N
kjr

j
N
kj ! 0

±

;
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si j
N
kj ! 1. Il en résulte que O.Gı/ D lim

 �r<1
Ar est une algèbre de Fréchet

nucléaire sur K, cf. proposition 19.9 de [Schn02]. Remarquons que t1; : : : ; tN 2
O.Gı/ sont des sections globales sur Gı. On note

Dan.Gı/ WD O.Gı/0 WD Homct
K.O.G

ı/; K/

le dual continu de l’espace Fréchet O.Gı/. On équipe Dan.Gı/ avec la topologie
forte, i.e. Dan.Gı/ D O.Gı/0

b
au sens de [Schn02], §6. Cette topologie est égale

à la topologie limite inductive via l’isomorphisme canonique et topologique

.lim
 �
r<1

Ar/
0
b

'
�! lim
�!
r<1

.Ar/
0
b;

cf. proposition 16.5 de [Schn02]. La topologie forte sur .Ar/
0
b

est simplement la
topologie de Banach, Remarque 6.7 de [Schn02]. Par conséquent,Dan.Gı/ est un
espace localement convexe de type compact et le produit de convolution fait de
Dan.Gı/ uneK-algèbre topologique, cf. 5.2 de [Em04]. Il y a un homomorphisme
canonique ıWGı.K/ ,! Dan.Gı/� du groupe des points de Gı à valeurs dans
K dans le groupe des éléments inversibles où ıg est la forme linéaire continue
f 7! f .g/ de O.Gı/. De plus, à � 2 Lie.Gı/ on peut associer la forme linéaire
continue

(41) f 7�! �:f WD
d

dt
f .et�/jtD0

de O.Gı/ où e est l’application exponentielle de Gı définie près de 1 2 Gı. Il en
résulte un homomorphisme d’anneaux U.Lie.Gı//! Dan.Gı/.

D’un autre côté, chaque yD.m/.G/ est muni de la topologie�-adique. Munissons
yD.m/.G/Q de la topologie d’espace de Banach dont yD.m/.G/ est la boule unité.
La limite inductive D�.G/Q est alors une K-algèbre topologique sur un espace
localement convexe.

Proposition 5.3.1. L’application U.Lie.Gı// ! Dan.Gı/ s’étend en un
isomorphisme d’anneaux topologiques

D�.G/Q
'
�! Dan.Gı/:

Démonstration. Nous généralisons les arguments de 2.3.3 de [PSS13] dans
le cas G D GL2 et V D Zp. On reprend les notations de § 5.1. Soit �1; : : : ; �N la
base de Lie.G/ duale de t1; : : : ; tN . Par définition des éléments

N
� Œ

N
k�,

N
� Œ

N
k�:
N
t N

k0

D

´

1 si
N
k D
N
k02

0 si
N
k ¤
N
k0:
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Par conséquent, on peut identifier l’espace dual A0
r , avec le produit convolution,

via l’application U.Lie.Gı// ! Dan.Gı/, à l’algèbre de Banach formée des
sommes infinies

� D
X

N
k

a
N
k
N
� Œ

N
k�

avec a
N
k 2 K et ja

N
k j � Cr j

N
kj pour tout

N
k et une certaine constante C D C.�/

dépendant sur �. Il résulte alors de (iii) de la proposition 5.1.3 que la limite
inductive des A0

r est égale à D�.G/Q. �

Corollaire 5.3.2. Soit e l’indice de ramification de K sur Qp. Si e < p � 1,
alors l’anneau D�.G/Q est cohérent.

Démonstration. Soient Gı.K/ � G.K/ les groupes des points de Gı et
G à valeurs dans K. Le groupe de Lie p-adique Gı.K/ est un groupe standard
au sens de III.§7.3 dans [B-L]. La hypothèse sur e implique que Gı.K/ D

exp.� Lie.G// où exp est l’application exponentielle du groupe de Lie G.K/, cf.
III.§7. proposition 14 dans [B-L]. Donc, le sous-groupe Gı.K/ � G.K/ est un
« good analytic subgroup » au sens de 5.2 dans [Em04] et Dan.Gı/ est cohérent,
cf. 5.3.12 de [Em04]. �

Remarques. (i) Pour chaque m, il existe un m0 > m tel que que la flèche
naturelle yD.m/.G/Q ! yD.m0/.G/Q soit une application linéaire compacte entre
espaces de Banach. En fait, par la proposition, cette application se factorise par
une application .Ar/

0
b
! .Ar 0/0

b
avec r 0 > r convenable et on peut appliquer

remarque 16.7 de [Schn02].

(ii) Dans le cas où G est le complété formel d’un groupe algébrique G réductif
et déployé sur S , on peut montrer que l’anneau D�.G/Q est cohérent sans hypo-
thèse sur l’indice de ramification de V .

Soit Grig la fibre générique de G au sens usuel de Raynaud [BL93]. Ainsi, Grig

est un groupe affinoïde sur K avec Grig.K/ D G.V / comme groupe de points à
valeurs dans K. L’inclusion naturelle V ht1; : : : ; tN i ,! V ŒŒt1; : : : ; tN �� induit une
immersion ouverte Gı � Grig. Cette immersion établit une bijection de Gı.K/

avec le sous-groupe des points deG.V / qui se spécialisent en 1� 2 G� (i.e. avec les
S -morphismes f WS ! G qui ayant la propriété que f� factorise via l’immersion
1� ,! G�). On dit que Gı.K/ est le « premier groupe de congruence » de G.V /.

Par exemple, si G D GLn est le groupe linéaire général et Mn son algèbre de
Lie, on a Gı.L/ D 1 CMn.mL/ pour toute extension de corps valués complets
K � L où mL désigne l’idéal maximal de l’anneau de valuation de L. Donc,
Gı.K/ D 1C �Mn.V / est le premier groupe de congruence de GLn.V / au sens
usuel.
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5.4 – Représentations analytiques rigides

Nous utilisons les notations de la section précédente et supposons encore que le
corps K est une extension finie de Qp. Nous donnons ici une interprétation de
la catégorie des Dan.Gı/-modules de présentation finie en termes de certaines
représentations �-adiques du groupe �-adiqueGı.K/, (groupe des points deGı à
valeurs dansK). Rappelons comment est définie la topologie �-adique surG.V /.
L’espace V n2

est muni de la topologie produit, qui induit la topologie produit
sur l’ouvert GLn.V / � V

n2
. La topologie �-adique sur G.V / est définie comme

la topologie induite relative à une immersion fermée G ,! GLn quelconque.
Cette topologie est plus fine que la topologie de Zariski et elle est localement
compacte parce que V est localement compact, e.g. 0.6 de [La96]. Finalement,
Gı.K/ � G.V / ainsi muni de la topologie induit.

Remarquons que l’involution � W g 7! g�1 surGı s’étend par fonctorialité en un
anti-automorphisme de Dan.Gı/. On a donc une équivalence entre les Dan.Gı/-
modules à gauche et à droite et on va considérer seulement des modules à gauche
dans la suite. Le groupe G agit à gauche sur lui-même par conjugaison (i.e. g
agit par h 7! g�1hg) et par fonctorialité sur Gı et Dan.Gı/. Nous notons cette
action « adjointe » par g 7! Ad.g/. Nous appelons .Dan.Gı/; G.V //-module de
présentation finie unDan.Gı/-module M de présentation finie qui est aussi muni
d’une action K-linéaire � du groupe G.V /, qui est compatible au sens que pour
tous x 2 Dan.Gı/; g 2 G.V /;m 2M ,

x�.g/m D �.g/.Ad.g/x/m:

Du côté des représentations, pour un sous-groupe ouvert H de G.V / et un
K-espace vectoriel topologiqueW , nous appelons action topologique deH surW
une action du groupeH surW par des applications linéaires et continue, cf. (0.11)
de [Em04]. En particulier, pour chaque w 2 W on a une application ow WH ! W

définie par h 7! hw. Suivant 2.1.18/19 de [Em04], nous introduisons l’espace
des fonctions analytiques rigides sur Gı en valeurs dans un espace Fréchet W
quelconque,

C an.Gı; W / WD O.Gı/ y̋KW:

Ici, on prend comme produit tensoriel topologique le produit tensoriel projectif,
cf. 17.B de [Schn02]. Par évaluation aux points de Gı.K/ � Gı, on obtient une
inclusion de C an.Gı; W / dans l’espace des fonctions (continues) Gı.K/ ! W ,
cf. 2.1.20 de [Em04]. En fait, comme Gı est isomorphe à un polydisque ouvert,
l’ensemble Gı.K/ est Zariski-dense dans Gı. Nous avons la définition suivante,
cf. Théorème 3.4.3 et Définition 3.6.1 de [Em04].
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Définition 5.4.1. Soit W un espace nucléaire Fréchet avec une action to-
pologique de Gı.K/ où G.V /. On appelle W une représentation Gı-analytique
(ou simplement analytique) si, pour tout w 2 W , la fonction ow WG

ı.K/! W est
dans l’espace C an.Gı; W /.

Soit W une représentation analytique de Gı.K/. Nous notons

W 0 WD Homct
K.W;K/

le dual continu de W . En appliquant [Em04], corollaire 5.1.8 à un recouvrement
affinoïde convenable de Gı on voit que W 0 est un module sur l’anneau des
distributions Dan.Gı/ de la manière suivante

h�.w0/; wi WD �.w0 ı ow/

pour w 2 W;w0 2 W 0; � 2 Dan.Gı/. Ici, w0 ı ow est vu comme élément de
l’espace C an.Gı; K/ D O.Gı/. Supposons maintenant que l’anneau Dan.Gı/ est
cohérent. C’est vrai dans la situation du corollaire 5.3.2, et nous espérons que ce
résultat reste vrai en général. En suivant la stratégie de Schneider et Teitelbaum de
[ST03] nous disons que la représentation analytique W est admissible, si W 0 est
de présentation finie comme Dan.Gı/-module. On dit qu’une représentation ana-
lytique de G.V / est admissible, si elle l’est comme représentation de Gı.K/. Les
morphismes dans ces catégories sont par définition les applications K-linéaires
continues et équivariantes.

Proposition 5.4.2. Le foncteur W 7! W 0 donne une anti-équivalence de
catégories entre des représentations analytiques admissibles de Gı.K/ et les
Dan.Gı/-modules de présentation finie. Le foncteur induit une équivalence entre
les sous-catégories desG.V /-représentations analytiques admissibles et celle des
.Dan.Gı/; G.V //-modules de présentation finie.

Démonstration. Le corps K est complet relativement à une valuation dis-
crète et il est donc sphériquement complet, cf. Lemme 1.6 de [Schn02]. Le pas-
sage au dual fort est donc une anti-équivalence involutive entre les espaces nu-
cléaires Fréchet et les espaces de type compact, cf. [ST03], corollaire 1.4. Si M
est un Dan.Gı/-module de type fini, engendré par des générateurs x1; : : : ; xn, on
pose Mm WD

P

i
yD.m/.G/Qxi � M . Comme yD.m/.G/Q est une algèbre de Ba-

nach noethérienne, Mm a une unique structure de yD.m/.G/Q-module de Banach
et l’inclusion Mm ! Mm0 , pour m0 > m, est continue et compact. Munissons
M D lim

�!m
Mm de la topologie limite inductive. Il est facile de voir que cette

topologie ne dépend pas du choix des générateurs xi pour M , et qu’elle fait de
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M un Dan.Gı/-module séparément continu sur un espace de type compact. De
plus, chaque applicationDan.Gı/-linéaire entre deux modulesM;M 0 de type fini
est automatiquement continue. Soit maintenant W WD M 0

b
le dual fort de M . Par

les arguments dans corollaire 3.3 de [ST01] l’espace W est un Dan.Gı/-module
séparément continue via la structure contragredient

h�:w; xi WD w.�� :x/

pour w 2 W , x 2M et � 2 Dan.Gı/. Utilisant l’inclusion naturelle ıWGı.K/ ,!

Dan.Gı/� on a une action topologique de Gı.K/ sur W donné par

hg:w; xi WD w.ıg�1 :x/

pour w 2 W , x 2 M . Par construction l’application ow s’étend à une application
linéaire continue Dan.Gı/! W . L’isomorphisme canonique

C an.Gı; W / D O.Gı/ y̋KW ' Homct
K.O.G

ı/0b; W /;

[Schn02], corollaire 18.8, implique que ow 2 C
an.Gı; W / pour w 2 W . Cela

montre que W est une représentation analytique de Gı.K/. Par réflexivité on a
W 0 D M et la correspondance M 7! W induit donc un quasi-inverse pour le
foncteur W 7! W 0 considéré dans l’assertion. La proposition en résulte. �

Remarque. Soit ZK le centre de l’algèbre enveloppante U.Lie.GK// de
Lie.GK/. Comme G est connexe, l’action adjointe de G sur Lie.GK/ stabilise les
éléments de ZK , cf. [DG70], II.§6.1.5. Si � est un caractère de ZK à valeurs dans
K, on voit que l’action g 7! Ad.g/ donne une action de G sur l’anneau quotient

Dan.Gı/� WD D
an.Gı/=.ker �/Dan.Gı/:

Finalement, Lie.GK/ agit sur une représentation analytique W par une formule
analogue à (41), cf. [Em04], p. 69, et on voit que W est à caractère infinitésimal
� si et seulement si le Dan.Gı/-module W 0 est en fait un module sur Dan.Gı/� .
Dans cette situation, on a une version évidente de la proposition précédente pour
des représentations ayant � comme caractère infinitésimal.

On déduit immédiatement de cette proposition le corollaire suivant.

Corollaire 5.4.3. La catégorie des représentations analytiques admissibles
de Gı.K/ est abélienne.
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Terminons par quelques exemples. Considérons le groupe fini de type de Lie
G.k/ où k est le corps résiduel de V , dans ce cas les G.k/-représentations de
dimension finie sont analytiques admissibles (en fait, on aG.k/ ' G.V /=Gı.K/).
Comme premiers exemples de dimension infinie surK, notons qu’il y a un foncteur
de la catégorie des U.Lie.GK//-modules de type fini M vers celle des Dan.Gı/-
modules de présentation finie, qui à M associe

M 7�! Dan.Gı/˝U.Lie.GK // M:

Ce foncteur est donc à valeurs dans la catégorie des représentations analytiques
admissibles. Pour des représentations algébriques de dimension finie du schéma
en groupes G, ce foncteur est simplement la restriction aux points rationnels
G.V / � G.
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