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Couches limites semilinéaires(∗)

Franck Sueur (1)

RÉSUMÉ. — On s’intéresse à des problèmes mixtes pour des systèmes
symétriques hyperboliques multidimensionnels semilinéaires perturbés par
une petite viscosité. La description à la limite non visqueuse recquiert des
développements du type BKW mettant en évidence une couche limite
caractéristique (CLC) et une couche limite non caractéristique (CLNC).
Ce thème traité dans [12] est ici enrichi de trois améliorations :
• l’étude inclut des développements ayant peu de termes (comme un seul
terme),
• on étudie aussi bien la propagation que le problème de Cauchy et les
conditions de compatibilité des données,
• l’étude de l’interaction CLC-CLNC est approfondie.

ABSTRACT. — In this article, we consider boundary problem for semi-
linear symmetric hyperbolic systems in several space dimensions pertur-
bated by a small viscosity. This theme is tackled in [12] and the inviscid
limit is described by WKB-like asymptotic expansions. The latter involve
characteristic and non characteristic boundary layers. Here, we give three
improvements :
• we consider expansions with a few terms (for example with one term),
• we also look at the initial boundary value problem and at compatibilities
between initial and boundaries data,
• the interaction between the non characteristic boundary layer and the
characteristic one is pushed further.
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1. Introduction

De nombreux systèmes hyperboliques sont obtenus dans le cadre d’une
modélisation négligeant un petit paramètre de viscosité (mécanique des flui-
des [7] [6], micromagnétisme [4]). Aussi, une question intéressante est celle
du comportement à la limite non visqueuse.

Plus précisément, l’objet de cette article est l’étude de systèmes symé-
triques hyperboliques multidimensionnels semilinéaires perturbés par une
petite viscosité. On considère donc un opérateur

H := A0(t, x)∂t +
∑

1�j�n
Aj(t, x)∂j + B(t, x)

symétrique hyperbolique, un opérateur

E :=
∑

1�i,j�n
∂iEi,j(t, x)∂j

uniformément elliptique et l’équation

Lεuε = 0 (1.1)
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où
Lεu := Hu− (F (t, x, u) + f(t, x) + εEu)

et ε est un coefficient positif destiné à tendre vers 0. Les matrices Aj ,
Ei,j et B sont de taille L × L, C∞ de leurs arguments, constantes hors
d’un compact de R

n+1. Les fonctions f et F sont à valeurs dans R
L et F

dépend de façon C∞ de ses arguments . On suppose que pour tout (t, x)
dans R

1+n, F (t, x, 0) = 0. Les matrices Ei,j vérifient, pour tout (t, x) dans
R

1+n et ζ ∈ Sn−1, où Sn−1 désigne la sphère euclidienne unité de R
n,∑

i,j ζiζjEi,j � IdRL .

Pour chaque ε ∈ [0, 1], les solutions uε que l’on considère sont des fonc-
tions à valeurs dans R

L régulières par rapport à leur argument (t, x) et lo-
cales en temps, une non linéarité pouvant entrâıner une explosion en temps
fini. Les théories classiques des problèmes paraboliques et hyperboliques
multidimensionnels mettent en avant le pertinence des espaces de Sobolev
Hs construits sur L2.

Nous étudierons le cas modèle du demi-espace et prescrirons une condi-
tion de Dirichlet homogène pour les perturbations visqueuses. Pour un flui-
de, ceci correspond à la condition naturelle d’adhérence à une paroi rigide.
Les résultats s’étendent de manière classique au cas d’un domaine spatial
situé d’un seul côté de son bord C∞ ([4],[19]). Notant x = (y, xn), et pour
T > 0, les domaines

ΩT := {(t, x) ∈ R
1+n/0 < t < T, xn > 0},

ΓT := {(t, y, 0) ∈ R
1+n/0 < t < T},

le problème peut s’écrire, pour tout ε ∈]0, 1], Pbε(T ) :

Lεuε = 0 quand (t, x) ∈ ΩT , (1.2)
uε = 0 quand (t, x) ∈ ΓT . (1.3)

Suivant [24], on fait l’hypothèse :

Hypothèse 1.1. — La dimension de kerAn(t, y, 0) est indépendante de
(t, y, 0) dans Γ∞.

Notons que lorsque le bord Γ∞ est non caractéristique, c’est à dire
lorsque la matrice An(t, y, 0) est inversible pour tout (t, y, 0) ∈ Γ∞, ceci
constitue un cas particulier de l’Hypothèse 1.1.

Ce problème a été étudié dans [12] où il est montré que lorsque les uε

sont nuls dans le passé, la famille des solutions (uε)ε admettent, dans le
futur, un développement en couches limites de type BKW.
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Dans cet article on s’intéresse de manière plus précise à l’existence et à
la stabilité de solutions admettant un développement BKW de la forme

uε(t, x) :=
N∑
j=0

√
ε
j Uj(t, x, xn

ε
,
xn√
ε
) +
√
ε
N+1

rε(t, x) (1.4)

où

Uj(t, x, xn
ε
,
xn√
ε
) := Uja(t, x) + Ujb (t, x,

xn√
ε
) + Ujc (t, x,

xn
ε

).

Le terme Ua est la partie régulière ou intérieur du profil, Ub est un terme
de couche limite caractéristique (CLC), Uc un terme de couche limite non
caractéristique (CLNC) et rε joue le rôle de reste. En particulier, u0 := U0

a

est solution du problème hyperbolique limite Pb0(T ) :

L0u0 = 0 quand (t, x) ∈ ΩT , (1.5)
Π+u0 = 0 quand (t, x) ∈ ΓT , (1.6)

où Π+ est le projecteur spectral associé au sous-espace stable dans la décom-
position spectrale de (E−1

n,nAn)|xn=0. Les conditions au bord (1.6) sont dites
résiduelles.

Plus généralement, on identifiera pour les profils (Uj)0�j�N une cas-
cade d’équations (Sj(T ))0�j�N et de conditions aux limites (Sjcl(T ))0�j�N
naturellement associées aux profils (Uj)0�j�N (section 5.5).

Pour la famille des restes (rε)ε>0, on introduira (cf. section 3.1.2) des
ensembles adaptés Γm(T ).

Pour illustrer notre propos, on donne dès maintenant un premier énoncé
concernant la propagation de développements BKW.

Théorème 1.2. — Soit 0 < T0 < T , N ∈ N. Si l’on dispose d’une
famille de solutions (uε)ε des problèmes (Pbε(T0))ε>0 de la forme (1.4) où
les (Uj)0�j�N vérifient les problèmes (Sj(T ))0�j�N -(Sjcl(T ))0�j�N et
(rε)ε>0 ∈ Γm(T ), alors il existe T ′ ∈]T0, T ] et des prolongements de (uε)ε>0,
(rε)ε>0 ∈ Γm(T ′) et des (Uj)0�j�N vérifiant les problèmes (Sj(T ′))0�j�N -
(Sjcl(T

′))0�j�N telles que (1.2), (1.3) et (1.4) soient valides sur (0, T ′).

On renvoie à la section 3 pour un exposé plus complet des résultats de
l’article, et plus précisemment à la fin de la section 3.2.3 pour un retour sur
le résultat du Théorème 1.2.
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Signalons ici seulement trois améliorations par rapport aux travaux
antérieurs de [12] :

• Dans le Théorème 1.2, on ne fait pas d’hypothèse sur l’entier N .
Lorsque N = 0, on obtient un résultat de propagation de développements à
un seul terme. Lorsque N � 1, on peut prendre T ′ = T (voir section 3.2.2).
Cela améliore les résultats de [12] qui ne montraient que la propagation de
développements ayant un grand nombre de termes.

L’étude concerne aussi des développements de la forme (1.4) mais avec
un « reste » non négligeable devant les profils. La méthode de démonstration
fait apparâıtre un seuil de ε

1
4 dans L2 en deça duquel on ne sait plus

contrôler le « reste ». La preuve repose sur des estimations ε-conormales
faisant intervenir des normes ε-conormales à paramètres originales adaptées
aux problèmes de couches limites (voir Théorème 3.2).

• On traite le problème de Cauchy pour lequel, dans le cas général,
des conditions de compatibilité entre données initiales et données au bord
sont nécessaires. On analyse des conditions de compatibilité et on montre
que l’on peut construire des données compatibles. Les travaux antérieurs
ne concernent que le cas d’une solution nulle dans le passé sous l’effet d’un
terme source s’allumant à un temps initial.

• L’analyse de [12] fait intervenir un terme Ud(t, x, xn

ε , xn√
ε
) qui traduit

un couplage entre la CLNC et la CLC. En raison de la différence de taille
des couches limites, il est possible de supprimer le terme Ud de l’analyse :
le couplage entre les couches respectivement décrites par Ub et Uc se fait
par les conditions aux limites par l’intermédiaire de Ua et se traduit par
la présence de termes Uc pour tous les j et non seulement pour les j pairs
comme ce serait le cas avec un problème à bord non caractéristique ([18]).

La méthode de démonstration est composée de deux grandes étapes.
Dans la premère étape, on résoud la cascade d’équations de profils de la
méthode BKW. Dans la deuxième étape, on établit un théorème de sta-
bilité de solutions ε-conormales pour un problème parabolique dans le demi-
espace. Dans ce dernier, les estimations L∞ sont obtenues par un plonge-
ment de Sobolev.

Les analogies avec l’optique géométrique à une seule phase sont nom-
breuses ([14], [11]).

Rappelons que dans le cas d’un bord non caractéristique, l’analyse des
couches limites a été poussée au cas quasilinéaire et à des conditions aux
limites plus générales [8], [19], [18].
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2. Historique

Dans le cas où l’équation (1.1) est posée dans tout l’espace,
pour chaque ε ∈ [0, 1], la prescription d’une donnée initiale régulière uε0 à
t = 0 assure l’existence et l’unicité d’une solution régulière uε de (1.1) sur
un intervalle de temps (0, Tε) où Tε > 0. Une première analyse consiste
à considérer une famille de données initiales (uε0)ε ne dépendant pas de
ε ∈ [0, 1]. On se pose alors les questions suivantes :

Q 2.1. — Existe t-il un réel T >0 tel que pour tout ε dans [0, 1], Tε > T ?

Q 2.2. — Dans quels espaces et si oui à quelle vitesse, uε converge t-elle
vers la solution u0 du problème hyperbolique limite

L0u0 = 0 (2.1)

La réponse à Q 2.2 est oui et uε converge à la vitesse ε vers u0 dans
Hs((0, T ) × R

n
+) pour tout s � 0. De plus, on peut prendre pour T , le

temps d’existence T0 de u0, ce qui traduit le fait que toute la nonlinéarité
est attrapée par le problème hyperbolique limite. L’estimation de la vitesse
de convergence obtenue est optimale. Ces résultats sont dus à [15] en ce qui
concerne le système de la mécanique des fluides et à [16] dans le cadre des
systèmes hyperboliques quasilinéaires.

On peut aussi décrire, moyennant régularité, des termes correctifs c’est-
à-dire des développements BKW de la forme

∑N
j=0 ε

j Uj(t, x) + O(εN+1),
pour tout N . Ces résultat s’étendent de la façon suivante à une famille non
constante de données initiales :

Si (uε0)ε est une famille de données initiales régulières telle que
uε0 − u0

0 → 0 quand ε → 0 dans Hs pour s = n
2 + 1, alors il existe T0 > 0

et (uε)ε famille de solutions solutions de (1.1) associées à (uε0)ε, où T0 est
le temps d’existence de u0. De plus, uε → uε0 quand ε→ 0 dans Hs.

Si (uε0)ε est une famille de données initiales telle que uε0 = u0
0 + O(1),

alors il existe T > 0 et (uε)ε famille de solutions de (1.1) associées à (uε0)ε,
où 0 < T � T0 et T0 est le temps d’existence de u0. Si T < T0 alors
lim supε→0+ ||uε − u0||L∞(Rn×(0,t)) → +∞ quand t→ T .

En présence d’un bord, le problème est plus délicat. Dans le cas
linéaire (ie F linéaire en u), [1] identifie les conditions au bord pour le
problème hyperbolique limite. Afin qu’il soit bien posé dans L2, [24] dégage
l’Hypothèse 1.1. Les conditions aux limites obtenues sont maximales dissipa-
tives et même strictement dissipatives au sens des problèmes caractéristiques.
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Ceci est lié au choix d’une viscosité uniformément elliptique. Un exem-
ple de problème mixte hyperbolique strictement dissipatif est donné par le
système de Maxwell avec condition d’onde entrante ([5]). Cependant, il faut
noter que des exemples naturelles de conditions aux limites conservatives
(problèmes de transmission, équations d’Euler linéarisées avec condition de
glissement au bord) échappent à cette étude. [3] obtient également la con-
vergence de uε vers u0 dans Hs pour s < 1

2 .

Dans le cadre des solutions régulières de problèmes mixtes, toute donnée
initiale n’est pas admissible : certaines conditions de compatibilité au « coin » :
{t = 0; xn = 0} doivent être vérifiées. Aussi une simplification agréable
consiste à considérer le cas d’une donnée initiale u0 compatible pour tout ε ∈
[0, 1]. C’est le cas (physique) d’une solution nulle dans le passé s’allumant
en t = 0 sous l’effet d’un terme source.

Dans ce cadre et avec une régularité C∞, O. Guès ([12]) s’attaque au
problème semilinéaire. Les résultats de [9] assurant l’existence d’un temps
T0 et d’une unique solution u0 de Pb0(T0), il met en évidence la présence
d’une couche limite qui fait obstruction à la convergence dans H

1
2 et L∞

qui est liée à la perte de conditions aux limites. Pour ε petit, (Id− Π+)uε

varie rapidement près du bord, s’éloignent de (Id−Π+)u0. On observe ainsi
la discrépance :

lim
ε→0

lim
xn→0

uε �= lim
xn→0

lim
ε→0

uε.

O. Guès dégage deux sortes de couches limites : les CLNC de taille ε
auxquelles on associe la variable rapide xn

ε et les CLC de taille
√
ε auxquelles

on associe la variable intermédiaire xn√
ε
. Les tailles respectives des couches

limites résultent typiquement de la mise en équilibre de ∂n et ε∂2
n dans le cas

non caractéristique et de ∂t et ε∂2
n dans le cas caractéristique. Il introduit

enfin des développements BKW de la forme

∑
j�0

√
ε
j Uj(t, x, xn

ε
,
xn√
ε
)

où Uj(t, x, z, θ) = Uja(t, x) + Ujb (t, x, θ) + Ujc (t, x, z) + Ujd(t, x, z, θ).

Les termes Ud peuvent sembler superflus : par un développement de
Taylor, on peut écrire Ud(t, x, z, θ) = Ud(t, x, z, 0)+θU �d(t, x, z, θ). Puisque θ
correspond à xn√

ε
et z à xn

ε , on peut remplacer formellement θ par
√
εz. De

plus, si U �d est à décroissance rapide en z, zU �d l’est encore. Réitérant l’idée,
on voit qu’on peut substituer formellement un développement de la forme∑

i�0

√
ε
i U ic(t, x, xn

ε ) à Ud (cf Proposition 5.2).

– 329 –



Franck Sueur

Une autre conséquence importante de la différence de taille des couches
limites est l’effet de la semilinéarité : le comportement de la CLNC est
linéaire alors que celui de la CLC ne l’est pas.

O. Gués obtient sur un intervalle de temps (0, T ) avec 0 < T � T0

l’existence d’un entier naturel N0 tel que pour tout N � N0, il existe des
profils (Uj)0�j�N tels que uε soit défini sur (0, T ) et que

rεN (t, x) := uε(t, x)−
N∑
j=0

√
ε
j Uj(t, x, xn

ε
,
xn√
ε
)

soit petit dans un sens à préciser. Il en déduit que rεN est petit pour tout
N entier naturel et obtient la convergence de uε− u0 dans Hs((0, T )×R

n
+)

pour s < 1
2 et montre que (uε)ε est bornée dans H

1
2 et L∞. Ces estimations

sont optimales au sens où (uε)ε peut ne pas converger dans H
1
2 et L∞.

La cause peut en être une CLC ou une CLNC ou ... les deux. L’argument
présente des défauts car il nécessite la construction d’un très grand nombre
de profils, ce qui nécessite une très grande régularité et d’autre part s’appuie
sur l’existence tacite des profils en temps négatif.

3. Les principaux résultats

3.1. Notations

La lettre H est utilisée pour désigner les espaces de Sobolev construits
sur L2 et S l’espace des fonctions à décroissance rapide. On note H∞

l’intersection des Hs. On note R
n
+ := R

n−1×R+ et on utilisera, sauf mention
du contraire, T pour désigner un temps strictement positif générique.

La forme de (1.1) montre qu’une dérivée en temps vaut deux dérivées
en espace. On introduit, suivant [18], les espaces de Sobolev anisotropiques
suivants :

Définition 3.1. — Pour s ∈ Z et s � −1, on note Hs(0, T ) l’espace
des fonctions u ∈ L2((0, T );Hs(Rn

+)) telles que pour tout entier naturel
j � s+1

2 , ∂jt u ∈ L2((0, T );Hs−2j(Rn
+)). En particulier, H−1 := L2((0, T ),

H−1(Rn
+)) et H0 := L2((0, T )× R

n
+). On note

||u||Hs(0,T ) :=
∑
j� s+1

2

||∂jt u||L2((0,T );Hs−2j(Rn
+)).
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Les deux paragraphes suivants introduisent les espaces de profils et les
familles de reste sous-jacents à la technique de développements asympto-
tiques BKW qui va être mise en jeu. La philosophie de ces développements
est que la viscosité joue près du bord et dans la direction normale un rôle à
différentes échelles. On est ainsi amené à introduire deux variables rapides.

3.1.1. Espace de profils

Introduisons l’espace de profils

P(ΩT ) := {U(t, x, z, θ) = Ua(t, x) + Ub(t, x, θ) + Uc(t, x, z) où
Ua ∈ H∞(ΩT ), Ub ∈ H∞(ΩT ,S(R+

θ )) et Uc ∈ H∞(ΩT ,S(R+
z ))}.

On abrége en

P(ΩT ) := H∞(ΩT )⊕H∞(ΩT ,S(R+
θ ))⊕H∞(ΩT ,S(R+

z )).

Ua est la partie régulière ou intérieur du profil, Ub est un terme de couche
limite caractéristique et Uc un terme de couche limite non caractéristique.
On verra que la décroissance en z des Uc peut être précisée (Proposition
5.8).

On considère un espace analogue pour les conditions initiales :

Pinit := H∞(Rn
+)⊕H∞(Rn

+,S(R+
θ ))⊕H∞(Rn

+,S(R+
z )).

3.1.2. Familles à un paramètre

On note ∂0 := ∂t, pour 0 � i � n−1, Zi := ∂i et Zn := h(xn)∂n où h est
une fonction C∞ bornée sur R+, à valeurs dans R

∗
+, telle que h(xn) = xn

quand 0 � xn � 1. Z := (Zi)0�i�n est une famille génératrice de l’algèbre
des champs de vecteurs C∞ tangents à {xn = 0}. On note Z ′ := (Zi)1�i�n.

On définit pour s ∈ N et ε0 ∈]0, 1], les normes

||u||Hs
co(Rn

+) :=
∑
j�s
||Z ′ju||L2(Rn

+),

||u||Hs
co(0,T ) :=

∑
j� s+1

2

||∂jt u||L2((0,T );Hs−2j
co (Rn

+)),

et les ensembles

Λs(T ) := {(uε)ε∈]0,ε0] ∈ (Hs(0, T ))]0,ε0]/ ε0 ∈]0, 1] et

sup
ε∈]0,ε0]

(||uε||Hs
co(0,T ) +

s∑
k=1

εk−
1
2 ||∂knuε||Hs−k

co (0,T )) <∞}
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Λs
init := {(uε0)ε∈]0,1] ∈ (Hs(Rn

+))]0,1]/

sup
ε∈]0,1]

(||uε0||Hs
co(Rn

+) +
s∑

k=1

εk−
1
2 ||∂knuε0||Hs−k

co (Rn
+)) <∞}.

Remarquons que Λs(T ) est un ensemble de familles de fonctions (à un
paramètre) adapté au problème puisque si U ∈ P(ΩT ) alors la famille
(uε)ε∈]0,1] définie par

uε(t, x) := U(t, x,
xn
ε
,
xn√
ε
) (3.1)

est pour tout s ∈ N dans Λs(T ). Insistons notamment sur le fait qu’un profil
de CLNC est un O(

√
ε) dans L2 alors qu’un profil de CLC est un O(ε

1
4 ).

Ainsi si l’on dispose d’un développement

wε(t, x) :=
N∑
j=0

√
ε
j Uj(t, x, xn

ε
,
xn√
ε
), (3.2)

on peut écrire, pour 0 � N ′ � N ,

wε(t, x) :=
N ′∑
j=0

√
ε
j Uj(t, x, xn

ε
,
xn√
ε
) +
√
ε
N ′+1

rε(t, x) (3.3)

avec rε ∈ Λs(T ), pour tout s ∈ N.

On se servira également de normes adaptées aux estimations ε-conormales
construites sur L∞. Soient

Am(T ) := {(aε)ε∈]0,1] ∈Wm,∞(ΩT )/ sup
ε∈]0,1]

∀2j+k+l�m

||(ε∂n)kZ ′l∂jt u
ε||L∞(ΩT ) <∞}.

Notons que si U ∈ P(ΩT ) alors la famille (aε)ε∈]0,1] définie par

aε(t, x) := U(t, x,
xn
ε
,
xn√
ε
) (3.4)

est dans Am(T ) pour tout m ∈ N.

Enfin, on définit pour s ∈ N, l’ensemble

Hs(T ) := {(uε)ε∈]0,1] ∈ (Hs(0, T ))]0,1]/ sup
ε∈]0,1]

(
s∑

k=0

εk||∂knuε||Hs−k
co (0,T )) <∞}.

– 332 –



Couches limites semilinéaires

3.2. Enoncés

On notera dans la suite m := 2s + 2 > n
2 .

3.2.1. Théorème d’approximation

La philosophie du prochain théorème est la suivante : on suppose connue
une famille de solutions approchées des problèmes (Pbε(T ))ε, pour T > 0, et
on s’intéresse au prolongement d’une famille de solutions exactes, proche,
sur (0, T0); 0 < T0 < T , de cette famille de solutions approchées. Il faut
bien comprendre que l’écart entre les deux familles, approchées et exactes,
est mesuré de deux façons : directement et par l’intermédiaire du résidu
produit dans l’équation par la substitution de la solution approchée à la
solution exacte. Les normes utilisées sont respectivement celles de Λm et
Hm. Elles mettent en évidence une direction singulière : xn pour laquelle
une dérivation coûte, au pire, 1

ε . On parle d’estimations ε-conormales. Cette
approche présente certains aspects communs avec [10]. Il s’agit cependant ici
d’un problème dans le demi espace, avec une viscosité εE et contrairement au
cas des oscillations, les couches limites sont petites dans L2. Par ailleurs, si
les théorèmes de [10] utilisent des estimations L∞, dans ce qui suit le contrôle
uniforme en ε de la norme L∞ se fera au cours de la preuve à l’aide d’un
plongement Sobolev, au prix de la perte d’un facteur ε

1
4 . L’exemple donné

après la Proposition 6.5 montre que l’on ne peut espérer mieux par cette
méthode.

Théorème 3.2. — Soit M un réel tel que M � 1
4 et 0 < T0 < T . Soit

(aε)ε∈]0,1] ∈ Am(T ) et (rε)ε∈]0,1] ∈ Λm(T0) tels que la famille (uε)ε∈]0,1]

définie par

uε(t, x) = aε(t, x) + εMrε(t, x) quand (t, x) ∈ ΩT0 (3.5)

soient solutions des problèmes (Pbε(T0))ε∈]0,1] et que (ε−MLεaε)ε ∈ Hm(T )
et

aε = 0 quand (t, x) ∈ ΓT .

Alors il existe ε0 ∈]0, 1] et un temps T ′ dans ]T0, T ] tel que pour tout
ε ∈]0, ε0], uε se prolonge de manière unique en une solution régulière de
Pbε(T ′) qui s’écrit encore sous la forme (3.5) avec (rε)ε∈]0,1] ∈ Λm(T ′). Si
M > 1

4 , on peut prendre T ′ = T .

La preuve de ce résultat est donnée dans la section 6.
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3.2.2. Propagation de développements de couche limite

Dans la suite, on va s’intéresser aux cas où la famille (aε)ε∈]0,1] est donnée
par un développement de la forme

aε(t, x) :=
N∑
j=0

√
ε
j Uj(t, x, xn

ε
,
xn√
ε
) (3.6)

où les profils Uj sont dans P(ΩT ). On identifiera, à la section 5.5, une
cascade d’équations (Sj(T )) et de conditions aux limites (Sjcl(T )) naturelle-
ment associées aux profils Uj . On prouvera notamment, pour cette suite de
problème, le résultat de propagation suivant :

Théorème 3.3. — Soit N un entier naturel, 0 < T0 < T . Supposons
que les profils (Uj)0�j�N soient dans P(ΩT0), vérifient les problèmes
(Sj(T0))-(S

j
cl(T0)), pour 0 � j � N . Alors il existe un temps T ′ dans ]T0, T ]

et des prolongements des profils (Uj)0�j�N en des fonctions de P(ΩT ′)
vérifiant les problèmes (Sj(T ′))-(Sjcl(T

′)), pour 0 � j � N .

Ce théorème est assorti du principe d’explosion suivant :

Théorème 3.4. — Soit T ∗ := sup{T ′ dans ]T0, T ] tel qu’ils existent des
prolongements des profils (Uj)0�j�N en des fonctions de P(ΩT ′)
vérifiant (Sj(T ′))-(Sjcl(T

′)), pour 0 � j � N }. Si T ∗ < T alors on a
||U0

a ||L∞(Ωt) + ||U0
b ||L∞(Ωt×R+) → +∞ quand t→ T ∗.

Une propriété essentielle des problèmes (Sj(T0))-(S
j
cl(T0)) est résumée

dans le théorème suivant :

Théorème 3.5. — Soit N ∈ N et T > 0. Soit (Uj)0�j�N une famille
de profils dans P(ΩT )N+1 vérifiant les problèmes (Sj(T ))0�j�N et
(Sjcl(T ))0�j�N . Alors la famille (aε)ε∈]0,1] définie par (3.6) vérifie

Lεaε =
√
ε
N
Rε quand (t, x) ∈ ΩT (3.7)

aε = 0 quand (t, x) ∈ ΓT (3.8)

où Rε ∈ Hm(T ), pour tout entier naturel m.

Signalons également la réciproque partielle suivante, qui met en évidence
la pertinence des équations (Sj(T ))0�j�N :
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Théorème 3.6. — Soit N ∈ N et T > 0. Soit (Uj)0�j�N une famille
de profils dans P(ΩT )N+1 telle que la famille (aε)ε∈]0,1] définie par (3.6)
vérifie (3.7). Alors les (Uj)0�j�N vérifient les équations (Sj(T ))0�j�N .

Preuve. — Le théorème découle facilement de la Proposition 5.2 et du
lemme suivant :

Lemme 3.7. — Soit N ∈ N, T un temps strictement positif et des profils
(U j)0�j�N ∈ P(ΩT )N+1. Notons (uε)ε la famille définie par

uε(t, x) :=
N∑
j=0

√
ε
j Uj(t, x, xn

ε
,
xn√
ε
).

Si uε est identiquement nulle alors chacun des profils est nul. �

Pour des raisons techniques, on a pas de réciproque aussi simple en ce
qui concerne les conditions aux limites (Sjcl(T ))0�j�N (cf section 5.5). Le
Théorème 3.5, qui sera lui prouvé dans la section 5, permet d’appliquer le
théorème d’approximation 3.2 à la stabilité de familles (uε) de solutions des
problèmes Pbε(T0) de la forme (3.5) avec aε admettant une écriture de la
forme (3.6) et (rε)ε∈]0,1] ∈ Λm(T0). Plusieurs cas sont à distinguer selon le
nombre de profils (Uj)0�j�N et la taille du reste εMrε.

• Supposons 1
4 � M � N

2 . Il existe ε0 ∈]0, 1] et un temps T ′ dans ]T0, T ]
tel que pour tout ε ∈]0, ε0], uε se prolonge de manière unique en une solution
régulière de Pbε(T ′) qui s’écrit encore sous la forme (3.5) avec aε de la forme
(3.6), où les profils (Uj)0�j�N ont été prolongés en des fonctions de P(ΩT ′),
et (rε)ε∈]0,1] ∈ Λm(T ′). De plus, si M > 1

4 , on peut prendre T ′ = T .

• Supposons que 0 < N
2 < M alors la famille (uε) se prolonge en une

famille de solutions des problèmes Pbε(T ) de la forme

uε(t, x) = aε(t, x) + ε
N
2 rε(t, x)

avec aε de la forme (3.6), où les profils (Uj)0�j�N ont été prolongés en des
fonctions de P(ΩT ), et (rε)ε∈]0,1] ∈ Λm(T ).

• Tournons maintenant notre attention vers les développements à un
seul terme. Dans le cas général : N = 0, M � 1

4 , on peut conclure qu’il
existe ε0 ∈]0, 1] et un temps T ′ dans ]T0, T ] tel que pour tout ε ∈]0, ε0],
uε se prolonge de manière unique en une solution régulière de Pbε(T ′) qui
s’écrit encore sous la forme

uε(t, x) = U0(t, x,
xn
ε
,
xn√
ε
) + ε

1
4 rε(t, x).
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où le profil U0 est prolongé en une fonction de P(ΩT ′), et (rε)ε∈]0,1] ∈
Λm(T ′).

Dans les deux cas extrêmes d0 = 0 (bord non caractéristique) et d0 = L
(bord totalement caractéristique), on peut apporter certaines précisions. En
premier lieu, la famille (uε)ε peut s’écrire

uε(t, x) = aε(t, x) + εmin(M, 12 ) rε(t, x)

avec (rε)ε∈]0,1] ∈ Λm(T ′). Ensuite, dans le cas où M > 1
4 , on peut prendre

T ′ = T .

Ces résultats découlent du raffinement suivant du Théorème 3.5 pour la
construction d’un seul profil (cf. section 5).

Théorème 3.8. — Si U0 ∈ P(ΩT ) vérifiant (S0(T )) et (S0
cl(T )) alors

la famille (aε)ε∈]0,1] définie par aε(t, x) = U0(t, x, xn

ε , xn√
ε
) vérifie

Lεaε = ε
1
4 Rε quand (t, x) ∈ ΩT

aε = 0 quand (t, x) ∈ ΓT

et Rε ∈ Hm(T ), pour tout m entier naturel.

Dans le cas où d0 vaut 0 où L, on a que la famille (ε−
1
4Rε)ε ∈ Hm(T ).

Notons que dans le cas où d0 = 0, la méthode de [18] fait recours à la
construction de U1

c , ce que l’on ne fait pas ici. Cela se fait au prix d’un
manque d’information sur la taille du reste. On verra à la section suivante
comment la construction de profils supplémentaires peut préciser ce point
dans les cas 0 < N

2 < M et N = 0, M > 1
4 . Constatons que les cas les plus

délicats sont ceux où il y a à la fois une CLC et une CLNC. La difficulté
provient de leur interaction et plus particulièrement du terme de CLNC
d’amplitude O(

√
ε) (dans L∞).

3.2.3. Existence de développements de couche limite

On s’intéressera pour une famille de données initiales (uε0)ε∈]0,1] à la famille
de problèmes mixtes paraboliques :

Pbεmixte(T ) :



Lεuε = 0 quand (t, x) ∈ ΩT

uε = 0 quand (t, x) ∈ ΓT
uε = uε0 quand t = 0

Dans la suite et jusqu’au Théorème 3.13, ε ∈]0, 1] est fixé.
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Pour qu’il soit possible d’obtenir une solution régulière, des relations
de compatibilité entre données initiales et au bord doivent être vérifiées. A
l’ordre 0, cela donne

(Rε
0) : uε0|xn=0 = 0.

De plus, notant A(t, x, ∂x) :=
∑

1�j�nAj(t, x)∂j , (1) peut se réecrire

A0∂tu
ε = −(A− εE)uε + F (t, x, uε) + f(t, x) (3.9)

∂tu
ε, et par conséquent aussi les dérivées temporelles d’ordres supérieurs,

peuvent ainsi se réexprimer en fonction des dérivées spatiales. Ainsi si à la
donnée initiale uε0 correspond une solution régulière uε de (3.9), les ∂jt u

ε|t=0

sont déterminés univoquement en fonction de uε0 et des données du système.
On peut donc introduire à priori sans ambiguité les valeurs uεj attendues
pour ∂jt u

ε|t=0. On définit alors la relation de compatibilité à l’ordre j

(Rε
j) : uεj |xn=0 = 0.

Pour que cette dernière ait un sens, on doit se pencher sur la régularité
des uεj . Pour cela, on note pour j � 1, fj := (∂jt f)|t=0 et on introduit les
fonctions Fj telles que pour tout u(t, x)

(∂jtF (t, x, u))t=0 = Fj(x, u0, ..., uj)

où uj = ∂jt u|t=0. Les Fj sont des fonctions de la forme

Fj(x, u0, ..., uj) =
∑
k=1

∑
j1+...+jk=j

cF k(x, u0)(uj1 , ..., ujk
)

où la somme ne porte que sur des j1, ..., jk � 1.

La proposition suivante, dont la démonstration repose essentiellement
sur les propriétés multiplicatives des espaces de Sobolev, assure que les uεj
possèdent une régularité suffisante pour qu’un certain nombre de relations
(Rε

j)j (que le Théorème 3.10 révèlera suffisant) aient un sens :

Proposition 3.9. — Si la donnée initiale uε0 ∈ H2s+1(Rn
+) et

f ∈ H2s(0,+∞) avec 2s > n
2 , les formules

A0|t=0u
ε
1 = −(A− εE)|t=0u

ε
0 + F (0, x, u0) + f(0, x),

et pour j � 2,

A0|t=0u
ε
j = −(∂j−1

t A0)|t=0u
ε
1 − (∂j−1

t (A− εE))|t=0u
ε
0

−(A− εE)|t=0u
ε
j−1 + fj−1 + Fj−1(x, uε0, ..., u

ε
j−1)

définit par récurrence uεj ∈ H2s+1−2j(Rn
+) pour j � s.
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Par la théorie variationnelle, on a (voir [18] pour une démonstration dans
le cas de coefficients constants) :

Théorème 3.10. — Soit ε ∈]0, 1]. Si uε0 ∈ H2s+1(Rn
+) et f ∈ H2s(0,∞)

avec 2s > n
2 , alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. La fonction uε0 vérifie les relations (Rε
j)j�s

2. Il existe Tε > 0 et uε unique solution de Pbmixte(Tε) dans Hm(0, Tε)

De plus, lorsque 2 est vérifiée avec un Tε maximal, on a si Tε <∞ que

lim
t→Tε

||uε||L∞(Ωt) = +∞.

Dans le cas linéaire, Tε = +∞.

Le théorème n’est jamais vide puisque :

Proposition 3.11. — Pour tout ε ∈]0, 1] et f ∈ H2s(0,∞) avec
2s > n

2 , il existe uε0 ∈ H2s+1(Rn
+) vérifiant (Rε

k)k�s. De plus, uε0 peut être
construit explicitement.

Preuve. — Pour tout ε ∈]0, 1] et f ∈ H2s(0,∞), il existe des fonctions
(Hε

j)j�1 dépendantes de façon C∞ de leurs arguments tels que (3.9) impose,
pour tout x ∈ R

n
+,

uεj(x) = εj(A−1
0 En,n)j(0, x)∂2j

n uε0(x) +Hε
j(x, (∂

αuε0(x))|α|�2j;αn �=2j).

On construit une suite (aεj)j�2s ∈ L2(Rn−1) telle que, pour tout y ∈ R
n−1,

aε0(y) = 0 et pour j � 1,

εj(A−1
0 En,n)j(0, y, 0)aε2j(y) +Hε

j(y, 0, (∂
α′
aεαn

(y))|α|�2j;αn �=2j) = 0

où α := (α′, αn). L’application linéaire continue surjective

S : H2s+1(Rn)→ Π2s
j=0H

2s+ 1
2−j(Rn−1)

u0 �→ (u0|xn=0, ..., ∂
2s
n u0|xn=0)

admet un inverse à droite linéaire continue R explicite ([13]). On pose
uε0 := R(aε0, a

ε
1, ..., a

ε
2s). La fonction uε0 vérifie les relations de compatibilité

(Rε
j)j�s. �

– 338 –



Couches limites semilinéaires

La démonstration précédente assure le résultat de caractérisation des
données initiales compatibles suivant :

Proposition 3.12. — Pour tout ε ∈]0, 1], il existe des fonctions
(Cε

j )j�2s, de classe C∞, telles que pour toute donné initiale uε0 ∈ Hm(Rn
+),

les assertions suivantes sont équivalentes :

1. La fonction uε0 vérifie les relations de compatibilité (Rε
j)k�s,

2. La fonction uε0 vérifie

uε0|xn=0 = 0 et pour j � 1,
(∂2j
n uε0)|xn=0 = Cε

j (y, ((∂
α
x u

ε
0)|xn=0)α∈Ij ),

où Ij := {α ∈ N
n : |α| � 2j, αn �= 2j}.

Il est possible d’obtenir à partir des théorèmes précédents des résultats
uniforme en ε en utilisant le changement d’échelle (t′, x′) = (εt, εx) (voir
[18]). Cependant cette méthode ne conduit pas à des estimations optimales
car elle ne tient pas compte du fait que la singularité est seulement selon la
direction normale.

Le théorème suivant montre que l’on peut résoudre la famille de problè-
mes mixtes Pbεmixte, sur un intervalle de temps non trivial, commun à toute
une gamme de ε petits, pour une famille de données initiales sous la forme
d’un développement de couche limite « bien préparée ».

Théorème 3.13. — Soit N un entier naturel, M un réel vérifiant
M � 1

4 , (Ujinit)0�j�N une famille de profils initiaux dans (Pinit)N+1 et
(rε)ε∈]0,1] une famille de restes initiaux Λm

init. On note pour ε dans ]0, 1] et
x dans R

n
+,

uε0(x) :=
N∑
j=0

√
ε
j Ujinit(x,

xn
ε
,
xn√
ε
) + εM rε(x) (3.10)

Il existe Pinit,N ⊂ (Pinit)N+1 tel que les assertions suivantes soient équivalen-
tes :

1. La famille de données initiales est bien préparée au sens suivant :

(i). (Ujinit)0�j�N ∈ Pinit,N

(ii). Pour tout ε ∈]0, 1], la donnée initiale uε0 vérifie les relations de
compatibilité (Rε

k)k�s
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2. Il existe ε0 ∈]0, 1] et un temps T > 0 tel que, pour tout ε ∈]0, ε0], le
problème mixte Pbεmixte(T ) admet une unique solution uε de la forme

uε(t, x) =
N∑
j=0

√
ε
j Uj(t, x, xn

ε
,
xn√
ε
) + εM rε(t, x) (3.11)

où les profils (Uj)0�j�N sont dans P(ΩT ), vérifient les problèmes (Sj(T ))-
(Sjcl(T )) et le reste (rε)ε∈]0,1] est dans Λm(T ).

Notons que dans le cas où M > N+1
2 , on peut déduire du Théorème 3.6

le fait que, dans le point 2, les profils (Uj)0�j�N satisfont automatiquement
les équations (Sj(T )). Le sous-ensemble Pinit,N est caractérisé par deux
types de relations de compatibilité : d’une part une compatibilité au coin
{t = xn = 0} et d’autre part une compatibilité à la polarisation. Un cas
analogue est traité dans [28]. La proposition suivante établit l’existence de
données initiales bien préparées. En fait, le résultat est même un peu plus
précis.

Proposition 3.14. — 1. Pour tout N entier naturel, l’ensemble Pinit,N
est non vide.

2. Si la famille (ordonnée) (Ujinit)0�j�N+1 est dans Pinit,N+1, alors la
sous-famille (Ujinit)0�j�N est dans Pinit,N .

3. Si (Ujinit)0�j�N est dans Pinit,N , alors il existe UN+1
init ∈ Pinit tel que

(Ujinit)0�j�N+1 est dans Pinit,N+1.

4. Pour tout N entier naturel, pour tout réel M � 1
4 , quelque soit la

famille (Ujinit)0�j�N de profils initiaux dans (Pinit)N+1, il existe une famille
de restes initiaux (rε)ε dans ∩m∈NΛm

init tel que pour tout ε ∈]0, 1], la donnée
initiale uε0 définie par (3.10) vérifie les relations de compatibilité (Rε

k)k∈N.

La preuve de la Proposition 3.14 fait l’objet de la section 7.

Notons que c’est par paresse que l’on considère des profils de régularité
H∞. Une étude similaire avec des profils de régularité finie en les variables
« lentes » est tout à fait possible... mais laborieuse.

Remarque 3.15. — Si n = L = 1, H := ∂t, F (t, x, u) = u2 et E := ∂2
x,

U0
a,init := 0 et U0

b,init assez grand est un exemple de données initiales pour
lesquelles le temps d’existence de U0

b est inférieur à celui de U0
a . Il serait
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intéressant de savoir si un tel exemple est possible lorsqu’on part de données
initiales nulles.

• Revenons au cas déjà envisagé plus haut où N = 0 et M > 1
4 . On

ne fait pas ici d’hypothèse supplémentaire sur la multiplicité d0. Supposons
que l’on dispose d’une famille (uε) de solutions des problèmes Pbε(T0) de
la forme (3.5) avec aε de la forme

aε(t, x) := U0(t, x,
xn
ε
,
xn√
ε
).

Les résultats précédents nous permettent de construire des profils supplé-
mentaires. Rappelons cependant qu’en général, construire un profil con-
somme de la régularité. Ainsi si l’on s’autorise à construire U1, on peut alors
appliquer le Théorème 3.2, prendre T ′ = T et l’on est assuré de l’existence
de prolongements (uε)ε en des solutions des Pbε(T ) de la forme

uε(t, x) = aε(t, x) + εmin(M, 12 ) rε(t, x).

Si l’on s’autorise à construire U1, ..., UN avec N
2 > M alors on est assuré

que les (uε)ε sont de la forme

uε(t, x) = aε(t, x) + εM r̃ε(t, x).

• De même dans le cas 0 < N
2 < M , on peut construire UN+1, ..., Uk

avec k
2 � M , de façon à être assuré que les (uε)ε soient de la forme

uε(t, x) = aε(t, x) + εM rε(t, x).

Détaillons un peu plus ce cas : l’assertion 2 implique 1 du Théorème 3.13
assure que (Ujinit)0�j�N ∈ Pinit,N , où, pour 0 � j � N ,

Ujinit := Uj |t=0.

Par application répétée du point 3 de la Proposition 3.14, on peut construire
UN+1
init , ..., Ukinit telle que (Uj)0�j�k ∈ Pinit,k. On définit alors

r̃ε(t, x) := rε(t, x) + ε−M .

k∑
j=N+1

√
ε
j Uj(t, x, xn

ε
,
xn√
ε
)

et on applique l’assertion 1 implique 2 du Théorème 3.13. Le Théorème 3.4
dit que les profils supplémentaires ainsi construits vivent jusqu’au temps T .
Le reste est suffisamment petit pour que l’on soit assuré de la persistence
du développement jusqu’au temps T .
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3.2.4. Condition aux limites résiduelles

La proposition suivante fait le lien entre U0
a et le problème hyperbolique

limite avec condition aux limites résiduelles.

Proposition 3.16. — La fonction U0
a vérifie Pb0(T0). On notera

u0 := U0
a .

Dans la suite, on utilise la notation ◦. pour désigner la restriction à Γ
d’une fonction définie sur Ω. Le problème hyperbolique limite Pb0 est bien
posé en vertu des résultats suivants sur une classe plus vaste de problèmes.
On considère le problème :{

Hu = F (t, x, u) + f(t, x) quand (t, x) ∈ ΩT

M(t, y)u = g(t, y) quand (t, x) ∈ ΓT
(3.12)

où les matrices M(t, y) sont des matrices de taille L × r, dépendantes de
façon C∞ de (t, y), de rang constant égal à r, où 0 � r � L. La fonction g est
supposée H∞ sur ΓT et à valeurs dans R

r. On fait, en plus de l’Hypothèse
1.1, l’hypothèse :

Hypothèse 3.17. — La condition aux limites est maximale dissipative

ie la forme quadratique <
◦
An ., . > est négative sur kerM et kerM est

maximale pour cette propriété. La notation
◦
An désigne la trace de la matrice

An sur le bord ΓT .

Notons qu’une conséquence de cette hypothèse est que ker
◦
An ⊂ kerM .

Remarquons également que tous les sous-espaces vectoriels sur lesquels la

forme quadratique <
◦
An ., . > est négative ou nulle, et maximaux pour cette

popriété ont le même dimension, à savoir N − r.

Remarque 3.18. — Des travaux de [21], [27], [26], [20] s’intéressent au cas
où l’Hypothèse 1.1 est violée. L’auteur ignore dans quelle mesure la théorie
de couche limite développée précédemment peut se maintenir.

Le théorème suivant concerne le prolongement des solutions de (3.12) :

Théorème 3.19. — Si T est strictement positif et u ∈ H∞(ΩT ) est
solution de (3.12) alors il existe T0 > T et un unique prolongement de u (en
une fonction encore noté u) dans H∞(ΩT0) solution de{

Hu = F (t, x, u) + f(t, x) quand (t, x) ∈ ΩT0

M(t, y)u = g(t, y) quand (t, x) ∈ ΓT0

(3.13)
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De plus, si T ∗ := sup{T0 > T/ il existe un prolongement de u en une fonc-
tion encore notée u solution de (3.13)} est fini, alors limt→T∗ ||u||L∞(Ωt) =
+∞. Dans le cas linéaire, T ∗ =∞.

Le Théorème 3.19 est un cas particulier des résultats de [12]. On donne
en appendice une esquisse de preuve adaptée au cas semilinéaire envisagé ici.
De plus, le caractère semilinéaire permet de préciser la condition d’explosion,
qui ne porte ici que sur la norme L∞.

On peut déduire du Théorème 3.19 l’existence d’une solution régulière
au problème mixte :


Hu = F (t, x, u) + f(t, x) quand (t, x) ∈ ΩT

M(t, y)u = g(t, y) quand (t, x) ∈ ΓT
u = a quand t = 0

(3.14)

Il est nécessaire pour cela d’imposer certaines conditions de compatibilité
entre données initiales et données au bord. En effet, si u est une solution ré-
gulière de (3.14) avec T > 0, on déduit de l’équation l’existence de fonctions
(Hk)k∈N de classe C∞ telles que

(∂kt u)|t=0 = Hk(x, (∂αx a)|α|�k), (3.15)

où α est un n-uplet α := (α1, ..., αn) ∈ N, |α| la longueur |α| := α1 + ...+αn
et ∂αx = ∂α1

1 ...∂αn
n . Comme par ailleurs, ils existent des fonctions (Gk)k∈N

de classe C∞ telles que

∂kt (Mu) = Gk(t, y, (∂
j
t u)j�k),

on a sur {t = xn = 0} les relations

(Rk) : Gk(0, y, (Hj(y, 0, (∂αx a)|α|�j))j�k) = ∂kt g(0, y).

Théorème 3.20. — Soit a ∈ H∞(Rn−1 × R
+) . Alors les assertions

suivantes sont équivalentes :

(1) La fonction a vérifie les relations (Rk)k∈N

(2) Il existe T > 0 et u solution régulière de (3.14).

Remarque 3.21. — Enoncer un théorème analogue dans un cadre de ré-
gularité finie est loin d’être évident. Une condition suffisante a été donnée
dans [9] et une condition nécessaire et suffisante dans [20].
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Le théorème précédent est non vide :

Proposition 3.22. — Il existe a ∈ H∞(Rn−1 × R
+) qui vérifie les re-

lations (Rk)k∈N

Preuve. — Dans cette preuve, on notera ∂αx = ∂α
′

y ∂αn
n où α = (α′, αn).

Ils existent des fonctions (H̃k)k∈N∗ et (G̃k)k∈N∗ de classe C∞ telles que pour
tout k ∈ N

∗

Hk(x, (∂αx a)|α|�k) = (−1)k(An)k∂kna + H̃k(x, (∂αx a)|α|�k,αn �=k)

Gk(t, y, (∂
j
t u)1�j�k) = M∂kt u + G̃k(t, y, (∂

j
t u)j�k−1).

Ainsi les relations (Rk)k∈N∗ se réecrivent :

(−1)kM(An)k∂kna|xn=0 = (∂kt g)|t=0 −MH̃k(y, 0, (∂αx a|xn=0)|α|�k,αn �=k)

− G̃k(0, y, (Hj(x, (∂αx a|xn=0)|α|�j))j�k−1).

On a le lemme algébrique suivant :

Lemme 3.23. — Pour tout entier naturel k, on a ImM(An)k = R
L.

Preuve. — Pour tout k ∈ N
∗, ker(An)k = kerAn ⊂ kerM , et donc

ImM(An)k = ImM = R
L. En effet, comme (An)k est symétrique, tout

vecteur x de R
L se décompose en x = x0 + x1 où x0 ∈ kerAk

n ⊂ kerM et
x1 ⊂ ImAk

n. Un vecteur quelconque y de R
r s’écrit donc y = Mx = Mx1,

avec x1 ⊂ ImAk
n. �

On obtient l’existence d’une suite (ak)k∈N de fonctions de H∞(Rn−1)
telle que Ma0 = g et, pour tout k ∈ N

∗,

M(An)kak = −(−1)kMH̃k(y, 0, (∂α
′

y aαn |xn=0)|α|�k,αn �=k)

−G̃k(0, y, (Hj(x, (∂α
′

y aαn)|α|�j,αn �=j))j�k−1)

On conclut par une variante du théorème de Borel (prouvée en appendice).

Lemme 3.24. — Il existe une application

B : (H∞(Rn−1))N → H∞(Rn
+)

(bk)k∈N �→ b

telle que
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• Pour tout k ∈ N, ∂knb|xn=0 = bk,

• Il existe un réel C � 0 tel que pour tout m ∈ N, il existe Cm � 0 tel
que pour toute famille (bk)k∈N ∈ (H∞(Rn−1))N,

||b||Hm(Rn
+) � Cm

∑
0�k�m

||bk||Hm(Rn−1) + C. �

La preuve de la Proposition 3.22 assure le résultat suivant :

Proposition 3.25. — Il existe des fonctions (Ak)k∈N de classe C∞

telle que, pour a ∈ H∞(Rn
+), les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) La fonction a vérifie les relations (Rk)k∈N.

(2) Pour tout k ∈ N, pour tout y ∈ R
n−1,

(∂kθ a)(y, 0) = Ak(x, ((∂αx a)(y, 0))) + kerM.

Nous utiliserons ce théorème avec M(t, y) = Π+(t, y).

Lemme 3.26. — La condition aux limites Π+(t, y)U0
a = 0 est maximale

dissipative pour An.

Preuve. — Il suffit de montrer que

∀(t, y) ∈ (0, T )× R
n−1, Π+(t, y) = P+(t, y)R(t, y).

En fait, si R est telle que tRR = En,n et en notant ∆R :=t R−1AnR
−1 et

P+,R la projection associée au sous-espace stable alors Π+ = P+,RR. Ceci
découle de ce que ∆R = RE−1

n,nAnR
−1. �

Le Théorème 3.20 sera utilisé dans la suite avec des termes sources f et g
fonctions des profils. Aussi notons que pour tout entier naturel k la relation
(Rk) fait intervenir les restrictions à t = 0 des (∂ltf)l�k−1, (f (l)

u )l�k−1 et
(∂ltg)l�k.

Le théorème suivant établit des estimations de la différence (uε − u0).
La qualité de l’approximation dépendant des composantes, on introduit :

E+(t, y) :=
∑
λ>0

ker(
◦
E

−1
n,n

◦
An(t, y)− λId), E0(t, y) := ker

◦
An(t, y),

E−(t, y) :=
∑
λ<0

ker(
◦
E

−1
n,n

◦
An(t, y)− λId).
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A ces trois sous-espaces on associe, pour tout (t, y), leur dimension respec-
tive d+, d0 et d− et les projecteurs Π+, Π0 et Π− associés à la décomposition
de l’espace des états R

L en R
L = E+ ⊕ E0 ⊕ E− .

On introduit également les normes

||u||Hm,s(ΩT ) :=
∑

i+j+2k�m;i�s

||∂kt Z ′j∂inu||L2(ΩT )

qui différentient régularités normale et conormale.

Théorème 3.27. — Si u0 est une solution dans H∞(ΩT0) de Pb0(T0)
alors il existe T ∈]0, T0], ε0 ∈]0, 1] et (uε)ε∈]0,ε0] solutions de (Pbε(T ))ε∈]0,ε0]

avec

||Π+(uε − u0)||L∞(ΩT ) � c
√
ε , ||(Id−Π+)(uε − u0)||L∞(ΩT ) � c,

||Π+(uε − u0)||Hm,s(ΩT ) � cs,m
√
ε(1 + ε

1
4− s

2 ) ∀s ∈ [0,
3
2
],

||Π0(uε − u0)||Hm,s(ΩT ) � cs,mε
1
4− s

2 ∀s ∈ [0,
1
2
],

||Π−(uε − u0)||Hm,s(ΩT ) � cs,mε
1
2−s ∀s ∈ [0,

1
2
].

Les estimations ci-dessus conduisent aux faits suivants :

Π+(uε − u0)→ 0 dans Hm,s(ΩT ) ∀s ∈ [0,
3
2
[,

(Id−Π+)(uε − u0)→ 0 dans Hm,s(ΩT ) ∀s ∈ [0,
1
2
[,

et la famille ((Π+(uε − u0), (Id−Π+)(uε − u0)))ε est bornée dans

Hm, 32 (ΩT )×Hm, 12 (ΩT ).

Le Théorème 3.27 est une conséquence de la démonstration des théorèmes
précédents où sont établies les propriétés de polarisation suivantes (voir en
particulier la Proposition 5.8) :

(Id−Π0)U0
b = (Id−Π−)U0

c = (Id−Π−)U1
c = 0.
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4. Preuve du Théorème 3.13

La démonstration du Théorème 3.13 se compose de deux grandes étapes.
La première concerne la construction de solutions approchées.

Théorème 4.1. — Soit N ∈ N. Il existe un sous-ensemble Pinit,N de
(Pinit)N+1 tel que pour toute famille (Ujinit)0�j�N ∈ PN+1

init , les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. La famille (Ujinit)0�j�N est dans Pinit,N

2. Il existe un temps T > 0 et une unique famille (Uj)0�j�N dans
P(ΩT )N+1 vérifiant (Sjcl(T ))0�j�N , (Sj(T ))0�j�N et telle que

Uj |t=0 = Ujinit pour 0 � j � N.

La preuve des Théorèmes 3.3, 3.4 et 4.1 fait l’objet de la section suivante.
Le théorème suivant affirme l’existence de solutions exactes au problème
mixte admettant un développement asymptotique dont la partie principale
est une solution approchée de Pbε(T ). Il découle des Théorèmes 3.2 et 3.10.

Théorème 4.2. — Soit T un temps strictement positif et M � 1
4 . Si

(aε)ε∈]0,1] ∈ Am(T ) est une solution approchée de Pbε(T ) au sens où

Lεaε = εMgε quand (t, x) ∈ ΩT

aε = 0 quand (t, x) ∈ ΓT

avec (gε)ε∈]0,1] ∈ Hm(T ) alors pour toute famille de données initiales
(uε0)ε∈]0,1] vérifiant les relations (Rε

k)k�s et telle que

(
uε0 − aε|t=0

εM
)ε∈]0,1] ∈ Λm

init,

il existe 0 < T ′ < T tel que le problème mixte Pbεmixte(T
′) admette, pour

ε ∈]0, ε0], avec ε0 ∈]0, 1] une unique solution uε telle que

(
uε − aε

εM
)ε∈]0,1] ∈ Λm(T ′).
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5. Preuve du Théorème 4.1

5.1. Composition non linéaire des profils

Définition 5.1. — On dira qu’une famille de fonctions régulières (uε)ε
satisfait

uε ∼
∑
j�0

√
ε
j Uj(t, x, xn

ε
,
xn√
ε
)

pour une suite donnée de profils Uj de P(ΩT ) si pour tout M entier naturel,
il existe ε0 > 0 tel que la famille (rεM )ε définie par

rεM (t, x) := uε(t, x)−
M∑
j=0

√
ε
j Uj(t, x, xn

ε
,
xn√
ε
)

est dans Λm(T ).

P(ΩT ) est un espace de Fréchet, ce n’est pas une algèbre mais est
préservé par composition non linéaire au sens suivant :

Proposition 5.2. — Soit (uε)ε>0 une famille de fonctions de H∞(ΩT )
satisfaisant

uε ∼
∑
j�0

√
ε
j Uj(t, x, xn

ε
,
xn√
ε
)

pour une suite donnée de profils Uj := U0
a +U0

b +U0
c de P(ΩT ) et F (t, x, u)

une fonction de C∞(ΩT × R
L,RL) telle que F (t, x, 0) = 0. Alors

1. Pour tout ε > 0, la fonction F (t, x, uε(t, x)) est dans H∞(ΩT ) et il
existe des profils (Vj)j�0 dans P(ΩT ) tels que

F (t, x, uε(t, x)) ∼
∑
j�0

√
ε
j Vj(t, x, xn

ε
,
xn√
ε
).

2. Le profil V0 se décompose en V0 = V0
a + V0

b + V0
c avec

V0
a := F (t, x,U0

a),
V0
b := F (t, x,U0

a + U0
b )− F (t, x,U0

a),

V0
c := F (t, x,U0

a +
◦
U 0
b + U0

c )− F (t, x,U0
a +

◦
U 0
b).

Lorsque u ∈ H∞(ΩT ,S(R+
θ )),

◦
u désigne la trace de u en θ = 0.
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3. Pour tout j � 1, il existe (Qj
a, Q

j
b, Q

j
c)j∈N C∞ de leurs arguments

tels que Vj se décompose en Vj = Vja + Vjb + Vjc avec

Vja := F ′
u(t, x,U0

a).Uja + Qj
a(t, x, (Uka )k�j−1),

Vjb := F ′
u(t, x,U0

a + U0
b ).(Uja + Ujb )− F ′

u(t, x,U0
a).Uja

+Qj
b(t, x, (Uka ,Ukb )k�j−1),

Vjc := Qj
c(t, x, z, (Uka ,Ukc )k�j , (

◦
∂iθUkb )i+k�j).

De plus Q1
a = Q1

b = 0.

L’esprit de la proposition est le suivant : notre analyse fait intervenir des
développements avec des profils et un reste. Aussi, la propriété d’algèbre
n’est pas essentielle si l’erreur commise peut être incluse dans le reste. La
stratégie de la démonstration se résume ainsi : on introduit une algèbre de
profils plus vaste contenant P(ΩT ) où sont autorisés des profils dépendants
à la fois de xn

ε et de xn√
ε
. C’est un développement avec de tels profils que

l’on obtient à priori par composition non linéaire. On redéveloppe les profils
couplés en un développement de CLNC en contrôlant l’erreur à tout ordre.

Preuve. — Considérons

P̃(ΩT ) := H∞(ΩT )⊕H∞(ΩT ,S(R+
θ ))⊕H∞(ΩT ,S(R+

θ × R
+
z ))

et étendons la Définition 5.1 à de tels profils. P̃(ΩT ) est l’espace considéré
par O. Guès dans [12]. C’est la plus petite algèbre contenant P(ΩT ).

On a, pour (Uj)j�0 dans P(ΩT ),

F (t, x,
∑
j�0

√
ε
j Uj) ∼

∑
j�0

√
ε
j Ṽj (5.1)

où Ṽ0 := F (t, x,U0) et pour j � 1, Ṽj := Ṽ
j
(t, x, (Uk)0�k�j) avec, pour

tout (t, x, (uk)k�j) ∈ ΩT × (RL)j+1,

Ṽ
j
(t, x, (uk)0�k�j) :=

j∑
n=1

∑
k1+...+kn=j

1
n!

Dn
uF (t, x, u0)(uk1 , ..., ukn),

la somme portant sur des ki �= 0, pour i compris entre 1 et n.

Les Ṽj sont dans P̃(ΩT ) et se décomposent en Ṽj := Ṽja + Ṽjb + Ṽjc avec

Ṽja = Ṽ
j
(t, x, (Uka )0�k�j),

Ṽjb = Ṽ
j
(t, x, (Uka + Ukb )0�k�j)− Ṽ

j
(t, x, (Uka )0�k�j),

Ṽjc = Ṽ
j
(t, x, (Uk)0�k�j)− Ṽ

j
(t, x, (Uka + Ukb )0�k�j). (5.2)
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Nous allons maintenant redévelopper les termes Ṽjc en développements de
CLNC. Avant cela, on réalise une manipulation préliminaire qui sera im-
portante pour asurer la décroissance rapide des profils du développement
obtenu. Elle consiste essentiellement à factoriser par des termes de CLNC.
Effectuant un développement de Taylor en θ, on a l’existence de matrices
de taille L×L régulières (Ṽ

j,k,�
)0�k�j telles que pour tout (t, x) ∈ ΩT , pour

tout u := (uk)0�k�j et v := (vk)0�k�j vecteurs de (RL)j+1,

Ṽ
j
(t, x, u + v)− Ṽ

j
(t, x, u) =

j∑
k=0

Ṽ
j,k,�

(t, x, u, v).vk

Ainsi, notant Ud := (Uk
d )0�k�j , où d désigne a, b ou c, on a

Ṽjc =
j∑

k=0

Ṽ
j,k,�

(t, x,Ua + Ub,Uc).Ukc .

Or pour tout 0 � k � j, le profil Ukb admet pour développement de Taylor :∑
i�0

θi

i!

◦
∂iθUkb . Le profil Ṽj admet donc également un développement de

Taylor de la forme
∑

i�0 θ
iWj,i avec

Wj,0 =
j∑

k=0

Ṽ
j,k,�

(t, x,Ua +
◦
Ub,Uc).Ukc

et, pour j � 1,

Wj,i =
∑ 1

ΠL
l=0

1
nl!

j∑
k=0

Dn
uṼ

j,k,�
(t, x,Ua +

◦
Ub,Uc).Ukc .u0...uL.

Dans l’expression précédente, la somme porte sur l’ensemble des indices
n := (n0, ..., nL) ∈ N

L+1 et des indices (klm)l/nl>0 ∈ N
∗ tels que∑L

l=0

∑nl

m=1 k
l
m = i. On a désigné par Dn

u le produit de dérivées

Dn
u := Dn0

u0
...DnL

uL
où, pour 0 � l � L, Dnl

ul
est la dérivée d’ordre nl par rap-

port à la variable ul de Ṽ
j,k,�

(t, x, (ul)0�l�j ,Uc). Cette dérivée est évaluée

en ul := (ul,k
l
1 , ..., ul,k

l
nl ) où uk,l =

◦
∂l

θUk
b

l! .

Par suite, on a Ṽjc ∼
∑

i�0

√
ε
i W̃j,i avec W̃j,i := ziWj,i dans H∞(ΩT ,S(R+

z )).

Notant Vja := Ṽja, Vjb := Ṽjb et Vjc :=
∑

i+k=jWk,i et Vj := Vja+Vjb+Vjc
on a que Vj ∈ P(ΩT ), qu’il existe Qj

c tel que

Vjc := Qj
c(t, x, z, (Uka ,Ukb )0�k�j , (

◦
∂iθUkb )i+k�j)

et que
∑

j�0

√
ε
j Uj ∼

∑
j�0

√
ε
jVj . �
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5.2. L’ansatz de résolution

Un développement de Taylor au premier ordre assure l’existence de A�
n

et E�
n,n tels que An =

◦
An + xnA

�
n et En,n =

◦
En,n + xnE

�
n,n où

◦
An (resp

◦
En,n) désigne la trace de An (resp En,n) en xn = 0.

La substitution du développement

∑
j�0

√
ε
j Uj(t, x, xn

ε
,
xn√
ε
)

à la place de uε dans (1.1) donne, par la proposition précédente un déve-
loppement (l’ansatz de résolution)

∑
j�−2

√
ε
j Fj(t, x,

xn
ε
,
xn√
ε
)

où les profils Fj sont dans P(ΩT ) et se décomposent de la manière suivante :

F−2
a = F−2

b = 0, F−2
c =

◦
An ∂zU0

c −
◦
E n,n∂zzU0

c

F−1
a = 0, F−1

b =
◦
An ∂θU0

b F−1
c =

◦
An ∂zU1

c −
◦
E n,n∂zzU1

c ,

F0
a = HU0

a − F (t, x,U0
a)− f(t, x),

F0
b =

◦
An ∂θU1

b +HU0
b +A�

nθ∂θU0
b −

◦
E n,n∂θθU0

b −F (t, x,U0
a+U0

b )+F (t, x,U0
a),

F0
c =

◦
An ∂zU2

c −
◦
E n,n∂zzU2

c + q0
c ,

et, pour j � 1,

Fj
a = HUja − F ′

u(t, x,U0
a).Uja + qja,

Fj
b =

◦
An ∂θUj+1

b +HUjb + A�
nθ∂θUjb −

◦
E n,n∂θθUjb

− F ′
u(t, x,U0

a + U0
b ).(Uja + Ujb ) + F ′

u(t, x,U0
a).Uja + qjb ,

Fj
c =

◦
An ∂zUj+2

c −
◦
E n,n∂zzUj+2

c + qjc ,

où l’on a regroupé un certain nombre de termes de la façon suivante :

q0
c := (H− Ec)U0

c − F (t, x,U0
a +

◦
U 0
b + U0

c ) + F (U0
a +

◦
U 0
b),
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q1
a := 0, q1

b := −EbU0
b ,

q1
c := (H− Ec)U1

c −Q1
c(t, x, z, (Uka ,Ukc )k�1, (

◦
∂iθUkb )i+k�1),

et pour j � 2

qja := −EUj−2
a −Qj

a(t, x, (Uka )k�j−1),

qjb := −EbUj−1
b − EUj−2

b −Qj
b(t, x, (Uka ,Ukb )k�j−1),

qjc := (H− Ec)Ujc − EUj−2
c −Qj

c(t, x, z, (Uka ,Ukc )k�j , (
◦

∂iθUkb )i+k�j).

On note Eb et Ec les opérateurs

Eb :=
n∑
i=1

∂i(Ein∂θ.) + ∂θ(Eni∂i.),

Ec :=
n∑
i=1

∂i(Ein∂z.) + ∂z(Eni∂i.).

On a noté pour alléger qja , qjb (pour j ∈ N
∗) et qjc (pour j ∈ N) au lieu de

q0
c (t, x,U0

a ,
◦
U 0
b ,U0

c , ∂t,xU0
c , ∂z∂xU0

c ),
q1
b (t, x, (∂

β
x∂θU0

b )β=0,1),

q1
c (t, x, z, (Uka ,Ukc )k�1, (

◦
∂iθUkb )i+k�1, ∂t,xU1

c , (∂z∂
β
xU1

c )β=0,1),

et, pour j � 2,

qja(t, x, (∂
β
xUj−2

a )β=1,2, (Uka )k�j−1),

qjb(t, x, (Uka ,Ukb )k�j−1, (∂βx∂θUj−1
b )β=0,1, (∂βxUj−2

b )β=1,2),

qjc(t, x, z, (Uka ,Ukc )k�j , (
◦

∂iθUkb )i+k�j , ∂t,xUjc , (∂z∂βxUjc )β=0,1, (∂xUj−2
c )β=1,2).

On note ∂x la collection des (∂i)i=1,...,n, ∂η la collection des (∂i)i=1,...,n

et de ∂θ et ∂t,x la collection des (∂i)i=0,...,n.

On a alors que, pour j � 1, qjb dépend de

(t, x, (Uka ,Ukb )k�j−1, (∂βη (Uj−1
b ,Uj−2

b )β=0,1).
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5.3. Changement de variables

Nous allons procéder à un changement d’inconnue dont le but est de
trivialiser les coefficients devant les dérivées secondes en les variables rapides
introduites par la viscosité. Le fait remarquable est que l’on peut conserver
le caractère symétrique.

Introduisons les champs réguliers de matrices L×L : R(t, y) :=
◦
E

1
2
n,n(t, y),

Λ(t, y) := R−1
◦
AnR−1, et les champs réguliers de sous-espaces vectoriels de

R
L :

Ẽ+(t, y) :=
∑
λ>0

ker(Λ(t, y)− λId), Ẽ0(t, y) := ker Λ(t, y),

Ẽ−(t, y) :=
∑
λ<0

ker(Λ(t, y)− λId).

A ces trois sous-espaces, on associe, pour tout (t, y), leur dimension res-
pective d+, d0 et d− ; des bases orthogonales respectives d’éléments propres
((λj , rj))j∈I+ , ((λj , rj))j∈I0 et ((λj , rj))j∈I− et les projecteurs orthogonaux
respectifs P+, P0 et P−.

Introduisons Uk := RUj et multiplions les équations précédentes par
R−1 à gauche. Notant F̃j := R−1Fj , H̃ := R−1HR−1, F̃ (U) := R−1F (U),
Λ� := R−1A�

nR
−1,

q̃0
c (t, x, U

0
a ,

◦
U

0
b , U

0
c , ∂t,xU

0
c , ∂z∂xU

0
c ) := R−1q0

c (t, x,U0
a ,

◦
U 0
b ,U0

c , ∂t,xU0
c , ∂z∂xU0

c )

q̃1
b (t, x, (∂

β
x∂θU

0
b )β=0,1) := R−1q1

b (t, x, (∂
β
x∂θU0

b )β=0,1),

q̃1
c (t, x, z, (U

j
a , U

j
c )j�1, (

◦
∂iθU

k
b )i+k�1, ∂t,xU

1
c , (∂z∂

β
xU

1
c )β=0,1) :=

R−1q1
c (t, x, z, (Uja ,Ukc )k�1, (

◦
∂iθUkb )i+k�1, ∂t,xU1

c , (∂z∂
β
xU1

c )β=0,1),

et pour j � 2

q̃ja(t, x, (∂
β
xU

j−2
a )β=1,2, (Uk

a )k�j−1) := R−1qja(t, x, (∂
β
xUj−2

a )β=1,2, (Uka )k�j−1),

q̃jb(t, x, (U
k
a , U

k
b )k�j−1, (∂βηU

j−1
b , U j−2

b )β=0,1) :=

R−1qjb(t, x, (Uka ,Ukb )k�j−1, (∂βηUj−1
b ,Uj−2

b )β=0,1),

q̃jc(t, x, z, (U
k
a , U

k
c )k�j , (

◦
∂iθU

k
b )i+k�j , ∂t,xU

j
c , (∂z∂

β
xU

j
c )β=0,1, (∂βxU

j−2
c )β=1,2) :=

R−1qjc(t, x, z, (U
k
a , U

k
c )k�j , (

◦
∂iθU

j
b )i+j�j , ∂t,xU

j
c , (∂z∂

β
xU

j
c )β=0,1, (∂xU j−2

c )β=1,2)
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on a :

F̃−2
a = F̃−2

b = 0 F̃−2
c = Λ∂zU

0
c − ∂zzU

0
c ,

F̃−1
a = 0 F̃−1

b = Λ∂θU
0
b F̃−1

c = Λ∂zU
1
c − ∂zzU

1
c ,

F̃0
a = H̃U0

a − F̃ (t, x, U0
a )− f(t, x),

F̃0
b = Λ∂θU

1
b + H̃U0

b + Λ�θ∂θU
0
b − ∂θθU

0
b − F̃ (t, x, U0

a + U0
b ) + F̃ (t, x, U0

a ),
F̃0
c = Λ∂zU

2
c − ∂zzU

2
c + q̃0

c

et, pour j � 1,

F̃j
a = H̃U j

a − F̃ ′
u(t, x, U

0
a ).U j

a + q̃ja,

F̃j
b = Λ∂θU

j+1
b + H̃U j

b + Λ�θ∂θU
j
b − ∂θθU

j
b ,

− F̃ ′
u(t, x, U

0
a + U0

b ).(U j
a + U j

b ) + F̃ ′
u(t, x, U

0
a ).U j

a + q̃jb ,

F̃j
c = Λ∂zU

j+2
c − ∂zzU

j+2
c + q̃jc .

5.4. Problème hyperbolique-parabolique

Dans ce paragraphe, nous donnons des résultats concernant le problème
mixte et le problème de prolongement pour un certain type d’équation dite
hyperbolique-parabolique ([12]). Ces résultats seront utilisés par la suite
dans l’analyse de la CLC. Considérons T0 > 0 et notons K := P0Λ�P0,
H := P0H̃P0 + Kθ∂θ. H est un opérateur symétrique hyperbolique sur
l’espace des fonctions telles que (Id − P0)W = 0 pour lequel {xn = 0} est
totalement caractéristique. Introduisons l’espace N (T ) := H∞(ΩT ,S(R+))
et le problème

(Id− P0)W = 0, quand (t, x) ∈ ΩT × R
+
θ , (5.3)

(−∂2
θ + H)W = P0f(t, x, p,W ) quand (t, x) ∈ ΩT × R

+
θ , (5.4)

W |θ=0 = b quand (t, x) ∈ ΩT (5.5)
W = a quand t = 0 (5.6)

où f(t, x, p,W ) ∈ C∞, p(t, x, θ) ∈ N (T0), b ∈ H∞(ΩT ).

Examinons la compatibilité des données : si W est une solution régulière
de (5.3) − (5.4) − (5.6) avec T > 0 alors il existe des fonctions (Ik)k∈N de
classe C∞ telles que

(∂kt W )|t=0 = Ik(x, θ, (∂ix∂
j
θa)i+ j

2 �k). (5.7)

Si, de plus, W vérifie (5.5), on a nécessairement sur le coin {t = θ = 0}
les relations de compatibilité

(R′
k) : Ik(x, 0, (∂ix∂

j
θa)i+ j

2 �k) = (∂kt b)|t=0.
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La réciproque est contenue dans le théorème suivant

Théorème 5.3. — Soit a ∈ H∞(Rn
+,S(R+)). Alors les assertions sui-

vantes sont équivalentes :

(1). La fonction a vérifie les relations (R′
k),

(2). Il existe T ∈]0, T0] et W ∈ N (T ) solution régulière de (5.3)−(5.4)−
(5.5)− (5.6).

La relation (R′
k) dépend des termes sources par l’intermédiaire des

(∂ltf)l�k−1, (f (l)
p )l�k−1, (f (l)

W )l�k−1 et (∂ltb)l�k.

De même que pour le problème mixte hyperbolique, on a le résultat
d’existence de données compatibles à tout ordre suivant :

Proposition 5.4. — Il existe a ∈ H∞(Rn
+,S(R+)) vérifiant les rela-

tions (R′
k)k∈N.

Preuve. — On commence par remarquer qu’il existe des fonctions (Ĩk)k∈N

de classe C∞ telles que

Ik(x, θ, (∂ix∂
j
θa)i+ j

2 �k) = ∂2k
θ a + Ĩk(x, θ, (∂ix∂

j
θa)i+ j

2 �k,j<2k). (5.8)

On obtient ainsi l’existence de fonctions (ak)k∈N ∈ H∞(Rn
+) telles que

a0 = b, Ik(x, θ, (∂ixaj)i+ j
2 �k) = (∂kt b)|t=0 ∀k � 1.

On conduit en utilisant la variante suivante du Lemme 3.24 :

Lemme 5.5. — Soient (ak)k∈N une suite de fonctions de H∞(Rn
+). Il

existe une fonction a ∈ H∞(Rn
+,S(R+)) telle que, pour tout entier naturel

k, ∂kθ a|θ=0 = ak.

La démonstration suit celle du Lemme 3.24, à la différence près qu’on
considère ici une variable suppléméntaire. On exige aussi une décroissance
plus rapide à l’infini, mais le procédé démonstratif conduit à une fonction
C∞ à support compact en θ, ce qui assure l’appartenance à H∞(Rn

+,S(R+)).
�
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La preuve précédente assure le résultat suivant :

Proposition 5.6. — Il existe des fonctions (A′
k)k∈N de classe C∞ telle

que, pour a ∈ H∞(Rn
+ × R+), les assertions suivantes sont équivalentes :

(1). La fonction a vérifie les relations (Rk)k∈N.

(2). Pour tout k ∈ N, pour tout y ∈ R
n−1,

(∂2k
θ a)(x, 0) = Ak(x, ((∂ix∂jθa(x, 0))i+ j

2 , j<2k)).

On en déduit le théorème de prolongement suivant pour le problème :


(Id− P0)W = 0
(−∂2

θ + H)W = P0f(t, x, p,W ) quand (t, x, θ) ∈ ΩT × R
+
θ ,

W |θ=0 = b quand (t, x) ∈ ΩT

(5.9)

Théorème 5.7. — Si W ∈ N (T ) est solution de (5.9) avec T ∈]0, T0]
alors il existe un temps T1 ∈]T, T0] et un unique prolongement de W en une
fonction encore notée W de N (T1) solution de


(Id− P0)W = 0
(−∂2

θ + H)W = P0f(t, x, p,W ) quand (t, x, θ) ∈ ΩT1 × R
+
θ ,

W |θ=0 = b quand (t, x) ∈ ΩT1

(5.10)

De plus, soit T ∗ := sup{T1 ∈]0, T0]/ il existe un prolongement de W en une
fonction encore notée W ∈ N (T1) solution de (5.10)}. Si T ∗ < T0, on a
||W ||L∞(Ωt×R

+
θ

) → +∞ quand t→ T ∗. Dans le cas linéaire, T ∗ = T0.

5.5. Le tableau de la cascade

On introduit le problème

(Sjcl(T )) :
{

Π+Uj |xn=θ=z=0 = 0 quand (t, x) ∈ ΓT ,
(Id−Π+)(Uja |xn=0 + Ujb |θ=0 + Ujc |z=0) = 0 quand (t, x) ∈ ΩT

.

Le caractère un peu artificiel de ces conditions aux limites provient de ce
qu’on a voulu garder une dépendance en xn au niveau des profils de couche
limite. Voilà pourquoi il est nécessaire de faire « baver » les conditions aux
limites sur certaines composantes pour les couches limites afin de préserver
une certaine unicité. La motivation de la présence du xn réside en la possi-
bilité de généraliser ces résultats au cas d’un domaine situé localement du
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même côté de son bord C∞. Dans ce cas, il apparâıt comme plus satisfaisant
de définir les profils de couche limite en tous les points de l’espace.

On définit, pour tout j � 0 et T > 0, le problème

(Sj(T )) :
{
F̃j−2
c = 0, (Id− P0)F̃j−1

b = 0, F̃j
a = P0F̃j

b = 0
quand (t, x, θ, z) ∈ ΩT × R

+
θ × R

+
z ,

.

L’équivalence entre l’annulation des profils (F̃j)j�−2 et la suite de problèmes
(Sj)j�0 est mise en lumière par le tableau suivant :

(S0) (S1) (S2) ...

F̃−2 F̃−2
c

F̃−1 (Id− P0)F̃−1
b F̃−1

c

F̃0 P0F̃0
b ; F̃0

a (Id− P0)F̃0
b F̃0

c

F̃1 P0F̃1
b ; F̃1

a (Id− P0)F̃1
b F̃1

c

...

Chaque terme de la première colonne est la somme de la ligne corres-
pondante. De plus, lors de la résolution successive (pour j croissant) des
problèmes (Sj)j�0, seul le profil inconnu U j intervient : les profils correspon-
dant à des indices k strictement inférieurs à j ont alors déjà été déterminés
et les profils correspondant à des indices k strictement supérieurs ont été
effacés.

Lorsque les problèmes (Sj(T ))0�j�N sont vérifiés, les premiers termes
non nuls que l’on a au niveau de l’ansatz de résolution sont

√
ε
N−1F̃N−1

c +
√
ε
N ((Id− P0)F̃N

b + F̃N
c ).

On a ainsi un reste de la forme
√
ε
N
Rε avec (Rε)ε ∈ Hs(T ). Ceci permet

notamment de montrer le Théorème 3.5.

Dans le cas d’un développement à un seul terme, on ne résout que
(S0(T )). On a alors un reste de la forme

(Id− P0)F̃0
b +

√
ε(P0F̃1

b + F̃1
a)

(il n’y a pas de U1
c donc pas non plus de F̃1

c ). Ainsi, on a un reste ε
1
4Rε

avec (Rε)ε ∈ Hs(T ). Dans les cas extrêmes d0 = 0 ou d0 = L, on a même
un reste ε

1
2Rε avec (Rε)ε ∈ Hs(T ). Cela découle de ce que dans les deux

cas, P0U
1
b et, par suite, P0F̃1

b , est nul. L’analyse des problèmes (Sj(T )) et
(Sjcl(T )) infra montre que dans ce cas, on a que U1

a , est nul et par suite F̃1
a

l’est aussi. Ces remarques permettent de démontrer le Théorème 3.8.
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Pour les conditions aux limites, on a l’équivalence suivante : Uj vérifie
(Sjcl(T )) si et seulement si

P+U j |xn=θ=z=0 = 0 quand (t, x) ∈ ΓT
(Id− P+)(U j

a |xn=0 + U j
b |θ=0 + U j

c |z=0) = 0 quand (t, x) ∈ ΩT

5.6. (S0(T )) et (S0
cl(T ))

Définissons les problèmes :{
H̃U0

a = F (t, x, U0
a ) + f(t, x) quand (t, x) ∈ ΩT

P+U0
a = 0 quand (t, x) ∈ ΓT

(5.11)




(Id− P0)U0
b = 0

(−∂2
θ + H)U0

b = P0(F̃ (t, x, U0
a + U0

b )− F̃ (t, x, U0
a ))

}
quand

(t, x, θ) ∈ ΩT × R
+
θ

U0
b |θ=0 = −P0U

0
a quand (t, x) ∈ ΩT .

(5.12)

et {
−∂2

zU
0
c + Λ∂zU

0
c = 0 quand (t, x, z) ∈ ΩT × R

+
z ,

U0
c |z=0 = −P−U0

a quand (t, x) ∈ ΩT .
(5.13)

On note (R0
k,a)k∈N et (R0

k,a)k∈N les relations de compatibilité respective-
ment associées aux problèmes (5.11) et (5.12) par les Théorèmes 3.20 et
5.7. Les (R0

k,a)k∈N ne dépendent que des données du problème alors que
pour tout k ∈ N, (R0

k,b) dépend aussi des (∂ltU
0
a )l�k|t=0.

On note (R0
k,b) la relation obtenue en substituant aux (∂ltU

0
a )l�k|t=0 les

expressions en les restrictions des dérivées spatiales (∂lxU
0
a )l�k|t=0 données

par (3.15).

Résoudre (S0(T )) et (S0
cl(T )) revient à résoudre le problème limite

(5.11) puis dans l’ordre que l’on veut (5.12) et (5.13), ce que l’on notera
(5.12)
(5.13) . En effet, tenant compte des polarisations (Id − P0)U0

b = 0 et

(Id− P−)U0
c = 0, les conditions aux limites se scindent en

P+U0
a = 0, U0

b |θ=0 + P0U
0
a = 0 et U0

c |z=0 + P−U0
a = 0.

Aux ordres supérieurs, les différents types de termes composant les profils
sont couplés par les conditions aux limites. La résolution des problèmes
(Sj(T )) et (Sjcl(T )) s’en trouve compliquée.
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5.7. (Sj(T ))-(Sjcl(T )) ; j � 1

Pour chaque j � 1, lors de la résolution (Sj(T )), on est confronté au
problème suivant :

H̃U j
a = Φj

a quand (t, x) ∈ ΩT (5.14)
Λ∂θ(Id− P0)U

j
b = Φj

b,1 quand (t, x, θ) ∈ ΩT × R
+
θ (5.15)

(−∂2
θ + H)P0U

j
b = Φj

b,2 quand (t, x, θ) ∈ ΩT × R
+
θ (5.16)

−∂2
zU

j
c + Λ∂zU

j
c = Φj

c quand (t, x, z) ∈ ΩT × R
+
z

où

Φj
a := F̃ ′

u(t, x, U
0
a )U j

a − q̃ja,

Φj
b,1 := −(Id− P0)((H̃+ Λ�

nθ∂θ − ∂θθ)U
j−1
b

− F̃ ′
u(t, x, U

0
a + U0

b ).(U j−1
a + U j−1

b ) + F̃ ′
u(t, x, U

0
a ).U j−1

a + q̃j−1
b ),

Φj
b,2 := P0(H̃(Id− P0)U

j
b + F̃ ′

u(t, x, U
0
a + U0

b )(U j
a + U j

b )

− F̃ ′
u(t, x, U

0
a ).U j

a − q̃jb),
Φj
c := −q̃j−2

c ,

Φj
a ∈ H∞(ΩT ), Φj

b,1, Φj
b,2 ∈ H∞(ΩT ,S(R+

θ )) et Φj
c ∈ H∞(ΩT ,S(R+

z )).

Pour chaque j � 1, définissons les équations :

(Id− P−)(−∂2
z + Λ∂z)U j

c = (Id− P−)Φj
c (5.17)

quand (t, x, z) ∈ ΩT × R
+
z

les problèmes :{
H̃U j

a = Φj
a quand (t, x) ∈ ΩT

P+U j
a = −P+(U j

b |xn=θ=0 + U j
c |xn=z=0) quand (t, x) ∈ ΓT

, (5.18)

{
(−∂2

θ + H)P0U
j
b = Φj

b,2 quand (t, x, θ) ∈ ΩT × R
+
θ ,

P0U
j
b |θ=0 = −P0(U j

a + U j
c |z=0) quand (t, x) ∈ ΩT

(5.19)

et {
P−(−∂2

z + Λ∂z)U j
c = P−Φj

c quand (t, x, z) ∈ ΩT × R
+
z ,

P−U j
c |z=0 = −P−(U j

a + U j
b |θ=0) quand (t, x) ∈ ΩT

(5.20)
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Les équations (5.15) et (5.17) jouent un rôle crucial dans la résolution des
problèmes (Sj(T )) et (Sjcl(T )). En effet, on a dit que la difficulté provenait
du couplage induit par les équations aux limites. Or les équations (5.15) et
(5.17) déterminent univoquement (Id − P0)U

j
b et (Id − P−)U j

c . Les traces
au bord du domaine de ces éléments sont donc imposées par l’équation et
ne peuvent pas être prescrites.

On note (Rj
k,a)k∈N et (Rj

k,b)k∈N les relations de compatibilité respec-
tivement associées à (5.18) et à (5.19) par les Théorèmes 3.20 et 5.7. (Rj

k,a)
dépend par l’intermédiaire des termes sources des

(∂ltU
m
a )l�k−1;m�j−1|t=0

et des

(∂lt(U
j
b |xn=θ=0 + Um

c |xn=z=0))l�k|t=0.

On note (Rj
k,a) la relation obtenue en réexprimant d’abord les

(∂lt(U
j
b |xn=θ=0 + U j

c |xn=z=0))l�k|t=0

par (5.15) et (5.17) au moyen des

(∂lt(U
m
b |xn=θ=0 + Um

c |xn=z=0))l�k;m�j−1|t=0

et, par récurrence et avec (5.8), au moyen des restrictions à t = 0 des

(∂l1θ ∂l2x (Um
a + Um

b )l�k;m�j−1

De même, on définit (Rj
k,b).

Résoudre (Sj(T )) et (Sjcl(T )) revient à résoudre successivement
(5.15)
(5.17)

puis (5.18) et enfin
(5.19)
(5.21) .

Dans notre analyse, le couplage entre CLC et CLNC se fait donc par
l’intermédiaire de la partie régulière du profil.

5.8. Analyse de la couche limite non caractéristique

La proposition suivante détaille les profils de couche limite non carac-
téristique. On précise en particulier leur décroissance et on note la polari-
sation des profils d’ordre 0 et 1.
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Proposition 5.8. — Si pour N � 0 et un T � 0, la famille (U j)0�j�N
satisfait (Sj(T ))0�j�N et (Sjcl(T ))0�j�N alors pour tout 0 � j � N , le profil
U j
c est de la forme suivante :

U j
c =

N∑
k=1

αjk(t, x, z)rk(t, x)

avec pour k ∈ I−

α0
k(t, x, z) := Ck,0

i (t, x)eλk(t,y)z

αjk(t, x, z) :=
j−1∑
i=0

Ck,j
i (t, x)zieλk(t,y)z quand j � 1

et pour k ∈ I0 ∪ I+

αjk(t, x, z) := 0 quand j = 0, 1

αjk(t, x, z) :=
∑
l∈I−

j−2∑
i=0

Ck,j,l
i (t, x)zieλl(t,y)z quand j � 2.

5.9. Résolution des équations de profils avec donnée polarisée

Le résultat suivant montre que la prescription d’une partie seulement des
profils (la partie régulière et la partie polarisée de la couche limite carac-
téristique) suffit à la détermination univoque d’un développement solution
des problèmes (Sj(T ))j�0 et (Sjcl(T ))j�0 pour un T > 0.

Théorème 5.9. — Soit N un entier et des fonctions

(U j
init := U j

init,a + U j
init,b)0�j�N ∈ PN+1

init

telles que, pour 0 � j � N , (Id − P0)U
j
init,b = 0, le profil U j

init,a vérifie

les relations de compatibilité (Rj
k,a)k∈N et U j

init,b les relations (Rj
k,b)k∈N. Il

existe T > 0 et une unique famille (U j)0�j�N dans (P(ΩT ))N+1 telle que
les problèmes (Sj(T ))0�j�N , (Sjcl(T ))0�j�N soient vérifiées et telle que, pour
0 � j � N , U j

a |t=0 = U j
init,a, P0U

j
b |t=0 = U j

init,b. De plus, T ne dépend que
de U0

a + U0
b .

Preuve. — On introduit les notations suivantes : on note

H̃U0

a = F (t, x, U0
a ) quand (t, x) ∈ ΩT

P+U0
a = 0 quand (t, x) ∈ ΓT

U0
a = U0

a,init quand t = 0
(5.21)
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(Id− P0)U0
b = 0

(−∂2
θ + H)U0

b = P0f(t, x, p, U0
b )

}
quand (t, x) ∈ ΩT × R

+
θ ,

U0
b |θ=0 = −P0U

0
a quand (t, x) ∈ ΩT

U0
b = U0

b,init quand t = 0

(5.22)

et pour chaque j � 1, les problèmes :

H̃U j

a = Φj
a quand (t, x) ∈ ΩT

P+U j
a = −P+(U j

b |xn=θ=0 + U j
c |xn=z=0) quand (t, x) ∈ ΓT

U j
a = U j

a,init quand t = 0
(5.23)




(−∂2
θ + H)P0U

j
b = Φj

b,2 quand (t, x, θ) ∈ ΩT × R
+
θ ,

P0U
j
b |θ=0 = −P0(U j

a + U j
c |xn=z=0) quand (t, x) ∈ ΩT

U j
b = U j

b,init quand t = 0
(5.24)

Le Théorème 3.20 assure l’existence d’un temps T0 > 0 et d’une solution
de (5.21). Le Théorème 5.3 assure alors l’existence d’un temps T ∈]0, T0]
et d’une solution à (5.22). Les versions linéaires des Théorèmes 3.20 et 5.3

assurent l’existence de solutions à la suite de problèmes
(5.15)
(5.17) puis (5.21)

et enfin
(5.23)
(5.24) , pour j = 1, ..,∞. �

5.10. Données de Cauchy compatibles

On remarque que ∂θ est un automorphisme de H∞(ΩT ,S(R+
θ )) et on

note ∂−1
θ son inverse. On note, pour k ∈ N

∗ et u ∈ (P(ΩT ))k, u :=
(u1, ..., uk), Ub := (Ub,1, ..., Ub,k) où, pour 1 � i � k, ui := Ua,i +Ub,i +Uc,i.
On définit aussi, pour tout k ∈ N

∗, l’opérateur :

Tk : (P(ΩT ))k → ((P(ΩT ))k)3

u→ (u, Ub, ∂−1
θ Ub)

Nous appellerons O l’ensemble des opérateurs F de P(ΩT )k1 dans P(ΩT )
qui s’écrivent pour une famille d’indices entiers k1, ..., kν :
F = FνoTkνo...oF1oTk1 où les Fj sont des fonctions C∞ de R

3kj dans R
kj+1 .

On note ∂τ la collection des (∂i)i=0,...,n et de θ∂θ.
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Le théorème suivant met en évidence des conditions nécessairement
vérifiées par les dérivées temporelles des profils.

Théorème 5.10. — Il existe trois familles (Fj,k)j∈N∗,k∈N, (Gj)j∈N et
(Hj,h)j∈N,h∈N∗ d’éléments de O telles que si la famille (U j)0�j�N vérifient
la suite de problèmes (Sj(T ))0�j�N , (Sjcl(T ))0�j�N alors

(Id− P0)U0
b = 0,

pour j = 1, ..., N et k ∈ N

∂kt (Id− P0)U
j
b = Fj,k(t, x, θ, ∂αp

η (Up
a + P0U

p
b ), 0 � p � j − 1,

0 � αp + 2(p− j) � k),

et pour j = 0, ..., N

U j
c = Gj(t, x, z,

◦
∂βp
η (Up

a + P0U
p
b ), 0 � p � j, 0 � βp + p � j),

pour j = 0, ..., N et h ∈ N
∗,

∂ht (U j
a + P0U

j
b + P−U j

c ) = Hj,h(t, x, θ, ∂βp
η (Up

a + P0U
p
b ), 0 � p � j,

0 � βp + p � j + h).

Preuve. — Les propriétés de polarisation de la couche limite caractéristi-
que sont très analogues à celles mises en évidence lors de l’étude de la prop-
agation d’oscillations à une seule phase ([11]). La présence d’une couche
non caractéristique vient cependant compliquer les choses. Aussi nous com-
mençons par un lemme obtenu par l’analyse de la cascade et la Proposition
5.8.

Lemme 5.11. — Il existe une famille de fonctions (S̃j)j∈N de classe C∞

de leurs arguments telle que

U0
c = S̃0(t, x, U0

a ), U1
c = S̃1(t, x, U1

a ),

U j
c = S̃j(t, x, z, (Uk

a , U
k
c )k�j−2, (

◦
∂iθU

k
b )i+k�j−2, ∂t,xU

j−2
c , U j

a ,
◦
U j
b )

quand j = 2, 3

U j
c = S̃j(t, x, z, (Uk

a , U
k
c )k�j−2, (

◦
∂iθU

k
b )i+k�j−2, ∂t,xU

j−2
c , (∂βxU

j−4
c )β=1,2,

U j
a ,

◦
U j
b ) quand j � 4.
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Une simple récurrence permet alors d’obtenir :

Lemme 5.12. — Il existe une famille de fonctions (Sj)j∈N C∞ de leurs
arguments telle que

U j
c = Sj(t, x, z, (

◦
∂iτ (U

k
a , U

k
b ))i+k�j).

Le Théorème 5.10 résulte par récurrence sur j du lemme suivant :

Lemme 5.13. — Il existe deux familles de fonctions (Rj,k)j∈N∗,k∈N et
(Sj,h)j∈N∗,h∈N∗ d’éléments de O telles que pour k ∈ N, h ∈ N

∗

∂kt (Id− P0)U
j
b = Rj,k(t, x, θ, ∂αη (U j

a + P0U
j
b ), ∂

α
τ (Up

a , U
p
b );

0 � p � j − 1, 0 � α � k + 2), (5.25)
∂ht (U j

a + P0U
j
b ) = Sj,h(t, x, θ, ∂αη (U j

a + P0U
j
b ), ∂

β
τ (Up

a , U
p
b );

0 � p � j − 1, 0 � α � h, 0 � β � h + 1). (5.26)

Preuve. — On va montrer que ce lemme est vrai pour h = k + 1 pour
tout k ∈ N, par récurrence sur k. Commençons par le cas k = 0 : par (5.15),
on a l’existence de Rj,0 ∈ O tel que

(Id− P0)U
j
0 = Rj,0(t, x, θ, ∂αη (U j

a + P0U
j
b ), ∂

α
τ (Up

a + P0U
p
b ,

(Id− P0)U
p
b ); 0 � p � j − 1, 0 � α � 2) (5.27)

puis ∂tU
j
a est déterminé par (5.14). (5.16) assure alors l’existence de F ∈ O

tel que

∂tP0U
j
b = F (t, x, θ, (∂αη P0U

j
b )α=0,1, (∂βτ (Up

a + P0U
p
b , (Id− P0)U

p
b ))β�2)

Utilisant (5.27), on obtient alors (5.26) pour h = 1. On montre ensuite
l’hérédité en dérivant par rapport au temps. �

Remarque 5.14. — Lors de l’étude de l’optique géométrique à une seule
phase, on considère des développements de la forme

∑
j�0

εjU j(x,
φ(x)
ε

)

où les profils U j sont dans H∞(ΩT × S1). La résolution de la cascade
d’équations BKW fait intervenir un opérateur de projection moyenne Ep.

– 364 –



Couches limites semilinéaires

Notant Ū := 1
2π

∫ 2π

0
U(x, θ)dθ la moyenne de U et U∗ := U − Ū la

fluctuation, on a les analogies suivantes :

EpU ↔ U0
a + P0U

0
b

(Id− E)Up ↔ (Id− P0)U0
b

U∗ ↔ U0
b

Le théorème suivant donne les conditions nécessaires et suffisantes que
doivent vérifier des conditions initiales pour que l’on puisse construire le
développement correspondant. Soient pour j � 0 et U j

init ∈ Pinit,
(Sjinit) : U j |t=0 = U j

init.

Théorème 5.15. — Soient (U j
init)0�j�N ∈ PN+1

init . On définit les asser-
tions suivantes :

(1) Les fonctions (U j
init)0�j�N vérifient les relations (Rj)0�j�N où :

(R0) :
{

(Id− P0)U0
init,b = 0

U0
init,c = G0(0, x, z, ∂η(U0

init,a + P0U
0
init,b))

et pour j � 1,

(Rj) :




(Id− P0)U
j
init,b= Fj,0(0, x, θ, ∂

αp
η (Up

init,a+P0U
p
init,b), 0 � p � j−1,

0 � αp + 2(p− j) � k))

U j
init,c= Gj(0, x, z,

◦
∂
βp
η (Up

init,a+P0U
p
init,b), 0 � p � j, 0 � βp+p � j)

(1′) Pour 0 � j � N, U j
init,a vérifie les relations (Rj

k,a)k∈N et P0U
j
init,b

vérifient les relations (Rj
k,b)k∈N

(2) Il existe T > 0 et une unique famille (U j)0�j�N ∈ P(ΩT )N+1

vérifient (Sj(T ))0�j�N , (Sjcl(T ))0�j�N et (Sjinit)0�j�N .

Alors (1) + (1′) est équivalent à (2). De plus, si (2) est vérifiée, T ne
dépend que de U0

a + U0
b .

Preuve. — Les relations sont nécessaires d’après le Théorème 5.10. Ré-
ciproquement, si les assertions (1) et (1′) du Théorème 5.15 sont vérifiées,
le Théorème 5.9 appliqué à la famille

(Ũ j
init := U j

init,a + P0U
j
init,b + U j

init,c)0�j�N
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assure l’existence de T strictement positif et d’une unique famille (U j)0�j�N
de profils dans P(ΩT ) tels que pour 0 � j � N , les problèmes (Sj(T )),
(Sjcl(T )) soient vérifiées et

(U j
a + P0U

j
b + U j

init,c)|t=0 = Ũ j
init.

Les profils (U j)0�j�N vérifient les conditions nécessaires du Théorème 5.10.
En particulier,

(Id− P0)U0
b |t=0 = 0

et, pour j � 1,

(Id− P0)U
j
b |t=0 = Fj,0(0, x, ∂αp

η (Up
a + P0U

p
b ), 0 � p � j − 1,

0 � αp + 2(p− j) � k).

Jointes aux relations (Rj), cela donne :

(Id− P0)U
j
b |t=0 = (Id− P0)U

j
b,init. �

On définit Pinit,N comme l’ensemble des données (U j
init)0�j�N ∈

(Pinit)N+1 vérifiant les points 1 et 1′ du Théorème 5.15. Le Théorème 4.1
découle alors du théorème précédent.

6. Preuve du Théorème 3.2

On va se concentrer ici sur le cas M > 1
4 , indiquant brièvement en fin de

démonstration les modifications nécessaires à apporter dans le cas critique
M = 1

4 .

Notons wε := ε−M (uε − aε) ∈ Λm(T0) et introduisons le problème de
prolongement parabolique :

P
R(T ) :




(H− εE)wε = G(t, x, aε, εMwε)wε + gε quand (t, x) ∈ ΩT

wε = 0 quand (t, x) ∈ ΓT
wε = wε quand t ∈ (0, T0)

où G est telle que F (t, x, u + v)− F (t, x, u) = G(t, x, u, v).v.

wε vérifie P
R(T0).

Une remarque essentielle est que si le problème est non linéaire, les non
linéarités sont multipliées par des ε, ce qui assure l’existence de solutions
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jusqu’en T , et cela pour toute une gamme de ε petits. On peut parler de « ε-
non linéarité ». Il résulte du Théorème 3.10 que pour tout ε ∈]0, 1], il existe
wε solution de P

R(Tε) où Tε > 0. Compte-tenu de la condition d’explosion,
on pourrait travailler directement sur la solution et dériver une estimation à
priori en ||.||∞ qui assure l’existence jusqu’en T . C’est la démarche retenue
dans [18]. Fidèle à [11] et [10], on préfère ici revenir à un schéma itératif
dont on montre la convergence, uniformément en ε, sur (0, T ).

On commence par établir des estimations conormales pour le problème
linéaire:

(−εE +H)wε = fε quand (t, x) ∈ ΩT

wε = 0 quand (t, x) ∈ ΓT
wε = wε quand t ∈ (0, T0)

On notera pour λ � 1, |u||0,λ,T := ||e−λtu||L2(ΩT ) et

|u||m,λ,T :=
∑

2j+k�m

λm−(2j+k)|∂jtZ ′ku||0,λ,T .

On omettra dans les lignes qui suivent l’indice ε des fonctions wε et fε. Cela
ne doit pas entrâıner de confusion.

Proposition 6.1. — Soit m un entier. Il existe λm � 1 tel que pour
λ � λm et pour tout ε ∈]0, 1] :

ε|∇xw||2m,λ,T + λ|w||2m,λ,T � λ−1λm(|f ||2m,λ,T + |w||2m,λ,T0
). (6.1)

Preuve. — Pour m = 0, l’inégalité d’énergie classique donne :

ε|∇xw||20,λ,T + λ|w||20,λ,T � λ−1λ0(| < f,w >0,λ,T |+ |w||20,λ,T0
) (6.2)

pour λ plus grand qu’un λ0. On déduit alors (6.1) en appliquant l’inégalité
de Cauchy-Schwarz.

On procède ensuite par récurrence sur m. Supposons (6.1) vérifié pour
0, ...,m− 1.

Appliquons pour 2j + k � m, ∂jtZ ′k à l’équation. Utilisant (6.2), il vient

ε(λm−(2j+k)|∇x∂
j
tZ

′kw||0,λ,T )2 + λ(λm−(2j+k)|∂jtZ ′kw||0,λ,T )2 �
λ−1λ0(λ2(m−(2j+k))| < f̃, ∂jtZ

′kw >0,λ,T |+ |w||2m,λ,T0
)

où f̃ := ∂jtZ
′kf + [H, ∂jtZ

′k]w + [εE , ∂jtZ ′k]w.
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Voyons comment traiter le terme λ2(m−(2j+k))| < f̃, ∂jtZ
′kw >0,λ,T |.

• Utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, le terme

λ2(m−(2j+k))| < ∂jtZ
′kf, ∂jtZ

′kw >0,λ,T |

est majoré, en valeur absolue, par

(λm−(2j+k)|∂jtZ ′kf ||0,λ,T )(λm−(2j+k)|∂jtZ ′kw||0,λ,T )

soit encore par

λ−1cδλ
m−(2j+k)|∂jtZ ′kf ||0,λ,T + λδλm−(2j+k)|w||0,λ,T .

Pour δ assez petit, le terme λδλm−(2j+k)|w||0,λ,T est « absorbée » dans le
membre de gauche.

• Voyons comment majorer les « pires » termes de

λ2(m−(2j+k))| < [εE , ∂jtZ ′k]w, ∂jtZ
′kw >0,λ,T |

c’est-à-dire ceux qui contiennent deux dérivées normales et sont de la forme :

λ2(m−(2j+k))| < εA∂nB∂nC∂j
′

t Z ′k′
w, ∂jtZ

′kw >0,λ,T |

avec 2j′ + k′ � m− 1. Intégrant par parties, on est ramené à contrôler

ελ2(m−(2j+k))|∂n∂jtZ ′kw||0,λ,T |∂n∂j
′

t Z ′k′
w||0,λ,T

que l’on majore par

εδλm−(2j+k)|∂n∂jtZ ′kw||20,λ,T + εcδλ
m−(2j+k)|∂n∂j

′

t Z ′k′
w||20,λ,T

où δ est pris suffisamment petit pour que le premier terme soit absorbé
dans le membre de gauche. Le second terme est contrôlé par l’hypothèse de
récurrence.

• Il reste à contrôler λ2(m−(2j+k))| < [H, ∂jtZ
′k]w, ∂jtZ

′kw >0,λ,T |.

Pour cela, écrivons An =
◦
An +xnA

�
n et H = H� +

◦
An ∂n où

H� :=
n−1∑
i=0

AiZi + A�
nZn.

On doit donc contrôler des termes de la forme

λ2(m−(2j+k))| < [AiZi, ∂
j
tZ

′k]w, ∂jtZ
′kw >0,λ,T |, (6.3)

λ2(m−(2j+k))| < [A�
nZn, ∂

j
tZ

′k]w, ∂jtZ
′kw >0,λ,T |, (6.4)

λ2(m−(2j+k))| < [
◦
An ∂n, ∂

j
tZ

′k]w, ∂jtZ
′kw >0,λ,T |. (6.5)
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Les termes (6.3) et (6.4) peuvent être majorés par

cteλm−(2j+k)|∂jtZ ′kw||20,λ,T

et sont absorbés dans le membre de gauche de (6.1).

Pour (6.5), on remarque que l’on a par l’équation :

◦
An ∂nw := f −H�w + εEw

ce qui nous ramène à des cas précédents. �

On utilise le shéma itératif (wν)ν�0 défini par

w0 := wε quand t ∈ (0, T0)

w0 := wε(T0) quand t ∈ (T0, T )

et

(−εE +H)wν+1 = G(t, x, aε, εMwν)wν+1 + gε quand (t, x) ∈ ΩT

wν+1 = 0 quand (t, x) ∈ ΓT
wν+1 = wε quand t ∈ (0, T0)

On notera dans la suite ||.||∞ au lieu de ||.||L∞(ΩT ).

Proposition 6.2. — Soit µ > 0 fixé. Il existe λ1 > 0 tel que si
εM ||wν ||∞ � µ alors

ε|∇xw
ν+1||2m,λ,T + λ|wν+1||2m,λ,T � λ−1λ1(|gε||2m,λ,T + |w||2m,λ,T0

+(|wν+1||m,λ,T + εM ||wν+1||∞|wν ||m,λ,T )2). (6.6)

Preuve. — Il s’agit d’estimer en norme |.||20,λ,T des termes de la forme

λm−|α|Zα(G(t, x, a, εMwν)wν+1) (6.7)

où |α| � m. Lorsqu’on développe (6.7), on obtient deux types de termes :

• ceux où wν n’est pas dérivé. Ils sont contrôlés par cte|wν+1||2m,λ,T et
pour λ assez grand sont absorbés dans le membre de gauche de (6.6).
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• ceux où wν est dérivé. Ils sont de la forme

λm−|α|Φε(t, x)Zβ1a...ZβiaZγ1(εMwν)...Zγj (εMwν)Zδwν+1

où Φε(t, x) est uniformément borné dans L∞ et

|β1|+ ... + |βi|+ |γ1|+ ... + |γj |+ |δ| � |α|.

On doit donc majorer en |.||20,λ,T des termes de la forme

λm−|α|Zγ1(εMwν)...Zγj (εMwν)Zδwν+1. (6.8)

On utilise les inégalités de Moser suivantes [12] :

Lemme 6.3. — Soient m entier naturel. Il existe une constante
c > 0 telle que pour tout T ′ ∈ (T0, T ), pour toutes fonctions a1, ..., al dans
Hm(ΩT ) et α := (α1, ...αl) dans N

n+1, |α| := |α1| + ... + |αl| � m et pour
tout λ � 1, on a

λm−α||Zα
1 a1...Z

α
l al||0,λ,T � c

∑
j

(Πi �=j ||ai||∞)|aj ||m,λ,T .

Le terme (6.8) se majore alors par

cte(|wν+1||m,λ,T + εM ||wν+1||∞|wν ||m,λ,T )2

ce qui achève la preuve. �

Le plongement Sobolev qui suit est démontré dans [12].

Proposition 6.4. — Il existe ρ > 0 tel que pour tout w dans Em,T ,

||w||∞ � ρTeλT (|w||m,λ,T + |∂nw||m,λ,T ).

On en déduit par un simple changement de variable

Proposition 6.5. — Il existe ρ > 0 tel que, pour tout w ∈ Em,T , pour
tout ε dans [0, 1],

ε
1
4 ||w||∞ � ρTeλT (|w||m,λ,T +

√
ε|∂nw||m,λ,T ).
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Notons que ce plongement est optimal. Prenons par exemple le cas où
n = 1. On considère une famille de fonctions (uε)ε où le graphe de uε est
un pic de largeur

√
ε et de hauteur ε−

1
4 ie

uε(x) := 0 si |x| >
√
ε

2
,

uε(x) := ε−
1
4 − 2ε−

3
4 |x| si |x| <

√
ε

2
.

On a ε
1
4 ||uε||L∞ = O(1), ||uε||L2 = O(1) et

√
ε||uε||L2 = O(1). Aussi,

si l’on veut améliorer les estimations L∞ établies dans ce travail, il faut
nécessairement se servir de l’équation (ce qui est fait dans le cas non car-
actéristique dans [18]) ou réduire l’espace fonctionnel ambiant.

Fixons un réel µ > 0 arbitraire, un réel λ1 donné par la Proposition 6.2,
λ � 2λ1 et h := sup

0<ε�1
(|gε||m,λ,T + |w0||m,λ,T ). On choisit alors 0 < ε < 1

assez petit pour que εM− 1
4hρTeλT � min(µ, 1).

Proposition 6.6. — La suite (wν)ν satisfait

∀ν ∈ N, εM ||wν ||∞ � µ, ||wν ||m,λ,T � h.

Preuve. — On raisonne par récurrence sur ν. La proposition est vraie
pour ν = 0. Supposons la vraie pour ν quelconque. Alors par la Proposition
6.2, on a

ε|∇xw
ν+1||2m,λ,T + λ|wν+1||2m,λ,T � λ−1λ1(h2 + +(|wν+1||m,λ,T +

εMh|wν+1||∞)2)

On utilise la Proposition 6.5 pour contrôler |wν+1||∞. Ainsi

ε|∇xw
ν+1||2m,λ,T + λ|wν+1||2m,λ,T � λ−1λ1(h2

+(|wν+1||m,λ,T + εM− 1
4hρTeλT (|wν+1||m,λ,T +

√
ε|∂nwν+1||m,λ,T )2)

donc

ε|∇xw
ν+1||2m,λ,T + λ|wν+1||2m,λ,T � λ−1λ1(h2

+(2|wν+1||m,λ,T +
√
ε|∂nwν+1||m,λ,T )2)

et, par suite,

ε|∇xw
ν+1||2m,λ,T + λ|wν+1||2m,λ,T � λ−1λ1(h2

+8|wν+1||2m,λ,T + 2ε|∂nwν+1||2m,λ,T )
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d’où
1
2
ε|∇xw

ν+1||2m,λ,T + λ|wν+1||2m,λ,T � λ−1λ1(h2 + 8|wν+1||2m,λ,T )

ainsi |wν+1||m,λ,T � h
2 et

√
ε|∇xw

ν+1||m,λ,T � h
2 d’où

εM ||wν+1||∞ � εM− 1
4 ρTeλTh � µ �

On obtient alors classiquement une solution régulière de P
R(T ) qui vérifie

par passage à la limite εM ||wε||∞ = O(1) et ||wε||m,λ,T = O(1). Les dérivées
normales itérées sont estimées ensuite, par récurrence, par l’équation. �

Dans le cas critique M = 1
4 , la démonstration est similaire à la précédente

sauf dans le contrôle ||.||∞ : on joue sur le temps ne disposant plus assez de
ε. Plus précisemment, on choisit T ′ pour que hρT ′eλT

′ � min(µ, 1). �

7. Preuve de la Proposition 3.14

• On commence par montrer le point 1 : pour cela on note que par les
Propositions 3.22 et 3.24, on peut construire une famille (U j

init := U j
init,a +

U j
init,b)0�j�N vérifiant les points 1 et 2 du Théorème 5.9.

• Le point 2 découle de la définition tandis que le point 3 se montre
comme le point 1.

• Pour le point 4, on procède comme suit. Grâce au point 3, on construit,
si besoin est, des profils (U j

init)N+1�j�N ′ tels que N ′

2 > M et que la famille
(U j

init)0�j�N ′ soit dans P′init,N ′ .

On applique le Théorème 4.1 puis le Théorème 3.5 de façon à obtenir
un réel T > 0 et une famille de profils (Uj)0�j�N ′ dans P(ΩT )N

′+1 tels que

Uj |t=0 = Ujinit pour 0 � j � N ′

et tels que la famille (aε)ε définie par

aε(t, x) =
N ′∑
j=0

√
ε
j Uj(t, x, xn

ε
,
xn√
ε
)

vérifie

Lεaε = εM Rε quand (t, x) ∈ ΩT

aε = 0 quand (t, x) ∈ ΓT

où Rε ∈ Hm(T ).
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On en déduit, pour tout entier naturel j, pour tout x ∈ R
n
+,

(∂jt a
ε)|t=0(x) = εj(A−1

0 En,n)j(0, x)∂2j
n aεinit(x)

+ Hj(ε, x, (∂αaεinit(x))α∈Ij ) + εMRε
j(x) (7.1)

où Ij := {α ∈ N
′n/ |α| � 2j;αn �= 2j}, aεinit := aε|t=0 et Rε

j := (∂jtRε)|t=0.

On cherche (rεinit) tel que uεinit = aεinit + εMrεinit vérifie

{εj(A−1
0 Enn)j(0, x).∂2j

n (uεinit)(x) +Hj(ε, x, (∂αuεinit)α∈Ij
)}|xn=0 = 0.

Tenant compte de (7.1), cela revient à des identités de la forme

{εj(A0Enn)j(0, x).∂2j
n rεinit(x)

+
∑
α

H�,α
j (ε, x, εM (∂αrεinit(x))α∈Ij

, (∂αaεinit(x))α∈Ij
).∂αrεinit(x)}|xn=0

= Rε
j(y, 0)

où les fonctions H�,α
j sont de classe C∞.

On montre par récurrence que l’on peut construire une famille de fonc-
tions (rεj )ε∈[0,1[,0�j�m dans H∞(Rn−1) tel que, pour tout y ∈ R

n−1,

rε0(y) = 0 et, pour j � 1,
εj(A−1

0 En,n)j(0, y, 0).∂2j
n rε0(y) +Hj(ε, y, 0, (∂αuε0(y))α|∈Ij

) = 0

sup
ε∈]0,1]

||rε0||Hs(Rn−1) +
s∑

k=1

εk−
1
2 ||rεk||Hs−k(Rn−1) <∞.

Les rεj peuvent être définis par récurrence sur j, en imposant que les rεj ,
pour les indices de j impairs, soient identiquement nuls. On vérifie, pour
tout j, que

sup
ε∈]0,1]

||rε0||Hj(Rn−1) +
j∑

k=1

εk−
1
2 ||rεk||Hj−k(Rn−1))<∞.

grâce à des inégalités de type Moser/ Gagliardo-Nirenberg.

On conclut avec le Lemme 3.24. �
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A. Preuve du Théorème 3.19

Nous allons esquisser une preuve du Théorème 3.19 qui est un cas par-
ticulier du théorème de [9]. Le point important est le caractère semilinéaire
du cas étudié ici qui permet de préciser la condition d’explosion. C’est ce
que met en évidence les lignes qui suivent. Une solution de régularité finie
est obtenue au moyen d’un schéma itératif dans lequel le contrôle en ||.||∞
est déterminant.

On va utiliser des espaces de type Sobolev pour lesquels une dérivée
normale vaut deux dérivées conormales.

Définition A.1. — Soit H0,m(ΩT ) := {u ∈ L2(ΩT ) / ∀l � k / Zlu ∈
L2(ΩT )} et

Em,T := {u ∈ H0,m(ΩT )/∂knu ∈ H0,m−2k(ΩT ) ∀0 � 2k � m}

muni de la famille de normes à poids :

|u|Em,λ,T :=
∑

0�k+2l�m

λm−k−2l||e−λtZk∂lnu||L2(ΩT ).

Théorème A.2. — Soit T est un temps strictement positif, une fonction
f ∈ Em,T et u ∈ Em,T solution de (3.12). Alors il existe un temps T0 > T
et un unique prolongement de u (en une fonction encore noté u) dans Em,T0

solution de{
Hu = F (t, x, u) + f(t, x) quand (t, x) ∈ ΩT0

M(t, y)u = g(t, y) quand (t, x) ∈ ΓT0

(A.1)

De plus, si T ∗ := sup{T0 > T/ il existe un prolongement de u en une
fonction de Em,T0 encore notée u solution de (A.1)} est fini, alors
limt→T∗ ||u||L∞(Ωt) = +∞. Dans le cas linéaire, T ∗ =∞.

Remarque A.3. — Si les espaces Em,T sont satisfaisants pour le problè-
me de propagation, on attire l’attention du lecteur sur le fait qu’il n’en est
rien pour le problème de Cauchy. En particulier, la régularité en temps peut
être mesurée en norme L∞.

Preuve. — On va se concentrer sur l’existence. L’unicité et la caractérisa-
tion de l’explosion se déduisent de manière classique. On se ramène au cas
où u est nulle pour t ∈ (0, T ).
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Suivant [24], on peut supposer sans perte de généralité que

An(t, y, 0) =


 Idd+ 0 0

0 −Idd− 0
0 0 0


 , M :=

[
Idd+ 0

0 0

]
.

On écrit u =
[
v
w

]
avec v ∈ R

L−d0 et v ∈ R
d0 . On commence par le problème

linéaire:

Théorème A.4. — Le problème linéaire

Hu = f quand (t, x) ∈ ΩT0 (A.2)
Mu = 0 quand (t, x) ∈ ΓT0 (A.3)

u = 0 quand t ∈ (0, T ) (A.4)

admet une unique solution régulière . Celle-ci vérifie les estimations

∀m ∈ N ∃λm/ ∀λ � λm, |u|Em,λ,T0
� λ

λm
|f |Em,λ,T0

.

Preuve. — Il s’agit d’estimer pour 2k + |l| � m le terme

λm−2k−l|∂knZlu|E0,λ,T0
.

Estimation L2

C’est un cas particulier de [24].

k = 0
Zlu vérifie (A.2)-(A.3)-(A.4) avec f̄ := Zlf + [H, Zl]u en lieu et place
de f . L’estimation de ce dernier commutateur assure que f̄ ∈ L2 et avec
l’estimation L2 que

λm−2k−l|Zlu|E0,λ,T0
� C

λ
|f |Em,λ,T0

.

k �= 0

On estime séparément les dérivées de v et celles de w. En écrivant les
matrices par blocs, (A.2) se réécrit :

n∑
j=0

Aj,[1]Zjv +
n∑
j=0

Aj,[2]Zjw + B[1]v + B[2]w + C∂nv = f [1],

n∑
j=0

Aj,[3]Zjv +
n∑
j=0

Aj,[4]Zjw + B[3]v + B[4]w = f [2].
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où C est la matrice de taille (L− d0)× (L− d0), diagonale
C = diag(Idd+ , Idd− , 0d0). On abrégera l’écriture précédente en

A[1]Zv + A[2]Zw + B[1]v + B[2]w + ∂nv = f [1] (A.5)
A[3]Zv + A[4]Zw + B[3]v + B[4]w = f [2] (A.6)

v : on a |∂nv|Em−2,λ,T0
� 1

λ |∂nv|Em−1,λ,T0

De plus, |∂nv|Em−1,λ,T0
peut être estimé grâce à (A.5).

w : notons X := A[4]Z+B[4]. X est un opérateur symétrique hyperbolique
pour lequel le bord {xn = 0} est totalement caractéristique. Alors (A.6) se
réécrit

Xw = f [2] −A[3]Zv −B[3]v

ainsi

|∂nXw|Em−2,λ,T0
� (|u|Em,λ,T0

+ |f |Em,λ,T0
). (A.7)

Ensuite, on a que X∂knZ
lw vérifie X∂knZ

lw = f̄ où f̄ := ∂knZ
l
Xw+[X, ∂knZ

l]w.
Ecrivant k = k′ + 1, on a

f̄ := (∂n)k
′
Zl(∂nXw) + [X, ∂knZ

l]w.

Le premier terme est contrôlé par (A.7) (2k′ + l � m− 2). Pour le second,
on écrit

[X, ∂knZ
l]w = [A[4]Z, ∂knZ

l]w + [B[4], ∂knZ
l]w.

Voyons comment contrôler le premier terme qui est le « pire » (il contient une
dérivée supplémentaire). [A[4]Z, ∂knZ

l]w est une somme de terme de types

((∂n)k1Zl1A[4])((∂n)k2Zl2Z)w

avec k1 +k2 = k, l1 + l2 = l et 0 < 2k1 + |l1| < m. L’estimation L2 appliquée
à X donne alors l’existence de λm tel que

∀λ � λm |(∂n)kZlw|2 � C

λ
(|u|Em,λ,T0

+ |f |Em,λ,T0
) �

On utilise le shéma itératif :

Huν+1 = F (t, x, uν) + f quand (t, x) ∈ ΩT0

Muν+1 = 0 quand (t, x) ∈ ΓT0

uν+1 = 0 quand t ∈ (0, T )

initialisé par u0 := 0.
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Soit R un réel positif. Les deux lemmes suivants sont démontrés dans
[9].

Lemme A.5. — Il existe un réel l > 0 tel que, pour tout λ � 1, si
|u|∞ � R on a |F (t, x, u)|Em,λ,T0

� l|u|Em,λ,T0
.

Lemme A.6. — Il existe un réel c > 0 tel que, pour tout u dans Em,T0 ,
|u|∞ � cT0e

λT0 |u|Em,λ,T0
.

On considère λ tel que λ
λm

l � 1
2 , µ := 2|f |Em,λ,∞ et T0 tel que

cT0e
λT0 � R.

Lemme A.7. — La suite (uν)ν vérifie , pour tout ν ∈ N, |uν |∞ � R et
|uν |Em,λ,T0

� µ.

Preuve. — On raisonne par récurrence. Si |uν |∞ � R et |uν |Em,λ,T0
� µ

alors par le Théorème A.4, on a

|uν+1|Em,λ,T0
� λm

λ
(l|uν |Em,λ,T0

+ |f |Em,λ,∞) � µ

d’où par le Lemme A.6, |uν+1|∞ � cT0e
λT0µ � R. �

B. Preuve de la Proposition 3.24

Soit χ une fonction C∞ à support dans ]− 1, 1[ et telle que χ(x) = 1 si
|x| � 1

2 . Soit (Mj)j∈N une suite de réels positifs tels que, pour tout j, pour
tout xn � 0 et tout m entier naturel tel que 0 � m � j − 1,

|∂mn (xjnχ(Mjxn))|.||bj ||Hj(Rn−1) � 1
2j

. (B.1)

Une telle suite peut être construite de la manière suivante : si M j−1 est
construit, on remarque que ∂mn (xjnχ(Mjxn) est une conbinaison de facteurs
de la forme

xj−ln Mk
j χ

(k)(Mjxn) (B.2)

avec k + l = m � j − 1.

On a que χ(k)(Mjxn) = 0 si |xn| � 1
Mj

.

– 377 –



Franck Sueur

Notant lj := max0�k�j ||χ(k)||L∞(R), le terme (B.2) est donc majoré, en
valeur absolue, par lj

M
j−(k+l)
j

.

Si Mj � 1, on a donc, pour une constante cj adéquate, pour tout xn � 0,

|∂mn (xjnχ(Mjxn)| � cj
lj
Mj

.

Il suffit ainsi de choisir Mj suffisamment grand. On définit, pour tout j
entier naturel, la fonction

bj(y, xn) := xjn.χ(Mjxn).bj(y).

Ces fonctions bj sont C∞ sur R
n
+ et vérifient, pour tout m entier naturel,

∑
j�0

sup
xn�0

am,j(xn) <∞ où

am,j(xn) := ||∂mn bj(., xn)||Hm(Rn−1).

En effet, pour tout m entier naturel, la fonction

gm(xn) :=
∑

0�j�m
sup
xn�0

am,j(xn)

est bornée uniformément sur R
n
+ par une constante Cm. Scindant la somme

selon que j � m ou j � m + 1, on obtient∑
j�0

sup
xn�0

am,j(xn) � Cm +
∑

j�m+1

sup
xn�0

am,j(xn).

Or, pour tout j � m + 1, on a, avec (B.1),

am,j(xn) � ||∂mn bj(., xn)||Hj(Rn−1) = |∂mn (xjnχ(Mjxn))|.||bj ||Hj(Rn−1) � 1
2j

.

Ainsi ∑
j�0

sup
xn�0

am,j(xn) � Cm +
∑

j�m+1

1
2j

< ∞.

Le théorème de différentiation terme à terme assure alors que la fonction

b(y, xn) :=
∑
j�0

bj(y, xn)
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est bien définie et appartient à H∞(Rn
+). De plus, pour tout k entier naturel,

∂knb|xn=0 =
∑
j�0

∂knbj |xn=0 = bk �

Je dédie cet article à Bruno Reyssat.
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