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Opérateurs de Fuchs non linéaires(∗)

Patrice Pongérard(1), Claude Wagschal(2)

RÉSUMÉ. — On se propose d’étudier des équations aux dérivées partielles
non linéaires du type de Fuchs au sens de Baouendi-Goulaouic ([1] et [2])
dans des espaces de fonctions suffisamment différentiables par rapport à la
variable fuchsienne et dans des espaces de Gevrey par rapport aux autres
variables. Les méthodes utilisées reposent sur le formalisme des séries
formelles Gevrey développé dans [13] et adapté aux équations du type de
Fuchs dans [6] et [7]. On obtient ainsi des théorèmes qui généralisent ceux
de Baouendi-Goulaouic concernant le cas analytique.

ABSTRACT — We study in this article nonlinear partial differential equa-
tions of Fuchs type in spaces of functions sufficiently differentiable with
respect to the fuchsian variable and in Gevrey spaces with respect the
other variables. The results are a generalization of those of Baouendi-
Goulaouic obtained in the analytic case.

1. Notations et résultats

Précisons d’abord les espaces utilisés. Considérons un intervalle I ⊂ R

d’intérieur non vide et un ouvert Ω de R
n ; on notera x = (x1, . . . , xn) les

coordonnées d’un point x ∈ R
n et Dα la dérivation en x d’ordre α ∈ N

n.
Étant donné un entier 0 � k � ∞ et un espace de Banach E, on note
Ck,∞(I × Ω;E) l’espace vectoriel des fonctions u : I × Ω → E admettant
pour tout 0 � l � k [lorsque k = ∞, on convient que ceci signifie pour tout
l] et tout α ∈ N

n des dérivées partielles continues Dl
tD

αu : I ×Ω → E. Cet
espace vectoriel Ck,∞(I ×Ω;E) est stable par dérivation par rapport à x et

Dl
tD

αu = DαDl
tu pour tout 0 � l � k et tout α ∈ N

n.
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Étant donné un nombre réel d � 1, on note Gk,d(I×Ω;E) le sous-espace
constitué des fonctions u ∈ Ck,∞(I × Ω;E) telles que, pour tout compact
K ⊂ I et tout 0 � l � k, il existe une constante cK,l � 0 telle que

sup
(t,x)∈K×Ω

‖Dl
tD

αu(t, x)‖ � c
|α|+1
K,l |α|!d pour tout 0 � l � k et tout α ∈ N

n.

Lorsque I est un intervalle compact, ceci signifie donc qu’il existe une con-
stante cl � 0 telle que

sup
(t,x)∈I×Ω

‖Dl
tD

αu(t, x)‖ � c
|α|+1
l |α|!d pour tout 0 � l � k et tout α ∈ N

n.

Lorsque k est fini, on peut supposer les constantes cK,l et cl indépendantes
de l.

Lorsque I est un intervalle compact et lorsque k est fini, ceci signifie
donc qu’il existe une constante c � 0 telle que

sup
(t,x)∈I×Ω

‖Dl
tD

αu(t, x)‖ � c|α|+1|α|!d pour tout 0 � l � k et tout α ∈ N
n

et on peut alors écrire

Gk,d(I × Ω;E) =
⋃
L>0

Gk,d
(L)(I × Ω;E)

où Gk,d
(L)(I × Ω;E) désigne le sous-espace des fonctions u pour lesquelles il

existe c � 0 telle que

sup
(t,x)∈I×Ω

‖Dl
tD

αu(t, x)‖ � cL|α||α|!d pour tout 0 � l � k et tout α ∈ N
n.

Pour simplifier les notations, étant donné un réel r > 0 et des entiers
0 � h � k � ∞, nous noterons Gk,d

h (]0, r] × Ω;E) l’espace vectoriel des
u ∈ Gk,d(]0, r] × Ω;E) tels que

(tDt)lu ∈ G0,d([0, r] × Ω;E) pour tout 0 � l � h,

ceci signifiant que la fonction (tDt)lu, bien définie sur ]0, r] × Ω, se pro-
longe par continuité à [0, r] × Ω en une fonction appartenant à l’espace
G0,d([0, r] × Ω;E). Cet espace est évidemment stable par dérivation en x.

On notera que

G0,d
0 (]0, r] × Ω;E) = G0,d([0, r] × Ω;E).
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Remarque 1.1. — Dans la définition des espaces Gk,d
h , on peut remplacer

les opérateurs (tDt)l par les opérateurs tlDl
t. Il existe en effet des alj > 0

et des blj ∈ R tels que

(tDt)l =
l∑

j=1

aljt
jDj

t , t
lDl

t =
l∑

j=1

blj(tDt)j pour l � 1.

Note. — L’espace des fonctions appartenant à l’espace G0,d(I × Ω;E)
et indépendantes de t sera noté Gd(Ω;E). Lorsque E = R, les espaces
précédents seront notés simplement Ck,∞(I × Ω), Gk,d(I × Ω), etc.

On considère une équation non linéaire de la forme

m∑
l=0

al(t, x)(tDt)lu(t, x) = f(t, x,DΛu(t, x)) (1.1)

où
al ∈ G1,d([0, s] × Ω), am = 1, s > 0,

Λ = {(l, α) ∈ N × N
n ; l + d |α| � m et 0 � l < m},

DΛu = (tl+1Dl
tD

αu)(l,α)∈Λ,

on se donne d’autre part un voisinage ouvert convexe Ω′ de l’origine de
l’espace R

n′
où n′ = Card Λ et une fonction

f : [0, s] × Ω × Ω′ → R

appartenant à l’espace G0,d([0, s]× (Ω×Ω′)) : il existe une constante c0 � 0
telle que, pour tout (t, x, y) ∈ [0, s] × Ω × Ω′ et tout (α, β) ∈ N

n × N
n′

,

|Dα
xD

β
y f(t, x, y)| � c

|α|+|β|+1
0 (|α| + |β|)!d. (1.2)

Il s’agit d’une équation du type de Fuchs de poids nul selon la termi-
nologie de [1] ; une équation de poids 0 � p � m se ramène très simplement
à une équation de poids nul.

D’après la remarque 1.1, on peut écrire indifféremment (tDt)l ou tlDl
t.

Remarquons également que

al(t, x) = al(0, x) + tbl(t, x) où bl(t, x) =
∫ 1

0

Dtal(σt, x) dσ.
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La fonction bl appartenant à l’espace G0,d([0, s] × Ω), l’équation (1.1) peut
s’écrire (en changeant de notation)

m∑
l=0

al(x)(tDt)lu(t, x) = f(t, x,DΛu(t, x)) (1.3)

où al ∈ Gd(Ω).

Introduisons le polynôme de degré m

P (x, λ) =
m∑

l=0

al(x)λl

et l’opérateur P ≡ P (x, tDt), dite partie fuchsienne de l’opérateur (1.3) qui
s’écrit alors

P (x, tDt)u(t, x) = f(t, x,DΛu(t, x)).

Nous noterons Z(x), x ∈ Ω, l’ensemble des zéros du polynôme P (x, •). On
se propose d’abord d’établir le

Théorème 1.2. — On suppose qu’il existe une partie compacte K du
demi-plan �e λ < 0 telle que

Z(x) ⊂ K pour tout x ∈ Ω. (1.4)

1. Alors, il existe 0 < r � s tel que l’équation (1.3) admette une unique
solution u ∈ Gm,d

m (]0, r] × Ω).

2. En outre, étant donné un entier h ∈ N ∪ {∞}, si
f ∈ Gh,d([0, r] × Ω × Ω′), on a

u ∈ Gm+h,d
m+h (]0, r] × Ω) (1.5)

et
(tDt)ju ∈ Gh,d([0, r] × Ω) pour 0 � j � m. (1.6)

Nous allons en déduire plus généralement le résultat suivant.

Théorème 1.3. — 1. Soient h, k ∈ N des entiers tels que k � h. On
suppose qu’il existe une partie compacte K du demi-plan �e λ < k telle que

K ∩ N = ∅ et Z(x) ⊂ K pour tout x ∈ Ω. (1.7)

On suppose en outre f ∈ Gh,d([0, s] × Ω × R
n′

).
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Alors, il existe 0 < r � s tel que l’équation (1.3) admette une unique
solution

u ∈ Gm+h,d
m+h−k(]0, r]×Ω) telle que (tDt)ju ∈ Gh,d([0, r]×Ω) pour 0 � j � m.

(1.8)

2. S’il existe une partie compacte K de C telle que (1.4) soit vérifié et
si f ∈ G∞,d([0, s] × Ω × R

n′
), l’équation (1.3) admet une unique solution

u ∈ G∞,d([0, r] × Ω).

2. Séries formelles Gevrey

Nous utiliserons le formalisme développé dans [13], c’est-à-dire celui des
séries formelles à une indéterminée, notée ξ, dépendant d’un paramètre
t ∈ [0, r], r > 0, soit

Φ(t, ξ) =
∞∑

k=0

ξk

k!
Φk(t) (2.1)

et nous supposerons que les fonctions Φk : [0, r] → R+ sont continues. Si

Ψ(t, ξ) =
∞∑

k=0

ξk

k!
Ψk(t), Ψk ∈ C([0, r]; R+),

est une autre série formelle, nous noterons Φ � Ψ la relation Φk(t) � Ψk(t)
pour tout t et tout k.

Étant donné une fonction u ∈ C0,∞([0, r] × Ω;E), on note u � Φ la
relation

∀t ∈ [0, r], ∀α ∈ N
n, sup

x∈Ω
‖Dαu(t, x)‖ � Φ|α|(t).

Si u � Φ, on a évidemment Dαu � D|α|Φ pour tout α.

On définit l’espace

C0,∞
Φ ([0, r] × Ω;E) = {u ∈ C0,∞([0, r] × Ω;E) ; (∃c � 0)(u � cΦ)}

qu’on munit de la norme

‖u‖Φ = min{c � 0 ; u � cΦ}.

L’espace C0,∞
Φ ([0, r] × Ω;E) est alors un espace de Banach [13, proposition

6.1].
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Lorsque u ∈ C∞(Ω;E) est une fonction indépendante de t et
Φ(ξ) =

∑∞
k=0(ξ

k/k!)Φk une série formelle à coefficients � 0, la relation
u � Φ signifie évidemment

∀α ∈ N
n, sup

x∈Ω
‖Dαu(x)‖ � Φ|α|.

Bien entendu, on peut utiliser le même formalisme si Ω est un ouvert de C
n,

la fonction u étant alors holomorphe. Voici un exemple simple dont nous
aurons besoin.

Exemple 2.1. — On considère la fonction ϕ(z) = 1/z dans l’ouvert
|z| > δ > 0 de C. Étant donné que

|Dkϕ(z)| =
k!

|z|k+1
� k!

δk+1
pour |z| > δ,

on a

ϕ(z) � Φ(ξ) =
∞∑

k=0

ξk

δk+1
.

Rappelons qu’à la série formelle Φ, on associe la série formelle

Φd(t, ξ) =
∞∑

k=0

ξk

k!
k!d−1Φk(t).

Nous utiliserons le

Lemme 2.2. — Soient Φ,Ψ ∈ R+[[ξ]], alors ΦdΨd � (ΦΨ)d et, si
Ψ(0) = 0, Φd ◦ Ψd � (Φ ◦ Ψ)d.

Preuve. — Si Φ =
∑∞

k=0 Φkξ
k et Ψ =

∑∞
k=1 Ψkξ

k, la première propriété
résulte de l’inégalité (j!(k − j)!)d−1 � k!d−1 pour 0 � j � k. Quant à la
seconde, on a

Φ ◦ Ψ =
∞∑

k=0

(Φ ◦ Ψ)kξ
k

où (Φ ◦ Ψ)0 = Φ0 et, pour k � 1,

(Φ ◦ Ψ)k =
∑

1�i�k
j1+...+ji=k

ΦiΨj1 . . .Ψji .
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Il s’agit alors de vérifier que

i!d−1 j1!d−1 . . . ji!d−1 � k!d−1

si j1 + . . . + ji = k où j∗ � 1 et ceci résulte de l’inégalité i! j1! . . . ji! � k!
sous les mêmes conditions. �

Soient R > 0, ρ > 0 et un entier m � 1, nous utiliserons la série formelle

ΦR,ρ(t, ξ) =
∞∑

k=0

R(m−1)k(ρt)kD
mkϕR(ξ)
(mk)!

(2.2)

où ϕR est la série entière (2.1) de [13]

ϕR(ξ) = K−1
∞∑

l=0

ξl

Rl(l + 1)2
,

la constante K > 0 étant telle que ϕ2
R(ξ) � ϕR(ξ).

On écrit ΦR,ρ sous la forme (2.1). On a

DmkϕR(ξ) = K−1
∞∑

l=0

1
Rmk+l

(mk + l)!
(mk + l + 1)2

ξl

l!
,

d’où

ΦR,ρ(t, ξ) = K−1
∞∑

k=0

R(m−1)k(ρt)k

( ∞∑
l=0

1
Rmk+l

(mk + l)!
(mk)! (mk + l + 1)2

ξl

l!

)
,

et

Φl(t) =
K−1

Rl

∞∑
k=0

(mk + l)!
(mk)! (mk + l + 1)2

(
ρt

R

)k

.

Cette série entière ayant pour rayon de convergence R/ρ, la fonction Φl est
bien définie et continue sur le segment [0, r] si ρr < R. Notons également
que

Φd
R,ρ(t, ξ) =

∞∑
k=0

R(m−1)k(ρt)k (DmkϕR)d(ξ)
(mk)!

.

L’espace de Banach C0,∞
Φd

R,ρ

([0, r] × Ω;E) sera noté Gd
R,ρ([0, r] × Ω;E) et la

norme de cet espace sera notée ‖•‖R,ρ. Dire qu’une fonction u ∈ C0,∞([0, r]×
Ω;E) appartient à cet espace signifie que

∀t ∈ [0, r], ∀α ∈ N
n, sup

x∈Ω
‖Dαu(t, x)‖ � ‖u‖R,ρ |α|!d−1 Φ|α|(t).
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Lemme 2.3. — Si E est une algèbre de Banach, l’espace Gd
R,ρ([0, r] ×

Ω;E) est une algèbre de Banach.

Preuve. — Il s’agit de vérifier que (Φd
R,ρ)

2 � Φd
R,ρ, c’est-à-dire

(ΦR,ρ)2 � ΦR,ρ d’après le lemme précédent, soit

T ≡
∑

l+l′=j

Φl(t)
l!

Φl′(t)
l′!

� Φj(t)
j!

.

Étant donné que

T =
∞∑

i=0

R(m−1)i(ρt)i
∑

k+k′=i
l+l′=j

1
l!l′!

Dmk+lϕR(0)
(mk)!

Dmk′+l′ϕR(0)
(mk′)!

,

il s’agit de vérifier que

∑
k+k′=i
l+l′=j

1
l!l′!

Dmk+lϕR(0)
(mk)!

Dmk′+l′ϕR(0)
(mk′)!

� 1
j!
Dmi+jϕR(0)

(mi)!
.

Cette inégalité sera a fortiori vérifiée si

∑
q+q′=mi
l+l′=j

(mi)!
q!q′!

j!
l!l′!

Dq+lϕR(0)Dq′+l′ϕR(0) � Dmi+jϕR(0).

Il sufit alors de dériver j fois, puis mi fois, l’inégalité ϕ2
R � ϕR pour obtenir

le résultat voulu. �

Pour majorer une composée de fonctions, nous utiliserons le corollaire
6.5 de [13]. Si Φ ∈ R+[[ξ]] est une série formelle, on note [Φ] = Φ − Φ(0) et

ΘR(ξ) =
R

R− ξ
pour R > 0.

Ce corollaire s’écrit alors

Lemme 2.4. — Pour 0 � c < R′ et tout R > 0, on a

Θd
R′ ◦ [cΦd

R,ρ] � max
(
K,

c

R′ − c

)
Φd

R,ρ.
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Lemme 2.5. — On a

Gd
R,ρ([0, r] × Ω;E) ⊂ G0,d

(L)([0, r] × Ω;E) où L =
1

R(1 − τ)
, τ =

(ρr
R

)1/m

.

Preuve. — Soit u ∈ Gd
R,ρ([0, r] × Ω;E), on a

sup
(t,x)∈[0,r]×Ω

‖Dαu(t, x)‖ � ‖u‖R,ρ |α|!d−1 Φ|α|(r)

et

Φl(r) � K−1

Rl

∞∑
j=0

(j + l)!
j!

τ j

(j + l + 1)2
� K−1

Rl

∞∑
j=0

(j + l)!
j!

τ j =
K−1

Rl

l!
(1 − τ)l+1

ce qui permet de conclure. �

Lemme 2.6. — Soit u ∈ G0,d
(L)([0, r] × Ω;E), alors si

0 < R < 1/L et 0 < r < R/ρ,

u appartient à l’espace Gd
R,ρ([0, r] × Ω;E).

Preuve. — Il s’agit de vérifier qu’il existe c � 0 tel que, pour tout t ∈
[0, r] et tout l ∈ N,

Ll l!d � c l!d−1Φl(t),

c’est-à-dire

Ll l! � cΦl(0) = c
K−1

Rl

l!
(l + 1)2

et il suffit de prendre c = K supl (RL)l(l + 1)2. �

Lemme 2.7. — Soient E,F et G des espaces de Banach, (u, v) �→ uv
une application bilinéaire continue de E × F dans G de norme � 1. Soit
u ∈ G0,d

(L)([0, r] × Ω ; E), alors si

sup
(t,x)∈[0,r]×Ω

‖Dαu(t, x)‖ � cL|α| |α|!d pour tout α ∈ N
n

et
0 < R � 1

ηL
où η > 1 et 0 < r < R/ρ,

on a
v ∈ Gd

R,ρ([0, r] × Ω ; F ) =⇒ uv ∈ Gd
R,ρ([0, r] × Ω ; G)

et il existe une constante c(η) > 0 telle que l’application linéaire v �→ uv est
continue de norme � c c(η).
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Preuve. — On a
u � cΘd

1/L(ξ) � cΘd
ηR(ξ)

et, d’après le lemme 2.4 de [13], il existe une constante c(η) > 0 telle que

ΘηR(ξ) � c(η)ϕR(ξ),

d’où
ΘηR(ξ)ϕR(ξ) � c(η)ϕ2

R(ξ) � c(η)ϕR(ξ)

et
ΘηR(ξ)DjϕR(ξ) � c(η)DjϕR(ξ) pour tout entier j.

On en déduit que

ΘηR(ξ)ΦR,ρ(t, ξ) � c(η) ΦR,ρ(t, ξ),

d’où
uv � c ‖v‖R,ρ Θd

ηR(ξ)Φd
R,ρ(t, ξ) � c c(η) ‖v‖R,ρ Φd

R,ρ(t, ξ),

ce qui permet de conclure. �

Nous utiliserons les deux lemmes qui suivent.

Lemme 2.8. — Pour tout p, q � 0

DpϕR(ξ)
p!

� Rq(q + 1)2
Dp+qϕR(ξ)

(p+ q)!
.

Preuve. — Il s’agit de vérifier que

(p+ r)!
p! (p+ r + 1)2

� (q + 1)2
(p+ q + r)!

(p+ q)! (p+ q + r + 1)2
.

On a en effet
(p+ r)!

p!
� (p+ q + r)!

(p+ q)!
et

(p+ q + r + 1)2

(p+ r + 1)2
=

(
1 +

q

p+ r + 1

)2

� (q + 1)2. �

Rappelons le lemme 2.6 de [6].

Lemme 2.9. — Pour tout R > 0 et tout entier i, j, k tels que di � k

Di
(
DjϕR

)d

(ξ) � Rk−i
(k + 1
i+ 1

)2 (
Dj+kϕR

)d

(ξ). (2.3)
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Preuve. — On a

(
DjϕR

)d

(ξ) = K−1
∞∑

l=0

1
(l + j + 1)2

(l + j)!
Rl+j

ξl

l!
l!d−1

et il s’agit de vérifier l’inégalité

1
(l + i+ j + 1)2

(l + i+ j)!
Rl+i+j

(l + i)!d−1 �

Rk−i
(k + 1
i+ 1

)2 1
(l + k + j + 1)2

(l + k + j)!
Rl+k+j

l!d−1,

c’est-à-dire

(l + i+ j)! (l + i)!d−1

(l + i+ j + 1)2
�

(k + 1
i+ 1

)2 (l + k + j)! l!d−1

(l + k + j + 1)2
.

Vu que i � k, on a ( l + k + j + 1
l + i+ j + 1

)2

�
(k + 1
i+ 1

)2

et la fonction

j �→ (l + i+ j)!
(l + k + j)!

est décroissante. Il s’agit donc de vérifier que

(l + i)! (l + i)!d−1 � (l + k)! l!d−1.

On a en effet

(l + i)!
(l + k)!

( (l + i)!
l!

)d−1

� (l + i)i(d−1)

(l + i+ 1)k−i
� 1

car i(d− 1) � k − i. �

3. Étude de la partie fuchsienne

Dans ce paragraphe, on peut supposer les fonctions à valeurs complexes.
Il s’agit alors d’étudier l’équation

P (x, tDt)u(t, x) ≡
m∑

l=0

al(x)(tDt)lu(t, x) = v(t, x) (3.1)
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où al ∈ Gd(Ω) = Gd(Ω; C). D’après [1] et [2], on sait que, sous l’hypothèse
(1.4), pour tout v ∈ G0,d([0, r] × Ω) et tout x ∈ Ω, il existe une unique
fonction t �→ u(t, x) continue sur [0, r] et de classe Cm sur ]0, r] tel que
(Pu)(t, x) = v(t, x) pour 0 < t � r et x ∈ Ω. Afin de préciser la régularité
en x de cette solution, on écrit l’équation (3.1) sous la forme d’un système
du premier ordre en posant

uj = (tDt)ju et U = (u0, . . . , um−1).

La fonction t �→ U(t, x) continue sur [0, r] et de classe C1 sur ]0, r] vérifie

(tDt)U(t, x) = A(x).U(t, x) + V (t, x) pour (t, x) ∈ ]0, r] × Ω (3.2)

où V = (0, . . . , 0, v) et A(x) ∈ L(Cm) est l’endomorphisme de matrice
représentative dans la base canonique de C

m

A(x) =




0 1 0 · · · · · · 0
0 0 1 · · · · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · 0 1

−a0(x) −a1(x) · · · · · · · · · −am−1(x)


 .

On notera que dét (λI − A(x)) = P (x, λ) et que Z(x) est le spectre de cet
endomorphisme.

Plus généralement, soit A ∈ Gd(Ω ; L(Cm)). Supposons que le spectre
Z(x) de l’endomorphisme A(x) vérifie l’hypothèse (1.4). Alors, si
V ∈ G0,d([0, r]×Ω ; C

m), il existe d’après [2] une unique fonction t �→ U(t, x)
continue sur [0, r] et de classe C1 sur ]0, r] solution de (3.2) et elle est donnée
par la formule

U(t, x) =
∫ 1

0

σ−A(x).V (σt, x)
dσ

σ
(3.3)

où σ−A(x) = e− ln σ A(x) ∈ L(Cm), σ > 0. Nous poserons

(PU)(t, x) = (tDt)U(t, x) −A(x).U(t, x) et U = P−1V.

On a alors l’estimation suivante.

Proposition 3.1. — Il existe c � 0 et ε > 0 tel que, pour tout α ∈ N
n

et tout σ > 0,

sup
x∈Ω

‖Dα(σ−A(x))‖L(Cm) � c|α|+1 |α|!d σε.
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Opérateurs de Fuchs non linéaires

Pour établir ce résultat, on utilise la représentation suivante

σ−A(x) =
1

2πi

∫
γ

σ−λ(λI −A(x))−1 dλ, σ > 0,

où γ : [0, 1] → C est un lacet tel que l’indice de tout point de K par rapport
à γ soit égal à 1. Compte-tenu de l’hypothèse (1.4), on peut supposer que
ce lacet est traçé dans le demi-plan �e λ < 0. Il en résulte qu’il existe ε > 0
tel que �e γ(s) � −ε pour tout s ∈ [0, 1], d’où

|σ−λ| � σε pour λ ∈ γ([0, 1]). (3.4)

Posons
dét (λI −A(x)) = P (x, λ),

nous avons besoin ensuite du

Lemme 3.2. — Soit K ′ une partie compacte de C telle que K ∩K ′ = ∅,
alors il existe une constante c � 0 telle que

sup
λ∈K′

sup
x∈Ω

|Dα(1/P (x, λ))| � c|α|+1 |α|!d pour tout α ∈ N
n.

Preuve. — Il existe δ > 0 tel que |P (x, λ)| > δ pour tout x ∈ Ω et
λ ∈ K ′. Il existe d’autre part c0 � 0 tel que

|DαP (x, λ)| � c
|α|+1
0 |α|!d pour tout α ∈ N

n, x ∈ Ω et λ ∈ K ′,

soit

P (x, λ) �
∞∑

k=0

ξk

k!
ck+1
0 k!d,

ou encore

P (x, λ) � Ψd(ξ) pour tout λ ∈ K ′ avec Ψ(ξ) =
∞∑

k=0

ck+1
0 ξk.

Les notations étant celles de l’exemple 2.1, on a

ϕ(z) � Φ(ξ) � Φd(ξ),

d’où, d’après le lemme 2.2,

ϕ ◦ P (•, λ) � Φd ◦ [Ψ]d � (Φ ◦ [Ψ])d.

Les séries entières Φ et Ψ étant convergentes, il en est de même de la série
Φ ◦ [Ψ], ce qui permet de conclure. �
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Lemme 3.3. — Soit K ′ une partie compacte de C telle que K ∩K ′ = ∅,
alors il existe une constante c � 0 telle que

sup
λ∈K′

sup
x∈Ω

‖Dα(λI −A(x))−1‖L(Cm) � c|α|+1 |α|!d pour tout α ∈ N
n.

Preuve. — On a

(λI −A(x))−1 =
(Pij(x, λ)
P (x, λ)

)
1�i,j�m

où Pij est un polynôme en λ à coefficients dans l’espace Gd(Ω) et il existe
donc une constante c � 0 telle que

sup
λ∈K′

sup
x∈Ω

|DαPij(x, λ)| � c|α|+1 |α|!d pour tout α ∈ N
n.

Vu le lemme précédent, ceci permet de conclure. �

La proposition 3.1 résulte de l’inégalité (3.4) et de ce lemme en prenant
K ′ = γ([0, 1]). Si V ∈ G0,d([0, r] × Ω; Cm), on en déduit une estimation de
la forme

sup
x∈Ω

‖Dα
(
σ−A(x).V (σt, x)

)
‖Cm � c|α|+1 |α|!d σε, 0 < σ � 1, 0 � t � r.

Ceci montre que la fonction U définie par (3.3) appartient à l’espace
G0,d([0, r] × Ω; Cm) ; la fonction (tDt)U appartient également à cet espace
d’après l’équation (3.2), donc U ∈ G1,d(]0, r] × Ω; Cm), soit

V ∈ G0,d([0, r] × Ω; Cm) =⇒ P−1V ∈ G1,d
1 (]0, r] × Ω; Cm).

En raisonnant par récurrence sur k pour h = 0, puis sur h, on vérifie
aisément le

Lemme 3.4. — Soit 0 � h � k � ∞, alors

V ∈ Gk,d
h (]0, r] × Ω; Cm) =⇒ P−1V ∈ Gk+1,d

h+1 (]0, r] × Ω; Cm).

D’après la formule (3.3), on en déduit que

V ∈ Gk,d([0, r] × Ω; Cm) =⇒ (3.5)

P−1V ∈ Gk,d([0, r] × Ω; Cm) ∩Gk+1,d
k+1 (]0, r] × Ω; Cm).
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Lorsque V ∈ G0,d([0, r] × Ω; Cm), on vérifie que

Dt(P−1(tV ))(t, x) = A(x).
∫ 1

0

σ−A(x).V (σt, x) dσ+V (t, x), 0 < t � r, x ∈ Ω,

et on en déduit que

V ∈ Gk,d([0, r] × Ω; Cm) =⇒ P−1(tV ) ∈ Gk+1,d([0, r] × Ω; Cm). (3.6)

Proposition 3.5. — Il existe R0 > 0 et une constante c � 0 telle
que, pour 0 < R � R0, ρr < R et V ∈ Gd

R,ρ([0, r] × Ω; Cm), la solution
U ∈ G1,d

1 (]0, r] × Ω; Cm) de (3.2) vérifie

(tDt)lU(t, x) � c ‖V ‖R,ρ

∞∑
k=0

R(m−1)k(ρt)k (DmkϕR)d(ξ)
(k + 1)1−l(mk)!

pour l = 0, 1.

Preuve. — On a

V (σt, x) � ‖V ‖R,ρ

∞∑
k=0

R(m−1)k(σρt)k (DmkϕR)d(ξ)
(mk)!

, 0 < σ � 1.

D’après la proposition 3.1 et le lemme 2.7 où on prend E = L(Cm),
F = G = C

m et où on remplace ρ par σρ, il existe R0 > 0 et une con-
stante c � 0 telle que, pour 0 < R � R0,

σ−A(x).V (σt, x) � c σε‖V ‖R,ρ

∞∑
k=0

R(m−1)k(σρt)k (DmkϕR)d(ξ)
(mk)!

.

Vu que ∫ 1

0

σk+ε−1 dσ =
1

k + ε
� c

k + 1
,

ceci prouve l’inégalité voulue pour U .

Pour majorer (tDt)U , on utilise l’équation (3.2). On note que
U ∈ Gd

R,ρ([0, r] × Ω ; C
m) et que ‖U‖R,ρ � c ‖V ‖R,ρ. On applique de nou-

veau le lemme 2.7 pour majorer A(x).U(t, x) et, quitte à réduire R0, on
obtient le résultat voulu. �

Revenons à l’étude de l’équation (3.1). Ce qui précède prouve que, pour
v ∈ G0,d([0, r] × Ω), cette équation admet une unique solution
u ∈ Gm,d

0 (]0, r] × Ω) notée P−1v et de plus u ∈ Gm,d
m (]0, r] × Ω). Le lemme

3.4 prouve que, pour 0 � h � k � ∞,

v ∈ Gk,d
h (]0, r] × Ω) =⇒ P−1v ∈ Gk+m,d

h+m (]0, r] × Ω). (3.7)
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D’après (3.5), on a

v ∈ Gk,d([0, r] × Ω) =⇒ (tDt)jP−1v ∈ Gk,d([0, r] × Ω) pour 0 � j � m.
(3.8)

D’après (3.6), on a

v ∈ Gk,d([0, r]×Ω) =⇒ (tDt)jP−1(tv) ∈ Gk+1,d([0, r]×Ω) pour 0 � j < m.
(3.9)

La proposition 3.5 va nous permettre d’établir la

Proposition 3.6. — Il existe R0 > 0 et une constante c � 0 telle que
pour 0 < R � R0, ρr < R et v ∈ Gd

R,ρ([0, r] × Ω), la solution
u ∈ Gm,d

m (]0, r] × Ω) de (3.1) vérifie

(tDt)lu(t, x) � c ‖v‖R,ρ

∞∑
k=0

R(m−1)k(ρt)k (DmkϕR)d(ξ)
(k + 1)m−l(mk)!

pour 0 � l � m.

Preuve. — D’après la proposition 3.5, on a

(tDt)lu(t, x) � c ‖v‖R,ρ

∞∑
k=0

R(m−1)k(ρt)k (DmkϕR)d(ξ)
(k + 1)(mk)!

pour 0 � l � m−1

et

(tDt)mu(t, x) � c ‖v‖R,ρ

∞∑
k=0

R(m−1)k(ρt)k (DmkϕR)d(ξ)
(mk)!

.

Le résultat est donc acquis pour l = m − 1 et l = m. On raisonne ensuite
par récurrence ; on suppose le résultat démontré pour j + 1 � l � m et que

(tDt)lu(t, x) � c ‖v‖R,ρ

∞∑
k=0

R(m−1)k(ρt)k (DmkϕR)d(ξ)
(k + 1)m−(j+1)(mk)!

pour 0 � l � j + 1.

Si 0 � i � j, on peut alors écrire

(tDt + 1)ui = ui + ui+1,

d’où

ui(t, x) =
∫ 1

0

(ui + ui+1)(σt, x) dσ.
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On remarque ensuite que∫ 1

0

σk

(k + 1)m−(j+1)
dσ =

1
(k + 1)m−j

,

d’où

(tDt)lu(t, x) � 2c ‖v‖R,ρ

∞∑
k=0

R(m−1)k(ρt)k (DmkϕR)d(ξ)
(k + 1)m−j(mk)!

pour 0 � l � j

et ceci permet de conclure. �

Note. — Dans la définition de la série ΦR,ρ(t, ξ), on peut remplacer
l’entier m par un entier m′ � 1, ceci ne change rien à ce qui précède. Le fait
d’avoir choisi m′ = m (m′ � m conviendrait tout aussi bien) n’interviendra
que dans la démonstration du théorème 1.2.

4. Preuve du théorème 1.2

Posons u′ = P (x, tDt)u, soit u = P−1u′, l’équation (1.1) s’écrit u′ = Tu′

où T désigne l’opérateur

T : u �→ f(t, x,DΛ(P−1u)(t, x)).

Nous allons établir la

Proposition 4.1. — Il existe R0 > 0, a0 > 0 et une fonction
c : ]0, R0] → R+ tels que, pour

0 < R � R0, a � a0, c(R)a � ρ, c(R) < ρ, 0 < r � s et rρ < R,

l’application T est une contraction stricte dans la boule fermée B′(0; a) de
l’algèbre de Banach Gd

R,ρ([0, r] × Ω).

Preuve. — On peut écrire

f(t, x, y) − f(t, x, y′) =
∑
λ∈Λ

fλ(t, x, y, y′)(yλ − y′λ)

pour (t, x, y, y′) ∈ [0, s] × Ω × Ω′ × Ω′

où les fonctions fλ appartiennent à l’espace G0,d([0, s] × (Ω × Ω′ × Ω′)). Il
existe donc une constante c1 � 0 telle que, pour tout
(t, x, y, y′) ∈ [0, s] × Ω × Ω′ × Ω′ et tout (α, β, γ) ∈ N

n × N
n′ × N

n′
,

|Dα
xD

β
yD

γ
y′f(t, x, y, y′)| � c

|α|+|β|+|γ|+1
1 (|α| + |β| + |γ|)!d.
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Soit η > 1, d’après l’inégalité (1.2) et cette inégalité, il existe des con-
stantes c � 0, R0 > 0 et R′ > 0 telles que, pour 0 < R � R0 et
(t, x, y, y′) ∈ [0, s] × Ω × Ω′ × Ω′,




|Dα
xD

β
y f(t, x, y)| � c

|α|!d
(ηR)|α|

β!d

R′|β| ,

|Dα
xD

β
yD

γ
y′fλ(t, x, y, y′)| � c

|α|!d
(ηR)|α|

β!d

R′|β|
γ!d

R′|γ| .

On a en effet

(|α| + |β|)! � 2|α|+|β||α|!|β|! � 2|α|+|β|n′|β||α|!β!,

d’où
c
|α|+|β|+1
0 (|α| + |β|)!d � c′

|α|+|β|+1
0 |α|!dβ!d

et la première inégalité est satisfaite si

c � c′0, 1/(ηR0) � c′0 et 1/R′ � c′0.

On satisfait de même à la seconde. Bien entendu, on peut supposer R0

inférieur à la constante R0 de la proposition 3.6.

Ces inégalités s’écrivent simplement


∀t ∈ [0, s], f(t, x, y) � cΘd
ηR(ξ)

∏
λ∈Λ

Θd
R′(yλ),

∀t ∈ [0, s], fλ(t, x, y, y′) � cΘd
ηR(ξ)

∏
λ∈Λ

Θd
R′(yλ)Θd

R′(y′λ).

D’après la version Gevrey du lemme 2.4 de [13] (voir (6.7) de [13]), on en
déduit que


∀t ∈ [0, s], f(t, x, y) � cΦd

R,ρ(t, ξ)
∏
λ∈Λ

Θd
R′(yλ),

∀t ∈ [0, s], fλ(t, x, y, y′) � cΦd
R,ρ(t, ξ)

∏
λ∈Λ

Θd
R′(yλ)Θd

R′(y′λ).
(4.1)

Soient a > 0, 0 < R � R0, 0 < r � s et ρ > 0 tels que ρr < R et soit
u ∈ B′(0; a) ⊂ Gd

R,ρ([0, r] × Ω), posons

yλ(t, x) = tl+1Dl
tD

α(P−1u)(t, x), λ = (l, α).

Dans ce qui suit, toute constante � 0 indépendante des paramètres
a,R, r et ρ sera indifféremment notée c.
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D’après la proposition 3.6, il existe une constante c � 0 telle que, pour
0 < R � R0 et ρr < R,

yλ(t, x) � c a

∞∑
k=0

R(m−1)kρktk+1D
|α|(DmkϕR)d(ξ)

(k + 1)m−l(mk)!
.

Il existe d’autre part une constante encore notée c � 0 telle que

D|α|(DmkϕR)d(ξ) � cRm−l−|α|(Dmk+m−lϕR)d(ξ) d’après le lemme 2.9,

Dmk+m−lϕR(ξ) � cRl (m(k + 1) − l)!
(m(k + 1))!

Dm(k+1)ϕR(ξ) d’après le lemme 2.8,

1
(k + 1)m−l

(m(k + 1) − l)!
(mk)!

� (m(k + 1) − l)m−l

(k + 1)m−l
� c.

On en déduit que

yλ ∈ Gd
R,ρ([0, r] × Ω) et ‖yλ‖R,ρ � c(R)

ρ
a. (4.2)

On en déduit que

sup
x∈Ω

|yλ(t, x)| � c(R)
ρ

aΦ0(t)

où

Φ0(t) � Φ0(r) � Φ0(R/ρ) = K−1
∞∑

k=0

1
(mk + 1)2

= c,

d’où

sup
x∈Ω

|yλ(t, x)| � c(R)
ρ

a pour tout 0 � t � r. (4.3)

Il en résulte que sous une condition de la forme c(R)a � ρ la fonction
composée f(t, x,DΛu(t, x)) est bien définie pour (t, x) ∈ [0, r] × Ω et, sous
une condition analogue, d’après (4.1) et le lemme 2.4, on a

f(t, x,DΛu(t, x)) � cΦd
R,ρ(t, ξ).

Il existe donc a0 > 0 tel que T (B′(0; a)) ⊂ B′(0; a) si

a � a0 et c(R)a � ρ. (4.4)
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Soient u, u′ ∈ B′(0; a), un raisonnement analogue montre que les fonc-
tions composées fλ(t, x,DΛu(t, x), DΛu′(t, x)) sont bien définies pour
(t, x) ∈ [0, r] × Ω et que

Tu− Tu′ � c(R)
ρ

‖u− u′‖R,ρ Φd
R,ρ(t, ξ).

Ceci montre que T : B′(0; a) → B′(0; a) est une contraction stricte si
c(R) < ρ. �

Preuve du théorème 1.2. — 1. En ce qui concerne l’existence, on choisit
ρ tel que c(R0)a0 � ρ et c(R0) < ρ, puis 0 < r � s tel que rρ < R0.
L’application T est alors une contraction stricte de la boule B′(0; a0) de
l’espace Gd

R0,ρ([0, r] × Ω) ; elle admet un unique point fixe u′ ∈ B′(0; a0) et
u = P−1u′ ∈ Gm,d

m (]0, r] × Ω) est une solution de (1.1).

2. Pour vérifier l’unicité de cette solution u, nous aurons besoin de
préciser le choix des paramètres ρ et r comme suit. D’après (4.3), on a

sup
(t,x)∈[0,r]×Ω

|tl+1Dl
tD

α(P−1u′)(t, x)| � c(R0)
ρ

a0 ;

étant donné un voisinage compact K ⊂ Ω′ de l’origine de R
n′

, on peut donc
supposer que

DΛ(P−1u′)(t, x) ∈ K pour tout (t, x) ∈ [0, r] × Ω. (4.5)

Considérons alors une solution v ∈ Gm,d
m (]0, r] × Ω).

a. On vérifie d’abord qu’il existe 0 < r′ � r tel que u = v sur
[0, r′] × Ω. Posons v′ = Pv ∈ G0,d([0, r] × Ω) et soit L > 0 tel que u′, v′ ∈
G0,d

(L)([0, r] × Ω).

Choisissons 0 < R � R0, 0 < r′′ � r et ρ tels que

0 < R < 1/L et r′′ρ < R,

alors (lemme 2.6) u′ et v′ appartiennent à l’espace Gd
R,ρ([0, r

′′]×Ω). Posons
a = max(a0, ‖u′‖R,ρ, ‖v′‖R,ρ) et prenons ρ′ � ρ et 0 < r′ � r′′ tels que

c(R)a � ρ′, c(R) < ρ′ et r′ρ′ < R.

Alors, u′, v′ ∈ Gd
R,ρ′([0, r′] × Ω), ‖u′‖R,ρ′ � ‖u′‖R,ρ � a et de même

‖v′‖R,ρ′ � a. Les fonctions u′ et v′ appartiennent donc à la boule B′(0; a) de
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l’espace Gd
R,ρ′([0, r′] × Ω) et sont deux points fixes de la contraction stricte

T et par conséquent u′ = v′ sur [0, r′] × Ω, d’où u = v sur [0, r′] × Ω.

b. Posons

t0 = max{t ∈ [0, r] ; u = v sur [0, t] × Ω}.

Il s’agit de montrer que t0 = r. Supposons 0 < t0 < r. Étant donné que
u = v sur [0, t0] × Ω, on a Dj

tu(t0, x) = Dj
t v(t0, x) pour 0 � j < m et

x ∈ Ω. Ceci montre que les fonctions u, v ∈ Gm,d([t0, r] × Ω) sont solutions
du même problème de Cauchy non caractéristique


Dm

t u(t, x) = g(t, x,DΛu(t, x)),

Dj
tu(t0, x) = wj(x), 0 � j < m,

(4.6)

où wj(x) = Dj
tu(t0, x) et

g(t, x, y) = −t−(m+1)
m−1∑
l=0

al(x)yl,0 + t−mf(t, x, y).

Cette fonction g appartient à l’espace G0,d([t0, r] × Ω × Ω′).

Il en résulte que la fonction U = v − u est solution du problème


Dm
t U(t, x) = g(t, x,DΛu(t, x) +DΛU(t, x)) − g(t, x,DΛu(t, x)),

Dj
tU(t0, x) = 0, 0 � j < m.

Posons

h(t, x, y) = g(t, x,DΛu(t, x) + z) − g(t, x,DΛu(t, x)) où zl,α = tl+1yl,α.

D’après (4.5), il existe un voisinage ouvert Ω′′ de l’origine de R
n′

qu’on peut
supposer convexe tel que la fonction h soit bien définie sur [t0, r]×Ω×Ω′′,
h ∈ G0,d([t0, r] × Ω × Ω′′) et h(t, x, 0) = 0.

Posons
DΛU = (Dl

tD
αU)(l,α)∈Λ,

la fonction U est solution de


Dm
t U(t, x) = h(t, x,DΛU(t, x)),

Dj
tU(t0, x) = 0, 0 � j < m.
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Introduisons les primitives de U s’annulant pour t = t0

D−j
t U(t, x) =

∫ t

t0

(t− τ)j−1

(j − 1)!
U(τ, x) dτ, j � 1,

et posons U ′ = Dm
t U ∈ G0,d([t0, r] × Ω), donc U = D−m

t U ′. Cette fonction
U ′ verifie

U ′(t, x) = h(t, x,D′ΛU ′(t, x)) (4.7)

où
D′ΛU ′ = (Dl−m

t DαU ′)(l,α)∈Λ.

Nous allons montrer qu’il existe t0 < t1 � r tel que U ′ = 0 sur [t0, t1] × Ω,
d’où une contradiction vu la définition de t0 et ceci prouvera que t0 = r.

Grâce à une translation, on peut supposer t0 = 0.

Dans la définition de la série formelle ΦR,ρ, prenons m = 1 ; on obtient
ainsi la série

Φ′d
R,ρ(t, ξ) =

∞∑
k=0

(ρt)k (DkϕR)d(ξ)
k!

et, pour 0 < t1 � r − t0 tel que ρt1 < R, l’espace G′d
R,ρ([0, t1] × Ω). D’après

le lemme 2.6, il existe R > 0 tel que U ′ ∈ G′d
R,ρ([0, t1] × Ω). On a alors

Dl−m
t DαU ′ � ‖U ′‖R,ρ

∞∑
k=0

ρk tk+m−l

(k +m− l)!
D|α|(DkϕR)d(ξ)

où
D|α|(DkϕR)d(ξ) � cRm−l−|α|(Dk+m−lϕR)d(ξ)

d’après le lemme 2.9 car d|α| � m− l,

d’où

Dl−m
t DαU ′ � c(R)

ρm−l
‖U ′‖R,ρ

∞∑
k=0

(ρt)k+m−l (D
k+m−lϕR)d(ξ)
(k +m− l)!

.

En supposant ρ � 1, ceci prouve que Dl−m
t DαU ′ appartient à l’espace

G′d
R,ρ([0, t1] × Ω) et que

‖Dl−m
t DαU ′‖R,ρ � c(R)

ρ
‖U ′‖R,ρ.
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On a d’autre part
h(t, x, y) =

∑
λ∈Λ

hλ(t, x, y)yλ

où hλ ∈ G0,d([0, r− t0]×Ω×Ω′′). Grâce à un raisonnement analogue à celui
fait ci-dessus, on constate qu’on peut choisir R > 0, ρ � 1 et 0 < t1 � r− t0
tels que ρt1 < R, U ′ ∈ G′d

R,ρ([0, t1] × Ω) et

h(t, x,D′ΛU ′(t, x)) � c(R)
ρ

‖U ′‖R,ρ.

En prenant R et ρ tels que c(R) < ρ, ceci prouve que U ′ = 0 sur [0, t1] × Ω
et ceci permet de conclure.

3. Vérifions (1.5) par récurrence sur h, le résultat étant acquis pour
h = 0. Supposons la propriété établie pour h− 1 et soit
f ∈ Gh,d([0, r] × Ω × Ω′). D’après (3.7), il s’agit de vérifier que u′ = Pu ∈
Gh,d

h (]0, r] × Ω). Étant donné que u′ ∈ Gh−1,d
h−1 (]0, r] × Ω),

(tDt)lDα(P−1u′) ∈ Gh,d
h (]0, r] × Ω) pour (l, α) ∈ Λ.

Vu que u′(t, x) = f(t, x,DΛ(P−1u′)(t, x)), ceci montre que u′ ∈ Gh,d(]0, r]×
Ω).

On remarque ensuite que

(tDt)hu′(t, x) = fh(t, x,DΛhu′(t, x))

où fh ∈ G0,d([0, r] × Ω × Ω′) et

Λh = {(l, α) ∈ N × N
n ; l + |α| � m+ h et 0 � l < m+ h}.

Vu que

(tDt)lDα(P−1u′) ∈ G0,d([0, r] × Ω) pour (l, α) ∈ Λh

d’après l’hypothèse de récurrence, on en déduit que
(tDt)hu′ ∈ G0,d([0, r] × Ω), ce qui permet de conclure.

4. On vérifie (1.6) par récurrence sur h. Le résultat étant acquis pour
h = 0, on le suppose établi pour h− 1 et on écrit

f(t, x, y) = f(t, x, 0) +
∑

(l,α)∈Λ

fl,α(t, x, y)yl,α,

d’où
f(t, x,DΛu(t, x)) = v(t, x) + tw(t, x)
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où
v(t, x) = f(t, x, 0) ∈ Gh,d([0, r] × Ω)

et

w(t, x) =
∑

(l,α)∈Λ

fl,α(t, x,DΛu(t, x))(tDt)lDαu(t, x) ∈ Gh−1,d([0, r] × Ω)

d’après l’hypothèse de récurrence. On en déduit que u = P−1v + P−1(tw)
et on conclut grâce à (3.8) et (3.9) pour 0 � j < m ; pour j = m, on utilise
l’équation (1.3). �

5. Preuve du théorème 1.3

Le théorème étant acquis pour k = 0, on raisonne par récurrence sur k.
Nous allons établir le théorème pour k � 1 et tout h � k en le supposant
démontré pour k − 1 et tout h � k − 1.

Une fonction u vérifiant (1.8) appartient à l’espace G1,d([0, r] × Ω) car
h � 1 et peut donc s’écrire d’une manière unique sous la forme

u(t, x) = u0(x) + tu1(t, x) où u0 ∈ Gd(Ω), u1 ∈ G0,d([0, r] × Ω); (5.1)

en effet, il suffit de poser

u0(x) = u(0, x) et u1(t, x) =
∫ 1

0

Dtu(σt, x) dσ. (5.2)

Ceci conduit à chercher la solution de la forme (5.1). Nous allons démontrer
qu’il existe des fonctions u0 et u1, uniques, vérifiant


u0 ∈ Gd(Ω), u1 ∈ Gm+h−1,d

m+h−k (]0, r] × Ω)

(tDt)ju1 ∈ Gh−1,d([0, r] × Ω), 0 � j � m,
(5.3)

telles que (5.1) soit solution.

1. On montre d’abord que la fonction u définie par (5.1) vérifie les pro-
priétés suivantes

u ∈ Gm+h−1,d
m+h−k (]0, r] × Ω) et (tDt)ju ∈ Gh,d([0, r] × Ω) pour 0 � j � m− 1.

(5.4)

Il est clair que u appartient à l’espace Gm+h−1,d(]0, r] × Ω).
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La fonction u1 appartient à l’espace G0,d([0, r] × Ω), il en est donc de
même de la fonction tu1. Pour j � 1, on a d’autre part

tjDj
t (tu1) = tj+1Dj

tu1 + jtjDj−1
t u1. (5.5)

Ceci montre que (tDt)j(tu1) ∈ G0,d([0, r] × Ω) pour 0 � j � m + h− k et,
par conséquent, u ∈ Gm+h−1,d

m+h−k (]0, r] × Ω).

La formule (5.5) montre en outre que

(tDt)ju ∈ Gh−1,d([0, r] × Ω) pour 0 � j � m.

En dérivant cette formule, on obtient

Dt

(
tjDj

t (tu1)
)

= tj+1Dj+1
t u1 + (2j + 1)tjDj

tu1 + j2tj−1Dj−1
t u1

et ceci montre que

Dt(tDt)ju ∈ Gh−1,d([0, r] × Ω) pour 0 � j � m− 1,

d’où
(tDt)ju ∈ Gh,d([0, r] × Ω) pour 0 � j � m− 1.

2. L’équation (1.3) est alors équivalente à

P (x, 0)u0(x) + tP1(x, tDt)u1(t, x) = f(t, x,DΛu(t, x)) (5.6)

où
P1(x, λ) = P (x, λ+ 1).

On constate que
P1(x, tDt)u1 ∈ G0,d([0, r] × Ω)

et que, d’après la seconde propriété (5.4),

DΛu(0, x) = 0.

Il en résulte que (5.6) est équivalente aux deux équations

P (x, 0)u0(x) = f(0, x, 0)

et
tP1(x, tDt)u1(t, x) = f(t, x,DΛu(t, x)) − f(0, x, 0). (5.7)

La première équation détermine u0 vu que 0 �∈ K et cette fonction
appartient à l’espace Gd(Ω) d’après le lemme 3.2.
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Quant à la seconde équation, posons y0 = (y0
l,α)(l,α)∈Λ où

y0
l,α(x) =

{
0 si l > 0,

Dαu0(x) si l = 0.

On a alors DΛu0(x) = t y0(x).

De même, posons

y = (yl,α)(l,α)∈Λ où yl,α(t, x) = tl+1Dl
tD

αu1(t, x).

On remarque que

tl+1Dl
tD

α(tu1) = t
(
tl+1Dl

tD
αu1 + ltlDl−1

t Dαu1

)
et, en posant

z = (zl,α)(l,α)∈Λ où zl,α = yl,α + lyl−1,α, y−1,α ≡ 0,

on constate que
DΛu(t, x) = ty0(x) + tz(t, x).

Étant donné que

f(t, x, ty0 + tz) − f(0, x, 0) = tg(t, x, y)

où
g ∈ Gh−1,d([0, s] × Ω × R

n′
),

ceci montre que l’équation (5.7) s’écrit

P1(x, tDt)u1(t, x) = g(t, x,DΛu1(t, x))

et, d’après l’hypothèse de récurrence (car h − 1 � k − 1), cette équation
admet une unique solution u1 vérifiant (5.3).

3. Quant à (1.8), vu (5.4), il reste à vérifier que

u ∈ Gm+h,d(]0, r] × Ω) et (tDt)mu ∈ Gh,d([0, r] × Ω).

Ceci résulte de (5.4) et de l’équation (1.3) que vérifie u.

Ceci achève la preuve du théorème.
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