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Introduction

Comme l’a dit Hecke, [H], § 55, “die genauere Kenntnis des Verhal-
tens einer analytischen Funktion in der Nähe ihrer singulären Stellen eine
Quelle von arithmetischen Sätzen ist”, “la connaissance plus précise du com-
portement d’une fonction analytique au voisinage de ses singularités est une
source de théorèmes arithmétiques”.

Les résultats classiques de Gauss, Cauchy et Kronecker, qu’on va présen-
ter dans cette note, peuvent servir comme un bon exemple de ce principe.
Cauchy est peut-être le premier à avoir remarqué (cf. [C, (a)]) que la valeur
limite de la série

θ(t) =
∞∑

n=−∞
e−πn2t
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au bord de son domaine de convergence �(t) > 0, en un point t = ir,
avec r ∈ Q (i.e. quand q = e−πt est une racine de l’unité), est égale à ce
qu’on appelle aujourd’hui la somme de Gauss (quadratique). La propriété
fondamentale de θ(t) est sa modularité:

θ(t−1) = t1/2θ(t) (M)

Kronecker (cf. [K] (a)) a démontré que (M) entrâıne (en fait, Kronecker
affirme que (M) est équivalente à) la formule de réciprocité pour les sommes
de Gauss (cf. 1.7 et 4.4 ci-dessous), qui à son tour est équivalent à la loi de
réciprocité quadratique (cf. (2.5) ci-dessous).

Comment prouve-t’-on la formule (M)? Il y a plusieurs voies ; Cauchy
a découvert qu’on peut démontrer (M) (ainsi que sa généralisation, la for-
mule sommatoire de Poisson (plutôt de Cauchy, comme dit André Weil)) en
appliquant la formule des résidus, cf. §3 ci-dessous.

On peut agir directement. Dans §1 on prouve, en suivant Siegel [S] et
Chandrasekharan [Ch], la formule de réciprocité pour les sommes de Gauss,
en employant la formule de résidus à l’intégrale de Kronecker. Dans §2, on
en déduit la loi de réciprocité quadratique, cf. [K (a)], [Ch].

Dans §4 on obtient, avec Kronecker, les sommes de Gauss comme valeurs
limites de θ(t) et on en déduit la formule de réciprocité.

Le dernier chapitre §5 est de nature plutôt algébrique. Ici on déduit avec
Gauss [G] un développement des sommes de Gauss en produit ; et de là le
signe de cette somme. En passant à la limite, on obtient une développement
d’une fonction thêta en produit infini1.

Ces notes ont fait l’objet de deux exposés à Toulouse en mai 2005. Je
suis reconnaissant au rapporteur anonyme pour ses remarques utiles.

1. L’intégrale de Kronecker

Cf. [S] et [Ch, Ch. V].

1.1. Considérons l’intégrale

f(X) = f(X, τ) =
∫
C

Φ(u)du (1.1.1)

(1) On remarque que les identités utilisés par Gauss au cours des calculs peuvent être
considérées comme les predecesseurs de célèbres identités de Rogers-Ramanujan
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où

Φ(u) = Φ(u,X) = Φ(u,X, τ) =
eπiτu

2+2πiXu

e2πiu − 1
, (1.1.2)

u,X, τ ∈ C, Re τ > 0, C étant la droite 1
2 + reπi/4,∞ < r <∞.

Montrons que l’intégrale converge. Plus généralement, considérons une
droite

Cc : u = c+ reπi/4, c ∈ R, −∞ < r <∞

On a ∣∣eπiτu2+2πiXu
∣∣ = e−πIm(τu2+2Xu)

or
τu2 + 2Xu = iτr2 + 2eπi/4(τc+X)r + (τc+ 2X)c,

d’où

Im(τu2 + 2Xu) � Re(τ)r2 − |2eπi/4(τc+X)||r| − |(τc+ 2X)c|

Donc ∣∣eπiτu2+2πiXu
∣∣ � Ae−πr2Re τ+B|r|

D’autre part,

∣∣e2πiu − 1
∣∣ �

∣∣1 − |e2πiu|
∣∣ =

∣∣1 − e−
√

2πr
∣∣ � 1

2

pour |r| (ou |u|) assez grand. Il s’en suit que

|Φ(u)| � A′e−πr2Re τ+B|r| (1.1.3)

pour |r| assez grand ; d’où la convergence.

1.2. Considérons le contour parallélogramme γA dans le plan complexe
C = {z = x + iy}, formé par les segments L+ et L− des droites y = A et
y = −A situés entre les droites C = C1/2 et Cn+1/2, où A > 0, n ∈ Z, n > 0,
et les segments de ces droites entre L± ; ce contour est orienté positivement.

Par le théorème de Cauchy

∫
γA

Φ(u)du =
n∑

k=1

eπiτk
2+2πiXk

car Φ(u) n’a de poles qu’au points réels k = 1, . . . , n, avec les résidus corres-
pondants.
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L’estimation (1.1.3) implique que

lim
A→∞

∫
L±

Φ(u)du = 0,

d’où
{∫

Cn+1/2

−
∫
C

}
Φ(u)du =

n∑
k=1

eπiτk
2+2πiXk =: g(τ,X;n)

Par contre,
Φ(u+ n) = eπiτn

2+2πiXnΦ(u,X + τn),

donc ∫
Cn+1/2

Φ(u)du = eπiτn
2+2πiXnf(X + τn),

d’où l’équation

eπiτn
2+2πiXnf(X + τn) − f(X) = g(τ,X;n) (1.2.1)

1.3. On a

f(X + 1) − f(X) =
∫
C

eπiτu
2

e2πiu − 1

{
e2πi(X+1)u − e2πiXu

}
du

=
∫
C

eπiτu
2+2πiXudu = e−πiX2/τ

∫
C

eπiτ(u+X/τ)2du = e−πiX2/τ

∫
C1/2+X/τ

eπiτu
2
du

= e−πiX2/τ

∫
C0

eπiτu
2
du

(par le théorème de Cauchy). Or C0 est donnée par l’équation u = reπi/4,
donc ∫

C0

eπiτu
2
du = eπi/4

∫ ∞

−∞
e−πτr2

dr =: eπi/4Iτ

On en conclut que

f(X + 1) − f(X) = eπi(1/4−X2/τ)Iτ (1.3.1)

1.4. Il s’en suit que (m ∈ Z, m > 0):

f(X +m) − f(X) = Iτ ·
m−1∑
ν=0

eπi[1/4−(X+ν)2/τ ]
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Remplaçons ici X par X + τn−m :

f(X + τn) − f(X + τn−m) = Iτ ·
m−1∑
ν=0

eπi[1/4−(X+τn−m+ν)2/τ ] =

= Iτ ·
m∑
ν=1

eπi[1/4−(X+τn−ν)2/τ ] (1.4.1)

Donc, en tenant compte de (1.2.1) :

eπiτn
2+2πiXnf(X + τn−m) − f(X) =

= g(τ,X;n) − Iτeπiτn
2+2πiXn

m∑
ν=1

eπi[1/4−(X+τn−ν)2/τ ] =

= g(τ,X;n) − Iτ
m∑
ν=1

eπi(1/4−(X−ν)2/τ =

= g(τ,X;n) − Iτeπi(1/4−X2/τ)g(−1/τ,X/τ ;m) (1.4.2)

1.5. On définit pour m,n ∈ Z

g(m,n) := g(m/n,m/2;n) =
|n|∑
k=1

eπi(mk2/n+mk) (1.5.1)

Posons dans (1.4.2) τ = m/n, X = m/2, m, n > 0 :

g(m,n) = Im/ne
πi(1−mn)/4g(−n/m, n/2;m) = Im/ne

πi(1−mn)/4g(−n,m)

Remarquons que g(1, 1) = g(−1, 1) = 1, d’où

I1 =
∫ ∞

−∞
e−πr2

dr = 1 (1.5.2)

il s’en suit que

Iτ =
∫ ∞

−∞
e−πτr2

dr =
1√
τ

(τ > 0) (1.5.3)

Donc

g(m,n) =
√
n/meπi(1−mn)/4g(−n,m) (m,n > 0) (1.5.4)

1.6. Calcul d’intégrale de Poisson. Considérons la fonction

Ψ(u) =
eπiu

2+πiu

e2πiu − 1
=

eπiu
2

eπiu − e−πiu
=

eπiu
2

2i sin(πu)
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Par le théorème de Cauchy,
{∫

C3/2

−
∫
C

}
Ψ(u)du = 2πi · Resu=1 Ψ(u) = 1

D’un autre côté,
{∫

C3/2

−
∫
C

}
Ψ(u)du =

∫
C

(Ψ(u+ 1) − Ψ(u))du =
∫
C

eπiu
2+πiudu =

=
∫
C

eπi[(u+1/2)2−1/4]du = e−πi/4

∫
C

eπi(u+1/2)2du = e−πi/4

∫
C1

eπiu
2
du =

= e−πi/4

∫
C0

eπiu
2
du

(de nouveau par Cauchy). Or, sur C0, on a u = reπi/4, donc u2 = r2eπi/2 =
ir2, eπiu

2
= e−πr2

, d’où
∫
C0

eπiu
2
du =

∫ ∞

−∞
e−πr2

eπi/4dr = eπi/4
∫ ∞

−∞
e−πr2

dr

Il s’en suit que
{∫

C3/2

−
∫
C

}
Ψ(u)du =

∫ ∞

−∞
e−πr2

dr,

donc ∫ ∞

−∞
e−πr2

dr = 1

1.7. Théorème (loi de réciprocité pour les sommes de Gauss). Si m,n ∈
Z, m, n �= 0, alors

1√
|n|
g(m,n) = eπi(1−|mn|)sgn(mn)/4 1√

|m|
g(−n,m), (1.7.1)

où

g(m,n) =
|n|∑
k=1

eπimk2/n+πimk (1.7.2)

Pour m,n > 0 ceci est (1.5.4). Remarquons que

g(−m,−n) = g(m,n) (1.7.3)
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Il s’en suit que (1.7.1) est vrai pour (m,n) si et seulement si il l’est pour
(−m,−n).

Si m > 0 et n < 0, alors −n,m > 0, donc

m−1/2g(−n,m) = (−n)−1/2eπi(1+mn)g(−m,−n),

ou
(−n)−1/2g(−m,−n) = e−πi(1+mn)m−1/2g(−n,m),

ce qui est (1.7.1) en tenant compte de (1.7.3), cqfd.

2. Calcul des sommes de Gauss

2.1. Puisque k2 ≡ k (mod 2), on peut reécrire la définition de la somme
de Gauss sous une forme

g(m,n) =
|n|∑
k=1

eπik
2m(n+1)/n

Remarquons que
g(m, 1) = g(m,−1) = 1

2.2. Supposons dorénavant que n est un nombre premier impair et
(m,n) = 1. Alors n+ 1 est pair, (n, n+ 1) = 1, et

η := eπi(n+1)/n

est une racine n-ième de l’unité, η �= 1. On a

g(m,n) = 1 +
n−1∑
k=1

ηmk2
= 1 + 2

∑
ρ

ηmρ,

où ρ parcourt les résidus quadratiques modulo n.

D’un autre côté, si ν parcourt les nonrésidus quadratiques modulo n,

1 +
∑
ρ

ηmρ +
∑
ν

ηmν =
n−1∑
k=0

ηmk = 0,

d’où

g(m,n) =
∑
ρ

ηmρ −
∑
ν

ηmν =
n−1∑
k=1

(
k

n

)
ηmk
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Il s’en suit que

g(m,n) =
(
m

n

)
g(1, n)

2.3. Théorème. — Si n est un nombre premier impair, alors

g(1, n) = eπi(1−n)/4
√
n

Donc (
m

n

)
= n−1/2eπi(n−1)/4g(m,n)

En effet,

n−1/2g(1, n) = eπi(1−n)/4g(−n, 1) = eπi(1−n)/4

2.4. Théorème. — (
−1
n

)
= (−1)(n−1)/2

En effet, (
−1
n

)
= n−1/2eπi(n−1)/4g(−1, n)

Or
n−1/2g(−1, n) = eπi(n−1)/4g(n,−1) = eπi(n−1)/4,

d’où l’assertion.

2.5. Théorème. — Soient m,n des nombres premiers impairs distincts.
Alors (

m

n

)
= (−1)(m−1)(n−1)/4

(
n

m

)

En effet, (
m

n

)
= n−1/2eπi(n−1)/4g(m,n) =

= eπi(n−1)/4eπi(1−mn)/4m−1/2g(−n,m) =

= eπi(n−1)/4eπi(1−mn)/4

(
−n
m

)
eπi(1−m)/4
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Or (
−n
m

)
=

(
−1
m

)(
n

m

)
= (−1)(m−1)/2

(
n

m

)
,

d’où

eπi(1−m)/4

(
−n
m

)
= eπi(m−1)/4

(
n

m

)
,

donc (
m

n

)
= eπi(n−1+1−mn+m−1)/4

(
n

m

)
=

= e−πi(n−1)(m−1)/4

(
n

m

)
= (−1)(n−1)(m−1)/4

(
n

m

)
,

cqfd.

Théorème. — Soit p un nombre premier impair. Alors
(

2
p

)
= (−1)(p

2−1)/8 =

1 si p ≡ ±1 (mod 8)

−1 si p ≡ ±3 (mod 8)

En effet, (
2
p

)
= p−1/2eπi(p−1)/4g(2, p)

Or

p−1/2g(2, p) = eπi(1−2p)/42−1/2g(−p, 2) = eπi(1−2p)/42−1/2(1 + eπip/2)

Donc (
2
p

)
= 2−1/2e−πip/4(1 + eπip/2) = 2−1/2(e−πip/4 + eπip/4) =

=
√

2 cos(πp/4)

Or cos(πp/4) ne dépend que du reste de p modulo 8, et cos(±π/4) =
√

2/2
et cos(±3π/4) = −

√
2/2, d’où le résultat.
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3. La formule sommatoire de Poisson

3.1. Considérons l’intégrale
∫
CN

e−πz2t

e2πiz − 1
dz =

∫
CN

φ(z, t)dz

où CN est le rectangle avec les sommets ±N + 1
2 ± i orienté positivement,

N étant un nombre entier, N > 0, t une variable complexe, �(t) > 0.

On a

lim
N→∞

∫
CN

φ(z, t)dz =
[∫ ∞−i

−∞−i

−
∫ ∞+i

−∞+i

]
φ(z, t)dz =

par la formule de Cauchy

=
∞∑

n=−∞
e−πn2t =: θ(t)

3.2. D’autre part, sur la droite z = u− i, −∞ < u <∞

φ(z, t) =
e−πz2t

e2πiz − 1
= e−2πiz e−πz2t

1 − e−2πiz
=

= e−πz2t
∞∑
n=1

e−2πinz =
∞∑
n=1

e−πz2t−2πinz =

=
∞∑
n=1

e−πt[(z+in/t)2+n2/t2],

la série convergeant uniformement. Il s’en suit
∫ ∞−i

−∞−i

φ(z, t)dz =
∞∑
n=1

e−πn2/t

∫ ∞−i

−∞−i

e−πt(z+in/t)2dz =

=
∞∑
n=1

e−πn2/t

∫ ∞−i

−∞−i

e−πtz2
dz =

∞∑
n=1

e−πn2/t

∫ ∞

−∞
e−πt(u−i)2du =

=
∞∑
n=1

e−πn2/t

∫ ∞

−∞
e−πtu2

du

Supposons que t soit réel, t > 0. Alors (en posant v = (πt)1/2u)∫ ∞

−∞
e−πtu2

du = (πt)−1/2

∫ ∞

−∞
e−v2

dv = t−1/2,
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donc ceci est vrai pout tous t,�t > 0. Donc∫ ∞−i

−∞−i

φ(z, t)dz = t−1/2
∞∑
n=1

e−πn2/t

De même, ∫ ∞+i

−∞+i

φ(z, t)dz = −t−1/2
∞∑
n=0

e−πn2/t;

on en déduit

θ(t) = t−1/2
∞∑

n=−∞
e−πn2/t = t−1/2θ(t−1)

3.3. Plus généralement, soit f(z) une fonction entière telle que |f(z)|
décrôıt suffisamment rapidement quand |�(z)| → ∞. Posons

φ(z) =
f(z)

e2πiz − 1
Alors [∫ ∞−i

−∞−i

−
∫ ∞+i

−∞+i

]
φ(z)dz = lim

N→∞

∫
CN

φ(z)dz =
∞∑

n=−∞
f(n)

par la formule de Cauchy.

D’un autre côté,

f(z)
e2πiz − 1

= e−2πiz f(z)
1 − e−2πiz

=
∞∑
n=1

f(z)e−2πinz

sur la droite C− = {u− i, −∞ < u <∞}, d’où
∫ ∞−i

−∞−i

φ(z)dz =
∞∑
n=1

∫ ∞

−∞
f(u)e−2πinudu =

∞∑
n=1

f̂(−n),

où l’on pose

f̂(t) :=
∫ ∞

−∞
f(u)e2πitudu

De même, ∫ ∞+i

−∞+i

φ(z)dz = −
∞∑
n=0

f̂(n)

Il s’en suit,
∞∑

n=−∞
f(n) =

∞∑
n=−∞

f̂(n)
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4. Une valeur limite d’une série thêta

Les résultats principaux de cette Section sont 4.1.1 et 4.5. Cf. [C (a)],
[K (a)].

4.1. Considérons la série

θ(t) =
∞∑

n=−∞
e−πn2t

Ici t est une variable complexe, avec �(t) > 0.

Posons t = w2 + λi/µ, où w > 0, λ, µ ∈ Z, µ �= 0. Alors

θ(w2 + λi/µ) =
∞∑

n=−∞
e−πn2(w2+λi/µ) =

(en posant n = k + 2µj)

=
2µ−1∑
k=0

e−λπik2/µ
∞∑

j=−∞
e−w2(k+2µj)2π

Pour chaque k on a

lim
w→0

2|µw|
∞∑

j=−∞
e−w2(k+2µj)2π =

∫ ∞

−∞
e−πu2

du = 1,

donc

lim
w→0

2|µw|θ(w2 + λi/µ) =
2µ−1∑
k=0

e−λπik2/µ

On désigne avec Kronecker

G(λi/µ) :=
1
2

2µ−1∑
k=0

e−λπik2/µ,

donc on arrive à :

4.1.1. Théorème. —

lim
w→0

|µw|θ(w2 + λi/µ) = G(λi/µ)

– 674 –



Sommes de Gauss et séries thêta

4.2. Maintenant prenons la valeur t′, tt′ = 1. On a

(w2 + λi/µ)−1 = (w4 + λ2/µ2)−1)(w2 − λi/µ) =

= (1 + w4µ2/λ2)−1(w2µ2/λ2 − µi/λ) = (1 + w4µ2/λ2)−1(w2µ2/λ2 + µ/λi)

4.3. Lemme. — Si a, b ∈ R, a > 0 et c(w) est une fonction réelle, c(w) =
O(w4) quand w → 0, alors

lim
w→0

[θ((1 + c(w))(aw2 + bi)) − θ(aw2 + bi)] = 0

Preuve. On a

θ(t) =
∞∑

n=−∞
e−πn2t = 1 + 2

∞∑
n=1

e−πn2t = 1 + 2θ̃(t)

Il suffit de montrer que

lim
w→0

[θ̃((1 + c(w))(aw2 + bi)) − θ̃(aw2 + bi)] = 0

On a
(1 + c(w))(aw2 + bi) = aw2 + bi+ r(w),

où r(w) = O(w4). Donc (on remarque que 1 + c(w) > 0 pour w assez petit)

θ̃((1 + c(w))(aw2 + bi)) − θ̃(aw2 + bi) =

= θ̃(aw2 + bi+ r(w)) − θ̃(aw2 + bi) =

=
∞∑
n=1

e−π(aw2+bi+r(w))n2 −
∞∑
n=1

e−π(aw2+bi)n2
=

=
∞∑
n=1

e−πr(w)n2
e−π(aw2+bi)n2 −

∞∑
n=1

e−π(aw2+bi)n2
=

=
N∑

n=1

(
e−πr(w)n2 − 1)e−π(aw2+bi)n2

+
∞∑

n=N+1

e−π(aw2+bi+r(w))n2−

−
∞∑

n=N+1

e−π(aw2+bi)n2
(4.3.1)

(a) La première somme. Pour n � N , |r(w)n2| � |r(w)N2|. On a pour
chaque a réel

|e−a − 1| = | − a+
a2

2
− . . . | � |a| + |a|2

2
+ . . . = e|a| − 1,
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donc

∣∣e−πr(w)n2 − 1
∣∣ � e|πr(w)n2| − 1 � e|πr(w)N2| − 1 (n � N)

Par hypothèse il existe une constante C̃ > 0 telle que |πr(w)N2| � C̃w4N2,
donc il existe C > 0 tel que

∣∣e|πr(w)N2| − 1
∣∣ < Cw4N2

D’un autre côté, ∣∣e−π(aw2+bi)n2 | = e−πaw2n2
< 1

Donc
∣∣ N∑
n=1

(
e−πr(w)n2 − 1)e−π(aw2+bi)n2∣∣ � Cw4N3

Posons w = N−α (α > 0) ; alors on obtient

∣∣ N∑
n=1

(
e−πr(N−α)n2 − 1)e−π(aN−2α+bi)n2∣∣ � CN−4α+3

Ceci tend vers 0 si 4α− 3 > 0, i.e. si α > 3/4.

(b) Maintenant considérons la troisième somme dans (4.3.1). On a

∣∣ ∞∑
n=N+1

e−π(aN−2α+bi)n2∣∣ <
∞∑
k=0

e−aπN−2α(N+k)2 <

<

∞∑
k=0

e−aπ(N2−2α+2kN1−2α) =
e−aπN2−2α

1 − e−2aπN1−2α (4.3.2)

Or,
1

1 − e−2aπN1−2α = O(N2α−1) (α > 1/2)

Donc (4.3.2) tend vers 0 si 1/2 < α < 1.

De même, on établit que la deuxième somme tend vers 0 sous la même
hypothèse 1/2 < α < 1.

Le lemme en découle.
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4.4. Revenons à 4.2. En utilisant le lemme,

lim
w→0

|µw|θ((w2 + λi/µ)−1) =

= lim
w→0

|λwµ/λ|θ(w2µ2/λ2 + µ/λi) = G(µ/λi)

La formule de Poisson nous dit

θ(t) = t−1/2θ(t−1)

Donc
G(λi/µ) = lim

w→0
|µw|θ(w2 + λi/µ) =

= lim
w→0

|µw|(w2+λi/µ)−1/2θ((w2+λi/µ)−1) = (λi/µ)−1/2G(µ/λi) (4.4.1)

Autrement dit,
(λi/µ)1/2G(λi/µ) = G(µ/λi)

On a évidemment ici un abus de notation car G(λi/µ) depend de λ, ν. Pour
l’éviter, on peut2 poser, pour r = λ/µ,

G̃(ir) =
1
2µ

2µ−1∑
j=0

e−πir/j2

Alors (4.4.1) se reécrit en

4.5. Théorème. — On a :

(i/r)1/2G̃(i/r) = G̃(−ir)

C’est une forme de (1.5.4).

5. La formule de produit de Gauss

5.1. Le but de cette Section est la détermination du signe de la somme
de Gauss par la méthode de Gauss, cf. [G]. On pose

(m,µ) =
(1 − xm)(1 − xm−1) · . . . · (1 − xm−µ+1)

(1 − x)(1 − x2) · . . . (1 − xµ)
∈ C[x, x−1]

(“les coefficients x-binomiaux”). Ici µ ∈ N, m ∈ Z.

(2) en suivant une suggestion du rapporteur
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Exemples : (m, 0) = 1 ;

(−1, µ) =
µ∏

i=1

1 − x−i

1 − xi = (−1)µx−µ(µ+1)/2 ∈ C[x−1]

En général, (−m,µ) ∈ C[x−1], et à la limite

(−∞, µ) := lim
m→∞

(−m,µ) =
1

(1 − x)(1 − x2) · . . . · (1 − xµ)
∈ C[[x−1]]

Si m ∈ N , (m,µ) = 0 si µ > m, et

(m,µ) = (m,m− µ)

5.2. On a

(m,µ) = (m− 1, µ) + xm−µ(m− 1, µ− 1) (5.2.1)

Il s’en suit que si m ∈ N, m > µ+ 1, alors

(m,µ+ 1) =
m−µ−1∑

i=0

(µ+ i, µ)xi

On en déduit par récurrence sur µ que (m,µ) est un polynôme en x si
m ∈ N .

5.3. On pose

f(x,m) = 1−1 − xm
1 − x +

(1 − xm)(1 − xm−1)
(1 − x)(1 − x2)

−. . . =
∞∑
µ=0

(−1)µ(m,µ) ∈ C((x−1))

Si m ∈ N , la somme est finie :

f(x,m) =
m∑

µ=0

(−1)µ(m,µ) ∈ C[x] ⊂ C((x−1))

On a f(x, 0) = 1, f(x, 1) = 0.

5.4. Il découle de (5.2.1) :

(m, 0) = 1

−(m, 1) = −(m− 1, 1) − xm−1

(m, 2) = (m− 1, 2) + xm−2(m− 1, 1), etc.,
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d’où

f(x,m) =
∞∑
i=0

(−1)i(1 − xm−1−i)(m− 1, i)

Par contre,

(1 − xm−1−i)(m− 1, i) = (1 − xm−1)(m− 2, i),

d’où
f(x,m) = (1 − xm−1)f(x,m− 2) (5.4.1)

5.5. Supposons que m ∈ N . Alors si m est pair (5.4.1) implique que

f(x,m) = (1 − x)(1 − x3) · . . . · (1 − xm−1) =
(m−2)/2∏

j=0

(1 − x2j+1) (5.5.1)

Par contre, si m est impair, f(x,m) = 0 car f(x, 1) = 0.

5.6. Si m = −2k, k ∈ Z, k > 0, on obtient

f(x,−2k) =
1

(1 − x−1)(1 − x−3) · . . . · (1 − x−2k+1)
∈ C[[x−1]]

En passant à la limite pour k → ∞ dans la topologie (x−1)-adique, on aura

lim
k→∞

f(x,−2k) =
∞∑
i=0

1
(x− 1)(x2 − 1) · . . . · (xi − 1)

=
1∏∞

n=0 (1 − x−2n−1)

De même,

f(x,−2k − 1) =
f(x,−1)

(1 − x−2)(1 − x−4) . . . (1 − x−2k)

où

f(x,−1) = 1 + x−1 + x−3 + x−6 + . . . =
∞∑
n=0

x−n(n+1)/2,

d’où

lim
k→∞

f(x,−2k − 1) =
f(x,−1)∏∞

k=1(1 − x−2k)

Or, les deux limites cöıncident :

lim
k→∞

f(x,−2k) = lim
k→∞

f(x,−2k − 1) = lim
n→∞

f(x,−n) =: f(x,−∞),
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d’où

f(x,−1) = 1 + x−1 + x−3 + x−6 + . . . =
(1 − x−2)(1 − x−4) · . . .
(1 − x−1)(1 − x−3) · . . . ,

ou bien

∞∑
n=0

xn(n+1)/2 = 1 + x+ x3 + x6 + . . . =
(1 − x2)(1 − x4) · . . .
(1 − x)(1 − x3) · . . . ∈ C[[x]],

(5.6.1)
les deux cotés convergent pour |x| < 1.

On peut récrire

∞∑
n=0

xn(n+1)/2 =
1
2

∞∑
n=−∞

xn(n+1)/2

et ∏∞
i=1 (1 − x2i)∏∞

i=1 (1 − x2i−1)
=

∏∞
i=1 (1 − x2i)2∏∞
i=1 (1 − xi) =

=
∏∞

i=1 (1 + xi)2(1 − xi)2∏∞
i=1 (1 − xi) =

∞∏
i=1

(1 + xi)2(1 − xi),

donc
1
2

∞∑
n=−∞

xn(n+1)/2 =
∞∏
i=1

(1 + xi)2(1 − xi),

ce qui est une formule standard de la théorie des fonctions thêta, cf. Jacobi,
Fund., no. 66, (4) ; [W], p. I, ch. IV, §9, (28).

Plus généralement, pour tout m ∈ Z, on obtient

f(x,m) = f(x,−∞)(1−xm−1)(1−xm−3) · . . . = (1 − xm−1)(1 − xm−3) · . . .
(1 − x−1)(1 − x−3) · . . .

5.7. Maintenant soit n un entier positif impair ; posons m = n − 1, et
soit r une racine primitive de l’équation xn = 1 ; posons x = r. On a

(n− 1, µ) =
(1 − rn−1)(1 − rn−2) · . . . · (1 − rn−µ)

(1 − r)(1 − r2) · . . . · (1 − rµ)

Or :
1 − rn−i

1 − ri =
1 − r−i

1 − ri = −r−i,
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d’où
(n− 1, µ) = (−1)µr−µ(µ+1)/2

Donc

f(r, n−1) = 1+r−1+r−3+r−6+. . . r−n(n−1)/2 = (1−r)(1−r3)·. . .·(1−rn−2),
(5.7.1)

par (5.5.1).

5.8. On peut remplacer dans (5.7.1) r par n’importe quel rλ où (λ, n) =
1 ; par exemple par r−2 :

n−1∑
i=0

ri(i+1) = 1 + r2 + r6 + r12 + . . .+ rn(n−1)

= (1 − r−2·1)(1 − r−2·3) · . . . · (1 − r−2(n−2)) (5.8.1)

Soit n = 2k + 1 ; on a

1 + 3 + 5 + . . .+ (2k − 1) = k2,

i.e.

1 + 3 + . . .+ (n− 2) =
(n− 1)2

4
Multiplions les deux côtés de (5.8.1) par

1 · r · r3 · . . . · rn−2 = r(n−1)2/4

Remarquons que

i(i+ 1) +
(n− 1)2

4
≡ (n− 2i− 1)2

4
(mod n),

donc à gauche on obtient

rk
2
+ r(k−1)2 + . . .+ r + 1 + r + r4 + . . .+ rk

2
=

n−1∑
i=0

ri
2

car i2 ≡ (n− i)2 (mod n). Il s’en suit que

1+r+r4 + . . .+r(n−1)2 = (r−r−1)(r3−r−3)(r5−r−5) · . . . · (rn−2−r−n+2)
(5.8.2)

5.9. Soit p un nombre premier impair, p = 2k+1, ζ = e2πi/p. Considérons
la somme de Gauss

g(ζ) =
p−1∑
a=1

(a
p

)
ζa =

∑
ρ∈R

ζρ −
∑
ν∈N

ζν ,
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où R (resp. N) est l’ensemble des résidus (resp. des non-résidus) quadra-
tiques. Puisque

1 +
∑
ρ∈R

ζρ +
∑
ν∈N

ζν =
p−1∑
a=0

ζa = 0,

on a

g(ζ) = 1 + 2
∑
ρ∈R

ζρ =
p−1∑
n=0

ζa
2

Donc
g(ζ) =

∏
s∈S

(ζs − ζ−s) = (2i)k
∏
s∈S

sin 2πs/p

où
S = {1, 3, 5, . . . , 2k − 1}, Card(S) = k = (p− 1)/2

Supposons que k est impair, k = 2j + 1, i.e. p = 4j + 3. On a

S = {1, 3, 5, . . . , 2j + 1}
∐

{k + 2, k + 4, . . . , k + 2j},

où k + 2 = p− k + 1 ≡ −(k − 1) (mod p), etc., d’où

∏
s∈S

sin 2πs/p = (−1)j
k∏

a=1

sin 2πa/p,

donc

g(ζ) = (2i)2j+1(−1)j
k∏

a=1

sin 2πa/p = i2(p−1)/2

(p−1)/2∏
a=1

sin 2πa/p

De même, si k = 2j, i.e. p = 4j + 1,

g(ζ) = 2(p−1)/2

(p−1)/2∏
a=1

sin 2πa/p

Dans le produit
∏(p−1)/2

a=1 sin 2πa/p, on a 0 < a < p/2, donc 0 <
2πa/p < π, d’où

(p−1)/2∏
a=1

sin 2πa/p > 0

D’autre part il est bien connu que |g(ζ)|2 = p. Il s’en suit :
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5.10. Théorème. —

g(ζ) =
√
p si p ≡ 1 (mod 4)

et
g(ζ) = i

√
p si p ≡ 3 (mod 4)
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