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L’arithmétique de Pierre Fermat
dans le contexte de la correspondance de Mersenne :
une approche microsociale

CATHERINE GOLDSTEIN(*)

Les paradoxes de Pierre Fermat

Un loup solitaire... ayant commerce de tous cotés avec les savants'.
Un magistrat concentré sur ses devoirs publics, notant ses observations
mathématiques comme §’il «s’occupali]t d’autre chose et se hata[i]t vers
de plus hautes taches», mais prét a mobiliser tout Paris pour connaitre
les questions arithmétiques qui y circulent et a défier ’Europe entiere avec
les siennes?. Un paresseux autoproclamé qui fustige néanmoins «le courage
défaillant » et 'indolence de ses prédécesseurs et se vante & ’occasion d’une
« pénible et laborieuse méditation »3.

Notre image de Pierre Fermat, de 'homme autant que du mathématicien,
provient d’'une myriade de fragments créés par lui-méme, par ses contem-
porains ou par ses nombreux historiens, et a la cohérence incertaine. Il
est extrémement facile, comme je viens de le faire, d’en faire surgir des
contradictions locales. Les historiens de Fermat ont plutot essayé de ser-
tir une sélection particuliere des informations disponibles dans un récit
aussi harmonieux que possible qui permette de caractériser sa personnalité
mathématique ou la nature de son travail*. Selon la sélection et les criteres

(*) CNRS-Institut de mathématiques de Jussieu (UMR. 7586), « Histoire des sciences
mathématiques », 175 rue du Chevaleret F-75013 Paris.
cgolds@math.jussieu.fr

(1) La premitre partie de la phrase vient de Mahoney 1973/1994, p. xi ; la seconde
d’un rapport & Colbert, cité dans Henry 1879-80, p. 481.

(2) Respectivement : ... quasi aliud agens et ad altiora festinans, Samuel de Fermat,
Préface de I’édition de Diophante de 1670, reproduit dans Fermat, OC I, p. 307 ; lettres
de Fermat a Mersenne du 13 janvier et du 16 février 1643, Fermat, OC II, p. 247 et 250,
et écrits LXXIX et LXXXI de 1657, Fermat, OC II, p. 332-5.

(3) Lettre de Kenelm Digby a Fermat du 5 décembre 1657, Fermat, OC II, p. 361, et
Observations sur Diophante 44 et 45, Fermat, OC I, p. 337-8 et 340.

(4) Les problémes de méthode que suscite un tel projet — 1’établissement d’un récit
biographique continu & partir de sources rares et dispersées — sont discutés dans I’ouvrage
classique de Arsenio Frugoni (Frugoni 1954) ; cf. aussi, en liaison avec le probleme de
I'invention technique, Bechtel 1992. 95
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d’harmonie retenus, tel ou tel trait de l'activité de Fermat prend alors
valeur de scheme global : le Fermat excellant & la résolution de puzzles
mathématiques contraste ainsi avec le théoricien fondateur de nouvelles dis-
ciplines® ; la quasi-absence de démonstrations dans son ceuvre connue est
tour a tour érigée en signe distinctif ou minimisée en une simple difficulté de
rédaction®. Ces tentatives pour étiqueter Fermat par un label reconnaissable
aujourd’hui et les controverses qui en ont résulté ont donc plutdt entretenu
que dissipé I'idée d’un personnage et d’une ceuvre énigmatiques.

Nous nous heurtons ici a deux écueils : 'un résulte d’une focalisation trop
étroite sur Fermat lui-méme, 'autre de ’ambition méme de lui attribuer une
identité humaine ou scientifique. Le premier tend a restreindre les sources
pertinentes, le second a détacher les comportements des circonstances qui
leur donnent sens, les deux & interpréter résultats et attitudes par référence
a des normes congues comme universelles, faute d’acces a celles opérant dans
I’environnement de Fermat. L’anachronisme cru — sur ce qui constitue un
probléme intéressant, voire un probléme tout court, ou sur ce que doit faire
un mathématicien — est ainsi a l’origine d’'une bonne partie de I’énigme
Fermat.

Pourtant, je ne suggeére pas ici de faire ressurgir un milieu tout en-
tier, avec ses héros propres et ses accessoires : seulement d’en compren-
dre quelques regles, quelques usages parfois tacites, de déterminer quels
actes mathématiques y sont possibles ou nécessaires. Prenons un exem-
ple : fin 1642 et début 1643, Fermat cherche a obtenir communication
d’écrits arithmétiques de Bernard Frenicle et se heurte a ce qu’il percoit
comme la réticence de Pierre Bruslart de Saint-Martin qui y a déja acces ;
apres plusieurs manceuvres inefficaces, Fermat suggere enfin : « [M. de Saint-
Martin] m’obligera de choisir des plus difficiles [questions] qui sont résolues
dans les écrits qu’il a de M. Frenicle, et, si je n’en fais pas la solution, je
consens de ne voir point le dit travail de M. Frenicle, que je désire plutot
voir pour apprendre quelles sont les questions que pour la solution qu’il en
donne” ». L’épisode se préte bien siir & plusieurs interprétations : il pourrait

(5) Respectivement : « Fermat is a problem-solver » (Mahoney 1973/1994, p. 204) ;
«the Theory of numbers as an independent discipline of mathematics originated with P.
S. (de) Fermat. » (Bell 1951, p. 223) ou « les réflexions prolongées de Fermat sur I'analyse
diophantienne devaient le conduire & créer une nouvelle branche des mathématiques, la
théorie des nombres » (Itard 1950, p. 18).

(6) Respectivement : «Fully general, rigorous proofs were not his forte » (Mahoney
1973/1994, p. 203) ; «Jamais ou presque il ne pousse & fond une démonstration |...]
Cette sorte de nonchalance lui fit parfois manquer des découvertes » (Itard 1950, p. 2-3) ;
« Fermat’s weakness lay in the extreme difficulty he always experienced at writing up
discoveries. [...] But no man can be a good mathematician, let alone a great one, if he
cannot make the difference between a theorem and a conjecture, between intuition and
proof » (Weil 1973, p. 1149).

(7) Fermat OC II, lettre LV, p. 252.
— 96 —
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servir a illustrer tout autant le sentiment de supériorité mathématique de
Fermat que sa dépendance par rapport aux cercles parisiens auxquels ap-
partiennent Frenicle et Saint-Martin. Mais ce qui retiendra mon attention
ici, c’est que les deux puissent étre exprimés conjointement et que cette ten-
sion se trouve rapportée a une division dans le travail mathématique méme,
entre questions et solutions. Il serait aussi illusoire de prétendre décrire la
personnalité de Fermat & partir de I'assurance (ou de la dépendance) ex-
primée ici que d’attribuer une valeur essentielle, intrinseque, a ce découpage
des mathématiques. En revanche, rendre compte de la configuration intel-
lectuelle et sociale spécifique qui peut suggérer a Fermat de lier sa réussite
(voire méme son acces a I'information) a sa capacité de trouver des solutions
a des questions déja résolues semble a la fois plus prometteur et plus acces-
sible. Loin de tenter d’extraire des situations concrétes un comportement
moyen, une expression de soi typique, il s’agit donc d’examiner en détail
ces situations en tant qu’elles construisent a la fois des conduites et des
mathématiques.

Qu’apporte ici une analyse micro-sociale® ? Elle incite tout d’abord &
rendre explicites les constructions historiographiques de Fermat et 'effet
méme des sources utilisées. Cette premiere étape suggere une nouvelle con-
textualisation, qui prend cette fois en compte la totalité des échanges con-
nus dans le milieu ou sont produites ces sources. L’examen des pratiques
mathématiques y met alors en évidence les caracteres que Fermat partage
avec ses correspondants et ceux qui, par contraste, doivent étre considérés
comme propres a lui, au moins au sein de ce milieu spécifique. Une part
importante de ce que nous percevons comme le travail de Fermat n’est ainsi
que la trace, projetée sur lui, d’activités collectives dont Fermat hérite les
formes et les contraintes. Sa responsabilité s’en trouve dégagée partielle-
ment, la singularité de sa position précisée. Evitant le recours a la psycholo-
gie et les considérations générales sur le métier de mathématicien®, cette
restitution en relief du paysage mathématique dans lequel nous voyons Fer-
mat opérer fait finalement s’évanouir plusieurs des contradictions repérées
plus haut. C’est ce que je voudrais montrer en me concentrant pour simpli-
fier sur arithmétique!®.

(8) Pour une présentation de démarches placées sous cette rubrique, voir par exemple
le désormais classique Revel 1996. Jacques Revel évoque ainsi dans sa présentation (p.
12) «le choix de faire toute sa place a I’historicité des configurations étudiées — celles
des acteurs, celle des situations relationnelles, celle des énoncés ».

(9) Deux types d’explication délicates & historiciser et donc particulitrement
vulnérables a I’anachronisme ; sur la variation du métier des mathématiques et des valeurs
associées dans le cas particulier de la théorie des nombres, voir aussi Goldstein 1989.

(10) Comme dans les classifications usuelles des disciplines mathématiques & cette
époque, Fermat et ses interlocuteurs distinguent entre questions arithmétiques (ou : ques-
tions sur les nombres) et questions géométriques, mais ’algebre, les fractions, viennent
troubler les définitions traditionnelles de ’arithmétique comme domaine des quantités

—927 -



Catherine Goldstein

1. Les recherches de Fermat sur les nombres : retour aux sources

Il est bien connu que nous disposons, sur les recherches arithmétiques de
Fermat, de deux types de sources : les observations de Fermat sur 1’édition
par Claude Gaspard Bachet de Méziriac des Arithmétiques et des Nombres
polygones de Diophante, d’une part, et d’autre part sa correspondance. C’est
a la forme de ces sources et a celle des mathématiques qu’elles renferment,
et non a leur interprétation technique qui a déja fait I'objet de nombreux
travaux, que je voudrais m’attacher ici.

1.1. Les Observations sur Diophante

Ces observations, insérées par Samuel de Fermat dans sa propre réédition
des Arithmétiques de Diophante, en 1670, sont issues selon lui des notes
manuscrites faites par son pere dans les marges de son exemplaire du livre.
Au nombre de quarante-huit, non datées, elles sont de longueur inégale (de
quelques lignes a une page dans le grand in-folio de 1670) ; nous ignorons a
quel usage exact les destinait Fermat et quels éventuels remaniements son
fils a pu effectuer.

Les trois quarts des observations concernent la résolution d’un ou de
plusieurs probléemes, soit ceux mémes de Diophante et Bachet, soit inspirés
par eux, et dont on cherche des solutions rationnelles positives. Par exem-
ple, il s’agit de trouver «trois carrés tels que le produit de deux quelcon-
ques d’entre eux, augmenté de la somme des deux mémes carrés, fasse un
carré!! » (observation 6) ou «quatre ou méme un plus grand nombre, allant
jusqu’a l'infini, de triangles [rectangles en nombres] de méme aire? » (ob-
servation 23). Un quart des observations renferme des critiques de Bachet
ou de Viete, portant en particulier sur les restrictions imposées aux énoncés
par leurs procédures de résolution. Ainsi, pour trouver deux cubes dont la
somme soit égale a la différence de deux cubes donnés, Bachet doit se limiter
(pour obtenir des solutions rationnelles positives) au cas ou le plus grand
des cubes donnés est supérieur au double de I'autre ; Fermat commente
(observation 8) : «Nous nous affranchissons facilement de la condition par
itération de l’opération et construisons généralement aussi bien [une solution
a | cette question qu[’aux] suivantes, ce que ni Bachet, ni méme Viete n’ont

discretes et de la géométrie comme domaine des grandeurs continues. Les questions sur
les nombres couvrent & peu pres le champ de 'arithmétique théorique (ou « spéculative »),
euclidienne par exemple, mais aussi les thématiques diophantiennes dont le statut est a
priori plus contesté puisqu’on y cherche des solutions rationnelles. C’est dans cette accep-
tion globale en usage dans ’environnement de Fermat que je parlerai ici d’arithmétique.

(A1) Tres quadratos ut productus ex binorum multiplicatione, adsumptd eorumdem
summad, quadratum faciat, Fermat, OC I, p. 293.

(12) Quatuor aut etiam plura in infinitum triangula aequalis areae, Fermat, OC I,
p- 309.

— 98 —
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pu faire'3 ». Neuf observations'* contiennent d’autres types de propositions ;
quatre sont des théoremes généraux portant sur des entiers —- comme le fait
que tout nombre est somme d’au plus trois nombres triangulaires, d’au plus
quatre carrés, etc. (observation 18) —, dont un («tout nombre premier de
la forme 4n + 1 est une seule fois I’hypoténuse d'un triangle rectangle!® »,
observation 7) sert de préliminaire & une série de problémes ; cing sont
des énoncés d’impossibilité, telle la célébrissime observation 2, consacrée au
Grand Théoréme de Fermat!S.

Les liens éventuels entre les questions ne vont pas plus de soi que dans
Diophante lui-méme, les observations de Fermat suivant d’ailleurs souvent
les données des problemes de Diophante ou Bachet auxquels elles se rat-
tachent. Deux relations principales apparaissent pourtant : les énoncés peu-
vent étre liés par une commune méthode de résolution, ou par des trans-
formations qui font passer d’un probléme & un autre. Ainsi, neuf problemes
sont, explicitement ramenés a la méthode dite de la triple équation, traitée
dans l'observation 43. Un exemple de la seconde relation est fourni dans
I'observation 8 : Fermat y passe, circulairement, de la recherche de deux
cubes rationnels positifs de somme égale a la somme de deux cubes ra-
tionnels positifs donnés a celle de deux cubes de somme égale a la différence
de deux cubes donnés ; ce procédé lui permet justement de se débarrasser
des restrictions imposées par la méthode de Bachet qu’il critique au passage.
Les deux relations ne sont pas toujours indépendantes : certaines méthodes
de Fermat reposent justement sur une transformation de variables qui con-
duit donc & une reformulation d’énoncés.

Si nous nous tournons maintenant vers les réponses proposées, nous
constatons qu’a peu pres la moitié des observations sont accompagnées
d’indications sur les procédures de résolution (ou de renvois & une autre
observation ol celles-ci sont expliquées), que neuf bénéficient d’une solution
numérique explicite, cinq d’une construction générale ; presque toutes les
combinaisons sont aussi représentées. Une seule des neuf observations con-
tenant des théoremes, en revanche, bénéficie d’'une preuve, par descente in-

(13) Determinationem operationis iteratione facillime tollimus et generaliter tum hanc
quaestionem, tum sequentes quaestiones construimus, quod nec Bachetus, nec ipse Vieta
expedire potuit, Fermat, OC I, p. 297.

(14) Ces catégories ne sont bien siir pas exclusives.

(15)  Numerus primus qui superat unitate quaternarii multiplicem, semel tantum est
hypotenusa trianguli rectanguli, Fermat OC I, p. 293-4.

(16) Deux autres énoncés (observations 33 et 45) sont liés au cas des puissances qua-
triemes du Grand Théoréme, donc tout comme lui se raménent en définitive & une ques-
tion sur les entiers ; une observation (25) porte sur 'impossibilité de décomposer certains
nombres comme 21 en somme de deux carrés, méme fractionnaires, et compléte donc
I’observation 7 déja évoquée ; la derniere releve directement d’analyse entiere, elle con-
cerne le fait que I’équation y2 + 2 = 23, qui posséde une infinité de solutions rationnelles
positives, n’a pas d’autre solution entiére (positive) que 25 + 2 = 27 (observation 42).

—929 —
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finie'”. Dans la plupart des observations restantes, est annoncée une méthode
de résolution générale ou de démonstration, sans qu’elle soit donnée!® : « En
examinant soigneusement notre méthode, nous avons enfin obtenu la solu-
tion générale ; nous ne soumettons qu'un exemple!®» (observation 30) ;
«Nous avons résolu cette question ... Mais ce n’est pas ici le lieu d’ajouter
davantage sur le principe et ’emploi de cette méthode, 'exiguité de la marge
n’y suffirait certes pas2’ » (observation 34).

Méme si la nature des observations, commentaires fragmentaires sur
d’autres textes, rend l'interprétation délicate, nous retrouvons donc ici les
traits qui ont souvent déconcerté les lecteurs de Fermat, des la fin du 17°
siecle : I’éparpillement apparent des questions, dont les liens n’apparaissent
qu’au niveau des procédures de résolution ; ’absence presque totale de
démonstrations rédigées completement ; des explications allusives ; en re-
vanche, la revendication fréquente et paradoxale de la généralité et de la
rigueur, qu’elle soit celle des méthodes, celles des solutions et des preuves,
voire celles des énoncés eux-mémes dans le cas des théoremes sur les en-
tiers. Fermat commente ainsi ’observation 46 qui porte sur les progressions
arithmétiques : «J’estime qu’il n’est pas possible de donner en nombres un
théoreme plus beau ou plus général. Je n’ai ni le temps, ni la possibilité d’en
mettre la démonstration en marge?! ».

Les contraintes imposées aux observations par leur contexte matériel
pouvaient en partie justifier ces caractéristiques. C’est donc aux autres doc-
uments disponibles, les lettres en 'occurrence pour la théorie des nombres,
qu’il a semblé naturel de s’adresser. La correspondance a ainsi constitué par
force pour les historiens non seulement une aide a la datation des observa-
tions ou une source de renseignements supplémentaires sur les résultats de
Fermat, mais aussi, de maniere plus subreptice peut-étre, le filtre majeur
pour appréhender la nature de sa pratique mathématique.

(17) 11 s’agit de l'observation 45 et du théordme «L’aire d’un triangle rectangle en
nombres n’est pas un carré » ; sur I'histoire de ce résultat et sa signification pour Fermat,
voir Goldstein 1995.

(18) 11 est possible de reconstituer la démarche de Fermat pour la plupart des problémes
diophantiens, voir Itard 1949, Weil 1984, ch. II, et surtout Fermat 1999, ch. II et IV pour
le détail de chaque probleme. Notons toutefois ’aide précieuse fournie méme dans ce cas
par d’autres écrits, en particulier I’ Inventum novum de Jacques de Billy, forgé a partir
de sa correspondance avec Fermat.

(19)  Methodum nostram sedulo consulentes, tandem generaliter solvimus : exemplum
tantum subjiciemus, Fermat, OC I, p. 325.

(20) Quaestionem hanc. .. resolvimus. ... Sed de ratione et usu nostrae hujus methodi
non est hujus loci plura addere, non sufficeret sane marginis exiguitas, Fermat, OC I,
p- 329.

(21) Nec ezistimo pulchrius aut generalius in numeris posse dari theorema. Cujus
demonstrationem margini inserere nec vacat, nec licet, Fermat, OC I, p. 341.

— 30 —
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1.2. La correspondance

Or, ces lettres nous sont parvenues sous plusieurs formes. Les auto-
graphes sont en tout petit nombre et une seule, adressée au jésuite Jacques
de Billy en aotit 1659, concerne des questions arithmétiques ; la plupart des
lettres disponibles ont été recopiées a différentes époques dans des recueils
ou des papiers manuscrits, et sont souvent fragmentaires ou remaniées —
Paul Tannery remarquait déja au siecle dernier que certaines utilisent des
notations différentes de celles de Fermat. Enfin plusieurs lettres ne sont ar-
rivées jusqu’a nous qu’a travers des imprimés, eux aussi de nature variée :
collection épistolaire autour de Fermat lui-méme ou d’un de ses correspon-
dants, ou autour d’un événement spécifique (le Commercium epistolicum de
1658 résultant des défis européens de Fermat), appendice & 'ouvrage d’un
autre auteur (par exemple le supplément & un écrit de Frenicle retrouvé par
Phistorien Joseph E. Hofmann), opuscule fondé sur des lettres de Fermat,
mais complétement restructuré (le Doctrinae Analyticae Inventum Novum
de Jacques de Billy que Samuel de Fermat avait adjoint a son édition des
Arithmétiques)?2.

En laissant de coté 1’ Inventum novum dont rien n’indique combien de
lettres il fusionne, nous disposons d’un peu plus d’une centaine de lettres
de ou a Fermat — disons 121 pour fixer les idées, mais il faut se souvenir
que les divers éditeurs ont rassemblé ou séparé certains fragments, ce qui
induit une fluctuation de quelques unités —, neuf fois moins par exem-
ple que pour Mersenne. Ecrites entre 1636 et 1665, elles se répartissent a
peu prés équitablement entre les deux périodes 1636-1650 (67 lettres) et
1651-1665 (54), mais 1’état des sources correspondantes, j’y reviendrai, est
tres différent. Parmi ces lettres, 63, écrites par ou & neuf correspondants?3,
évoquent des questions arithmétiques, dont 42 (six correspondants) pour la
premiere période.

Méme si nous savons que certains échanges ont été discontinus (ceux
avec Roberval s'interrompent par exemple entre 1637 et 1640), il est clair
que de nombreuses lettres ont disparu. La part des lettres arithmétiques
écrites par Fermat est écrasante dans ce qui subsiste : 38 contre 4 (2 par
Roberval, 2 par Frenicle de Bessy) pour la premiére période, 17 contre 4
dans la deuxieme — en particulier si nous disposons de 37 lettres ou frag-

(22) Tous les exemples cités sont disponibles, au moins en traduction francaise, dans
les (Buvres completes de Fermat lui-méme (Fermat 1894 ou 1999) ; certains documents
proviennent des archives de ses contemporains (Descartes, Huygens, Mersenne en parti-
culier). Mais la variation du corpus fermatien accessible du 17¢ siécle jusqu’a nos jours
n’a pas été sans incidence sur les différentes représentations de ’activité de Fermat.

(23) Ce nombre est celui des destinataires directs dont nous avons trace, mais certains,
comme Mersenne, servent aussi de relais vers d’autres mathématiciens.

~31 -
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ments de lettres adressées par Fermat a Mersenne, nous n’en connaissons
aucune de Mersenne a Fermat. Un effet évident de cette transmission dis-
criminatoire a été d’accorder a Fermat l'initiative des échanges non seule-
ment dans leur contenu technique mais aussi, implicitement, dans leur mode
de fonctionnement. Or, cette sélection témoigne au contraire de I'impact
décisif du cercle parisien, jusque dans la conservation actuelle des docu-
ments. Les lettres mathématiques de la premiere période dont nous dis-
posons sont toutes adressées & des Parisiens familiers de Mersenne — la
seule exception, Descartes, en est a peine une puisque ce dernier, correspon-
dant régulier de Mersenne, est en contact étroit avec le cercle parisien qui
lui sert longtemps d’intermédiaire avec Fermat. En revanche, les relations
scientifiques de Fermat au sud de la France, & Bordeaux par exemple, ne
nous sont encore connues que par les allusions contenues dans ces corre-
spondances parisiennes?* : celles-ci en montrent 1’étendue et I’importance
précoce, sans donner acces a leur éventuel effet mathématique.

Pour autant, les liens avec les correspondants parisiens ne sont pas in-
différenciés. Certains d’entre eux entretiennent avec Fermat une relation
personnelle, parallele aux activités de ’académie parisienne proprement
dite : c’est le cas de Pierre de Carcavi, responsable de I'introduction de
Fermat dans le réseau de Mersenne, qui devient un intermédiaire crucial
apres la mort de ce dernier en 1648. D’autre part, les lettres a Roberval,
par exemple, mélangent questions géométriques et arithmétiques, alors que
celles a Frenicle sont exclusivement consacrées aux nombres. Apres 1650, la
plupart des correspondants restent connectés peu ou prou a Paris : a coté
d’anciens comme Frenicle ou Carcavi, Blaise Pascal représente ainsi une
nouvelle génération, remplacant son pere Etienne comme destinataire. Le
jésuite Billy lui-méme, alors professeur & Dijon, était en contact épistolaire
avec Mersenne avant 1648. Les exceptions viennent du défi européen de 1657
lancé par Fermat, qui le met en contact avec des mathématiciens étrangers,
en particulier anglais : mais méme dans ce cas, c’est Kenelm Digby qui
réside alors a Paris et fréquente Frenicle qui sert de médiateur privilégié. Il
y a donc une forte concentration géographique dans les sources dont nous
disposons.

La répartition dans le temps, quant a elle, n’est pas homogene. Entre
1636 et 1644 a peu pres, le flot de lettres est assez régulier, avec quelques
pics autour de polémiques ou de probléemes spécifiques, et si quelques themes
sont propres a certains destinataires, I'impression dominante est celle d’un
réseau unique soudé par de multiples interactions : d’importants recoupe-

(24) Typiquement, Fermat rappelle en 1636 & Roberval qu’il a résolu, 7 ans environ
auparavant, un probléeme posé par ce dernier & des correspondants bordelais avec qui
Fermat se trouvait alors, lettre XIII, Fermat OC II, p. 71.
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ments apparaissent dans les sujets abordés, de fréquentes allusions sont
faites aux autres correspondants. Entre 1645 et 1654, treés peu de lettres exis-
tent, une seule touchant quelque peu 'arithmétique : pendant cette période,
Mersenne voyage, puis meurt, la Fronde éclate, Fermat est sérieusement
malade, il obtient une position convoitée a la Chambre de ’Edit a Cas-
tres, bref, événements personnels, institutionnels et politiques s’accumulent
qui expliquent en partie cette rupture dans les traces épistolaires. A par-
tir de 1654, a l'exception pres déja mentionnée des lettres a Carcavi, nous
avons affaire a des ilots concentrés, personnellement et thématiquement : des
échanges en 1654 avec Pascal a propos du calcul des chances (ou affleurent
certaines questions arithmétiques) ; le commerce épistolaire lié aux défis eu-
ropéens de Fermat en 1657-8 qui met en sceéne, directement ou non, William
Brouncker, John Wallis, Bernard Frenicle, Christian Huygens, Franz Van
Schooten, Kenelm Digby ; une polémique en 1658 avec Claude Clerselier
sur la dioptrique ; les lettres a Billy sur I'analyse diophantienne dont est
issu I'Inventum Novum et dont nous n’avons plus que la maigre trace de
1659. 11 est donc naturel d’examiner les deux périodes séparément.

1.3. Formes et thémes de ’arithmétique dans la correspondance
(1636-1650)

Qu’en est-il de la premiere période?® ? Un théme est présent tout au
long, celui dit des parties aliquotes, c’est-a-dire I’étude des diviseurs propres
de certains types d’entiers et la recherche de nombres dont la somme des
diviseurs a des propriétés particulieres : nombres parfaits, égaux a la somme
de leurs diviseurs propres ; nombres sous-multiples, égaux a une fraction
fixée de cette somme. Deés le 24 juin 1636, Fermat annonce & Mersenne qu’il
a envoyé «il y a déja longtemps, la proposition des parties aliquotes a M.
de Beaugrand, avec la construction pour trouver infinis nombres de méme
nature» (Fermat, OC II, p. 20) ; le 20 février 1639, il répond & un probléme :
«Vous m’avez envoyé 360 duquel les parties aliquotes sont au méme nombre
comme 9 & 4, et moi je vous envoie 2016 qui a la méme propriété» (Fermat
OC II, p. 179) ; en 1640, il explique ses «fondements pour I'invention des
nombres parfaits» (Fermat OC II, p. 198) ; le 7 avril 1643, il affirme qu’un
produit de 19 entiers (non nécessairement premiers) proposés par Mersenne,
et dont le plus grand est 214 748 364 800 000, est sous-quintuple de la somme
de ses parties aliquotes (Fermat OC II, p. 255).

(25) Rappelons que Fermat a commencé les mathématiques bien avant 1636, date de
sa premiere lettre & Mersenne. Ceci dit, son intérét pour l'arithmétique s’est nettement
épanoui et diversifié durant la période a laquelle nous avons acces par ses lettres, cf. Itard
1949, Mahoney 1973/1994, Weil 1984.
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D’autres sujets apparaissent plus ponctuellement, selon 'actualité d’un
défi particulier, de la lecture ou de la rédaction d’un ouvrage : sommes de
carrés et calcul de sommes de puissances discutés entre 1636 et 1638 avec
Roberval ou André Jumeau de Sainte-Croix (via Mersenne), carrés magiques
avec Frenicle en 1640, triangles rectangles en nombres avec Frenicle et Saint-
Martin entre 1640 et 1643.

Outre ces themes collectifs, quelques énoncés reviennent a plusieurs
reprises, a l'initiative de Fermat et sans susciter apparemment un intérét
commun. Le principal est «trouver un triangle rectangle en nombres d’aire
carrée » (voir note 17), parfois accompagné de variantes (« trouver un quarré-
quarré somme de deux quarrés-quarrés») ou d’énoncés analogues («trouver
un cube somme de deux cubes»). Toutes ces questions sont impossibles et
liées aux deux premiers cas du Grand Théoréeme de Fermat. Ce dernier les
propose a peu pres a chaque nouvel interlocuteur, a Jean Gillot et Descartes
en 1638, & Sainte-Croix probablement vers cette date, & Frenicle en 1640%6.

Plusieurs propositions et problemes apparaissent a la fois dans les let-
tres et dans les observations, mais la correspondance, datée, permet de
percevoir deux évolutions coordonnées. La premiere, commune aux divers
interlocuteurs, opere au niveau de l'organisation des échanges en série, sur
une courte échelle de temps : a la transmission initiale, faite d’énoncés de
problémes et de solutions explicites, succedent éventuellement celle de regles
et surtout l'explicitation de principes, de méthodes. Par exemple, Fermat
réplique début 1643 & deux questions de Saint-Martin (avec qui il ne semble
pas avoir été en contact auparavant) : « La seconde question est celle-ci : un
nombre étant donné, déterminer combien de fois il est la différence des cotés
d’un triangle qui ait un quarré pour différence de son petit coté aux deux
autres cotés. Le nombre qu’il donne est 1 803 601 800. Je réponds qu’en
I’exemple proposé, il y a 243 triangles qui satisfont & la question et qu’il
n’y en peut pas avoir davantage. La méthode universelle dont je lui ferai
part s’il me l'ordonne est belle et digne de remarque. .. » (Fermat, OC II,
p. 250).

Le probléme s’inscrit en fait dans toute une série d’autres discutés les
années précédentes avec Frenicle et pour lesquels il s’agit d’identifier la
forme particuliere des quantités & exprimer (somme de carrés, différence de
carrés, ou comme ici double d’un carré), puis de dénombrer de combien de
facons un entier fixé peut s’écrire sous cette forme. Apres plusieurs allers et
retours, qui ont commencé comme dans 1’échange précédent par des énoncés
et des solutions brutes, voici comment Frenicle accueille le 2 aotit 1641 une

(26) Respectivement Mersenne, Correspondance VIL, p. 402 et Fermat OC II, p. 65 et
195. Voir sur ce point Goldstein 1995, chapitre 11.
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question de Fermat, « Etant donné un nombre, trouver combien de fois il
peut étre la somme des deux petits cotés d’un triangle rectangle» : « Pour
soudre ces problémes, il faut considérer que tout nombre premier, différent
de I'unité d’un nombre divisible par 8, est la somme des deux petits cotés
d’un triangle, et tout nombre qui la somme des deux petits cotés d’un trian-
gle auquel les cotés sont premiers entre eux, differe de 'unité d’'un nombre
divisible par 8. Sur ces fondements, il faut faire la méme chose avec ces nom-
bres qu’on feroit sur les nombres premiers pairement pairs +1, pour trouver
ce qui est requis par les problémes, si on demandoit des hypoténuses au lieu
de la somme des deux petits cotés. Il seroit superflu de déduire cela plus
au long : intelligenti loguor. Si votre méthode est autre que celle-la, vous
m’obligerez de me la communiquer. .. » (Fermat, OC II, p. 231). De la méme
maniere, le 18 octobre 1640, Fermat explique & Frenicle : «il m’importe de
vous dire le fondement sur lequel j’appuie les démonstrations de tout ce
qui concerne les progressions géométriques, qui est tel : tout nombre pre-
mier mesure infailliblement une des puissances -1 de quelque progression
que ce soit, et I'exposant de la dite puissance est sous-multiple du nom-
bre premier donné -1, et aprés qu’on a trouvé la premiere puissance qui
satisfait a la question, toutes celles dont les exposants sont multiples de
lexposant de la premiére satisfont tout de méme & la question» (Fermat
OC 11, p. 209)?7. Nous voyons bien ici apparaitre, au cours d’un échange,
des théoremes généraux sur les entiers : mais ils interviennent comme fonde-
ments, préliminaires a la résolution de problemes. La méme organisation
présidait d’ailleurs dans l'observation (7) traitant d’hypoténuses de trian-
gles rectangles, déja évoquée. Méme lorsqu’ils sont logiquement antérieurs,
les théoremes ne sont explicités, s’ils le sont, qu’a un stade ultérieur des
échanges.

Une deuxieme évolution perceptible est la focalisation progressive de
Fermat sur de nouvelles thématiques, qui sont issues de la formulation méme
des fondements intervenant dans la résolution des anciens problemes. Par
exemple, la recherche sur les nombres parfaits conduit Fermat & examiner les
diviseurs de 2™ — 1, c’est-a-dire de la somme d’une progression géométrique
de raison 2 (c’est le contenu du «fondement de 'invention des nombres
parfaits » évoqué plus haut), puis & centrer son attention, plus généralement,
sur les diviseurs de nombres de la forme a™ — 1 et a™ + 1 (en particulier
les fameux «nombres de Fermat », 22" + 1). De la méme facon, I’étude des
triangles rectangles en nombres conduit a la représentation des nombres sous
forme de somme de deux carrés (expression de ’hypoténuse), de somme d’un
carré et du double d’un carré, etc. Cette évolution opere sur une échelle de
temps plus longue que la premiere, sur laquelle elle se greffe. Avant 1650, les

27) 1 s’agit de ce que I'on appelle maintenant le petit théoreme de Fermat.
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probléemes et les solutions, monnaie d’échange courante, restent la plupart
du temps exprimés dans les termes anciens (nombres sous-multiples effectifs
ou triangles rectangles en nombres par exemple).

1.4. Les formes d’intervention de Fermat : un bilan (1636-1650)

Un dernier aspect que je voudrais souligner est la grande variété des
formes d’intervention de Fermat que nous pouvons détecter dans les let-
tres de cette période, méme si nous nous limitons a I'arithmétique. Fermat
propose bien str a ses interlocuteurs des problemes et des théorémes, sou-
vent soigneusement distingués. Par exemple : « trouver un triangle rectangle
en nombres, dont ’aire soit un carré. Etant donnée la somme du produit
des trois cotés d’un triangle rectangle en nombres et de son hypoténuse,
trouver les bornes entre lesquelles se trouve son aire |...] A ces quatre
problémes, nous ajoutons deux théoremes, inventés par nous, qui attendent
leur démonstration de M. de Sainte-Croix ou si nous avons espéré vaine-
ment, la recevront de nous-mémes. Ils sont certes tres beaux : tout nombre
est égal a un, deux ou trois nombres triangulaires ; a un, deux, trois ou
quatre carrés ; un, deux, trois, quatre ou cinq pentagones... et ainsi par
une progression continue & I'infini.[...]? ».

On remarquera que les problémes posés peuvent étre possibles (comme
le deuxiéme) ou impossibles (comme le premier, ainsi d’ailleurs que les deux
derniers a peu pres équivalents au premier et non retranscrits ici), la forme
stéréotypée des énoncés de problémes («trouver ... », dans quelques cas
«trouver... ou montrer que c’est impossible») ne permettant pas de dis-
tinguer a premiere vue. A I'inverse, le probleme sur ’aire apparait comme
théoreme dans I'observation 45 («il n'y a pas de triangle rectangle en nom-
bres d’aire carrée») ; nous reviendrons sur cette variation ultérieurement,
notons seulement qu’elle offre un artifice