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Relèvements de formalités

Didier Arnal, Najla Dahmene
(1)

RÉSUMÉ. — Nous étudions les notions de relevés formels de champs de
tenseurs, d’opérateurs multidifférentiels, de formalités et de star produits
de Rd à TRd et d’une variété M à son fibré tangent TM .

ABSTRACT. — We study the notion of formal lifts for polyvector fields,
multidifferential operators, formalities and star products from Rd to TRd

and from a manifold M to its tangent bundle TM .

0. Introduction

Dans [K], M. Kontsevich a introduit la notion de formalité sur une variété
M : c’est un L∞-quasi-isomorphisme entre les algèbres de Lie différentielles
graduées Tpoly(M) et Dpoly(M). Il a montré l’existence d’une formalité sur
toute variété et donné une construction explicite dans le cas de Rd.

Cependant, à part cette formalité explicite sur Rd, on connâıt trés peu les
propriétés des formalités elles même, en particulier on ne sait pas comparer
deux formalités sur une même variété.

Dans cet article, aprés avoir généralisé les notions de relevés de [GU]
dans le cas de Rd, nous avons défini deux algèbres de Lie différentielles
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graduées Tpoly,relev(TRd) et Dpoly,relev(TRd) qui sont les relevés naturels
de Tpoly(Rd) et Dpoly(Rd). La formalité de Kontsevich sur Rd se relève alors
en un L∞-quasi-isomorphisme entre Tpoly,relev(TRd) et Dpoly,relev(TRd).

Nous donnons ensuite une condition qui doit être vérifiée par une for-
malité G sur R2d pour pouvoir étendre cette application en un L∞-quasi-
isomorphisme entre Tpoly,relev(TRd) et Dpoly,relev(TRd). Nous constatons
que la formalité de Kontsevich sur R2d satisfait cette hypothèse et que son
extension est le relevé de la formalité de Kontsevich sur Rd. Nous montrons
de plus que plusieurs formalités sur R2d peuvent avoir la même extension à
Tpoly,relev(TRd). On applique ensuite ces résultats à la construction de star
produits sur TRd.

Enfin, grâce à la notion d’application exponentielle formelle, nous pou-
vons, par des méthodes similaires, relever une formalité sur une variété M
à un voisinage de la section nulle du fibré tangent TM .

1. Relèvements verticaux et complets

Soit M une variété différentielle et π : TM −→M le fibré tangent à M .
On sait relever les fonctions C∞ sur M , resp. les champs de vecteurs, resp.
les tenseurs sur TM des manières suivantes :

1/ Pour toute fonction f ∈ C∞(M), on définit deux fonctions fv et fc dans
C∞(TM) appelées respectivement relevé vertical et relevé complet de f en
posant :

fv = f ◦ π et fc = df.

2/ A un champ de vecteurs ξ ∈ X (M), on associe deux champs de vecteurs
ξv et ξc sur TM appelés respectivement relevé vertical et relevé complet de
X en posant :

ξvfv = 0, ξvfc = (ξf)v

ξcfv = (ξf)v , ξcfc = (ξf)c .

3/ Pour définir les relevés vertical et complet d’un tenseur α totalement
antisymétrique sur M , on posera, si α = ξ1 ∧ ξ2 ∧ . . . ∧ ξk,

αv = ξv1 ∧ ξv2 ∧ . . . ∧ ξvk et αc =
k∑
j=1

ξv1 ∧ . . . ∧ ξvj−1 ∧ ξcj ∧ ξvj+1 ∧ . . . ∧ ξvk .
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Prenons un système de coordonnées locales (x1, . . . , xd), centré au point
x0 de M . Notons (x1, . . . , xd, y1, . . . , yd) le système de coordonnées de
TM canoniquement associé : un vecteur X tangent en x de coordonnées
(x1, . . . , xd) à M s’écrit X =

∑d
i=1 y

i ∂
∂xi .

Dans ces nouvelles coordonnées, on a alors :

fv(x, y) = f(x), fc(x, y) =
d∑
i=1

yi
∂f

∂xi
|x

et si ξ =
∑d
i=1 ξ

i(x)∂xi est un champ de vecteurs, alors on a

ξv =
d∑
i=1

ξi(x)
∂

∂yi
, ξc =

d∑
i=1

ξi(x)
∂

∂xi
+

d∑
i=1

(
d∑
k=1

yk
∂ξi

∂xk
|x

)
∂

∂yi
.

Remarquons que bien que fvgv = (fg)v, on n’a pas fcgc = (fg)c mais

(fg)c = fcgv + fvgc.

De même, bien qu’on ait (ξ ∧ η)v = ξv ∧ ηv, on a par définition :

(ξ ∧ η)c = ξc ∧ ηv + ξv ∧ ηc.

Enfin on a ξvfv = 0, ξvfc = ξcfv = (ξf)v et ξcfc = (ξf)c. Ces relations
sont des cas particuliers des relations générales suivantes sur le crochet [ , ]S
de Schouten (cf [GU]) :

[αv, βv]S = 0, [αv, βc]S = [αc, βv]S = [α, β]vS et [αc, βc]S = [α, β]cS .

Rappelons en effet que le crochet de Schouten de deux tenseurs est défini
comme l’unique bidérivation qui prolonge le crochet des champs de vecteurs,
c’est-à-dire :

[ξ, f ]S = [f, ξ]S = ξf, [ξ, η]S = [ξ, η]

et

[ξ1∧. . .∧ξn, η1∧. . .∧ηm]S =
n∑
i=1

m∑
j=1

(−1)i+j [ξi, ηj ]∧ξ1∧. . . î . . .∧ξn∧η1∧. . . ĵ . . .∧ηm.

Il est à remarquer que si α est un bivecteur de Poisson sur M alors αc en
est aussi un sur TM .
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2. Relèvements formels : cas de Rd

Plaçons nous dans le cas M = R
d muni des coordonnées globales

(x1, . . . , xd). Alors l’espace total du fibré tangent π : TRd −→ R
d est

difféomorphe à R2d, avec les coordonnées globales (x1, . . . , xd, y1, . . . , yd).
Les coordonnées d’un élément X de TRd, vecteur tangent à Rd au point
π(X), sont (x1, . . . , xd, y1, . . . , yd) si et seulement si celles de π(X) sont
(x1, . . . , xd) et X =

∑
i y
i∂xi |x.

Pour chaque x de Rd, on a ainsi un difféomorphisme Φx : TxRd 	 Rd −→
R
d, donné par

Φx(y) = Φx

(∑
i

yi∂xi |x

)
= x+ y.

2.1. Relèvement d’une fonction

Soit f une fonction C∞ sur Rd. Le développement en série de Taylor en
0 de la fonction f ◦ Φx (f ◦ Φx(y) = f(x+ y)) est donné par :

Tayl0(f ◦ Φx)(y) = f(x) +
d∑
i=1

∂xif(x)yi +
1
2

d∑
i,j=1

∂2
xixjf(x)yiyj + . . .

On regarde ce développement comme une série formelle en posant deg(yj) =
1 pour tout j et deg(f(x)) = 0 pour toute fonction f de C∞(Rd).

Definition 2.1.1. — On appelle relevé formel de f ∈ C∞(Rd) la série
formelle f̃ ∈ C∞(Rd)[[y]] définie par :

f̃(x, y) = Tayl0(f ◦ Φx)(y).

Remarquons que l’on a f̃(x, y) =
∑∞
k=0

(
f̃(x, y)

)(k)

où
(
f̃(x, y)

)(k)

est

le terme de degré k dans la série formelle f̃ . On voit alors que :(
f̃(x, y)

)(0)

= fv(x, y),
(
f̃(x, y)

)(1)

= fc(x, y).

Notons enfin Foncrelev(TRd) l’espace des séries formelles f̃ pour f ∈
C∞(Rd), il est clair que cet espace est doté d’une structure d’algèbre asso-
ciative .
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2.2. Relèvement formel d’un champ de vecteurs ou d’un tenseur

Definition 2.2.1. — Soit ξ =
∑
i ξ
i(x)∂xi un champ de vecteurs sur

R
d. Le relevé formel de ξ est le champ de vecteurs formel ξ̃ défini sur TRd

par :

ξ̃ =
1
2

∑
i

ξ̃i(x, y)
(
∂xi + ∂yi

)
.

Dans cette définition, le facteur 1
2 assure la validité de l’égalité suivante :

ξ̃f̃ = ξ̃f .

On pose maintenant deg(∂xj ) = 0 et deg(∂yj ) = −1 (on a toujours
deg(yj) = 1). Alors, on a ξ̃ =

∑∞
k=−1 ξ̃

(k) et on remarque que :

ξ̃(−1) =
1
2
ξv et ξ̃(0) =

1
2
ξc.

On note Xrelev(TRd) l’espace des relevés formels ξ̃ des champs ξ ∈ X (Rd).

Definition 2.2.2. — Soit α =
∑

αi1...ik∂xi1 ∧ . . . ∧ ∂xik un k-tenseur
sur Rd. On définit le k-tenseur

α̃ =
1
2k

∑ ˜αi1...ik(∂xi1 + ∂yi1 ) ∧ . . . ∧ (∂xik + ∂yik ).

On dit que α̃ est le relevé formel de α.

Le tenseur α̃ se décompose en une somme de termes α̃(�), homogènes de
degré �, avec � � −k. On a alors :

α̃(−k) =
1
2k
αv et α̃(−k+1) =

1
2k
αc.

On note Tpoly,relev(TRd) l’espace des relevés formels α̃ des tenseurs α ∈
Tpoly(Rd).

2.3. Relèvement d’un opérateur différentiel ou multidifférentiel

Definition 2.3.1. — Soit D =
∑

ai1...im∂m
xi1 ...xim

un opérateur différentiel
sur Rd. On définit l’opérateur différentiel D̃, relevé de D par :

D̃ =
∑ ˜ai1...im ˜∂m

xi1 ...xim
où ˜∂m

xi1 ...xim
=

1
2m

(
∂xi1 + ∂yi1

)
◦. . .◦

(
∂xim + ∂yim

)
.
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(Ici ◦ est la composition usuelle des opérateurs différentiels.)

Si D = D1⊗ . . .⊗Dn est un opérateur multidifférentiel (les Dj sont des
opérateurs différentiels), le relevé D̃ de D est

D̃ = D̃1 ⊗ . . .⊗ D̃n.

On notera Dpoly,relev(TRd) l’espace des relevés D̃ des opérateurs multi-
différentiels D ∈ Dpoly(Rd).

Rappelons qu’un opérateur différentiel a un ordre : dans chaque Dj ,
il y a des compositions d’au plus �j dérivations. On peut donc définir le
degré deg(D̃) du relevé d’un opérateur différentiel comme ci-dessus, grâce à
deg(yi) = 1, deg(∂yi) = −1. De même pour les opérateurs multidifférentiels
deg(D̃1 ⊗ . . .⊗ D̃n) =

∑
deg(D̃i).

2.4. Propriétés des relèvements

A partir des définitions précédentes, on voit que l’application relévement
formel est injective et on aura immédiatement :

• 1/ f̃ .g̃ = f̃g, pour tout f , g de C∞(Rd),

• 2/ α̃ ∧ β̃ = α̃ ∧ β, pour tout α, β de Tpoly(Rd)

• 3/ D̃1 ⊗ D̃2 = ˜D1 ⊗D2, pour tout D1, D2 de Dpoly(Rd)

Rappelons que Tpoly(Rd) et Dpoly(Rd) sont naturellement gradués par
|α| = k − 1 si α est un k-tenseur et |D| = m − 1 si D est un opérateur m-
différentiel. Les relations ci-dessus permettent de doter Tpoly,relev etDpoly,relev

d’une graduation définie par

|α̃| = |α| et |D̃| = |D|.

Cette graduation, avec deg(α) et deg(D) qu’on a définis plus haut font de
ces espaces des espaces gradués par Z2.

Proposition 2.4.1. — On a aussi les propriétés suivantes :

• 4/ ξ̃f̃ = ξ̃f pour tout ξ de X (Rd) et tout f de C∞(Rd),

• 5/ D̃(f̃1, . . . , f̃m) = ˜D(f1, . . . , fm), pour tout D de Dpoly(Rd) et tout
f1, . . . , fm de C∞(Rd),
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Relèvements

Preuve. — L’assertion (4) s’obtient facilement grâce à la relation ∂xi f̃ =
∂yi f̃ = ∂̃xif .

La propriété (5) est une conséquence de (3) et(4) puisqu’on a ˜∂m
xi1 ...xim

=
∂̃xi1 ◦ . . . ◦ ∂̃xim . �

Pour chaque variété M , sur Tpoly(M) on a aussi la structure d’algèbre de
Lie graduée donnée par le crochet de Schouten [ , ]S . De même sur Dpoly(M)
on a la structure définie par le crochet de Gerstenhaber [ , ]G. Celui-ci est
défini par :

[D1, D2]G = D1 ◦D2 − (−1)|D1||D2|D2 ◦D1,

où la composition ◦ est, si |D1| = m1 − 1 et |D2| = m2 − 1,

D1 ◦D2(f1, . . . , fm1+m2−1) =

m1∑
i=1

(−1)(m2−1)(i−1)D1(f1, . . . , fi−1, D2(fi, . . . , fi+m2−1), fi+m2 , . . . , fm1+m2−1).

Proposition 2.4.2. — Le relèvement préserve les crochets. C’est-à-dire :

• 6/ Pour tout α, β de Tpoly(Rd), on a :[
α̃, β̃

]
S

= ˜[α, β]S .

En particulier si α est un 2-tenseur de Poisson, α̃ est aussi un 2-
tenseur de Poisson (formel).

• 7/ Pour tout D1, D2 de Dpoly(Rd), on a :[
D̃1, D̃2

]
G

= ˜[D1, D2]G.

Preuve. — Il suffit de montrer que pour des champs de vecteurs X et Y
sur Rd on a :

[
X̃, Ỹ

]
S

= ˜[X,Y ]S , en fait un calcul relatif au système de coor-

données (x1, . . . , xd, y1, . . . , yd) sur TRd permet de formuler immédiatement
cette relation. La propriété (7) se déduit facilement de la formule : D̃1◦D̃2 =˜D1 ◦D2 qui est une conséquence immédiate de (5). �

Remarque. — Si ξ et η sont par exemple des champs de vecteurs, on peut
développer [ξ̃, η̃]S , on trouve successivement :[

ξ̃, η̃
](−2)

S
=

[
ξ̃(−1), η̃(−1)

]
S

=
1
4

[ξv, ηv] = ˜[ξ, η](−2)
= 0,
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et [
ξ̃, η̃

](−1)

S
=

[
ξ̃(−1), η̃(0)

]
S

+
[
ξ̃(0), η̃(−1)

]
S

=
1
4

[ξv, ηc] +
1
4

[ξc, ηv]

= ˜[ξ, η](−1)
=

1
2
[ξ, η]v,

relations déjà trouvées mais aussi :[
ξ̃, η̃

](0)

S
=

[
ξ̃(0), η̃(0)

]
S

+
[
ξ̃(−1), η̃(1)

]
S

+
[
ξ̃(1), η̃(−1)

]
S

=
1
4

[ξc, ηc] +
1
4

[
ξv, η(1)

] 1
4

[
ξ(1), ηv

]
= ˜[ξ, η](0) =

1
2
[ξ, η]c,

On trouve donc la nouvelle relation [ξv, η(1)] + [ξ(1), ηv] = [ξ, η]c.

Corollaire 2.4.3. —

• (1) L’espace Tpoly,relev(TRd), gradué par | | est une algèbre de Lie
différentielle graduée lorsqu’on le munit de la différentielle nulle et
du crochet de Schouten.

• (2) L’espace Dpoly,relev(TRd), gradué par | | est une algèbre de Lie
différentielle graduée lorsqu’on le munit de la différentielle d = −dH ,
si dH est l’opérateur de cobord de Hochschild et du crochet de
Gerstenhaber.

3. Relèvement d’une formalité de Rd

3.1. Relèvement d’une formalité

Supposons maintenant qu’on ait une formalité F =
∑
Fn, c’est-à-dire

un L∞ quasi isomorphisme entre Tpoly(Rd) et Dpoly(Rd) (voir [K] pour la
définition de cette notion). Afin de relever F , on posera pour tout n � 1 :

F̃n(α̃1 ⊗ . . .⊗ α̃n) = ˜Fn(α1 ⊗ . . .⊗ αn).

Proposition 3.1.1. — L’application formelle F̃ =
∑
n F̃n est une for-

malité entre Tpoly,relev(TRd) et Dpoly,relev(TRd).

Preuve. — On écrit l’équation vérifiée par la formalité F puis on passe
aux relevés. En tenant compte des propriétés du relèvement, on obtient
l’équation de formalité pour F̃ :
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∑
I∪J={1,...,n}

±[F̃|I|(α̃I), F̃|J|(α̃J)]G

+
∑
i �=j
±F̃n−1([α̃i, α̃j ]⊗ α̃1 ⊗ . . .⊗ ˘̃αi ⊗ . . .⊗ ˘̃αj ⊗ . . .⊗ α̃n) = 0.

3.2. Restriction d’une formalité sur TRd à Tpoly,relev(TRd)

A cette étape, il est intéressant de savoir si le relevé F̃ de la formalité
F sur Rd, muni des coordonnées (x1, . . . , xd), “provient” d’une formalité G
sur TRd 	 R2d, muni des coordonnées (x1, . . . , xd, y1, . . . , yd).

Comme les espaces Tpoly,relev(TRd) et Dpoly,relev(TRd) sont des espaces
de séries formelles, une formalité G sur TRd ne s’étend pas nécessairement
en une application entre ces deux espaces.

Nous dirons qu’une formalité G sur TRd 	 R2d est polynomiale en y si
pour chaque n-uple (α1, . . . , αn) de tenseurs à coefficients polynomiaux en
y (i.e. αi1...ik ∈ C∞(Rd)[y1, . . . , yd] pour tout i1, . . . , ik), G(α1 ⊗ . . . ⊗ αn)
est un opérateur multidifférentiel à coefficients polynomiaux en y.

Pour une telle formalité, chaque Gn peut se décomposer en composantes
G(r)
n homogènes de degré r :

deg
(
G(r)
n (α1 ⊗ . . .⊗ αn)

)
= r +

∑
i

deg(αi).

Les espaces Tpoly,relev(TRd) et Dpoly,relev(TRd) étant les complétés re-
spectifs de l’espace des tenseurs polynomiaux en y, respectivement des
opérateurs multidifférentiels polynomiaux en y, pour la topologie deg-adique
définie par le degré deg, une formalité G polynomiale en y définit une for-
malité Ĝ entre Tpoly,relev(TRd) et Dpoly,relev(TRd) si chaque Gn est continu
c’est-à-dire si pour chaque n, il existe Rn tel que G(r)

n = 0 si r < Rn.

Cette notion s’applique bien aux formalités Kx et Kx,y définies explicite-
ment par Kontsevich sur Rd et R2d dans [K].

Théorème 3.2.1. — La formalité de Kontsevich Kx,y sur R2d est poly-
nomiale, elle est homogène de degré 0 et s’étend donc en une formalité K̂x,y
entre Tpoly,relev(TRd) et Dpoly,relev(TRd).

De plus on a :
K̂x,y = K̃x.
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Preuve. — Dans [K] on trouve la formule explicite de la formalité de Kont-
sevich sur Rd :

Kxn(α1, . . . , αn)(f1, . . . , fm) =
∑

Γ∈Gn,m

wΓBΓ(α1, . . . , αn)(f1, . . . , fm).

Par définition des opérateurs BΓ et de l’application du relèvement on peut
écrire :

K̃xn(α̃1, . . . , α̃n)(f̃1, . . . , f̃m) =
∑

Γ∈Gn,m

wΓBΓ(α̃1, . . . , α̃n)(f̃1, . . . , f̃m)

= K̂x,y(α̃1, . . . , α̃n)(f̃1, . . . , f̃m).

�

Cependant, même si le relevé d’une formalité F sur Rd provient d’une
formalité G sur R2d, c’est-à-dire si on a F̃ = Ĝ, cette dernière n’est pas
unique. Les formalités de Kontsevich dans divers systèmes de coordonnées
nous donnent un exemple de ce phénomène. Afin de procéder à des change-
ments de variables, nous allons nous restreindre à des tenseurs polynomiaux
et à des fonctions polynomiales.

Lemme 3.2.2. — La formalité de Kontsevich Kx,y est complètement
déterminée par sa restriction aux tenseurs à coefficients polynomiaux et aux
fonctions polynomiales.

Preuve. — Fixons R > 0 et N ∈ N. Soit f une fonction C∞ sur R2d de
coordonnées (x, y). Il existe une suite (ϕp) de fonctions polynomiales en x
et y telle que

lim
p→∞

sup
‖(x,y)‖�R

∣∣∂rj1...jrϕp − ∂rj1...jrf
∣∣ = 0 ∀|r| � N.

Calculons le terme Kx,y(α1 ⊗ . . . ⊗ αn)(f1, . . . , fm). Cette quantité ne
contient que des opérateurs différentiels d’ordre au plus 2n + m − 2 à co-
efficients constants agissant sur les fonctions αi1...ikj et fs. Si on approche
ces fonctions par des fonctions polynômes ai1...ikj,p et ϕs,p uniformément sur
B(0, R), on a donc :

lim
p→∞

Kx,y(a1,p⊗ . . .⊗an,p)(ϕ1,p, . . . , ϕm,p) = Kx,y(α1⊗ . . .⊗αn)(f1, . . . , fm)

uniformément sur tout compact de TRd. On peut donc se restreindre au cas
de fonctions fs polynomiales et de tenseurs αj à coefficients polynomiaux.
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Effectuons maintenant le changement de variables :

ui = xi + yi, vi =
xi − yi

2
.

Ce changement de variables étant linéaire, on a ([K]) :

Ku,v = Kx,y.

Quand on se restreint aux relevés des tenseurs à coeffcients polynomiaux
αj et aux relevés des fonctions polynomiales fs (dans les variables xi), on
peut écrire cette formalité ainsi :

Kx,yn (α̃1 ⊗ . . .⊗ α̃n) (f̃1, . . . , f̃m)|(x,y)
= Ku,vn (α̃1 ⊗ . . .⊗ α̃n)(f̃1, . . . , f̃m)|(u=x+y,v= 1

2 (x−y))
= Kun(α1 ⊗ . . .⊗ αn)(f1, . . . , fm)|(u=x+y).

En effet les fonctions ˜αi1...ikj et f̃s sont les fonctions αi1...ikj et fs calculées
au point u = x+y, les seules dérivations apparaissant dans cette expression
sont de la forme

1
2

(
∂xi + ∂yi

)
= ∂ui .

Donc K̃x est le prolongement par continuité de la formalité Ku calculée
sur les polynômes au point u = x+ y.

Maintenant effectuons un nouveau changement, non linéaire :

u = x+ y, w = ϕ(
x− y

2
).

Alors les deux formalités Kx,y = Ku,v et Ku,w sur R2d sont différentes. Par
exemple

Ku,v2 (ξ, α)(f) = Ku,w2 (ξ, α)(f)+termes en ∂wj (ϕ−1)k et ∂2
wiwj (ϕ

−1)k.

Mais les restrictions de ces deux formalités à des tenseurs à coefficients
polynomiaux en u ne contiennent pas de termes ∂vi (ou ce qui est équivalent
pas de termes ∂wi). Ces restrictions cöıncident. On a donc :

Ku,v �= Ku,w et K̂u,v = K̂u,w = K̃x.

�

Proposition 3.2.3. — Les formalités Ku,v et Ku,w s’étendent toutes
deux en la même formalité de Tpoly,relev(TRd) dans Dpoly,relev(TRd) bien
qu’elles soient distinctes.

– 225 –



D. Arnal, N. Dahmene

4. Relèvement d’un produit star

Proposition 4.0.4. — Soient F une formalité et α un 2-tenseur de
Poisson sur Rd. Alors il existe un produit associatif +̃ sur l’espace Foncrelev(Rd)
défini par :

f̃ +̃g̃ =
∞∑
n=0

�
n

n!
F̃n(α̃⊗ . . .⊗ α̃)(f̃ , g̃).

Preuve. — La formalité F permet d’associer au 2-tenseur de Poisson
α un produit star + c’est-à-dire une déformation associative pilotée par
{f, g} = 〈df ∧ dg, α〉, donnée par :

f + g =
∞∑
n=0

�
n

n!
Fn(α⊗ . . .⊗ α)(f, g).

Or on a : F̃n(α̃ ⊗ . . . ⊗ α̃)(f̃ , g̃) = ˜Fn(α⊗ . . .⊗ α)(f, g). C’est-à-dire
f̃ + g = f̃ +̃ g̃. Donc l’associativité du produit +̃ résulte immédiatement de
celle du produit +.

Proposition 4.0.5. — Soient K la formalité de Kontsevich et α un
2-tenseur de Poisson sur Rd. Pour tout F et G dans C∞(R2d) on pose :

F +̃G =
∞∑
n=0

�
n

n!
K̂n(α̃⊗ . . .⊗ α̃)(F,G).

Alors +̃ est un produit star sur R2d.

Preuve. — Grâce à la proposition précédente on définit d’abord le pro-
duit associatif +̃ sur l’espace Foncrelev(Rd). Ensuite, on peut l’étendre en
un produit sur l’espace C∞(R2d) en vertu de la relation

K̂x,y = K̂u,v = K̃x.

Il reste à vérifier qu’il est encore associatif sur C∞(R2d). Il suffit de l’affirmer
lorsque le bivecteur de Poisson α est à coefficients polynomiaux en x et les
fonctions F et G sont polynomiales en (x, y) (ou en (u, v)). Dans ce cas on
a α̃|(u,v) = α|u alors on peut écrire :

F +̃G|(u,v) =
∞∑
n=0

�
n

n!
Kun(α⊗ . . .⊗ α)(F,G)|(u,v).

Pour conclure on utilise l’associativité du produit star défini par la formalité
de Kontsevich Ku et dépendant du paramètre v.
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5. Relèvement d’une formalité sur le fibré tangent

La construction d’une formalité relevée peut se généraliser au cas d’une
variété M en considèrant des applications exponentielles généralisées :

Definitions 5.0.1 (Applications exponentielles généralisées et formelles)

1/ Soient M une variété différentielle de dimension d, V un voisinage ouvert
de la section nulle du fibré tangent TM et φ une application C∞ de V
dans M . On note φx(y) l’image par φ de (x, y) ∈ V. On dit que φ est une
application exponentielle généralisée lorsqu’on a pour tout x ∈M :

• φx(0) = x,
• dφx(0) = id.

2/ Deux applications exponentielles généralisées φ et ψ sont dites équivalentes
lorsque pour tout x ∈ M , les dérivés partielles en 0 de φx et ψx cöıncident
à chaque ordre.

3/ Une classe d’équivalence d’une application exponentielle généralisée(ou
encore son jet d’ordre infini en y = 0) est appelée application exponentielle
formelle.

Remarques. — 1/ Si φ est une application exponentielle généralisée
définie sur un ouvert V voisinage de la section nulle du fibré tangent TM ,
alors, pour tout x ∈M , l’application φx est un difféomorphisme de TxM ∩V
sur un ouvert U voisinage de x ∈M .

2/ Soit x ∈ M , on désigne par Φx(y) le jet d’ordre infini en 0x de φx alors
on peut écrire :

Φx(y) = x+ y +
1
2
Φ(2)
x (y) +

1
3!

Φ(3)
x (y) + . . .

où chaque Φ(i)
x (y) est une série formelle en y à coefficients C∞ en x.

5.1. Relèvement via une application exponentielle formelle

Soit Φ = [φ] une application exponentielle formelle sur M .

1/ Pour tout x de M , on peut définir la fonction image réciproque de f ∈
C∞(M) par φx. Il est clair que le développement en série de Taylor en 0 de
la fonction y �−→ f ◦ φx(y) ne dépent pas du choix du représentant de Φ,
on le note alors fΦ(x; y) et on l’appelle relevé formel de f via l’application
exponentielle formelle Φ.
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Notons FoncΦ(TM) l’espace des séries formelles fΦ.

2/ Soit ξ un champ de vecteurs sur M . On peut construire sur un voisi-
nage de 0x ∈ TxM ∩ V le champ de vecteur (φ−1

x )∗ξ. Le relevé de ξ par
l’application exponentielle formelle Φ est le champ de vecteurs formel ξΦ
défini par le développement de Taylor en y = 0 de (φ−1

x )∗ξ.

On note XΦ(V) l’espace des relevés formels ξΦ des champs ξ ∈ X (M).

Si on écrit dans un système de coordonnées locales ξ = ξi(x)∂xi alors on
aura :

ξΦ =
1
2
ξiΦ(x, y)

[(
(∂xΦ(x; y))−1

)j
i
∂xj +

(
(∂yΦ(x; y))−1

)j
i
∂yj

]
.

3/ Une construction analogue permet de définir le relevé d’un tenseur α sur
M en posant :

αΦ = Tayly=0

(
(φ−1
x )∗α

)
.

On note Tpoly,Φ(TM) l’espace des relevés formels αΦ des tenseurs α ∈
Tpoly(M).

4/ Soit D un opérateur m-différentiel sur M . On a par définition

((φ−1
x )∗D)(f1 ◦ φx, . . . , fm ◦ φx) = D(f1, . . . , fm) ◦ φx.

On appelle relevé de D via l’application exponentielle formelle Φ l’opérateur
m-différentiel DΦ défini par :

DΦ(f1,Φ, . . . , fm,Φ) = (D(f1, . . . , fm))Φ.

On noteDpoly,Φ(TM) l’espace des relevésDΦ des opérateurs multidifférentiels
D ∈ Dpoly(M).

Remarque. — Si on prend M = R
d et Φx(y) = x + y alors on retrouve

les notions et les espaces étudiés dans les paragraphes précédents.

Proposition 5.1.1. —

On a les propriétés suivantes :

• fΦ.gΦ = (fg)Φ, pour tout f , g ∈ C∞(M),
• ξΦfΦ = (ξf)Φ pour tout ξ ∈ X (M) et tout f ∈ C∞(M),
• αΦ ∧ βΦ = (α ∧ β)Φ, pour tous α, β ∈ Tpoly(M)
• D1,Φ ⊗D2,Φ = (D1 ⊗D2)Φ, pour tout D1, D2 ∈ Dpoly(M)
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• [αΦ, βΦ]S = ([α, β]S)Φ, pour tous α, β ∈ Tpoly(M),
• [D1,Φ, D2,Φ]G = ([D1, D2]G)Φ, pour tout D1, D2 ∈ Dpoly(M)

Preuve. — La première relation résulte du fait que le produit de deux
développements de Taylor en 0 est le développement de Taylor en 0 du
produit.

La deuxième relation s’appuie sur la définition ((φ−1
x )∗ξ)(f ◦φx) = (ξf)◦φx.

Toutes les autres relations s’en déduisent directement. �

Ces propriétés permettent d’obtenir les résultats suivants :

Proposition 5.1.2. — Les espaces Tpoly,Φ(TM) et Dpoly,Φ(TM) sont
des algèbres de Lie différentielles graduées.

Proposition 5.1.3 (Relèvement d’une formalité). — Soit F =
∑
Fn

une formalité sur M . Pour tout n � 1, on pose :

Fn,Φ(α1,Φ ⊗ . . .⊗ αn,Φ) = (Fn(α1 ⊗ . . .⊗ αn))Φ.

L’application formelle FΦ =
∑
n Fn,Φ est une formalité entre Tpoly,Φ(TM)

et Dpoly,Φ(TM).

Preuve. — Il suffit d’écrire l’équation de formalité pour F sur M puis le
relever par Φ. On en déduit alors l’équation de formalité pour FΦ entre les
espaces Tpoly,Φ(TM) et Dpoly,Φ(TM). �

Bibliographie

[CFT] Cattaneo (A.), Felder (G.) and Tomassini (L.). — “From local to global defor-
mation quantization of Poisson manifolds”, Duke Math. J. 115, no. 2 , p.329-352
(math.QA/0012228) (2002).

[CF] Cattaneo (A.) and Felder (G.). — “On the globalization of Kontsevich’s star
product and the perturbative sigma model”, Prop. Theor. Phys. Suppl. 144, p.
38-53 (hep-th/0111028) (2001).

[GU] Grabowski (J.) and Urabanski (P.). — “Tangent lifts of Poisson and related
structures”,J.Phys.A 28, p. 6743-6777 (1995).

[K] Kontsevich (M.). — “Deformation quantization of Poisson manifolds,I”, Lett.
Math. Phys. 66, p. 157-216 (q-alg/9709040) (2003).

– 229 –


