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M.I

CONTRIBUTION

A LA

THÉORIE DES ORBITES INTERMÉDIAIRES,

PAR M. H. ANDOYER,

Aide-Astronome à l’observatoire,
Maître de conférences à la Faculté des Sciences de Toulouse.

INTRODUCTION.

La loi de la gravitation universelle, énoncée par Newton, avait donné
aux géomètres le moyen de calculer à l’avance le mouvement des corps
célestes avec une approximation qui ne pouvait être limitée que par Fim-
perfection des observations. L’absolue généralité de cette loi fut longtemps
combattue : le plus rude coup lui fut porté par Clairaut. Cet illustre géo-
mètre venait d’aborder, le premier, le problème des trois corps; il.appliqua
immédiatement sa solution à l’étude du mouvement de la Lune. Son atten-
tion se porta principalement sur le mouvement séculaire du périgée, qui,
comme l’indiquaient les observations, exécute une révolution complète en
neuf ans environ. Le résultat du calcul de Clairaut (f) fut que le périgée
de l’orbite lunaire devait, en admettant la loi de Newton, exécuter une
révolution en dix-huit ans : son mouvement théorique était donc la moitié
de celui qui résultait des observations. En même temps que Clairaut, Euler
et d’Alembert arrivaient, par des procédés différents, aux mêmes conclu-
sions ( ~ ). Disons tout de suite, sans qu’il soit nécessaire de rappeler com-
ment Clairaut avait modifié la loi de Newton, que, moins de deux ans
après, il reconnut publiquement qu’il avait été induit en erreur par un

( 1 Hlstolre de l’Académie royale des Sciences pour l’ann.ée I745; Paris.
(2) Id.



calcul trop sommaire, et qu’une étude plus approfondie démontrait, au
contraire, le parfait accord de la théorie newtonienne avec les observations.

Les immortels travaux de Lagrange et de Laplace achevèrent de mettre
cette affirmation complètement hors de doute, et, s’il s’est présenté des cas
où l’accord entre la théorie et l’observation n’a pu être réalisé, on a, non

pas modifié la loi de l’attraction, mais supposé l’existence de nouvelles
forces qui agiraient concurremment. Et d’ailleurs, dans ces cas singuliers,
peut-être l’hypotllèse d’un milieu résistant ou l’application de la loi de

Weber ne sont-elles que des moyens artificiels qui permettent de tourner
des difficultés analytiques en présence desquelles les méthodes ordinaires
de la théorie des perturbations se trouvent en défaut. Ce point de vue
nouveau serait d’autant plus acceptable que les récents travaux de M. Poin-
caré permettent de supposer, comme l’avait déjà fait M. Weierstrass, qu’il
existe des cas où la légitimité des procédés habituels de la Mécanique cé-
leste peut être mise en doute, du moins s’il s’agit d’intervalles de temps très
considérables.

Si, comme nous venons d’en entrevoir la possibilité, il se présente des
difficultés que les théories actuelles sont Impuissantes à résoudre, il faut,
de toute nécessité, supposer que les approximations successives, qui sont
censées conduire à la solution, ne sont pas convergentes. La première de
ces approximations est obtenue en négligeant complètement les forces per-
turbatrices; l’orbite correspondante est l’ellipse de Kepler. Si l’on prend
cette ellipse pour point de départ des approximations, si, en outre, comme
on le fait d’habitude, ces approximations sont ordonnées par rapport aux
puissances croissantes des masses perturbatrices, forme-t-on nécessaire-
ment une suite qui converge vers la véritable solution? en d’autres termes,
peut-on pousser la théorie assez loin pour que les différences entre les
coordonnées véritables de l’astre et celles que l’on déduit du calcul puissent
devenir et rester aussi petites qu’on le veut? Telle est la question que s’est
posée M. Gyldén, et qu’il a résolue par la négative.

C’est donc une nouvelle méthode qui devient nécessaire pour étudier le
mouvement des corps célestes. Quel en sera le principe? C’est Clairaut lui-
même qui nous l’indique lorsqu’il dit : « Il faut donc choisir pour première
équation de l’orbite lunaire quelque équation qui ne s’écarte jamais consi-
dérablement de la vraie. Pour faire ce choix, je remarque que, au lieu de

l’équation p r = 1 - e cosU, qui exprime l’ellipse primitive, si l’on prend



~’ 1 = 1 - e cos m U, on aura l’équation d’une courbe formée en faisant mou-
voir une ellipse autour de son foyer, en telle sorte que son apside décrive
un angle qui soit à celui que la planète parcourt dans cette ellipse comme
1 - m à i... )).

Ces lignes, quoique écrites sous l’influence de cette idée que la loi de

Newton ne suffit pas à expliquer les apparences des phénomènes célestes,
semblent contenir en germe la méthode de M. Gyldén. Voici, en effet, ce
qui caractérise cette méthode : pour servir de base aux approximations suc-
cessives, M. Gyldén choisit, et cela suivant les cas, une courbe représentant
le mouvement réel de l’astre considéré d’une façon plus approchée que
l’ellipse de Kepler. Cette courbe est nommée orbite intermédiaire.

Faire voir comment M. Gyldén a été conduit à rejeter l’ellipse de Kepler
comme première approximation ; par quelles considérations peut être mo-
tivé, dans chaque cas particulier, le choix d’une orbite intermédiaire;
comment on peut avoir égard aux termes les plus considérables de la fonc-
tion perturbatrice, et cela en évitant le développement par rapport aux
puissances de la masse perturbatrice, tel est, en quelques mots, le but de ce
travail.

Je dois ajouter que, au lieu de prendre pour point de départ les équa-
tions de M. Gyldén, qui ont la plus grande analogie avec celles de Hansen,
j’ai pris celle que Laplace établit au Chapitre II du second Livre de la
Mécacnique céleste.
Le premier Chapitre est Consacré aux méthodes qui servent à former les

équations de l’orbite intermédiaire dans le cas le plus général : le dévelop-
pement de la fonction perturbatrice y trouve sa place; comme application,
je donne, à la fin de ce Chapitre, les équations de l’orbite intermédiaire de
la Lune.

Dans le deuxième Chapitre, je traite un cas particulier intéressant et sur
lequel M. Gyldén a fait de nombreuses recherches : c’est celui dans lequel .

la fonction perturbatrice est supposée fonction du seul rayon vecteur;
comme application, les formules données depuis long temps par M. Tisse-
rand, pour déterminer le mouvement des apsides des satellites inférieurs
de Saturne sous l’influence de l’aplatissement de la planète et sous l’action
de l’anneau, y sont retrouvées par une voie essentiellement différente.
Le Chapitre III est consacré à l’exposition des méthodes d’intégration

propres aux équations établies dans le premier Chapitre. 



Enfin, dans un dernier Chapitre, je détermine, avec une approximation
très rapide, l’orbite intermédiaire de la Lune; les inégalités séculaires du
mouvement du noeud et du périgée de l’orbite lunaire s’y trouvent déter-
minées avec une grande précision ; quant aux grandes inégalités périodiques
de la longitude, elles se retrouvent avec une erreur relative qui ne dépasse
pas un dixième. La comparaison des résultats obtenus avec la théorie de
Laplace fait d’ailleurs prévoir qu’une seconde approximation serait suffi-
sante pour conduire à des Tables de la Lune aussi précises que celles que
l’on trouve dans la Mécanique céle.ste.



~ 

CHAPITRE I.

1. Considérons trois corps célestes, que nous supposerons réduits à leurs
centres de gravité : l’un d’eux étant considéré comme corps central, nous
prendrons sa masse comme unité de masse, et nous supposerons qu’il serve
d’origine à un système d’axes de coordonnées 0 x, 0 y, 0 ~ rectangulaires
deux à deux et de directions fixes. Désignons de plus par ni la masse du
corps dont nous nous proposons d’étudier le mouvement, par cclle du

troisième corps; f désignant le coefficient d’attraction relatif aux unités de

masse, de longueur et de temps adoptées, nous ferons en outre

étant les coordonnées du corps troublé x’, y’, .:’ celles du

corps troublant (m’), substituons à ces coordonnées rectangulaires des
coordonnées polaires, en posant -

des formules analogues ayant lieu pour ( m’).
Posons

û représentant la fonction perturbatrice, de sorte que

en désignant par A la distance des deux corps (Ill) et (ni’ ). L’application
des équations de Lagrange nous fournit alors Immédiatement ces équations



du mouvement de (111) sous la forme suivante :

Introduisons avec Laplace, au lieu de r et de 0, deux nouvelles variables
u et s définies par les relations

Au lieu des équations (1), nous obtenons, par une transformation facile,
le système

Dans ces équations, où la variable indépendante est non plus le temnps t,
mais la longitude v, A désigne une constante d’intégration choisie de façon
que le coefficient de v, dans l’expression finale de t, devienne égal à Fin-
verse du moyen mouvement de (m).
Remarquons que la première de ces équations peut se mettre sous la

forme d’une équation différentielle du second ordre aussi, savoir :

La seconde des équations (2) doit être légèrement modifiée avant de se
présenter sous la forme qui nous sera commode. Posons



de sorte quc la nouvelle inconnue 03C1 que nous introduisons à la place de u
sera une petite quantité de l’ordre de l’excentricité de la proj ection de

l’orhite de m sur le lan des x . Si nous remplaçons en outre ~U ~r arp Y p d,~ p

sa valeur - 1 r2 + ~03C9 ~r, l’é q uation en q uestion devient

Avant d’aller plus loin, une remarque est encore nécessaire au sujet de la
fonction représentée par l’intégrale ~03A9 ~03BD dn u2h2 : toutes les fois que nous ren-

contrerons des fonctions de cette sorte, c’est-à-dire représentées par une
intégrale indéfinie, il faudra entendre que, la quantité soumise au signe f
étant supposée développée en série trigonométrique procédant suivant les
sinus et cosinus de certains multiples de la variable indépendante, l’inté-
gration est effectuée sans ajouter aucune constante au résultat.

2. Les équations du mouvement, telles que nous venons de les obtenir,
ne peuvent être intégrées que par approximations successives. Mais, comme
nous l’avons déjà indiqué dans l’Introduction, tandis qu’habituellement ,
dans la première approximation, on fait complètement abstraction des termes
qui contiennent en facteur la masse perturbatrice, nous nous proposons, au
contraire, de tenir compte dès le début d’une .importante fraction de ces
termes. Abandonnant, par suite, les équations simplifiées qui conduisent au
mouvement elliptique, nous devons tout d’abord examiner comment nous
formerons les équations qui représenteront la première approximation du
mouvement, c’est-à-dire le mouvement dans l’orbite intermédiaire.

Il est donc nécessaire avant tout de nous occuper du développement de
la fonction perturbatrice 12 et de ses dérivées partielles.
Le nombre des développements possibles pour ces fonctions est très grand,

et chaque méthode proposée pour l’étude du problème des trois corps en
demande un qui lui soit plus particulièrement approprié. Nous allons exposer
brièvement, en n’en conservant que les points essentiels, la méthode donnée



par M. Gyldén pour arriver au développement qui convient le mieux à la
forme de l’équation de l’orbite intermédiaire.

3. En désignant par A la distance des deux corps (m) et (m’) et par II
l’angle des rayons vecteurs de ces deux corps, nous avons

Comme

il vient immédiatement

en outre

Introduisons deux nouvelles constantes a et a’, satisfaisant respectivement
aux relations

. n’ étant le moyen mouvement du corps troublant (m’) et p.’t représentant la
quantité + m’ ) .

Ceci posé, y nous pouvons développer I suivant les cosinus des multiples
de l’angle H, par la formule suivante :

Les coefficients de ce développement sont déterminés, comme on sait, en

supposant §  i? et posant 4 = o~ par la formule

la fonction F représentant la série connue sous le nom de série hypergéo-
métrique.

Si nous développons maintenant les coefficients A, nous trouvons, par la



forme du développement de Q,

Les coefficients, à l’exceptian toutefois de Mô",. sont déterminés par la for-
mule générale suivante :

Quant à la valeur de MQ", c’est celle qu’on déduit de cette formule, dimi-

nuée de °-‘; 2 c’est donc zéro.
Dans le cas est supérieur à l’unité, les coefficients des cosinus des

multiples de H devront être ordonnés par rapport aux puissances crois-

santes de ’-; il en résultera des changements dans les calculs précédents et
aussi dans ceux qui vont suivre. Il sera trop facile de les apercevoir pour
que nous insistions davantage ; aussi nous contenterons-nous de développer
l’étude du cas considéré en premier lieu..

4. Dans le développement de û figurent les cosinus des multiples de
l’angle H; ces cosinus se développeront sans aucune difficulté suivant les
cosinus des multiples de l’angle v - v’; c’est une chose que nous suppose-
rons faite. Si nous calculons alors les dérivées partielles de 0, nous obte-
nons les expressions suivantes :



J’ajoute encore l’expression de ta fonction I 1u2 sin 03B8 r ~03A9 ~03B8, qui figure dans
l’équation (4),

Dans ces fonctions nous remplacerons enfin, comme nous l’avons déjà

fait, r, c’est-à-dire I u cos03B8 ap cos03B8(I+03C1), en posant, pour simplifier, 
turc

de sorte que p est une constante arbitraire qui remplace 
Comme on le vérifie immédiatement, p ne diffère de l’unité que d’une

quantité de l’ordre du carré de l’excentricité de la projection de l’orbite
de ( ni ) sur le plan des xy, tandis que Pi’ nous l’avons déjà dit, est de l’ordre
de cette excentricité. 

>



Nous ferons aussi r’ = 
( I a’p’ (I+03C1’) cos 03B8’, l’analogie suffisant à préciser le sens

des nouvelles quantités que nous introduisons et leur ordre de grandeur.
Si maintenant nous développons les puissances positives ou négatives

de 1 et de ’ , suivant les puissances entières et positives de p et de p’, par la
formule du binôme ; si, en outre, nous remplaçons sin03B8 et cos a respective-
ment par 201420142014-= et 1 en développant . I suivant les puissances~ ~/i+~ ~I+S~ 

~ 

de s (que nous supposons, comme p, une quantité du premier ordre); si nous
faisons de même pour cos 0’ et sin9’, et si enfin nous développons les cosinus
des multiples de H et leurs dérivées partielles par rapport à a et à v suivant
les cosinus ou sinus des multiples de v - v’, nous obtiendrons finalement les
fonctions précédentes, qui sont celles mêmes qui figurent dans les équations
du mouvement sous la forme de séries procédant suivant les puissances .
entières et positives de p, p’, s, s’ (toutes quantités du premier ordre) et
aussi suivant les sinus et cosinus de l’angle v - v’: le calcul n’offre manifes-
tement aucune difficulté. 

Nous nous bornerons à une seule remarque : la fonction £ ~03A9 ~03B8 contient
en facteur la dérivée ~ cosH ~03B8, c’est-à-dire la fonction

- sin 03B8 cos 03B8’ cos ( v - v’ ) + cos e sin 03B8’ ; .

elle est donc du premier ordre par rapport à s et s’, c’est-à-dire qu’elle ne
contient pas de termes indépendants à la fois de s et s’. On pourra d’ailleurs,
dans la plupart des cas, prendre pour plan des xy le plan de l’orbite moyenne
de ( m’ ), de sorte que s’ sera une quantité extrêmement petite ; la fonction
considérée pourra donc être regardée comme contenant s en facteur, à des
termes près d’influence négligeable, au moins dans une première approxi-
mation.

5. Si nous nous rappelons maintenant que, dans les équations du mou-
vement établies ci-dessus, la variable indépendante est la longitude v de (m)
comptée sur le plan fixe des xy, il en résulte que la question qui doit attirer
notre attention consiste à rechercher comment on peut exprimer, à l’aide de
cette variable, les diverses quantités qui figurent dans les dérivées partielles



de la fonction perturbatrice et qui dépendent de la loi du mouvement du
corps troublant. 

°

Notre but étant de déterminer une orbite intermédiaire et non le mouve-

ment absolu de (m), nous supposerons qu’on puisse négliger l’action
de (m) sur (m’), de sorte que nous regarderons comme parfaitement
connu le mouvement de (ni’); les quantités p’ qui déterminent ce mouve-
ment seront supposées exprimées en fonction de la longitude v’, et nous
supposerons connue la relation qui lie v’ au temps t.
La question consiste do.nc simplement à chercher 1" expression de v’ en

fonction de v. Puisque nous connaissons la relation qui lie v’ et t, nous pou-
vons écrire

l’étant la longitude moyenne de m’ à l’origine du temps, et f (v’) une
fonction périodique‘ connue de v’ ne contenant aucun terme constant.

Considérant maintenant t comme fonction de v, nous avons, pour sa dé-

termination, l’équation différentielle

Regardons t comme la somme de deux autres fonctions, l’une t, qui sera dé-
terminée par Inéquation 

’

ou mieux par la relation

l’autre t2, telle que t = t. + t2 et par suite déterminée par l’équation diffé-
rentielle 

°

t2 sera d’ailleurs une petite quantité, de l’ordre de la masse perturbatrice.
Si l’on connaît en fonction de v la valeur de u, on connaîtra aussi tf; ; si

donc nous appelons l la longitude de à l’origine du temps, et que nous
désignions par Ft ( v) une fonction connue de v qui, outre des termes pério-



diques, contiendra un terme proportionnel à v dont le coefficient sera très
voisin de l’unité, nous pourrons écrire la relation

Appelons ~ ce que devient t2 quand on le diminue du terme constant eL
du terme proportionnel â v qui y figurent ; nous pouvons alors écrire la re-
lation précédente sous la forme

F(v) désignant une fonction de v composée uniquement de termes pério-
diques sans terme constant; quant à l’équation qui détermine Ty elle est

facile à former : ce sera, en désignant par k le coefficient du terme propor-
tionnel à v dans t2,

If est d’ailleurs une fonction connue de h , puisque, si nous désignons 
le terme non périodique dans l~~ ,I ll ~~.~ nous devons avoir

Cette constante fi et aussi la constante l seront, par suite, déterminées en
écrivant que la fonction T fournie par l’équation précédente ne contient ni i
terme constant ni terme proportionnel à v. En outre, les constantes arbi-
traires introduites par l’intégration de cette équation devront être choisies
de façon que T s’annule en faisant d~ = o.

Si, entre les deux relations (5) et (6), nous éliminons maintenant le
temps 1, nous tombons sur la relation qui lie v à v’, relation qui contient
d’ailleurs la fonction r : en appelant p le rapport f des moyens mouvements,
cette relation s’écrit

En remarquant que f (v’) est de l’ordre de p’ et F(v) de l’ordre de p, ou



arrivera facilement par l’application de la formule de Lagrange, au déve-
loppement de v’ en fonction de v, développement dans lequel figurera T.
En opérant les substitutions convenables/on ramènera finalementles équa-

tions du mouvement à ne contenir que les fonctions inconnucs s, p Toute-

fois, et c’est là une des plus grandes difficultés du problème, ces fonctions ne
figureront pas seulement sous forme finie ou par leurs dérivées. Elles figure-
ront aussi sous le signe f , et cela pour deux causes différentes qu’il est néces-
saire d’indiqueii : en premier lieu, par la présence, dans les équations qui
déterminent s et p, de l,. Integra , 1 e f d~ ft2 dv U2; en second lieu, par la présence
de la fonction F( v), qui est égale ii f dv hu2, au terme près proportionnel à v.

6. Ces considérations préliminaires succinctement indiquées, montrons
maintenant comment nous formerons les équations destinées à fournir les
éléments du mouvement en première approximation et comment aussi il

~ 

faudra diriger les approximations successives.
En premier lieu, considérons l’équation qui détermine la tangente de la

latitude s; c’est .

Supposons qu’on ait remplacé toutes les quantités qui contiennent en fac-
teur la masse perturbatrice par leurs développements, tels que nous les

avons indiqués dans les numéros précédents (les quadratures impossibles à
effectuer resteront d’ailleurs simplement indiquées); en ayant égard à la

remarque déjà faitc que axe est du premier ordre par rapport à s ou s’
l’équation pourra s’écrire sous la forme

S, Si’ S2 désignant des fonctions des quantités inconnues, et S,qui ne con-
tient aucun terme où s puisse se mettre en facteur, est du premier ordre
par rapport à s’ et contient d’ailleurs, comme Si’ la masse perturbatrice en
facteur. 

’

L’équation qui déterminera la valeur de S en première approximation
sera celle que l’on déduit de la précédente en y remplaçant les fonctions S,


