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INDICE D'UN OPÉRATEUR DIFFÉRENTIEL
^-ADIQUE—IV. CAS DES SYSTÈMES.

MESURE DE L'IRRÉGULARITÉ DANS UN DISQUE

par Philippe ROBBA

1. Introduction.

Dans un article précédent [14], nous avons montré comment calculer
l'indice d'un opérateur différentiel linéaire ^ agissant sur un espace H de
fonctions analytiques p-adiques, dans le cas où / est d'ordre 1. Nous
nous proposons dans cet article d'expliquer comment ce résultat permet,
dans certains cas, de calculer l'indice de ^ dans le cas où cet opérateur est
d'ordre > 1. (Dans la pratique il est préférable de travailler sur des
systèmes différentiels, ce qui est équivalent). Comme nous utiliserons
fréquemment les résultats de l'article [14] nous renvoyons à l'introduction
de cet article pour les applications aux cohomologies de Dwork ainsi que
pour un aperçu historique.

Le premier résultat général de calcul d'indice a été obtenu par
Adolphson [1]. Nous allons décrire brièvement le résultat et la méthode
d'Adolphson vu la similitude avec le résultat que nous désirons établir. Soit
A le complémentaire d'un nombre fini de disques. Il s'agit de déterminer
l'indice de £ agissant dans l'espace H des fonctions analytiques sur A.
Pour cela Adolphson donne un critère assurant que l'indice de £ dans H
est égal à l'indice de <f dans L où L est un espace convenable de
fractions rationnelles. (Notons que l'existence d'un indice et le calcul de cet
indice dans L sont faciles à établir). Par le théorème de Mittag-Lefïler ce
résultat global de comparaison d'indices se ramène à une comparaison
locale. Le critère d'égalité des indices établi par Adolphson est donc que,
dans chacun des disques exclus B(c,r~), l'opérateur £ est analytiquement
équivalent dans tout le disque à un opérateur dont la matrice des solutions
est (x—c)^ où ,N est une matrice constante dont les valeurs propres ne
sont pas des nombres de Liouville p-adiques. Ceci signifie en particulier que

Mots-clés : Indice d'un opérateur différentiel p-adique - Mesure de l'irrégularité d'un
opérateur différentiel p-adique - p-adique, indice, mesure de l'irrégularité.
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le système équivalent a seulement une singularité singulière régulière en c
dans le disque B(c,r~). Un résultat récent de Christol permet de
compléter le résultat d'Adolphson car il donne un critère pour que cette
équivalence analytique ait lieu.

Dans [14] nous avons indiqué comment la méthode d'Adolphson
pouvait être étendue aux cas où les disques exclus contenaient des points
singuliers non réguliers.

Nous nous proposons ici d'obtenir directement l'indice de t sans
passer par un théorème de comparaison. Comme précédemment on
ramène, grâce au théorème de Mittag-Lefïler, le calcul de l'indice global à
un calcul d'indice local, c'est-à-dire au calcul de l'indice de f agissant sur
les fonctions analytiques dans un disque. Si alors le système différentiel
associé à / est analytiquement équivalent dans ce disque à un système
différentiel dont la matrice est triangulaire on est ramené au calcul de
l'indice d'un opérateur différentiel d'ordre 1 dans un disque, ce que l'on
sait faire. Nous discuterons alors le cas où l'opérateur a une singularité
régulière et le cas où l'opérateur a une singularité irrégulière dans ce disque.
Nous proposerons enfin une mesure de l'irrégularité d'un opérateur
différentiel dans un disque ayant des propriétés analogues à la mesure de
l'irrégularité en un point introduite par Malgrange.

2. Notations.

Soit K un corps value ultramétrique complet, algébriquement clos, de
caractéristique 0, dont le corps résiduel est de caractéristique p . On
notera t2 une extension valuée complète de K telle que le corps résiduel ù
de Q soit une extension transcendante du corps résiduel K. On suppose
que la valuation de K est normalisée par la condition \p\ = p ~ 1 .

Si A <= P(tl) on notera A' son complémentaire.

Pour cefî on pose

B(c,r^) = {xeR;\x-c\^r}
B(c,r~) = {jcer;|x-c|<r}.

Par convention

8(00^) = B^.l/r-r, B(oo,r-) = B^l/r^.
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Si A c P(Q) on note R(A) l'espace des fractions rationnelles à
coefficients dans K sans pôles dans A et H (A) le complété de R(A)
pour la norme de la convergence uniforme sur A (c'est l'espace des
éléments analytiques sur A à coefficients dans K).

On appelle domaine de Laurent un sous-ensemble de la forme

(2.1) A = P(tî) - U B(c,r,-)
ceS

où S est un sous-ensemble fini de P(K) et les boules B(c,r<:~) sont
disjointes. Sans restreindre la généralité on supposera que oo e S.

Pour un tel domaine de Laurent A, et pour 0 < e < 1 on posera

A, = P(t2) - IJ B(c,^-)
c e S

et Jf^A) = \J H(Ag), ceci est l'espace des fonctions analytiques sur A
e<\

surconvergentes, c'est-à-dire qui se prolongent en dehors de A.

On pose, pour c e P(K) et r > 0

^(r)=^\B(c,r+)c).
Pour c ^ oo

^c(r)={/= E ̂ (x-c)-";^6K,3p<r tel que |ajp-^ol
l n^O J

et

jf^) = J/= E a^;^eK,3p<r tel que |ajp-^ol.
l n^O J

Le théorème de Mittag-Leffler [2, Th. 4.7.7] nous dit que pour A,
domaine de Laurent de la forme (2.1) avec ooeS, on a

Jf^A) = ̂ (rj © ( C —^-Jfî(rÀ
\c€S-{ao}x ~ c /

On notera .^cW l'espace des fonctions analytiques dans le disque
B(c,r~), donc pour c eK

^c(r) = {/= E a„(x-c)n;a„6K,Vp<r,|aJpn^ol
l n^O J
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et

•<oW = V= E a^-^eK.Vp^JaJp^ol.
l n^O J

Enfin on appellera disque générique du disque BÇc^) tout disque
B(r,r~) c B^r"^) ne contenant aucun point de K (un disque générique
de B(oo,r+) sera un disque générique de B^l/r^). D'après notre
hypothèse sur t2, un tel disque existe toujours. Un centre t de ce disque
sera appelé point générique.

Pour A c: P(t2) et pour R € K(x) on posera

ordA(R) = nombre des zéros de R dans A - nombre des pôles de R dans
A, comptés avec leurs multiplicités.

En particulier pour simplifier les notations on écrira

ord,- (R,r) = ord^,-) (R)
ord^ (R,r) = ord^) (R)
ord, (R) = ord^ (R) = ord^ (R,0).

3. Indice local (Tun opérateur différentiel.

3.1. Si R est un anneau on notera Mat (k,R) l'espace des matrices à
coefficients dans R et Gl(k,R) le sous-espace des matrices inversibles.

On note 3> = K(x) — l'espace des opérateurs différentiels linéaires

à coefficients fractions rationnelles et plus généralement on appellera
opérateur différentiel (en dimension fe) un élément de Mat (fe,^).

3.2. Dans ce paragraphe on notera par H un espace de fonctions
analytiques et par A le support commun de ces fonctions. Dans la
pratique H sera soit un espace Jf^A) avec A de la forme (2.1) auquel
cas A sera considéré comme le support commun, soit ^(r) auquel cas
A=B(c,r-) .

3.3. Rappelons que si E et F sont deux espaces vectoriels et si
L e Hom (E,F) on dit que L a un indice si son noyau et son conoyau sont
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de dimensions finies, alors l'indice de L noté îc(L;E,F) (ou /(L;E) si
E=F) est par définition dim Ker L — dim Coker L.

Rappelons également que l'indice du produit de deux opérateurs à
indice est la somme des indices de ces opérateurs.

3.4. LEMME. — Soit H un des espaces indiqués en 3.2. Soit R e K(x)
et soit PeR(A). Alors l'endomorphisme P'.u^Pu de RH a un indice
qui est

X(P;RH)= -ord^P.

Démonstration. — Si la fraction rationnelle P sans pôles dans A ne
s'annule pas dans A on sait que P^eH, donc l'application P est
inversible et son indice est nul.

Si P est de la forme P = x — a avec a e A, on voit facilement que P
est injectif et que son conoyau est de dimension 1.

Le cas général s'obtient alors en factorisant P.

3.5. COROLLAIRE. — Soient H, R et P comme précédemment. Alors
l'endomorphisme de (RH)*, P : (u,) i->-(Pu,), a pour indice

xœ^RH)^ -fcordAP.

3.6. Soit LeMat(fe,^). Alors l'application

(s^)L:(^)^ll,Ly.Mj

ne définit pas forcément un endomorphisme de (RH)*. Cependant il existe
P 6 R(A) tel que PL soit un endomorphisme de (RH)*. Par extension
nous dirons que L a un indice dans (RH)* si et seulement si PL a un
indice dans (RH)* et on posera

X(L;(RH)*) = xœL^RH)*) - xœ^RH)*).

On voit que cette définition ne dépend pas du choix de P car si QL est
aussi un endomorphisme de (RH)*, avec QeR(A), <ona

xœLKRi^-xœ^W)
= X(QPL;(RH)k) - x(P;(RH)*) - x(Q;(RH)*)
^(QL^RH^^QKRH/).
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Exemple. - Soit QeKQc). Alors

XCQ^RH)^ -kordAQ.

Nous allons donner une définition équivalente. Observons que, avec
PeR(A), on a

(RH)* c (P^RH)* et din^P-^RH^RH)* = kordA?.

Soit y une projection de (P^RH)* sur (RH)^ On a

X(y;(P- ̂ H)*, (RH)^ = k ordA P.

Par ailleurs L définit une application linéaire (RF^ -> (P^RH)*, et
Fona

X(L;(RH)k,(P-lRH)k) = x(PL;(RH)k).

Par conséquent yL est un endomorphisme de (RH)* et l'on a

XCyL^RH)*) = ^(LîCRH^^P^RH)*) + xCY^P^RH^RH^)
= x(PL; (RH)*) + fe ordA P = x(L; (RH)*).

Nous allons vérifier que cette définition étendue de l'indice donne lieu
aux propriétés usuelles des indices.

3.7. LEMME. - Soit LeMat(k,^). Soit QeR(A). Si L a un
indice, \l en est de même de QL et de LQ et l'on a

a) xCQL^RH)*) = xCL^RH)*) + x(Q;(RH)k)
b) x(LQ; (RH)*) = x(L; (RH)*) + x(Q; (IW).

Démonstration. — Soit P e R(A) tel que PL soit un endomorphisme
de (RH^. Alors

XCPQL^RH)^ = x(PL;(RH)k) + x(Q;(RH)k)
X(PLQ;(RH)k) = xœLiCRH)^ + x(Q;(RH)k).

3.8. PROPOSITION. - Soient L et Le Mat (k,3>), ayant des indices.
Alors LE a un indice et

XOLt^RH)*) = xa^RH)*) -h x^RH)^.
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Démonstration. - Soient P et PeR(A) tels que PL et PLF~1

soient des endomorphismes de RH. Alors d'après le lemme 3.7

XO^RH)^ = xCLF-^^RH)^ = xO-P-^RH)^ + x^W)

et, en écrivant PLt = PLF'^L

X^LÎ^RH)*) = xCPLF-^RH)*) + xCPt^RH)^
= x(P; (RH)*) + x(LF-1 ; (RH)*) + x(Ft; (RH)*)
= x(P; (RH)*) + x(L; (RH)*) - x(F; (RH)^

+X(P;(RH)k)+x(^(RH)k)
= x(P; (RH)^ + x(L; (RH)^ + x(^; (RH)*).

3.9. PROPOSITION. — Si L a un indice dans H*, quel que soit
R € K(x), L a un indice dans (RH)* et

XO^H^X^CRH)*).

Démonstration. — Soit P e R(A) tel que PL soit un endomorphisme
de (RH)*. Il résulte de la composition des applications

H* -^ (RH)* -PL^ (RH)*- -R^ H*-

que l'on a

X(R~ 'PLR; (H)*) = x(PL; (RH)*).

Il résulte de la proposition 3.8 que

XCR^PLR;^) = x(R~ l;Hk) + xœLiH*) + x(R;Hk)
=X(PL;H t)

d'où le résultat puisque

xœ^RH)*) = - kordAP = xŒ;^).

3.10. DÉFINITION. — On dira que L e Mat (k,Qi) a un indice local pour
le disque B(c,r~) si L a un indice dans [^cWÏ ^ dans [^(r)^.

3.11. Nous noterons R^(r) l'espace des fonctions analytiques dans une
couronne B(c,r~) — B^r^) avec r ' < r non spécifié. D'après le
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théorème de Mittag-Lefïler

1
Jfî(r) si c ^ ooR,(r) =^(r)C

x — c

RooW-^ooMœ^w.

PROPOSITION. — Si LeMat(fe,^) a un indice dans deux des trois
espaces [^cWf^ [^cWf ^ [RcW]* alors L a un indice dans le troisième
et

X^IR^)]*) == ^[^(r)]*] + xCL^cW).

Démonstration. — Soit P€R(B(c,r~)) tel que PL soit un
endomorphisme de [^c^f- Notons y la projection de [RcC^ sur

[ 1 -|k
——— ^\(r) correspondant à la décomposition en somme directe ci-

dessus. On a le diagramme commutatif

0 - [̂ (r^ ^(r) [RcO-tf
X — C

PL PL yPL

0 -> [^^ -^ [R,(r)]- ^î(r) -r 0^ ^ [̂x — c î(r)T

les lignes étant exactes (la flèche [̂  (r)]* -» [R(r)]* étant l'injection
canonique). Par conséquent

^PL^O-)]»)
:»•)]*) + xfypLîr^^îwTy=X(PL;[<(r)]t)+XYPL;,

\ L" c

= ^(PL;^^))*) + xœL;^;^)]*).

Tenant compte du fait que la multiplication par P est inversible sur
(R^r)]* et que

X(P;«(r)n = - fcord,^-)(P) = k ord^c (P) = - xœ;^^)]*)

on obtient alors le résultat annoncé.
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3.12. CONJECTURE. — Si L € Mat (fc,^) a un indice local pour le disque
B(c,r-) alors X^ER^) = 0.

Cette conjecture est supportée par le fait que toutes les fois que l'on sait
montrer que L a un indice local la formule précédente est satisfaite. Le
résultat suivant montre qu'il suffit de démontrer la conjecture dans le
cas k = 1.

3.13. En utilisant le fait que Q est un anneau simple et la théorie des
facteurs invariants on peut montrer le résultat suivant [10, Lemma 6.2] qui
exprime qu'un système différentiel est «équivalent» à une équation
différentielle.

PROPOSITION. - Soit L€Mat(k,@) il existe V et \eGl(k,2)
telles que

ULV = ̂

où ^ est une matrice diagonale dont les coefficients sont 0 ou 1 avec au
plus une exception.

Le fait que U et V soient des matrices inversibles entraîne
immédiatement que U et V ont des indices dans [^cW^A^cO^f et

[R^r)]*. Les indices de U et V dans [^(r)^ et [^(r)^ ne sont pas
nécessairement nuls. Par contre, comme les éléments de Mat (k,Q)
définissent toujours des endomorphismes de [RcO')]*, les indices de U et
V dans [R^r)]* sont nuls.

Alors il est clair que L a un indice dans l'espace H* si et seulement si
^ a un indice dans H*, et ceci a lieu si et seulement si ^ n'a pas de 0 sur
la diagonale et le terme différent de 1, soit { , a un indice dans H. On a
même xG^H*) == x(^;H).

Donc L a un indice local si et seulement si il n'y a pas de 0 sur la
diagonale de ^ et ^ a un indice local et alors

X(L;[R,(r)n=x(^;Rc(r)).

3.14. Équivalences locales.

On notera ^(r) l'espace des fonctions méromorphes sur B(c,r~) qui
n'ont qu'un nombre fini de pôles dans B(c,r~) :

<.(r) == <,(r) ®R(B(c,r-)) K-00.
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On notera ^l(r) l'espace des fonctions méromorphes sur B^r'y
surconvergentes: ^fî(r) = Jfî(r) ^^^r-^î^-W» ^ espace s'identifie
au corps des fractions de ^\(r).

DÉFINITION. — On dit que L et L appartenant à Mat (k,Q) sont :
— Localement équivalentes de type a) (par rapport à B(c,r~)), s'il existe

M€Gl(k,<,(r)) telle que

t == M^LM.

— Localement équivalentes de type b) (par rapport à B(c,r~)), s'il existe
M e Gl(k,Jfî(r)) telle que

L=M~1LM.

— Localement équivalentes (par rapport à B(c,r~)), s'il existe
MeGl(k,R,(r)) telle que

L=M~1LM.

Les équivalences de type a) et b) sont donc des équivalences.

PROPOSITION. — Si L et L 6 Mat (k,Q) sont localement équivalentes et
si L a un indice local relativement à B(c,r~) alors L a aussi un indice local
et

X^^r)]*] =x(t;^<0•)]k)
^(L^IW^^L^M).

Démonstration.

a) Équivalence de type a).

Comme L, £, M et M ~1 définissent des endomorphismes de [ft,. (r)^,
M et M~ 1 sont inversibles, donc d'indices nuls, et donc L et £ ont
simultanément des indices qui sont égaux.

Soient P, Q€R(B(c,r-)) tels que PM e Mat (k,<,(r)) et
QM~lP~leM^it(k^,(r)). Alors PM et QM-1?-1 définissent des
endomorphismes de [^/cWf et l'on a

QM^P^PM = QId,



INDICE D'UN OPÉRATEUR DIFFÉRENTIEL /»-ADIQUE 23

qui a un indice. Donc QP~ ̂ M ~1 a un conoyau de dimension finie, comme
cet opérateur est injectif, il a un indice. Donc PM a aussi un indice et

^(QP-'M-1;^^) + xœM;^^) = ^(QiKWn.

Soit alors ReR(B(c,r~)) tel que RLP~1 définisse un endomor-
phisme de [^cWÏ11- O11^

RQP-^ = (QP^M-^RLP-^PM)

donc le membre de gauche a un indice et de plus

XCRQP-^^cW]')
= xCOP^M-1;^,^) -h xCRLP-SKW]') + xœM;^^)
= ^[^(r)]*) + xCRQP-^KWn

d'où l'égalité des indices de L et £. On utilise alors la proposition 3.11
pour en déduire l'égalité des indices dans [^\(r)f.

b) Pour l'équivalence b) on procède de la même façon en échangeant les
rôles de j<(r) et de ^fî(r).

c) Si M€Gl(fc,R^(r)), alors d'après le résultat de Christol sur la
factorisation d'une matrice en facteur singulier [4, corollaire 3.3] il existe
F e Gl (fc,Jf î (r)), G e Gl (k,^/, (r)) et une matrice diagonale
NeMat(k,Z) telles que

Posons
M = (x-cfPG.

LI =F-l(x-c)-NL(x-c)NF.

Ceci montre que Li est une matrice dont les coefficients sont des
polynômes différentiels à coefficients dans ̂ \ (r). Mais on a par ailleurs

Li=GtG- 1

ce qui montre que les coefficients de L^ sont des polynômes différentiels à
coefficients dans ^(r) • En combinant ces deux observations on en déduit
que LI a ses coefficients dans 3) (polynômes différentiels à coefficients
fractions rationnelles). Donc L et L^ sont équivalentes de type a), Li et
t sont équivalentes de type b) et par conséquent la proposition découle
de a) et b).



24 PHILIPPE ROBBA

4. Expression de l'indice global
à l'aide des indices locaux.

THÉORÈME. — Soit un domaine de Laurent

A = P(tî) - U B(c,r,-)
C € S

où S est un sous-ensemble fini de P(K), oo e S, les disques B(c,r,~) étant
disjoints. Soit L e Mat (k,^). Si L a un indice local relativement à chaque
disque B(c,^~), L a un indice dans [Jf^A)]* et

XL; [̂ (A)]*) = Z x(L; [Jf î^).
C € S

Par conséquent si P e R(A) est tel que PL définit un endomorphisme
de [Jf^A)]*, on aura

X(PL; [^(Atf) = ̂  X(L; [^;(r,)n-k ord^ (P).
c e S

Démonstration. — Écrivons S = {oo,Ci, . . . ,€„}. Posons

A, = B(0,l/r;) - ÙB(^^).
j=i

Donc Ao = B(oo,r,;)c et A^ = A. Soit PeK[x] tel que PL définisse
un endomorphisme de

[^(Ao^^JfUroo)]*.

On a

X^L^Ao)]*) = X^it^^Crjn - feordo+ (P,l/rJ.

On raisonne par récurrence sur i pour montrer que PL a un indice
dans [Jf^A,)]*.

Pour chaque i, 1 < « w. A; = A,_i - B(c^-) et par le théorème
de Mittag-Leffler,

^(A,) = ̂ (A,^) e -^-Jf^(r,).
^ c.
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Si Yc, dénote la projection associée de [^(A^ sur ——^0'»)

on voit comme dans la démonstration de la proposition 3.10 que, puisque

PL a un indice dans [^(A^i)]* et dans ——^^^i) (et donc

Yc.PL a le même indice dans ——^c^^i) ) » PL a aussi un indice

dans [Jf^A,)]* et

sÇPL'^ÇA^)

= XPL^A,-^) + x(YcPL;r^^^(r,^

= XœL^A,.,)]*) + x(L;[^(r.)n + kord^.(P,r,).

Par conséquent, PL a un indice dans [^(AJ]* = [.̂ (A)]* et

X^Li^CA)]*)
= X^;^^^)]*) - k ordo^P.l/rJ

+ £ (X(L; [^^(r^ + k ord; (P,r.))
1=1 l

= ExCLi^c^n-ordAœ).
c e S

5. Calcul de l'indice local: A = 1, L d'ordre 1.

Dans ce paragraphe nous rappelons essentiellement les résultats de [14]
en les complétant.

d
5.1. Soit L = — -h T| avec T| e K(x). Soient ty un point générique

du disque BÇc^) et B(^,r~) (resp. B(^,l/r~) si c=oo) le disque
générique correspondant. Soit u ^ 0 une solution de Lu = 0 au
voisinage de t y . Nous poserons

p<.(L,r) = min (rayon de convergence de u, rayon du disque générique)
= min (rayon de convergence de u, r) si c -^ oo
= min (rayon de convergence de u, 1/r) si c = oo.
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On dira que L est soluble dans le disque générique de B^r4') si M
converge dans ce disque générique, donc pc(L,r) = r (resp. 1/r si c= oo).

Dans la suite nous ferons les démonstrations dans le cas c ^ oo . Le cas
c = oo s'en déduira par la transformation x »—>• 1/x qui échange les disques
B(oo,r~) et B(0,r~).

5.2. LEMME. — Soit T| e K(x). Alors L = — -+- r\ est localement
dx

équivalent de type b), relativement à B(c,r~), à £ = — + n où î} a dansdx
B(c,r~) au plus un pôle en c (c'est-à-dire que L a au plus une singularité en
c dans B(c,r~)).

Démonstration. — Soit r\c la partie singulière de T| relative à B(c,r~),
c'est-à-dire la somme des parties singulières de T| relatives aux pôles de T|
situés dans B(c,r~). Considérons le développement de Laurent de r|c,
valable pour |x—c| > r' avec r' < r

n = V an

'c ^ (^ ^n+l
n^0\x~c)

La primitive de T|̂  - —°— : - ^ an est aussi analytique pourx — c y,^i n(x—c)

\x—c\ > r', donc pour r' < r" < r on aura lim |^/n|r"~" = 0. Soit
n-> +00

N tel que pour n > N l^/nir"-" < Ipj1^-1^ Alors Ç = V —ûn—
n^nÇx-c)"

est analytique dans B^^'y et sup |Ç(x)| < Ipl^^'^ qui est le rayon
\x-cW

de convergence de l'exponentielle, donc u = expÇ€jfî(r) et alors

M ' 1 L M = ^ + Î 1 + M 7 M = ^ + T 1 ~ T 1 C + £ (v ̂ raA ax 0<n<N^ X ~ l /

5.3. LEMME. — Supposons que L = — 4- r| soit soluble dans le disque

générique de B^r^) (c'est-à-dire pc(L,r) = r si c 7^ oo) alors L est

localement équivalente de type à) à L = — -h ÎJ oiî ^ = r^. = part^

singulière de r\ relative à B(c,r~).
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Démonstration. — On sait [9, Theorem 5.4] que L est soluble dans le
disque générique B(t,r~) de ÎÇc,^) si et seulement si il existe R^€K(x)
telles que || R;, / R,,+ r| \\y -^ 0 quand n -^ oo où

11/llr = sup |/(x)| = |/(0| pour /eK(x). Soit R; le facteur singulier
xeî(t,r-)

de R^ relatif à B(c,r~), c'est-à-dire que tous les pôles et zéros de R;, sont
dans B(c,r~) (ou à l'infini) et que Rn/Ri, n'a ni pôles ni zéros dans
B(c,r~). Alors (R;)'/R; est la partie singulière de R^/R» relative à
B(c,r~) et le théorème de Mittag-Leffler nous dit que

IIR'nVRS+îlcl l r^lIRn/Rn+îl l l r etdonc lim || R^/R; + T^II, = 0,
n-»oo

ce qui implique que L -h T|c aussi est soluble dans B(î,r~). Il existe donc
u et v analytiques dans B(î,r~) tels que u ' / u + T| = 0, v' fv + r\c = 0.
Nécessairement v ne s'annule pas dans B(t,r~) (car T|̂  n'a pas de pôles
dans B(t,r~)) donc Ç = u/v est analytique dans B(t,r~) et
Ç7Ç + T| — r|c = 0. Comme le disque B(c,r~) n'a pas de singularité pour
l'opérateur D + T| — r\c, d'après le principe de transfert [8], il existe Ç
analytique dans B(c,r~) solution de Ç7Ç -h T| — r|c = 0. Et l'on a alors

ç-LÇ^+n+ç'/^-^.

5.4. LEMME. — Soit L = — -h r| avec T| = ^ aj(x — c)".
ax l<n<N

Supposons qu'il existe r' < r tel que L soit soluble dans le disque générique
de B^r^) (donc pc(L,r')=r'). Alors L est équivalente de type b),

relativement à B(c,r~), à — + a^/(x—c) et a ^ e Z p .

Démonstration. — Ici T| = r\c et il résulte de la démonstration
du lemme 5.3, avec r remplacé par r', que ||r|^+(R;)7R^||r' -^ 0
pour une suite d'éléments R ^ e K ( x ) . Par conséquent
a, = Res,(Tt,,r') = lim Res,((R;)7R;,r'); or Res^R^/R^eZ, donc

n-»oo

aieZ^.

( X—(A0!Comme a^ e Zp, —— j converge dans le disque générique B(t,r'~)

du disque B^r''*'). Comme L est soluble dans B(î,r'~) il en résulte que
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LI = — -h ^ aJÇx—c)" est aussi soluble dans B(r,r'). Comme L^
ax 2<n<N

n'a pas de singularité dans B^r^y, d'après le principe de transfert déjà
mentionné, il existe u analytique dans B^r'^y tel que

u'ju -h ^ a,,/0c-cy=0. Donc ue^fî(r) et l'on a
2<n<N

d d
u ^Lu = — + T| -h M'/M = — -h ûi/Oc-c).

5.5. DÉFINITION. — Soit a e K . On dira que a est un nombre de
Liouville (p-adique) (*) 51

a) liminf [a-wl17"1 < 1
meN,m-»+oo

OU

b) liminf la+w]1^ < 1.
W€N,W-»+00

On voit facilement que les nombres de Liouville appartiennent à Zp, et
on montre que les nombres algébriques (sur Q) ne sont pas de Liouville.

LEMME. — Soit a e K . L'opérateur L = (x—c)— + a a un indicedx
local relativement à B(c,r~) si et seulement si a n'est pas de Liouville. Alors

X(L;<(r)) = x(L;Jfî(r)) = x(L;Rc(r)) = 0.

Démonstration. — II a été observé depuis longtemps par B. Dwork
(cf. [12; § 4.1.9]) que si a vérifie la condition b) de la définition 5.4, alors L
n'a pas d'indice dans ^(r)- O11 vérifie de même que si a vérifie la
condition a), L n'a pas d'indice dans ^fî(r). Donc si a est de Liouville,
L n'a pas d'indice local.

Si u = ^ ^(^-cre<(r) (resp. u = E^Oc-c)" € ̂ (r)),
n^O \ n^O /

l'équation Lv = u a toujours la solution formelle unique

v = Z a^-cyy^+a) (resp.i; = ^ ^(x-c^n+a)) si a n'est pas
n^O \ n^O )

(*) Par la suite on omettra « p-adique ».
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un entier < 0 (resp. ^ 0) et l'hypothèse que a n'est pas un nombre de
Liouville entraîne que le domaine de convergence de v est le même que
celui de u, donc ue^(r) (resp. ^f^(r)). Si a est un entier ^0 (resp.
^ 0) on a alors

dim Ker (L,j<(r)) = 1 = dim coker (L,<.(r))
(resp. dim Ker(L,Jfî(r)) = 1 = dim coker (L,^fî(r)))

et donc dans tous les cas Findice de L dans ^c(r) (resp. J^ î(r)) est nul.

5.6. DÉFINITION. — Soit r\ € K(x). On note ReSç (r| dx,r) = résidu de
r}dx relatif au disque B(c,r~), la somme des résidus de r\dx relativement
aux pôles de T| dx situés dans le disque B(c,r~). *S'i c ^ oo, ReSc(r\dx,r)

est le coefficient o-i dans le développement T| = ^ a^x—c)" valable dans
neZ

un^ couronne B(c,r~) — B(c,r''1'), r' < r; si c = oo, ReSoo (r| dx,r) est le

coefficient — û-i dans le développement T| = ^ a^x" valable dans une
neZ

couronne B(oo,r~) — B(oo,r /~), r '< r.

Dans le théorème suivant (———) dénote la dérivée à gauche.\riLogr/

d
THÉORÈME. — Soit r|eK(x). L'opérateur L = — + r| a toujours un

indice local relativement à B(c,r") sauf si on a simultanément L soluble

dans le disque générique de B^r^, (———— '—) = 1\ a log r /

fResp.l10^^^^ =-1 si c=oo) et Res,(r|dx,r) de Liouville
\ \ diogr / ;
(auquel cas il n'y a pas d'indice local). Alors

^^-C1^')'-^^^
X(L;R,(r)) =0.

Combiné au théorème 4, ce théorème résoud complètement le problème de

calcul d'indice dans le cas L = — + n.dx


