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RÉGULARITÉ MICROLOCALE
POUR DES PROBLÈMES

AUX LIMITES NON LINÉAIRES

par Monique SABLE-TOUGERON

Dans [2] Bony a étudié la régularité microlocale des solutions
réelles d'une équation non linéaire générale au delà des chocs et en
dessous de l'interaction. Dans ce travail on s'intéresse au problème
analogue au voisinage d'un bord pour des solutions réelles de problè-
mes aux limites non linéaires non caractéristiques et dans la même
zone que Bony, où le comportement est linéaire et gouverné par le
symbple principal.

Un premier résultat de régularité locale, qui remplace le C°°
à valeurs 0)' du cas linéaire, est que toute fonction réelle u de
classe H' solution dans un ouvert régulier Î2 de R" d'une équation
aux dérivées partielles non linéaire non caractéristique :

F0c,^0c), . . . ,ô^0c))i^ = 0 , (0.1)

où F est réelle et C°° , est de classe H5"^'^ dans toute carte

de bord si p == 5 — m — — > 0 . Les espaces H515 sont définis

par Hôrmander [6] ; ce résultat se déduit des propriétés d'algèbre
de ces espaces et de leur stabilité par composition avec une fonction
C 0 0 .

Une étape essentielle est ensuite la paralinéarisation tangentielle
de l'équation (0.1) dans une carte de bord ; cette opération,
p-régularisante en direction tangentielle uniquement, permet
grâce au fait que u est de classe H ^ ? ' " ? , de remplacer l'équation
(0.1) par une équation différentielle en variable normale à coeffi-
cients paradifférentiels tangentiels dont le second membre est de
classe }:s5~m+p jusqu'au bord et en toutes les variables, c'est à dire
de même régularité que dans le cas "intérieur" traité par Bony [2].

Mots-clés : Non linéaire - Aux limites - Régularité - Microlocal
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On est alors en mesure d'étudier la notion correspondant au
wavefront au bord du cas linéaire non caractéristique [3], [8] : si
ueîf'-00 (R^), un point ( X o , ^ ) de R"" 1 x {0} x R'2" 1 n'est
pas dans 3WF^ u s'il existe un opérateur pseudodifférentiel tangentiel
T d'ordre 0 elliptique en (XQ , ̂ ) tel que Tu appartienne à
H^R^.). Cette propriété tout à fait attachée à la carte, devient
invariante pour une fonction réelle de classe H5 solution de l'équation

non caractéristique (0.1) si s — m ~ — = p > 0 et t < s + p .

On aborde enfin dans un ouvert du demi-espace le problème
de la régularité microlocale des solutions de (0.1) pour de bonnes
conditions aux limites : un point ( ^ o ' S o ) elliptique au sens de
Meirose [7] pour le linéarisé de F(x, u (x ) , . . . , ^uÇx)) n'est

pas dans ÔWF^^ si u est de classe H5 avec s —m —— == p > 0

et vérifie — conditions au bord régulières. Ce problème est traité

par Godin [5] à l'ordre deux dans le cas de la dérivée oblique. On
étudie aussi la réflexion des singularités îis+o dans la zone
0 < a < p — 1 pour p > 2, dans le cas transverse. Un corollaire im-
médiat du théorème principal 5.1, analogue du résultat de [12], est le :

THEOREME 02. — Soit u une solution réelle de classe H5 de

l'équation non caractéristique (0.1 ), avec s > m 4- — + 2, Soit

0e o ' So) e ̂ * ̂  et soient 7i , . . . , 7p , les arcs situés au dessus

de Î2 des bicaractéristiques de

F o ( ^ , S ) = = S ^ F 0 c , ^ 0 c ) , . . . , 0^00)0^
|a|=w u

passant au dessus de ( X Q , ^ ) et supposés transverses à 3Î2.
Alors u € H^0 microlocalement sur 7^ , . . . , 7 , p^ > 0,
entraîne u € H54"0 microlocalement sur 7 + i ' • • • » 7n pourvu

n m — p
que 0 < o < 5 — m ~ ~~ — 1 et que ^ vérifie (p — p^ ) +- ———

^- ^
conditions régulières sur 3Î2.

Pour ce dernier point on utilise le calcul symbolique de Bony
et Meyer en variable tangentielle, dépendant de la variable normale
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x^ , dans lequel on doit préciser la régularité en toutes les variables
dans les espaces H 5 ' 5 pour réduire l'équation (0.1) à un système
du premier ordre complètement découplé. Sur les équations
hyperboliques ou elliptiques obtenues on peut propager ou gagner
de la régularité microlocale tangentielle. L'étude des diverses actions
microlocales dans H515 , en cône ou en dièdre, des différents para-
produits, de Bony ou tangentiel, permet le transport de la régularité
de u sur certaines bicaractéristiques sur les solutions des équations
hyperboliques correspondantes, et permet aussi de remonter la
régularité microlocale tangentielle obtenue en régularité en toutes
variables.

Je tiens à remercier Guy Métivier dont la compétence et la
gentillesse m'ont encouragée tout au long de ce travail.

1. Double décomposition de Littlewood
pour les espaces H 5 9 5 de Hôrmander.

Suivant Hôrmander [6], pour s et s ' réels et n entier, n > 2 ,
on désigne par H^ l'espace des distributions ^G<§ ' (R") dont
la transformée de Fourier ^ï u est une fonction qui vérifie :

\\u\\]^ ^ (270-^ f(\ + I C I 2 / (l + |^|2/ |^0)|2 dï < + oo,

où S = (^, ̂  ) = (Ci , . . . , ̂  „ i , {„ ) est la variable duale de
x = (x ' ,^) = (x, , . . . ,^_ , ,^), |^| == O2 + . . . + ̂ 1/2,

9u^) = f e - i x î ; u ( x ) d x . Si s ' = 0, H 5 ' 5 est l'espace de
Sobolev H5 de norme I I . I l , .

Comme dans Meyer [10], on fixe une fonction radiale positive

^eC^CR") valant 1 dans IÇK- et nulle pour I S I > 1 . Pour

p et p ' dans N on note Sp et S-» les opérateurs de sommes
partielles définis par :

^(S^K^^^)^^) et ^(S^(S)=^(2-^;0)^(Ç),

et S^p» =^ Sp o Spp. On note Ap et Ap» les opérateurs de blocs
dyadiques Ap = S^ , - S^ , A;. = S;̂  ^ - S;, pour p et p ' E N ,
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A_ i = SQ , A'_ ^ = SQ , et App» =^ Ap Ap». La double décomposition

de Littleword de ^ES ' (R") est alors u= S A ,u, dans
p,^>-i p^

laquelle les termes d'indices (p , p ' ) tels que p > p + 1 sont nuls.

PROPOSITION -i. 1. -L'espace de Sobolev H 5 ' 5 ' est caractérisé
par la condition

( S ^^^ I IA^^I IâV^+oo .

Ce qui résulte des deux lemmes suivants :

LEMME \.2.-Soit (^/)p,p»>o une suite de fonctions de L2

dont le spectre (support de ^ U p p ) est contenu dans une bicouronne

^V^ < |Ç|<72^^ ;12^+^<|^ |<72^+^) avec 7 > 1 ,

q et ^ > 0, er ^//^ ^ 2 4^+pV ||̂ ,||̂  < + oo ; afo^
u = 2 ^pp^ appartient à H 5 ' 5 et

\\u\\^ <C(2 ̂ ^^^^^^^ II^^Hâ)1/2 ,

C ^ dépendant que de 7, 5 ^ 5'.

LEMME 1.3. -Soit (Up\^Q une suite de fonctions de L2

dont le spectre est contenu dans une couronne-boule

^V < | { |<72^ ;|$'|<7' ,

avec 7 > 1, 7' > 0 et telle que 2 4^ \\Up I I 2 < + °° ; alors
u = 2 ^ e H ^ 0 0 =^ H^' et II^IL^<C(24^||^| |2)1/2 , C

^^ dépendant que de 7, 7', 5 et s ' . De plus si s> 0 on peut
remplacer la couronne-boule par une bi-boule { I C I <7 V ; \^\ <7'}.

Pour s > 0 ou s ' > 0 on utilisera souvent les trois lemmes
suivants :

LEMME 1.4.-5Ï s>0 et si (u^\p^Q est une suite de
fonctions de L2 dont le spectre est contenu dans la boule-couronne
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ISI<72P ,-2p+qf<\^\<J2p+q avec 7 > 1 , ^ ' > 0 , et telle

24P^pV||^,||^<4-oo, alors

u=ïu^eîî5f5 et \\u\\^ <C(24^+^+^^||^^||â)l/2

où C ne dépend que de 7, ^ ^5 ' .

LEMME 1.5.—57 5 '>0 ^ si (u p p ) p ^ p ^ Q est une suite de
fonctions de L2 dont le spectre est contenu dans la couronne-boule

!~2P+<? <|$|<72p+f f ; IS'l<72^j avec 7 > 1 , q > 0, et telle
que 2 4^^ ||̂ ||2 <+ oo ^to^ 1^ = 2 ̂ .G H 5 ' 5 ' e t ,
^^<C(S 4<P+^)J+PV ll^p^ll2)172, où C ne dépend que de-s, s
7, s et s .

LEMME 1.6.-Si s>0 et s>Q et si (^p,p0p,p^o est une
suite de fonctions de L2 dont le spectre est contenu dans la bi-boule
{ |ÇK72 P ;1^1<72^} avec 7>1 et telle que

^^'ii^ii^+oo,
a/o^ ^=2^^eH J > J y ^ 11^11^ <C(S4^+PV|^||2)1/2, où
C ne dépend que de j, s et s ' .

PROPOSITION 1.7. — 5; s > — , s + s ' > — et s + ls1 > — l'espace

H 5 ' s est une algèbre multiplicative.

Preuve. — Le produit des doubles décompositions de Littlewood
de u et v G îî5'5 se décompose en

uv=n^v ^u
+ S (ApS;^3^.Sp_2A;^+Sp_2A;^.A^;^3î;)- lp^ r+3^•^p-2-p' l / • ^p-2 ^p'^' ^p^p'

p> 2,p > 0

+- S (A^u.A,S^_, v + A,5;-_^. A^-t;)
<y- 2 < p < < 7 + 2

P'> 2

+ S ^p^.A,,^,QQq - 2 < p < q + 2 - •
q^ / -2<p /<(^'+2

où n^ désigne le paraproduit à deux indices défini par :
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n>= S ^ p - 2 , p - î U . ^ V . (1.1)
p,p'>2

L'espace H^ s'injecte dans l'espace Cp des fonctions hôl-
dériennes si p f. N et qui généralise la classe de Zygmund notée C^
dans Meyer [5] pour p G N , sous la condition

p = minCî- 1 /2 ,5+^-^ /2 )> 0 si s ' + (n - 1)/2,
0 < p < ^ - l / 2 si ^ = ( A 2 - 1 ) / 2 . (1.2)

Cet espace Cp est caractérisé par

IIA^II^C.2-^ , Â ; > 1 . (1.3)

On utilisera aussi : pour u Ç. Cp , p > 0, on a

IIA^H^C^-^ et HA^H^C^-^.

Le lemme 1.2 donne H^ =11̂  GH 5 ' ^ , et du lemme 1.4 on

déduit H^ = ^
<y- 2<p<<? +2,p'> 2

A^^.A^S^^eH5^'^. En

découpant Wg = ^ ^ p p ' u . \q'v à l'aide
(7 -2<p<<3r+2 , (^ ' -2<p '<ç / +2

des opérateurs A^' et en estimant la norme L1 des morceaux obtenus
on obtient H^ G ̂ s ' ^ - i s ' - n i i par les lemmes 1.2 et 1.3.

^4 = 2.1 ApSp^^ u. Sp_ 2 ^p't' est une somme de termes à
p>2,p'>0

spectre dans une couronne-boule
{ 2 ^ - 2 < 1^1 < 9 . 2^- 2 , |̂ | < S.2^^ 1}

et on a, avec
( e . - ) G fi^N2 ),(€,) et (e.OEJZ^N):" v-p>PP

, /• . n— IN M — 1
2-^-^——r)epp, si s'<"-—

11^^ .3^11^ (^^
•^M •x-

^-pî+p e
PP

2-^6.

si 5'

si s ' > -

« - 1
2

n-1

(1.4)

1 1 ^ - 2 ̂ •<" (L^2

-?'(.+.'—)
e.,', (1.5)

d'où
l lA„S^3M.S, ,_,A,^ ; | | „<2-^-P>^+< ) )e, , „ . (1.6)PP
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Le lemme 1.5 donne w^^îl5fsl+p seulement si 5 ' + p > 0 .
Pour s ' + p < 0, ce qui implique s9 < 0, on découpe ^4 avec
A^' , on estime la norme des morceaux dans L^ (L^) et les lemmes
1.2 et 1.3 donnent ^ E H5'54-25'-"72 .

Si u € H5'5' , 5 > ^ , 5 + 5 ' > | et î;G S on peut définir leur
paraproduit en toutes les variables et à un seul indice [2] :

"U v= S ^-2 ^ A^
p>2

et leur paraproduit tangentiel

n^= S S;._^.A^.
p'>2

En comparant les opérateurs de paramultiplication îl^ et Ily
à rÇ défini en (1.2) on précise leur action dans les espaces H^ :

PROPOSITION l.S.-Soit u ^ î i 5 ' 5 ' avec (1.2) ; l'opérateur 11̂
est borné dans H^ pour — s < t ^ s avec une norme majorée
par C. \\u\\^y'. De plus îl^—Tl^ applique continûment H^
dans H^^ pour — s < t ^ s , et sa norme est majorée par
C. IMLy.

Preuve. — On décompose u et v par A dans îl^ v et on
établit comme en (1.4) et (1.5) l'estimation :

IIApS^.^S^^A^IIo

.^^(^y-)^^^^^)^^^)-) ( 17 )
^ z 6pp7

avec ||(6^ )11 ,2 (N2) <C||^||^^. 11 -^11^ . pour ̂  et ^^''y-,

les signes + ou — désignant les parties positives ou négatives. Les
lemmes 1.2 et 1.4 permettent de conclure si — 5 + 1/2 < t <s.

Pour atteindre des valeurs de t inférieures on fait un découpage

à l'aide des à^ et on estime A^ ,̂ Ap S ' p _ ^ u. Sp.^ A^v pour
p> o

t < 0 dan.s L^(L1 ) ; pour t > — s on conclut par le lemme 1.2.
X Xf^

PROPOSITION 1.9. - Soit u^-li5'51 avec (1.2). L'opérateur

rt^ est borné dans H^' t pour —[5 + s ' ~ — )< t1 ̂  s + 5 ' — — avec
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une norme majorée par C.IMI^. De plus îl^ —11^ applique

continûment H^' dans H'' ̂ ^-y) p ,̂.

-(—•-t)^"^
^ 5û norme est majorée par C\\u |[y ^ .

Preuve. — On décompose u et v par A-^ dans IIy t;, ce qui
dégage dans I l y U — I I ^ i ; le terme v^ de la proposition 1.7, le
reste relevant du lemme 1.3.

Généralisant Bony [2], pour m E R et p > 0 , à une fonction
p( ;c ,Ç) déclasse Cp en x au sens de (1.3), C°° en S, qui vérifie:

l 9^p ( . ,S ) l cp<C, ( l + l^-'^', (1.8)

pour tout Ç G R" , on associe F opérateur paradifférentiel a (x , D^),

où D^. = 7- 9^., de symbole

apOc,S)=(2I I ) -" J^x(î?,S)p(î?^)^ (1-9)

X désignant une fonction C°° dans R2" nulle pour | î ? l > e j Ç | ,
égale à 1 pour l i p l ^ e ^ l S l et |Ç |>R avec 0 < e ^ < e ^ < l et
R > 0 , et qui vérifie : pour tous ( a . ^ G N 2 " il existe C^
telle que :

\W X(î?, S)l < C^(l + ISD-'^-l^ pour tous r? , { E R" .

Un changement de fonction \ dans (1.9) modifie a par un
symbole de la classe S^"^ c'est-à-dire un symbole açC^R2'1)
qui vérifie :

19^ 9^0^)1 <C^(1 + |Ç|)^-P)^I-^I.

On notera désormais a1^ ^ ( j c ^ D ^ O les opérateurs
paradifférentiels "tangentiels" c'est-à-dire les opérateurs dont
le symbole, fonction de ( x ' , $') et dépendant du paramètre x^ ,
est défini par (1.9).

PROPOSITION lAO.-Soit u^îi5'51 avec (1.2). La différence
de deux opérateurs paradifférentiels tangentiels associés à u est un
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opérateur borné de H^' dans H^'^'^'""2? po^r - s < t ^ s ,
et sa norme est majorée par C. \\u \\y ^.

Preuve.-On considère une fonction X'(T?\ ^) ̂  C°° (R 2 ^- 1 ) )
supportée dans IT/KC^^I si | { ' | < R , où 0<e^<l et R > 0 ,
dans eJS'Klî/Ke^'l si |Ç' |>R avec 0<e,<e^ et qui
vérifie

ia? 9?xW, S')i < c^(i + i^D-i^i-^i.
On désigne par H'(x' ,f) la transformée de Fourier inverse

de xW,^)- La différence de deux opérateurs paradifférentiels
tan gentiels associés à u G H 5 ' 5 a pour symbole

r t ( x ,S ; t )= f î i t ( y f ^ f )u (x f - y f , x , )dy f .

Pour ^^((^(R^)) on peut écrire

r '(^ , D^)v = S r^(^ , D^) A^ î;
fc> 2

t'>-l + S ^.fc'(<,D,,)S^3i,,
f c , f c '>— 1

OU

^,^^^')=/H'(^' ,S')S^_^(x'-^ ' ,^)^\^(2-^Ç',0)

^,^^ /)=/H /(^\^A^(x'-^' ,^)^' . ̂ (2-^^,0) ,

^(S) = <^(S/2)—<^(S) , et ^ doit être remplacée par ^ pour
fe' = — 1. Le premier terme s'estime dans ^ ^ ' - ^ ( ^ s ' - n / ï ) ^ ^
lemme 1.2 à l'aide du résultat suivant de [4] :
(1.10) Si un symbole a ( x , Ç) G C^CR2") est supporté dans

I Ç K R et vérifie | a ^ a ( x , Ç ) l < M pour tous (x , Ç) et
f"1lj3| < T + 1 » l'opérateur a(x , D^) associé est borné dans

L2 avec une norme majorée par C.M où C ne dépend que de

n et de R. /On a noté — la partie entière de -"V

De même le second terme se traite par le lemme 1.4 pour
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t > — s + 1/2 ; pour aller au-delà, on le découpe par A et on estime
la norme des morceaux dans L1 (L2 /) , puis on conclut par le lemme"fi —
1.2.

PROPOSITION 1.11. -Soient &eC^(R' 1 ) et u ^ î î 5 ' 5 avec
(1.2). Les opérateurs bîl^—Tl^b et bll^—ïl^b appliquent
continûment H^ dans H^ +p pour — s < t < s , et leur
norme est majorée par C\\u\\y ^ .

Preuve. — D'après la proposition 1.8 il suffit d'étudier
l'opérateur & n ^ — n ^ & . On montre d'abord que b — H^ est
infiniment régularisant tangentiel ce qui ramène l'étude à celle
de 11̂  11̂  - n^' n^'. On remarque :

(1.11) pour tout N > 3 l'opérateur H^ - S S p - N , ? - ^ 1 1 ' ^pp
p , p > ^

applique continûment H^ dans tf'^ +p pour tous t et
t ' réels.

Enfin le lemme 1.2 montre la même propriété pour l'opérateur

? ( ? ^-^-^^p^-^-^.^)
q,q>Ï P,P'>3 x

-sq.-3^-3U'sc,-3^c-3b^^)'

La dernière somme étant symétrique en u et b la proposition
s'en déduit.

PROPOSITION 1.12. -Soit uCH5-5 avecd.2), veîîtft\-s<t<s,
et soit ( ^ o » S o ) ^ ^ ' 1 x ^lï ' ^ v es^ microlocalement de classe
î ^ ' 7 en ( ^ o » ^ o ) a^ors ^uÇx ) ( x f ' ^ x ' ^ est microlocalement
déclasse H^"1^^4-^ en ( x ^ ^ ) .

Preuve.—On se ramène à l'étude de 11̂  ^ v par les propo-
sitions 1.10 et 1.8. Pour 6 e C ^ ( R " ) telle q\xe bÇx^^O on a
(bîl^ - n^b)v^îitftl+p par la proposition 1.11 et

Tl^bv- Z ^^^^u^bv^H^^
P , P ' > N

pour tout N > 2 par la remarque (1.11). Soit x^^R") sup-
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portée dans un ouvert conique F, vérifiant x(î;o) ^ ° et

^(XÇ) = x(^) pour X > 1 et |^| > r . Pour toute fonction
0^ eC°°(R") égale à un dans un voisinage de {^I\ , ISl > 1} où

I^^eR", d is t^—mS^^^-^ 2 est le cône

dispersé de F de 2" N + 2 , on a

X(D^) S S ^ _ N , p ' - N ^^p^
p , ^ > N

= X(D,) S S^_^-N ^ .A^(0N(D,)^) .
p,p '>N

Si le support de & et F sont assez petits on peut choisir
N et ON vérifiant 0^(\^) = O^(^) pour \^\> r et X > 1 tels

que e^1^)6^13''7'- Alors ^(Dx) ^ ^-N.p ' -N ^-^^
p , p ' > N

est aussi dans H^ et la proposition est démontrée.

PROPOSITION \.\î.—Soit a(x , ^f) une fonction homogène
en ^ de degré m', déclasse C00 en ^ ^0 et dont les dérivées
en ^ appartiennent à W151 avec (1.2). Soit 0 G C O O ( R y î - l )
égale à 1 hors d'un compact et nulle au voisinage de 0. Si
v G tf'^ , —s < t < s , est microlocalement de classe H^ en un
point O c o , S o ) de R'1 x R" alors a^^ (x\ D^) i; G H^^-^'
^r ^ microlocalement de classe ^^^f-^l^l-^f+P) au point
Oo^o)-

Cette proposition s'obtient après décomposition de a(x , ̂ )
en harmoniques sphériques, en utilisant les mêmes arguments que
pour la proposition 1.12.

On introduit maintenant la version microlocale tangentielle
des espaces H 5 ' 5 1 . Les opérateurs pseudodifférentiels utilisés sont
définis par Sjostrand [13] dans le cas de R" ; leurs classes sont
notées T" , m G R .

DEFINITION l.\4.-Soit SI un ouvert de R"(resp.R".) etjoit
u G fi5.51\Î2). On dit que u est microlocalement^ de classes îî5'0
en t^n point (x^ , ̂ ) G R" x R"- 1 (resp. R^ x FT- 1 ) , s ' i l
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existe un opérateur pseudodifférentiel tangentiel proprement supporté
T€ T°(R") (resp. T^R^.)) _elliptique en (x^ , ̂ ) tel que
TMEH'^R^Xresp.H'^R^)).

PROPOSITION 1.15. -Soit MEH^R^) avec (1.2). Soit
vçH'^ÇR^) avec -s<t<s et soit^ (x^ , ̂ ) E R^ x FT- 1 .
51 v est microlocalement de classe H^ en ( ^ o ' ^ o ) a^ors

a^^^x^D^v est microlocalement de classe H''"11"^^'^
en CXQ , ^ o ) -

Preuve. — En corollaire des propositions 1.8 et 1.10 on
obtient que les opérateurs paradifférentiels tangentiels a^^ \ (x1, D^»)
définis sur C^(R^) se prolongent en opérateurs bornés dans
H ^ C R ^ ) pour — s < t < . s et que_la différence de deux d'entre
eux applique continûment H^ (R^) dans ^^"^(R^.) pour
— 5 < t < 5. Il suffit donc d'étudier n^ î; microlocalement au
point O c o ' S o ) - Soient 6eC^(R^) tel que é^o î^O et
^ 'eC^CR"" 1 ) supportée dans un ouvert conique F', vérifiant
X^o)^0 et x\\Si)=x^) pour |^|>r et X > 1 . D e l à
proposition 1.11 on déduit par prolongement et restriction que
X'(D^) (bn^ v - n^ bv) € H^^4 '^ (R^). D'autre part la propo-
sition 1.9 élargie aux opérateurs 2d S » ^ u A' ' et

p ' > N
Z ^-N.p'-N ^^p' P0111" i ^^S et la remarque (1.11)

p ,p '>N

montrent par prolongement et restriction que pour N > 2

l'opérateur Ily — ^ S » ^ ^. A» applique continûment
p '^N

H'^'CR^) dans H^^R^) pour - ^ < r < . î . De plus pour
N > 2 on a

X'(D,0(S S;._N^.A;^t;)

= x(D,Of Y S^_N ^. A;. (0N(D,0&t;)\
YP^N ;

pour toute fonction 0^ EC^CR"" 1 ) égale à 1 dans un voisinage
de {^er^\^> 1} où

r^ =^RM- l,dist(^,rns,_,)' l M - l ,d is t ( s rns ,_ , )<2- N / ^
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On voit donc que si le support de b et F' sont assez petits, en
choisissant N assez grand et 0^ à support assez petit, vérifiant
^(^ = MS') Pour \^\ >r et \> 1, on a

^(D^eH^^)

et ainsi X'(D^)^ ^'-N ^ ^e^(D^)bv E H^R^). D'où
la proposition. P / > N

On insère encore dans ce paragraphe un résultat d'action
microlocale tangentielle pour les opérateurs paradifférentiels généraux
introduits par Meyer dans [10] :

Pour p > 0 et m € R on note B^ l'espace des fonctions
a(x , Ç)EC°°(R" x R") telles que le spectre de x—> a(x , Ç)
soit contenu dans une boule |r?| < e I C I avec 0 < e < 1 et qui
vérifient :

l ia^a( . ,S) | |L-<CVl 4- IÇI/"-^' pourtout Ç e R \ si p = 0

1|9^(.,S)||^<C^(1 4- iç i )^- ' 0 ' s i p > 0 ,

l'espace Cp étant toujours défini par (1.3). Les symboles a (x , Ç)
définis en (1.9) sont dans la classe B^ .

PROPOSITION 1.16.- Soit a G B^ , p > 0 ; pow — p < 5' < p
l'opérateur pseudodifférentiel a(x , D) se prolonge en un opérateur
borné de H 5 ' 5 ' dans H 5 ' " 1 ' 5 1 . De plus pour — p < s ' < 0, '̂» /^ »
^ G H"^ est microlocalement de classe îï5'0 en un point (x^ , Çç)
alors a(x,D)u est microlocalement de classe H 5 ' " 1 'min<(7^+^
^ (^o » S o ) '

Preuve. — Elle est assez semblable à celle de la proposition
1.10. On suppose d'abord que m = 0 et pour ^Ggï" ' 1 (C^(R'1))
on écrit

a(x,D)u = t^ +1:2 = S (S^_2^)Oc,D)A^
fc^-1,^2

+ S (A^^) (x ,D)S^3^ ,
fc,^^ i

avec a,i(x,S)=<^)a(x,S), a^(x , ç) = V/(2- ̂ ) a(x , Ç) pour
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k>0. Le lemme 1.2 avec (L10) estime ^ dans H5-51 et le lemme
1.5 estime ^ ^ns H'^'^ pour ^>-p . On en déduit
l'action de a(x , D) dans H5'5' dans le cas m = 0. Le cas général
s'y ramène en considérant le symbole a(x , f) (1 4- l ^ l 2 ) "^ / 2 .

On suppose maintenant que u G H ^ , avec — p < s ' < 0,
est microlocalement de classe H 5 ' 0 ' en ( x ^ , ^ ) . Soit fteC^FT)
telle que b(x^) ̂  0. D'après Bony [2] on a

( é - ^ ( x , D ) ) ( 7 ( x , D ) ^ E H ° ° .
D'après Meyer [10] :

a , ( x , D ) a ( x , D ) = ^ ^(ô^a) (x, D) (D^ a,)(x , D) + ̂  (x , D),
I a K N ' IN »

avec T N ( x , ê ) ^ S ^ W 7 N ce qui pour 5 4 - ^ - m 4 - N > 0 , donne
T N ( x , D ) M E H J + ^ - w + N puisque ^ < 0 . Choisissant N assez
grand on obtient que

b(x)o(x ,D)u- ^ c^a)^ ,D)(Dab)(x)u^îï5-m)5f+p

|a|<N

Soit maintenant \ E C°°(R^- 1 ) vérifiant x'(^o) ̂  ° et
X'(^') = X'(^) Pour |^|>r et Â > 1 . Il reste à étudier les
termes x\D^) (Q^ a) (x ,D) (D^ b)u c'est-à-dire des termes de la

^-/'
forme \(D^)T(x ,D)v avec rEB^ et ^= ( I -A^ ) 2 ÛM

où aeC^W) et / > 0 . Décomposant T(x ,D)v comme ci-
dessus en ^+1;, , puisque v^eîis-m+f'5^ft on est ramené

à l'étude de x(D,0 S (S^ r^) (x, D) A^ t; qui se
k > l , k ' > 2

réduit à celle de x(D^) ^ (S^_N' ̂ ) (^ , D) ̂ .v, N'
A:>-1 ,^>N'

restant à choisir puisque par (1.10) la norme dans L2 de l'opé-
rateur (S^_2 r^) (x , D) - (S^_N- r^) (x , D) est majorée par
C^l-^ft . On termine alors en introduisant la fonction 0^
définie à la fin de la proposition 1.15 et en choisissant N' assez
grand, les supports de b et de \ étant supposés assez petits.
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2. Paralinéarisations dans les espaces H 5 ' 5 ' .

PROPOSITION 2A.-Soit FeC°°(R) une fonction réelle nulle

en 0 et soit u G W151 réelle avec (1.2) et s - ^ 2 s ' > — Alors
P^-n^^H^-^. 2 -

Preuve.- Comme dans Meyer [10] on écrit F ( u ) comme
somme d'une série téléscopique convergente dans L°° :

F ( ^ ) = 1,(F(S^^)-F(S,^))+F(S^),
p> o

puis on applique le même procédé à chaque; S u avec S\;
on obtient : p

F(^)

= ̂  \p u ^ F'(S,^ u + A, S;̂  + S, A;, ̂  4- ,A,̂  ^) ̂

+^^^^S;^.S,A;^^1^1F-(S^^^,S;^+0S,A;^)^^

+ ^^S^^1 F'(S^^+rA^S^)^+F(S^).

Le terme F(S^) appartient à H°° puisque F(0) = 0 ; le
deuxième terme, de type produit, est voisin du terme H^ de la
proposition 1.7 ; le premier et le troisième terme sont de type
linéaire puisqu'on posant

^00== Pns^^^-(i-r)A^)^,
"o

m,(x)= fP^^u+t^ S,u)dt,

ils s'écrivent a^x ,D)u == H ^pp^x^^u,
P , P > Q

a^x,D)u == S Wp(x)A^S^.
p> o

La comparaison du premier terme et de 11^)^ introduit
alors
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a,(x , D)u = S (m^ (x) - S^_ ,^_, F'(^)) A^ ^
P , P ' > 2

04 (x , D) u = 2^ m^p. (x ) App» M ..
p ou p*< 1

2.7.7. —Etudes des symboles o^ , 03 et 04. Pour m , w ' G R on
note S^'/^ la classe des symboles a(x , Ç)e C°°(R" x R") qui
vérifient : pour tous a, (3GIST, il existe C > 0 telle que pour
tous (x , Ç ) E R " x R" on ait :

13^ 9j ^(^ , S)l < C(l + |Ç|)w+a»-^ (1 + la'l)^^1^1-1^1.
On démontre plus loin le lemme suivant :

LEMME 2.2. -Soit a un symbole de la classe S^'/" . Pour
s — m > 0 et s —m >0 l'opérateur pseudodifférentiel a(x , D)
se prolonge en un opérateur borné de H 5 ' 5 dans H5"^5'"^.

Les lemmes 2 et 3 de [10] montrent que a^ et o^ sont
dans S^00 et ainsi o^(x ,D)u et a^(x ,D)u appartiennent
à H5'00. De plus, utilisant que Ff(u)^CP , on obtient par
interpolation comme dans [10] que o^ES^0 '^ et ainsi
a^x,D)ueîi5f51+p si ^ + p > 0 .

2.7 .2—Etude de a^(x ,D)u pour 5 '<0 . Dans ce cas on a

u e H ^ 5 ' , avec 54 -^> ' 2 - donc aussi F'(^)eH^ si on

suppose, ce qui n'est pas restrictif, que F'(0) = 0. S'inspirant
de Meyer [11] on étudie d'abord les normes dans L°° (L2») desx^ x
dérivées de la fonction ipp = nipp — Sp_^ ̂ -.2 ̂ \u). On
obtient :

l i a 0 1 ^ A\ . <c î^^'^'^'1^1"'^^^^'"1^ r2 D11 x "pp "L00 (L2') a • \ ^ " i }
Xy^ X

On décompose ensuite tp • à l'aide de la partition de l'unité

1 =(^(S-1 2-^)4- ^ V/ (5 - 1 2- (P+ < 7 )$))(^(6-1 2 -^Ç' ;0)
<?> o

+ S V/(6- 1 2'^^^S^O)
<y'> 0

(2.2)



REGULARITE MICROLOCALE 55

en ^-^ S ̂ + ^ CppV+ $ C^, S res-
<7>0 q^>0 <7,<r>0

tant à choisir. (^(A: , D)u est alors une somme de quatre termes que
l'on analyse successivement :

v° = S ^ \, u G H5-51^ si , + 2s > 1/2
P,P'>2

par les lemmes 1.3 et 1.4, après découpage par A^ et estimation des

morceaux dans L2 (L1.)
JCyj .X

^=E,^.,A^eH^
P.P

s'obtient de même, pour 6 assez grand et (2.1) donne de plus

^A^P^N^-^--^,

pour tout N. Choisissant N > ^ , on obtient que Yv GH5 '^^.
q

On procède de même pour les deux derniers termes et on obtient
ainsi 0-3 (x ,D)u ̂ îisf5f+p .

2.1.3. — Etude du terme produit. Pour

ipp = ̂  t^'^ u + tAP spl u + esp ^P u) de dt-

on a lia^^'ll^ ̂ ^V^P^.

Décomposant C^ à l'aide de la partition de l'unité (2.2),
une étude assez semblable à celle de 2.1.2 montre que le terme

1̂  Kpp Ap S^ u Sp A'p u appartient à H^'"^ .
P . P '

Preuve du lemme 2.2. - On établit d'abord le

LEMME 2.3. - Soient s , s , t , t ' des réels tels que 0 < s < t
et 0 < s ' < t ; soit {u^\p^^ une suite double de fonctions de
H^ qui vérifie

2 4^- ||̂  < M , S 4^-0^- [1^11^ <M

^^^^"^II^II^^M, 24^-^^'(-^)||^||^,<M.
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Alors u ^ ï U p p appartient à H5951 et \\u\\,^<C.M où C ne
dépend que de n , s , t , s ' , t ' .

Ensuite on décompose o(x , Ç) ̂  S°^ en

2 Opp^ ^) = 2 ^(2-^ ̂  ^(2-^ ^ ;0) a(x , ̂ )

et on estime la norme d'opérateur dans L2 des 3^ O p p (x , D)
pour p , p ' > — l à l'aide de (1.10). On en déduit que pour
u G H 5 ' 5 ' on a

11^ a^_ i (x , D)||o < C, 2p(a"-s) Cp , pour p > 0

11^ ^p' (x ' ̂ "o < C, 2^-5)+^(la'l-î') 6^ , pour p ,^> 0

avec 2e^ <C||^||,2,' et 2 e2^ <C 11^11^ ; ceci permet d'estimer
la norme de a ^ ( x , D ) ^ dans L2 , H', H0 '" ' , H^' pour r et
r' entiers. Choisissant ^ > 5 et t ' > s ' le lemme 2.3 achève alors la
preuve du lemme 2.2.

La proposition 2.1 se généralise en

N ,
T-1 f \ V TT" «. d V [ s ' s "r PF(i^^ , . . . , ^ N ) ~ 2^ ^ l ( a ^ ^ ) ( u l , . . . , M N ) M < e ^ A

si FEC^R1^) est réelle, nulle en 0, et les M, réelles appartiennent

à H^ 'CR") , avec (1.2) et s 4- 2 s ' > - . Le même résultat

est valable localement pour F(x , u^ , . . . , u^ ).
Enfin d'après les propositions 1.8 et 1.9 on peut remplacer

le paraproduit à deux indices II" par le paraproduit à un seul indice
II ou le paraproduit tangentiel II'. Pour ce dernier on peut énoncer
une version dans R". :

PROPOSITION 2.4. -Soit FGC°°(R^ x R1^ ) une fonction
réelle à support compact en x et soient u^ , . . . , u^ des fonctions

réelles de H5151 (R^) avec (1.2) et s 4- 2s' > -. Alors

F0c^,. . . ,^)- | n^^^,^,..,^^,eH^^(R:).
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3. Quelques compléments au calcul symbolique de Bony.

Pour m G R et p > 0 on note Z^ (resp. îf^ ) la classe
des fonctions p(x , ^) définies dans R" x R" (resp. R" x R " ) ,

de la forme p = ^ ^_^ où p ^ _ y 0 c , ^ ) est C°° en $, de
7 < P

classe C?"7 en ^ au sens de (1.3) et homogène en ^ de degré
m — / (resp. vérifie (1.10) avec m — j).

Si pGS^ et p'e2^(resp.pG^ et p'e2^), on

notep^- 1 -9^-,D^_,.
/+A:+|a|<p û' •

Ce symbole est dans la classe S^4-^ (resp. ^+w '). Le

symbole paradifférentiel associé à p G 2,^ par (1.11) est dans
la classe B^ ; à p G 2^ on associe alors o^ avec ^EC^R")
nulle au voisinage de 0 et égale à 1 hors d'un compact. On
utilisera souvent l'inclusion B^ C B^/ pour r et p > 0.

PROPOSITION 3.1. -Si p ^ Ï ^ et p ' Ç-Ï^' on a

a^(x ,D)a^(x ,D)=Op^ (x , D) 4- ^ ( x , D ) ,

avec reSm^m~p si p^N, ^sm+,m'~p + Bm+ml~p+e pour
tout e>0 si p E N.

Preuve. — (Si p ^ N cette composition est traitée dans [9]).
D'après [10],

O p ( x , D ) a ^ ( x , D )

S -,0^ /^D^. ) ( x , D ) + ^ ( x , D ) ,
,+fc+laKp a! ç p^-^ ^Pm'-k

avec ^ES^'-^ si p ^ N , ^e B w + w ^ p + e 4-S^w '-p si
p G N , pour tout e > 0. On conclut avec les deux lemmes
suivants dont la preuve est détaillée dans [9] :

LEMME 3.2. — Soit p ( x , ^ ) une fonction C00 en Ç, déclasse
Cp en x , qui vérifie (1.10). Alors pour tout a G M" on a
^a _/. ^ow-lal-p
"^P ^p"!,!
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LEMME 3.3.— Soient p et p deux fonctions C°° en Ç,
de classe Cp en x , qui vérifient (1.10) avec m et m ' . Alors
°P a p f ~ a p p l ^PP^entà Sm+,m~p .

PROPOSITION 3.4. -Soit p ( x , ^ ) une fonction homogène en ^
de degré m, C°° en Ç ^ 0, dont les dérivées en ^ appartiennent

à H5. Alors a^OB^^ si s<^, a^EB^6 si

s=1 o^GB^ si s>rL.
^ s M Z,

Tï S—"-
Preuve. — Le cas s > -. résulte de l'inclusion H^ C C 2 .

Ecrivant (1.10) sous la forme o^(., Ç) = G(. , Ç) * (0p) (. , Ç ) ,
n

pour s < — on utilise que :

"^(•^IIH-^CO + ISI)"1011"^7,
n

et pour s = —, que pour tout e > 0 on a :

||(1 4- |7?r)§ÏO^G(.^)*Ô^(0p)( . ,{) ) (7?) | |^

<C(1 4- |Ç|)M-lal-l^^

PROPOSITION 3.5. - Soit o € B^ , p > 0 (?r 50^ M € H5. 5Ï
M est microlocalement de classe H° dans un ouvert conique U alors
a ( x , D ) u est microlocalement de classe H"1"1^"'71 ^ - w + p ) ^^ y

Preuve. - Soient £(x , Ç) et A:(x , Ç) des fonctions C°° dans
R" x R" homogènes de degré 0 supportées dans U telles que
k = 1 sur un voisinage du support de £. On a

(0£) (x , D) a(x , D)u - a^(x , D) a(x , D) a^_^ (x , D)u G H0-'71 ,

d'après Bony [2] et d'après Meyer [10] :

a^(x , D) a(x , D) a^ç ̂ _ ̂  (x , D) =

(J^^liïT^''*"'3-"'')^^-1')^-"^^'0'
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avec r € S^\ p , si on choisit N > p . Enfin

^+7 °^ ̂  ̂ (i-k) - °^v^ D$ ̂ _^

appartient à S^ par les lemmes 3.2 et 3.3. On en déduit la propo-
sition.

PROPOSITION 3.6. - Soit p ( x ^ ) une fonction homogène en
Ç de degré m, de classe C°° en ê ^ 0, de classe Cp en x , p > 0,
à support compact en x et nulle dans un ouvert conique œ x F de
R" x R" ; si u €ïî5 , a^ (x, D)u est microlocalement de classe
îl5~m+pclans o ;x r .

Preuve. - (Si p ^ N c'est le corollaire 3.5 de Bony [2]).
Un changement d'opérateur paradifférentiel associé à p étant
p - m régularisant il suffit d'étudier a^p (x , D) u pour

^p ( x ^ ) = ^ S ^ _ N p0c,?) ^(2-^)0^), N pouvant être
fc^-N

choisi arbitrairement grand. Soit p ( x , Ç) = ]^(x)/^({) la décom-
y

position de p en harmoniques sphériques avec ^ŒC P à support
compact et llpjl^ < 1 , h^ homogène de degré m, C°° en Ç ^ 0 et
telle que la suite IIAJI^ ̂ _ ^ est à décroissance rapide quel que soit
m. Soit b G C^ ; d'après Bony ([2] théorème 2.3) on a :

b S S^_ N p, A^(0A,) (D)^ = S S^_ N(&P,) A^(0A,) (D)^ + v1 ,
f c>N ^.^N

avec

11^11 , -m+p <c ll^llçp IIPJÎ  ||(0A,)(D)^||,_^ .

Soit xC^^C'CR") supportée dans un ouvert conique 7,
vérifiant x(XS) = x(S) pour I S l > r et X > 1 . Si le support de
&X est contenu dans eu x F , en choisissant N assez grand et
e ^ e C ^ C R " ) vérifiant M^)=0N^) Pour \^>r et Â > 1 ,
supportée dans F et égale à 1 sur le cône dispersé de 7 de
2 ~ N + 2 on obtient :

ZX(D^) S S^(^)^(0^)(D)^
f c > N . . =X(D,)a^(x ,D^=0.

D ou la proposition.
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PROPOSITION 3.7. -Soit a ( r , ; c , Ç ) une fonction bornée dans
^ G [ 0 , T ] à valeurs dans B^ telle que t^ a ( t , x ^ ) soit bornée

dans ^ € [ 0 , T ] à valeurs dans B^ pour un N > — . Alors

l'opérateur a ( t , x , D ^ ) applique continûment H5 dans
L^T;^172).

Preuve.-On note a^t, x , Ç) = ^(2-^Ç) o r ( ^ , x , Ç) et
(7.- i(^, Ç) == ^(S) a ( r , x , Ç). Les opérateurs a ^ ( t , x , D ^ ) sont
bornés dans L2 uniformément en t G [0 , T] et fc > — 1 et de plus
leur norme est majorée par Cr^l"^ d'après (1.10). Pour
u E Si~ ï (C^), a ^ ( t , x , D^)u est à spectre dans une couronne de
taille 2k et

^ll^a^D^II^^ f 2- f cC4-^e^^
^o -'o

+ F Ct-2^ 4-^-k5eldt^C4~kç5+^e2
^^-k K K

avec Z e^ < C l l ^ l l j . On en déduit la proposition.

PROPOSITION 3.S.-Soit o ( r , t , x , ^ ) une fonction bornée en
T, t dans 0 < r < r < T à valeurs dans B^ telle que ( r — r ) 1 ^
a(r, r , x , Ç) 50;r bornée dans 0 < r < r < T û valeurs dans Bç N

po^ ^^ N > 1. Alors l'opérateur u —> ^oÇr , t , x , D^)u(r)dT

estboméde L^O,!;^) dans L\0 , T îH^ 1) .

P^m?. -On note encore a ^ ( r , r , ^ , S ) = ^(2-^ Ç)a(T, r , x ,Ç)
et a_ ï ( r , ^ , x , Ç ) = < / 5 ( Ç ) a ( T , r , x , Ç ) . Les opérateurs o^ (r, r , x , D^ )
sont bornés dans L2 uniformément en k et dans 0 <T < t < T,
et leur norme dans L2 est majorée par C(t—r)^ 2'''̂  d'après
(1.10). Pour ^^(C^aO,^ x FÇ-1)) la fonction

/ a ^ ( T , t , x ,D^)u(,T)dr est à spectre dans une couronne de taille^o
2^ et on a :
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f'ni Pa(T,r,x,D,)^(r)rfT!|2^ dt^C S ^ fV2"^)^
•'O ^0 J + l f c > i ^o ^

+ f0 0 -Tf^-^e^drI^r
^-2-^

avec I;ll^fr)ll[2(o,T) <c ^"[2(0,1 Î H . ) ' La Proposition s'en

déduit en utilisant l'inégalité de Young.

4. Problème d'évolution elliptique pour
des opérateurs paradifférentiels.

Dans R^ '^ IO^] on considère l'opérateur d'évolution
^xn 4- ^A^) ( x ' , D ^ ) , où a^^^Çx^D^) est un opérateur
paradifférentiel associé à un symbole matriciel A(x ) continu
en x^ E [0, T] à valeurs dans 2^ p > 0, dont la partie principale
A^ (x , Ç') a des valeurs propres Xy(x , ̂ ) qui vérifient :

3 C o > O R e ^ ( x , f ) < ~ C o |{'| (4.1)
pour tous ^ e^TLx'ER"- 1 ,^eR'1- A .

PROPOSITION 4.1. - 5Ï U E L2 (0 , T ; H5) , 5 > 0, iw^

(^-^A.^^^D.^UeL^O^iH^^-^^^O,

âftor5 U E L ^ e ^ î H ^ ^ ) po^r ro^r e , 0 < e < T ; 57 de plus
UWGH^-172 ûfo^ UEL^O,!;^^').

Preuve.-Pour 0 <y^ < T, x^ R"- 1 , ̂  G FT- 1 , la solution
^^ . ̂ « » ^) du problème de Cauchy :

(3^ - A,(x , ^)) POc , ̂  , Ç') == 0 dans [0 , T]
p^^ ^n ^/) = Id^

vérifie : pour tout c/eiNT" 1 , il existe C et 5 > 0 tels que pour
tous ̂  , ^ , 0 < ^ < ^ < T , Ç ' e R " - 1

"^: P(-^ -^ - ^"CP(R.- i) <Clr^la'l .-6(^-^)1^1

Alors pour tout N > 0 le symbole matriciel
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^n ~Vn^ ^(x^.Vn) ̂  ' ̂  est borné dans o < y n < x n < r T

à valeurs dans Bp N . L'intégration par parties de

^'"^P^.^)^'^')^^^)^^)

pour ^>e C^(R"~ 1 , C" ) donne la formule de représentation :

v(xn^ OOP^.O) (^, D,.)U(O)-R(, U(xJ

+ /'""R(^,^)U(^)^
"o

+^"00P(^^)<x '•D. ')<^.„-a0A,(,„)(^,D.•))U(^)^

où R^,^)=o^^p^^(x',D,,)
+ ^P^,^) ^',D,,)a^^^ (x',D,,)

RO =^ i (^ ' ,D^) - I .

Il est clair que <^p(^ o) (;c'' Dx•) U(0)€ L^e , T ;H'') pour
tous e > 0 et 5' . De plus si U(0)G H^'-1/2 , la proposition
3.7 montre que o^p^ ^ ( x ' , D,.) U(0)G L2 (0, T •^^ ; le
terme Rg U(x^) appartient à I^CO ,T •,îis') pour tous 5'; on a :

K(^ >^) = ^PC^) ̂ ', D,-)^AI(^) ̂ ', D,)

~ °0P(x», >>n)Ai (.»>„) ( - 1 1" '> D^').

et la proposition 3.1 montre que (x,, -j^ R(x^ , y ^ ) est à symbole
borné dans 0 < ^ < x ^ < T à valeurs dans Si"^"1"1""""0'''^^
pour tout e > 0. Faisant N < 1 on en déduit que pour tout

e > 0 , r"^(x^,y^)V(y^)dy^ appartient à
"o

I^CO T "H*" e + m i n ( l •p ) )

Enfin le dernier terme est dans L^O,'!;!^"1^) par la proposition
3.8. Alors ueL^TiH^"""0-^-^)) ce qui réinjecte dans

f ^ " ^ ( x ^ , y ^ \ J ( y ^ ) d y ^ et on obtient finalement UeL^O.TiH^').

COROLLAIRE 4.2. - On suppose (4.1) vérifiée seulement pour tout
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x ^ G [ 0 , T ] et en un point (Xç , ̂ ) de R ^ x R " - 1 . 5b^ Î2'
un ouvert de R" ~ 1 contenant XQ et soit U € L2 (0 , T ; H5), 5 > 0
iw^r (3^ - ̂ A(^) (^'. D^)) U = G û?û^ Î2' x [0, T] avec
G G L (0 , T ; H5 ), s ' G R. S ' i l existe un opérateur pseudo-
différentiel B d'ordre 0 dans R " ~ 1 elliptique en ( x ^ , ^ ) ^/^
BG G L (0 , T ; H5 t- ï ) , t> 0, alors il existe un opérateur pseudo-
différentiel B' d'ordre 0 dans R""1 elliptique en (XQ ,$o) r^/
q^ B'UeL^T;^111111^) pour tout 6 , 0 < e < T . A- A?
p/^î U(W ^r microlocalement de classe H^"172 ^ (XQ , ^o)
ato^ B'UEL^O^îH^1"111^-^).

Cette version microlocale de la proposition 4.1 s'obtient à l'aide
du calcul symbolique décrit en 3.

5. Régularité microlocale pour des
problèmes aux limites non linéaires.

Soit F(x , Y Q , . . . , y ^ , . . .), aE M" , |a| <m , une fonction
réelle de classe C°° de ses arguments ; x parcourt un ouvert Î2
de R " , n > 2 , séparé en deux ouverts de R" , Î2°. et Î2° par
une hypersurface C°° F, Î2^ restant d'un seul côté de F, et les
y^ parcourent R .

Soit ^eH^(î2^.), s > n ^ + m , où n ^ = î 2 ^ u r , une

fonction réelle solution de l'équation :

F[u] = FOc^Oc),...^^),.^ 0 dans ̂
où a0 = a01 . . . , ô^ . On fait les hypothèses :

" l "n
H ̂ ) En un point x ^ G F, F est non caractéristique pour l'opérateur
différentiel linéarisé de F(x , ̂  u) :

F(JC , D^)v(x) = ^ (3 F) Oc, î,(x), . . . , ô^Oc), . . ̂ ô^^)
IaKw

H^ ) Pour un covecteur ^ G T^ F, les p > 0 racines réelles À.
du polynôme en X :

P'o^o^o4"^)

= r S (^^F)(Xo^(Xo),...,^^(JCo)...)(^+X^)^
(a|=m
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où T?Q G N^ F, sont simples.
Si ^ == 0 l'hypothèse H^) signifie que (x^ , ̂ ) est un point

elliptique pour F au sens de Meirose [7]. Si p > 0 , on suppose

que p = s — m — — > 2 et on note 7y les bicaractéristiques de

Pc issues des points (x^ ,^ 4- X .̂ 7^) ; l'hypothèse H^) signifie
que les projections de ces courbes dans Î2^ sont transverses à F.

On note 7 y = 7 ^ n T * î 2 ^ . et on suppose que u est microlo-
calement de classe H^0 , a < p — 1 , sur 7, , . . . , 7 avec
^o > 0. Soient alors

f^x , z ^ , . . . , z ^ , . . .), a G IST , |a| < m - 1 , (p -p^) 4- -̂ -̂

fonctions réelles de classe C°° dans Î2 x RN pour lesquelles on a :

^[^]lr ^//O^Oc),. . .^^),. . .)^ = 0 .
Sous certaines hypothèses sur ces conditions aux limites qui

seront discutées en 5.4, on va démontrer le :

THEOREME 5.1. -Au point ( X Q , ^ ) la fonction u est

microlocalement de classe î î s + p si p = = 0 , avec p = s — m — — ,

et de classe H^0 si p> 1, c'est à dire que dans toute carte
locale U assez petite basée en X ç , de coordonnées ^ i , . . . , ^
dans lesquelles XQ= (y Q,O) et Î2+ s'identifie à U^ = [ y E \ J , y ^ >0},
o n a : s i p = 0 u C H^'-00^) et A^CH^d^) ,

si p>\ UGH^—^) ^ A^eH^CU^) ,

pour tout opérateur pseudo-différentiel A G T ° ( R ^ ) proprement
supporté, à micro-support contenu dans un voisinage conique
assez petit de ((j^ , 0), î?o), où ^ = (r^ , 0) dans les coordonnées
duales des y ^ .

5.1. Localisation et régularité locale.

Par carte locale on se ramène à F C R " " ^ ^ } et ^ C R " ;
F étant non caractéristique pour F en X p , le théorème des
fonctions implicites montre que u est solution dans un ouvert Î2^
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de R^. contenant XQ d'une équation

Q^u + G ( x , u ( x ) , . . . , ^ a u ( x ) , . ^ ) = 0

aEN" , |a|<m , c^ =^m,

avec GECT^R" x R1^ ) à support compact. Tant que les dérivées
d'ordre maximal de u appartiennent à une algèbre H^' (S2^ ) c'est à

1 , n , 1
dire tant que t>— , t + t >— , r + 2r > — ,

G0c^0c),...,a^(;c),...)

appartient aussi à H^ (îî^) d'après la proposition 2.4. Cette
propriété montre que u a la régularité locale :

s+Çs-m^-^-e,- ( î -w )+4+e
M e H^^ 2 2 (Î2+ ) pour tout e > 0.

5.2. Paralinéarisation tangentielle et réduction au bord.

On fixe désormais une fonction <^e= C^SÎ^) égale à 1 au

voisinage de XQ ; v = ( p u est dans î î s + p > ' ~ p ( R n , ) pour p = = s — m — —

et_vérifie ô^ -+- G( . , 0°' v) = 0 dans un ouvert cj+ = 7 x [0, T[ de
R^. . Pour toute paralinéarisation tangentielle on a alors (proposition
2.4) :

GC.^)- E ^(^^G)( . ,a^)^^D, . )^^GH 5 + p -w (R:) .
la K m
a^^yw

Pour les conditions aux limites, on peut aussi supposer que les
fonctions fj sont définies et C°° dans R" x R^ , à support
compact et d'après Bony [2] (ou la proposition 2.4), on a :

^(Oc'.OLa^Oc'.O))

S a^ /,)((^o), 0^(^,0)) (x ,D^)^v(x',0)
\a\< mj o v i

eH2^"'7-^"^,/^!, . . . , £ , avec ̂ (p-p^^.

Le problème aux limites est ainsi paralinéarisé en
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D^ " + S <,.„) (x'. D,.) D"-/ . = ^ dans u,x" ", -V^)^ '^^^n

(5.1)

S °^(^ D.-)^"'^'^)^. dans 7 , / = ! , . . . , £ ,
fc=o

avec geiT^-'" (R^) et .̂ e H2^-'"/-^-^ (R"-i).

Ay désignant l'opérateur pseudo-différentiel de symbole
< t > ( i i ' ) \ S : ' \ ' , on note

V/=D^ lA,_^,(^=û,(x,D,.)

= -a"m-/+l(^)<x ' 'D^)A-m+/' f = l , . . . , m

^=^(x',D,.)=A,^,^^^^ (x',D,,)A_,,,,
/ = 1 , . . . , £ , k = 1 , . . ., m, + 1

V = ( V ^ , . . . , V , ) ,

A A °—ç/O A0,--(
/ 1 ^ \ ^v
/ 1 V \ N 1a = 1(B=

\ \'o
o—---'o \\
a- -a

Ona VeH^-'^1--^) et (5.1) équivaut à

j D^ V - 0 V = G dans co+

((B V(jc', 0) = H dans 7

avec GeH^-^R^) et H G n H
S î-m,•+p+-;-n H / ' (R ' 1- 1) .

(5.2)

On désigne par a^ la partie homogène en ^ de degré / de
df ; c'est une fonction réelle de classe C°° en ^ ^ 0 et qui en x
appartient à l'algèbre îîs~m+^~^(R^) d'après 5.1, avec

1
^ ^ s - m - ^ - ç et e > 0 assez petit. D'après H^ ) pour

x G c^ supposé petit et {' dans un voisinage conique F' de
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^ o , le "symbole principaF de (5.1) X^ + ^ a ^ x , ^ ) ^ - !
f= i

se factorise en

^ (X-X,(x , 0) E^Oc, ^ , X)E_Oc , ̂  , X) ,

où les Xy(.x , Ç') sont réelles et distinctes, homogènes en {' de degré 1,
C00 en { ' ^ 0 et dans l'algèbre H^-^-^) en x , et où

E^ sont des polynômes en X de degré q = ——'

E^,S\X)=X^ 4- ^ ^oc.nx^,

à coefficients e^ homogènes en ^ de degré / ,C0 0 en Ç '^0 ,
dans l'algèbre H^^-^c^) en je, et à racines à partie
imaginaire positive pour E^. , négative pour E_ .

Le "symbole principaF de (5.1) est aussi le déterminant de
( X I - A ^ O c , ^ ) ) pour

AiOc,Ç')

/0^-IS^——O^——O \
^ \ '^\ ^^ '^ -^ --o
\ ^

-—^^o ^iç

.Z^^,^)
\ lî'b' iw- l ,-û;0c,^»

ou encore le déterminant du "symbole principal" de (5.2). Pour
chaque (x , $') G 04 x F', C^ est somme directe des noyaux
ker(A^ (x , Ç') - ̂ .(x , Ç')) et ker E, (x , $', A^ (x , $')), et
chacun de ces noyaux est stable par A ^ ( x , ^ ) . Quitte à diminuer
04 x F', on peut alors construire dans 04 x r' une matrice
So(x,^) inversible, homogène en ^ de degré 0, de classe
C00 e n ^ ^ O et dans l'algèbre H^^-^) en x telle que
SQ A^ SQ 1 soit de la forme
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/ \ ( X , S : ' ) \

\0c,r)
Di(x.^')=

H+0c,^')

\ B_(x ,$ ' ) /

E^(x , Ç') étant des matrices carrées d'ordre ———p qui vérifient
d e t ( M - E , O c , Ç ' ) ) = E , ( x , r , X ) . 2

La réduction du symbole principal A;(x ,ç ' ) dans o? .̂ x F'
permet en fait une réduction complète de la première équation
de (5.2) par "changement d'inconnue". Formellement on cherche
W sous la forme W = ^s(^) ( x > . D^') V vérifiant une équation

D^W-o^^(x ' ,D^)W=G, dans ̂  (5.3)

où le symbole complet D est diagonal par blocs comme D^ et G
est de classe H0'1-"1-^ en ( x ^ , ^ ) si p ^ N . Afin de contrôler

la régularité en x,, , pour m ' € R , — " — — < /' <"——^+/'> 1

on introduit les classes 2^',,(R^) des symboles P(x , Ç') de la

forme P = H P^ '_/ où P^ ,_^. est homogène en ^ de
/•<f+r'-j-2

degré w'-/, C°° en $ '^=0 et dans l'algèbre H'-^'CR^) en x .
Un symbole paradifférentiel tangentiel o^p^ ) (x', ç') associé à
P€2^.(R^.) est continu et borné en x^ > 0 à valeurs dans la
classe B^,_n de Meyer [10] ; de plus si PeS^R^) et

Q e 2 ̂  (R^ ) la proposition 3.1 donne :

^P(^)^',D.')^Q(^)(^',D,,)
= ^O^QX^O^D^+T-OC,^),

où P # Q = S 77^?^•-/•D:;Q^_,a !
/+fc+|a|<f+r--

appartient de plus à ^m^m\W[), r est borné en ^ > 0 à
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m'+mfl-(t+tl-t-) , , n^
valeurs dans S^ si ( t + t — —) ̂  N et r==^4- ^

w'+m"-(f+^--Ç)
avec ^ borné en x^ > 0 à valeurs S^ et ^

w'+m^—O+f '—^+e n
borné en x^ > 0 à valeurs Bç si r + ^ — — G N .

Dans (5.2) QL s'écrit a^(^) (^-D^) avec Ae£^_^ _ ,(R^),

0 ej (5 - m) -"-2—, C? - m) 4- "-

''0 /D^ \ /»4- T^ -̂ V 1 /D"SeSL-^-,(R:) et D£2^_^_,(R:)

S # A - D # S + D , ( S - S _ . ) = 0 (5.4)
•*n P

au voisinage de (XQ , ^o) où ? '=[?] si p ^ N et p = p — 1
si p ^ N , peut se résoudre à l'aide de So(x , Ç') et D i (x ,$ ' )
précédemment construites : pour £ > 1 on choisit S_g et D ^ _ g
de façon que

S _ g A , - D , S _ , +( S —^:S_,.D;:A^
v /+ fc+ |a ' |=C a !

/ ^ e-,„.s.,-.^a?'D-'D"': '-+ D-"s—)=D-s»
y^f i^^f i

soit diagonale par blocs, ce qui est possible dans o?^ x F ' puisque
les valeurs propres de deux blocs différents de D^ sont disjointes.
On obtient des matrices S _ g ( x , ^ ) et D ^ _ g (x , {') homogènes
en ê ' ^ 0 dans F' et dans l'algèbre H^"^^-e (04) en x.

On définit alors ? et D par Ï(x , Ç') = x(^ , ̂ ) S S_^(x,Ç') ,
_ ^<p

D ( ^ , S ' ) = X ( ^ , ^ ) L D ^ _ , ( x , ê ' ) , x étant une fonction
_ j<fi

C°° dans R^. x R"~ 1 , homogène en ^ de degré 0, à valeurs
dans [0 , 1 ], égale à 1 dans un voisinage conique de

O^o ̂ o)^ x F 1 =71 x [ O . T ^ x F 1

et supportée dans cj+ x F'. La fonction

W = o^)(x ' ,D^)VeH o t J - m + l (R^)

vérifie l'équation (5.3) dans 04 avec:
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s i p ^ N , G,eîio)5-m(Rn_)r\1iofs-m+f) (^ ^ r 1 ) (5.5)

s ipGIM, G^ =G^+r(;c,D^)V où

G^GH0 '5-^ OH0^-'^ (c^ x F1)
et r(x , {') est borné en x^ > 0 à valeurs dans B~ ! " p + e .

La régularité H0'5-^ (^ x F1) résulte de la propo-
sition 3.6 et de (5.4). D'autre part G^ contient le terme
^(D^ s ...y) oc,,) <y ,D^)V dont la régularité est donnée

par la proposition 3.4 à condition d'imposer 6 > [ p ] 4- - si p ^ N ,
_ i 2

ce qui est compatible avec Q < (s — m) + ———

Pour transformer la condition aux limites dans (5.2) on

considère T = ^ T_^. défini dans 7 x F' par T^ = S. ^0), T_ .
7 < P ? /

homogène en Ç' de degré — / et :

S -7^T • D ^ S _ ^ ( 0 ) = 0 pour £ < p ./+A:+i</ i=e û; ! ç / x K - '

On note T ( x 1 , f) = x^', 0 , ^) T(x', Ç') ; la proposition
3.1 montre alors que

^T ̂ ', D^) a^(o) (^', D^Q V(0) - V(0) = X, avec

X G H 2 ( R n ~ l ) microlocalement de classe ^s~m+p+~ï dans

71 x F1 si p$É N ,

X=X'+R(x\D^)V(0) ,X 'eH'~m + 7 (RW - l )
j -w+p+-î-

^ H ' ( T ' x r 1 )

et R e B ç p + e si p C N . La condition aux limites dans (5.2) peut
ainsi s'exprimer par

°0B^''D^)W(>;',0)=Hi dans 7, (5.6)

avec B£2,° et H, EH'-^ (R"- ') n H-^"^ ̂  , pi ) „
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pÇÈIM, H^ =îi\ + R^Oc',D^)V(0) avec

î- m +-,• î- mî-m+-5- î-m+p+-r: ^R^^nH 2 (71 x r 1 )H', EH 2 ( R " - l ) n H

et Ri eB;'""^ si p € N .

5. .?. Régularité microlocale.

On note W = (W, ,.. ., Wp , W+ , W_ ) et

/ D ,i.

''D.,

D = D,

D

5.3.1. - D'après (5.3). W_ GH0"'-'""^1 (R^) vérifie

D ^ W _ = o ^ _ ^ ( x ' , D , , ) W _ + G 7 dans ^

avec G7eHO• î -m (R^)nHO• t - ' "+ p t (co. i .x^ l ) et où p* = p
si p ^Ê N , p*<p si p £ N . Il résulte alors du corollaire 4.2 que
^_çgl.,-m+p.^^)

5.3.2.— Pour po > 1 , l'hypothèse de régularité microlocale
uGH1"1'0^.) pour / = \ , . . . , p y se transporte sur W d'après
la proposition 1.13 en W G H0'^0-'"'^1 (^.). De même la
régularité u e î î s + p ( x ^ , (0, ± 1)) pour tout x^ € R^ assez
proche de Xp , qui résulte de Bony [1] d'après H,) se transporte

(R:)
avec

en WeHO • •? + p -m + 10Cl , (0,± 1)). Enfin W^.eH0"'-'"^
(D^-^D/,^)(^D.'))W/.=G/, dansvérifie X " " j — 1 "tii... w^.<*?->

^ç^o..-m(R^^g'o,.-m+p«^^r1) donc pour ^\,(x^ , ̂ ),
avec (x,,^)<=(^nR^)xr1 on a W/.eHÎ-OT+' ̂ ^(x, ,(ç'i ,?)) :
En effet soit èeC^R';) valant 1 au voisinage de x^ et x'eC"(R")
supportée dans un ouvert conique ne contenant ni (0 , ± 1 ) ni

(s'i, n(ç'i , ^.(•ti , ç;)), vérifiant x(0 := 1 dans un voisinage de iia'î )ii
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dans S " - 1 et ^ ( ^ ) = ^ ( Ç ) pour | Ç | > ^ _ e t Â > 1 ; puisque
^ ^0 et ( I - x ( D ^ ) 6 ( x ) ) W ^ G H O • î - w + l ( R ^ ) n H O O ( x ^ , ( ^ l ^ ) )
la proposition 1.13 donne

^D,(^)^^^)(I-X(D,)6(X))W,GHO• J -W (R:)

n î r—^^,^,?)) .

D'autre part si cGC^R") est égale à 1 dans un voisinage
de x^ et ^EC^R") vaut 1 sur un voisinage du support de
X , est nulle au voisinage de ( 0 , ± 1 ) , vérifie ^(X$) = ^)
pour \^\>r et \> 1 , par décomposition en harmoniques
sphériques et d'après les propositions 1.8 et 1.9 on a
c(X^Df(^) ( ^ ' .D^ )x (D^)è (x )W^

~a^cï^n) (^^XP^^W^.

appartient à îîoî5~m+p (R^), a désignant un symbole paradiffé-
rentiel en toutes les variables (de Bony). Alors dans un petit
voisinage de x^ la fonction w =x(D^) b(x) W^.G H5 - w + 1 (R")
vérifie

(D^ ~°<f>^cSf(x^ (x , D^)) w = ^ avec

^Gïr—œ^nir—^ (x, , (r , ,?)) .

D'après Bony, on déduit de l'ellipticité du symbole au point
(^i ,(ê'i ,?)) que x(D^)6(x)W^. et ainsi

W^H——^^ 1^^^^,^) .

Ces trois résultats de régularité miçrolocale entraînent que
pour /<po (puisque a < p - l ) W,.e H0'^-^1 (^i , ^ ^ ) si
(•^i .ê'i , \(^i ,S'i))^7, et 0^,^) est assez proche de ( J C o , ^ ) .
Il résulte alors d'Alabidi [ 1 ] que, (pour p > 2),

W^H0^-^1^,^) et W ^ E H ^ — — — ^ O c o , ^ )

où a* = cr si a < p — 1 ou p ^ N et a* < p - 1 si p G N et
a = p — 1 .
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5.3.3. — (5.6) peut encore s'exprimer par

^Wo+i (0) , . . . ,W^(0) ,W^(0))
=E o^\ D,Q (0 , W^^ , . . . , W^, , W ^ , 0) (0)

= H1 - a^ Oc', D^) ( W ^ , . . . , W^ , 0 , 0 , W._ ) (0) = H2

5.3.1 et 5.3.2 donnent
s-m+î- . s-m+p*+î-

W_(0)£H 2 (Fr '-^nH 2 Oco^o)

et W^OGH'"'"42 ' ( R " - l ) n H Î + ( 7 * - m + l (x^ ,^) d'où l'on

déduit que H2 G H'""^ (R"- ̂ n Hi-m+('* + 1 (XQ , ̂ ) si
- 5-m+^,- 5-w+p*+-^-

p o > l et H2 G H 2 ( R y î - l ) n H ' ( ^ o ^ o ) si
P o = 0 .

On fait l'hypothèse que GÏQ est elliptique en ( - ^ o ' S ' o ) »
on déduit alors de Bony [2] que (Wp^ (0), . . . , Wp(0), W+(0))

est microlocalement de classe ff-m+a^+i ^ point ( ^ o » ê o )
s-m+p*+1

si PQ > 1 et de classe H 2 si p^ = 0.

5.3.4 — Si p > 1 , pour / > p^ + 1 , W, vérifie

(D^ - ̂ D.(X«) ^' ' Dx')) Wy = G/, dans ̂

î-m+4W,(0)GH 2 (R"- ^nH'-'""^1 (XQ ,^)

avec G^eîî0-5"" (R^) n Ho• '-m+p* (o?^. x F1). Il résulte encore
d'Alabidi [ 1 ] que W^.G H0-9-'""^0*"^ ' (^o ,^).

D'autre part W^. vérifiant

( (D^ - °^(.n) ( x ' , D,,)) W^ = Gf dans o,+
/ Î-»)+P*+-^-
^W+(0)eH 2 (XQ ,So ) si po = 0 et

(w^e^-"^0*^ (Xo,^) si p o ^ l

avec G^GH0 ' '-"' (R^) n'H0-1-'"^* (o;^ x F 1 ) , le corollaire 4.2
donne encore W+G Ho•• t-'"+p*+l (xy ,^) si p y = 0 et
v/^eîio's-m+of+3t2(x^^) si po > i.
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5.3.5. — On a ainsi obtenu que

^^o's~'n+p'+l(x,,^)sïp=0, avecp>0

WeH0^-"'^1^,^) s i p > l , a v e c p > 2 et a < p - 1 .
On a alors la même régularité pour V ; si p est entier cette

régularité se réinjecte dans G, et H, par la proposition 3.3 et on
obtient finalement qu'au point ( x ^ , ^ ) v est microlocalement de
classe H"'-1^-"'-1-^1 si p = Q et îf"-i^-"+<'+i si p>\.
L'équation (5.1), avec la proposition 1.15 permet enfin d'obtenir
qu'au point ( X o , S g ) u est microlocalement de classe H^" si
p = 0 et H^0 si p > 1 .

5.4. Exemples de conditions aux limites admissibles.

Ce sont les conditions pour lesquelles l'opérateur (%o défini
en (5.7) est elliptique en (x^ ,^). Elles ne font intervenir que le
symbole principal de (H et S,, au point Oc,,,^). Dans le cas
"elliptique" p = 0, est admissible la condition de Shapiro-
Lopatinski, ou de recouvrement, usuelle : les polynômes en X :

f/.o^o > ^ o + ^i?o)

= iml , ,^ ^^^'"(^'•••.^"(^•••H^o+^o)'1,I a | = m j v u ?
, m

7 = 1 , . . , ^
sont indépendants modulo le facteur F^ (x^ , ̂  -h XT^) de
^(^o ' So ^ ^o) à racines dans Im X > 0.

Dans le cas général les conditions de Dirichlet v3 u L = 0,
• — n m ~ P/ - U , . . . , ^ + (p — p ^ ) où v est un champ de vecteurs

transverse à F, conviennent.
Enfin si on remplace Sî par Î2 x 1 décrit par (x , t), 1 étant

un intervalle de R , avec l'hypothèse supplémentaire :

^ ) ^ est racine simple des polynômes en r,

FO^O^O^O-^ÎÏO ^S-o),
où ^^o^o) (" x { ^ = ^o» et les X; sont les racines réelles
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(simples) de F^o , ^o ' So + ^o ~t" ^^o^ ' une verslon microlocale
de la condition de Lopatinski uniforme équivaut à l'ellipticité de
(Si au point (XQ , ̂  , ^o 4- TQ^) si À^ , . . . , X^ correspondent
aux bicaractéristiques qui "arrivent" en (XQ , ÎQ , ^o 4- TO?())
c'est-à-dire dont le point courant se rapproche de F quand ^ croît.
Cette condition est que les polynômes en X , J. Q (x , t , Ç + XT^ -+• r?o)
soient indépendants module le facteur de F^OC , r , Ç + XT^ + r$'o)
dont les racines en À sont dans Im À > 0 ou égales à À ^ , . . . , À
au point (XQ , ÏQ , êo 4- To?o) , pour 0 , r , S) voisin de (XQ , ̂  , ̂ )
et r voisin de TQ dans Im r < 0.

Remarque 5.2. — I l est clair qu'on peut travailler avec un opérateur
Ûio sous-elliptique. En particulier pour p = 0, on améliore le résultat
deGodin [5].

5.5. Front d'onde 1̂  au bord : invariance par changement de
coordonnées.

La preuve du théorème 5.1 est effectuée dans une carte de bord
quelconque. On va démontrer qu'en fait la notion microlocale
"tangentielle" u^H^0 en un point ( X o , $ o ) e t * r est bien définie

pour une fonction u G H^ç (Sî^. ) , 5 > — + w , a < p = 5 — m~ —,

solution de l'équation F[u] = 0 sous la seule hypothèse H ^ ) ,
c'est-à-dire qu'elle est invariante par changement de carte de bord :

On considère deux cartes de bord basées en XQ , de coordonnées
Yi » • • • , Vn et ^i , • • . , ̂  et on note 7?i , . . . , 7^ et ^ , . . . , ?„
les coordonnées duales. Pour (peC^(R") à support assez petit et
égale à 1 au voisinage de XQ on note 14 et w^. l'image de ^pu
dans ces deux cartes. D'après 5.1, v^. et w^. appartiennent à
] ^ + M , - M ( R ^ ) ^çç ^ = ( ^ _ ^ ) _ — ç ^ ç > 0 quelconque.

En particulier les traces ô7 14(0) et 3^ w^.(0) sont définies
pour 7 entier, 7 < 2^ —m — 1" et appartiennent à H5"7" 1/2 (R"~ 1 ) .
On suppose qu'au point (Vo , T?o)e ^'î- x R"" 1 image de
(-^o ' So) » ^4- est de classe îî5^0 . Alors pour /' < 2s — m 4- 1
les traces ô^ 14(0) et donc aussi 3^ w+(0) sont microlocalement
de classe H^0-7-172 aux points ( y o , r î o ) et ( Z o , ? o ) images
de (XQ , ^ o ) «
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Soit w_ EH^^"^ (R^) le relèvement habituel dans R^ des
traces de w^ en Zy, = 0 :

w. == S ^(z,D^)8,vi4(0)
j<2s-m - 1

y7
avec ^.(z^^^^O + iW^-f- et ^ G C ; ( R ) égale à 1 au

voisinage de 0. L'image v_ de w__ dans l'autre carte appartient
aussi à H^^"^ (Ri) , (en fait v_ et w_ appartiennent à
^s+k,-k ( R " ) pour tout k) et la régularité microlocale de leurs
traces entraîne que v_ et w_ sont microlocalement de classe
îi5^0 aux points (y^ , r?o) et ( Z o , ? o ) - Les fonctions v et w
égales à 1:4. et H^ pour y^ > 0 et z^ > 0, et à v__ et w_ pour
^ < 0 et z ^ < 0 appartiennent à H^^'"^ (R"). Déplus v est
microlocalement de classe H^0 au point ( ^ o ' ^ o ) ce (lul

entraîne que t^ est microlocalement de classe }îs+a aux points
^YO » (^o » ^w^ P01111 tout r ? « E ^ • Cette dernière notion étant
invariante par changement de coordonnées, on en déduit que w est
microlocalement de classe îï5^0 aux points (z^ , (SQ' » ?„ )) pour
tout ?„ G R .

Soit î? eH5'1'^'"^ (R") un prolongement quelconque de w^.
(qui pourrait être w). Une paralinéarisation tangentielle comme en
5.3 donne

A'w = ô^ w+ 4- S a ' , (x', D^) ̂  w^ = ̂
+ xn + |a|<m (^^G)(^,ô^) x x +

a^^w (5.8)

au voisinage de ZQ dans R^ , avec ^ e H'-'" -^^-^^ (R^).
D'autre part la proposition 1.15 donne

A'w.eH^^-^R^nH^-^ (zo ,?o) .

Alors A'w qui prolonge A'w+ et A'w, dans H^-^^-^ (R")
est microlocalement de classe H^0" m au point (z^ , ?o) •

Remplaçant la paralinéarisation tangentielle dans A' w par une
paralinéarisation (de Bony) en toutes variables on obtient

Aw=Sm w+ ^ a „ Qc.Dja^w.
lalîm (<^wG)0^^) 'c x
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Les propositions 1.8 et 1.9 montrent que

(A-At)^eîï5-m+^-^+p (FT),

alors on a A w = ^ au voisinage de ZQ dans R^ avec

^eir-^'-^ (R^nH^ 0 -^ (z^ , ^o ) -
D'après Meyer [10] il existe 6ECo°(R") égale à 1 près de

ZO^^C^R") égale à 1 près de ( 0 , . . . , 0, ± \), \ > 0,
vérifiant x(^) = x(0 pour |^ | > r et X > 1 et un symbole
r G B 0 tels que

w w
r (^ , D ) A w = & O c ) x ( D ) ( I - A ) 2 w-^(x , D) (I - A)2 w

— ^(x ? D) Aw
avec r^ et r^S~^\ . Alors on a

_m m _ m
w = ( I - A ) 2 (I-6(x)x(D))(I-A)2 w + ( I - A ) 2 r(x, D)Aw

m m _m
4- ( I -A) 2 r,(x , D) ( I -A) 2 w + (I - A) 2 r ^ ( x , D ) A w .

Le premier terme est de classe H^0 en ( Z o ' ( ? o ' ? « ) ) P0111"
tout ? ^ ^ R et de classe H^ pour tout r en (z^ , (0 , ± 1). Ceci
entraîne qu'il est microlocalement de classe H"^0 au point
(ZQ , ?o ) . Le second terme est microlocalement de classe H s ~ w + < 7

en ( Z o » ? o ) si a < p et H5^^"6'6 pour tout e > 0 petit
si a = p d'après la proposition 1.16. Enfin les troisième et quatrième
termes sont dans îis+p . On a donc w+ E H5^ ^(zo , ?o) si
a < p . Pour a = p on peut réinjecter la régularité microlocale
w+GH'-^^-^ 6 (ZQ , s%) dans l'équation (5.8) à l'aide de la
proposition 1.15 et on obtient aussi n^GH^'^"^ ( ^ o ^ o ) *

Appendice
Problème d'évolution hyperbolique pour

des opérateurs paradifférentiels.

On résume ici les résultats d'Alabidi annoncés dans [1] et
utilisés en 5.3.2 et 5.3.4. Ils sont l'adaptation du théorème de
propagation de Bony [2] aux fronts d'ondes "tangentiels" pour
des fonctions continues en x^ à valeurs dans des espaces de
Sobolev en x .



78 M. SABLE-TOUGERON

Dans R^ '^ tO^] on considère l'opérateur d'évolution
L ( ^ , D ^ ) = D ^ -A(^) où A(^)=cr^^(^,D^) est un
opérateur paradifférentiel associé à un symbole a(x^) continu en
x^ E [0 , T} à valeurs dans 2^ , p > 2, et à symbole principal
a^ (x , Ç') réel et de classe C2 .

Un point (XQ , ̂ ) étant fixé dans R"" 1 x {0} x R"- l

on note ^ la projection sur ^ = 0 de la bicaractéristique de
^ x ^ ) = ^ - a , ( x ^ ' ) issue de^ (^o ^o ^i^o ^o))- on

suppose T assez petit pour que ^, paramétrée par x ^ , soit
définie pour ^"^ G [0 , T].

PROPOSITION A.l. — Soient s et a deux réels tels que
s > p — 2 et 0 < a < p — l et soit u CH1 '5 (R^) . On suppose
que Lu est microlocalement de classe H0"1'^'1'1 5Kr ^ ^ ^M^ M
e5r microlocalement de classe H1'5^ ^n un point ^f(x1) re/
^M^ 0<x^ < T. ^4tor5 M ^ microlocalement de classe îlï>s+a

sur ^ et pour tout x^ E [0 , T] la trace u(. , x^ ) est microlocalement
déclasse H^^1 au point ( x ' , 0 ^?/^ (jc\^ ,0^.

Preuve. — On démontre d'abord des inégalités d'énergie L2

et H7 dans R"~ 1 pour un opérateur pseudo-différentiel tangentiel
adapté à la géométrie du problème. Ensuite on les appliquera à des
régularisées tangentielles de la fonction u.

LEMME A.2. - // existe T i G ] 0 , T [ tel que pour tout
^^]0,TJ, pour tout ouvert conique V de R " ~ l x ]0,T[ x FT~ l

voisinage de ^(x^) pour tout ouvert conique W de
R"~ l x [0 , T[ x FT- ï voisinage de T'([O , x\ ]) il existe une fonction
c(x , $') E C°° (R^ x FT- l ), positive, homogène en Ç' de degré
0, à support dans W, telle que l'on ait c(x , S') > 0 sur ^([O , x^ ])
et { C , c} = 3^ c - {ûi , c} > 0 da^ W\V .

Preuve. — Pour T\ assez petit on peut supposer que ^([0 , T^ ])
et V sont contenus dans ^n- ï ^ > ^ ' ^olt ^ un ouvert conique de
R" x R"" 1 de trace W dans x^ > 0 et contenu dans {„_ ^ >0.
Les images W et V de W et V par l'application

X : (^,0 E R" x R;- l —— (x ,,iL, . . . ,1"-^-)= (x ,a)
\ CM- 1 ç/i- 1 /

sont des ouverts de R 2"" 2 voisinages de 7=x(7[0,^]) et de
zo = X(7(^)) respectivement. La courbe 7 est courbe intégrale
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du champ de vecteurs de classe C1 dans W :

H ( x , a ) = a ^ - ^ 1 (8^)(x,a, l)ô^.

n^2
+ L (^.ûiOc , a , 1)-^.3^_^ û^Oc , a , 1))3^..

D'après la preuve du lemme 6.4 de Bony [2] il existe une fonction
^p(x , a), C°° à support compact dans W, positive, strictement
positive sur 7 et telle que H < p > 0 sur W\V. Alors la restriction
c(x , ç') de ^p(\(x , Ç')) à x^ >0 a les propriétés voulues.

LEMME A. 3. — // existe K > 0 telle que pour tout
t;eC^(FT- ! x [ 0 , T [ ) on ait pour tout x^ G [0 , T], < , >
désignant le produit scalaire dans L2 (R" - ï ) :

II^OUIlâ^21111 F <^v(t),v(t))dt^- K F \\v(t)\\^dt.
^n ^n

Preuve. — On intègre entre x^ et T l'égalité
ô^ 11^(^)11^ = - 2Im <L^(^), v(x^))

- <(A(^)-A(x^)*)i;(^),î;(xJ),

et on utilise la continuité de A(;c^) — A(x^) * dans L^R""1),
le symbole principal a ^ ( x , ^ ) de A(^^) étant réel (théorème 3.3
de [2]).

Soient V et W deux ouverts comme au lemme A. 2, bornés en
x , et C = C(x , D^») l'opérateur pseudo-différentiel tangentiel de
symbole 0(^) c{x , {; ' ) , la fonction c étant donnée par le lemme A. 2.
L'application du lemme A.3 à Cï; pour v ^ C^ (R"" 1 x [0 , T[)
conduit au :

LEMME A.4. — Soit y^ un ouvert conique de R"~ l x ]0 , T[
x R"" 1 borné en x et contenant V. // existe e € ]0 , 1 [ , K > 0
et un symbole ^f(x , f) G S^ o (R" x R"- l ) supporté dans V^
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tels que pour tout v € C^R"" 1 x [0 , T[) on ait :

\\Cv(x^ <K F (||CLi;(0||2, 4- \\v(t)\\2,,
Xn

+ IWx,D^MO^)rfr.

Preuve. - Le terme F1 ||Ci;(0||^ ̂  sera absorbé par le
^n

lemme de Gronwall. Pour l'autre terme on décompose LC en
C L - H [ L , C ] ; on majore |Im (CLv(t) , Cv(t)) \ puis, utilisant
le calcul de [2] on écrit Im <[L , C] v ( t ) , Cv(t)) sous la forme
- R e ( ( B - R ^ ) v ( t ) , v ( t ) ) avec B borné en J ^ E [ O , T ] à
valeurs dans 2^._i et R^ p* — régularisant dans R"" 1

uniformément en x^ , p * E ] 2 , p ] étant non entier. On
majore Re < R ^ v ( t ) , v ( t ) ) et on introduit une fonction
^,^)eC°°(R" x FT-1) , homogène en ^ de degré 0,
positive, supportée dans V^ et telle que r 4- c { £ , c} soit positive
sur V. L'opérateur B 4- R = B + a^ ^ (x', D .̂0 est borné
en x ^ E [ 0 , T ] à valeurs dans 2^*._i et son symbole principal
est positif dans V{n~ l x [0 , T ] x FT" 1 ; on peut donc appliquer
l'inégalité de Garding (6.31) du théorème 6.8 de Bony [2] ;
on obtient que pour un e G ]0 , 1 [ on a :

- Re <(B + R) v(t) , v ( t ) ) < K IKOH2., .

Enfin si ^(x , ̂ ) G S^ (R" x R"- 1 ) est supportée dans V,
et égale 1 sur un voisinage du support de 0r, on conclut la
preuve du lemme avec :

Re<R^),î;0)><K(||^(x,D^Mr)||^ + 1 1 ^ ( 0 1 1 1 , ) .

Utilisant le calcul de [2], [10] et du paragraphe 3, on déduit du
lemme A.4 les inégalités d'énergie H7 . Dans leur énoncé on
désigne par ^ = ^y(x , D^) divers opérateurs pseudo-différentiels
tangentiels de degré 0, à symbole ^^(x , ^ ) G C°° (R". x R"" 1)
supporté dans un ouvert conique U de R ^ . x R " " 1 .

LEMME A.5. - Soit T > p — 1 . Pour tout M > p — r — 1 il
existe K > 0 et des opérateurs ^y et ^ tels que pour tout
vEC^R"-1 x [ 0 , T [ ) on ait
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\\Cv(x^ < K(||̂  v(x^\\2^ , + IÎ JIIIM

+ ^ (||CLî;0)||,2 + ll^y v(t)\\^_, + \\Lv(t)\\2,^

+ ||^v^(r)||,2 + \\^LvW,, + IKOU,2..^)^.

Il est clair que l'inégalité du lemme 6.5 est vérifiée aussi, pour
M = p — r , par toute fonction v Œ }îlfT~p (R^) microlocalement
de classe H1'1' dans W. On l'applique à la famille de fonctions
u^ == (I — aA^)" 1 u , où a G ]0 , 1 [, avec r = 5 4- a + 1 ,
puisqu'on peut supposer que x^ < T\ , (cas auquel on se ramène
en coupant ^y en un nombre fini de morceaux), et aussi que u est
microlocalement de classe H1'^0"6 dans W avec e E ] 0 , l / 2 ] .
Par calcul symbolique on obtient que la famille (Ci^Qc^))^ est
bornée dans H^04"1 (R"" 1) uniformément en x^ G [0 , T] et
la proposition s'en déduit.

Suivant une démarche analogue, on obtient pour le problème
de Cauchy la :

PROPOSITION A.6. — Soient s et a deux réels tels que
s > p — 2 et 0 < a < p - l et soit u ^ H 1 ' 5 (R^). On suppose
que Lu est microlocalement de classe H0"^0"^ sur ^ et que
u(.,0) est microlocalement de classe H'^0'^1 au point (XQ , ^ o ) -
Alors u est microlocalement de classe } - { l î s + a sur ^ et pour tout
x^ G [0, T] la trace u Ç . , x ^ ) est microlocalement de classe
H^^1 au point ( x ' , ̂ ) tel que (x ' ,^ ,^)e^.
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