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UNITES ELLIPTIQUES
ET GROUPES DE CLASSES

par M. CHARKANI EL HASSANI
et R. GILLARD

Introduction.

L’objet de ce travail est d’étudier les extensions abéliennes
d’un corps quadratique imaginaire (théorie elliptique) qui sont encore
abéliennes sur Q (théorie cyclotomique). Ceci permet en traduisant
des résultats cyclotomiques (dus a G. Gras et 4 B. Mazur et A. Wiles)
en énoncés purement elliptiques d’obtenir des résultats nouveaux
dans des cas particuliers importants et de (re-) formuler des
questions de la théorie elliptique, principalement dans le cas super-
singulier.

Aprés avoir introduit au § 1 les principaux objets étudiés, nous
exposons au § 2 les résultats de [4] lorsque 1’on regarde un composant
isotypique pour I’action du groupe de Galois. Nous donnons au § 3 les
applications a la théorie elliptique dans le cas d’une extension encore
abélienne sur Q. Dans le § 4, on compare la situation précédente 4 la
situation générale de [5]. Ceci permet de préciser les questions de [S] en
apportant divers compléments concernant la structure galoisienne du
groupe des classes.

Si aprés [4], nous nous attendions & des résultats comparables
a ceux du § 3, il n’en est pas de méme de certains énoncés du § 4
(notamment 4.1.3, 4.3.0 et 4.3.4) qui furent les bonnes surprises
de ce travail. Enfin le role clef de U,, (groupe des unités locales
primaires) n’est apparu qu’en cours de route.

Mots-clés: Unités cyclotomiques — Unités elleptiques — Nombres de classes —
Nombres de Bernoulli.
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1. Notations principales.

1.1. Soient K un corps quadratique imaginaire, © son anneau
d’entiers et 2 le nombre de classes d’idéaux de K. Fixons un
nombre premier p différent de 2 et 3. Soient F/Q une extension
abélienne contenant K et A (resp. G) le groupe de Galois de
F/K (resp. F/Q). Soient ¢ la conjugaison complexe et F' le
sous-corps réel maximal de F. On suppose que p ne divise ni
[F:K] ni k. Soient CI(F) (resp. CI(F")) Ie groupe des classes
d’idéaux de F (resp. de F') et E (resp. E™) le groupe des unités
de ’anneau des entiers ©(F) (resp. ©(F*)) de F (resp. F').

1.2. Unités cyclotomiques.

Soient L/Q une extension abélienne réelle et f son conducteur ;
;’f désignant une racine primitive f-iéme de l'unité, on note 6
une racine carrée de la norme sur L de 1 — §‘f. On désigne par
@F le groupe des 0}, wu parcourant l'idéal d’augmentation de
Z[Gal(L/Q)].

Dans la suite, on appelle groupe des unités cyclotomiques de

L le groupe
e :=1en

ou L' parcourut les sous-extensions de L. On pose €= GF .
®=20 cf. 1.1

Ft°

1.3. Unités elliptiques.

Soient i le conducteur de F/K, f le plus petit entier >0

dans T, w(f) le nombre de racines de 1 contenues dans K et
congrues & 1 modulo i . On pose :
12.fw(f) si T #1
12.hw(i) sif =1.
Désignons par CI(F/K) le groupe de classes correspondant dans la
théorie d’Artin-Hasse a I’extension F/K. On définit gp(C) pour
CeCI(F/K), comme dans [7] p. 212 et 244. Si i #1, pour
chaque C, on a ainsi un élément (presque générateur) du groupe
®p(wg) (cf. [7] 11.6) et on pose (ibidem)

Qp = {(x EF*Ix™) € dp(wp)}.

m() =
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Si ¥ =1, on pose (cf. [7] chap. 9):
Qp = (x EF*Ix™ D € Ay (¢, , wwy)}.

Le groupe des unités elliptiques utilisé ici est bricolé a Paide des
groupes précédents correspondant aux sous-extensions F' de
F/K :

8Z= . n QI,
K KCFCF F

ou u est le sous-groupe de torsion de F* .

1.4. Commentaires.

Les groupes d’unités cyclotomiques et elliptiques ne sont
sirement pas les meilleurs possibles, mais ils sont bien adaptés a la
situation semi-simple dans laquelle se cantonne cet article ; il est
aussi possible de tirer de [3] les relations suivantés :

1.4.1. PROPOSITION. — La p-partie du nombre de classes de F
(resp. F*) est donnée par la p-partie de lindice de & dans E
(resp. de © dans E*).

1.5. Facteurs isotypiques.

Soit ® un caractére de A défini et irréductible sur Qp ]
correspond a un idempotent e et a un facteur direct simple
de [l’algebre Zp[A]. Si M est un Z[A]-module (resp. un
ZP[A]-module), on note Mg le composant isotypique relatif a
® dans M ® Zp (resp. dans M).

Si ¢ est un caractére de A intervenant dans la décomposition
de & en caractéres absolument irréductibles (on écrit ¢|®), ¢
est un homomorphisme A —> Q:: notons ¢, (resp. ¢_) son
prolongement & G tel que ¢,(c) =1 (resp.p_(c)=—1). On
appelle &, (resp. ®_) le caractére de G défini et irréductible
sur Q, et contenant y, (resp. ¢_) dans sa décomposition absolue.
Si M est un Zp[G]-module, on définit Mq>+ (resp. My, ) en
procédant comme plus haut.

Notons Fg, la sous-extension de F/K correspondant a
ker¢ pour ¢|®. On identifie caractéres de A (resp. G) et caractéres
de Dirichlet grace a la loi de réciprocité d’Artin.
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1.6. Unités p-locales.

Pour chaque place w de F divisant p, on note F" le
complété correspondant, U™ le groupe des unités de I’anneau
O(F") des entiers de F¥ . On considére aussi Uy, le sous-groupe
des unités primaires o, c’est-a-dire telles que ’extension F* (°\/a)/F*
soit non ramifiée. On désigne par U (resp. Up,) le produit des U"
(resp. U;,",) pour wilp. Notons U le quotient de U par son sous-
groupe de torsion_ : c’est un Zp-module libre muni d’une action de
A, associons-lui U, commeen 1.5.

2. Indices reliant unités cyclotomiques et unités elliptiques.

2.0. Résumons et exploitons [4] : son objet était de donner une
relation entre unités elliptiques et unités cyclotomiques de F.
Comme nous nous intéressons aux &-parties, on va pouvoir
faire F =F,, ce qui simplifie le résultat de [4]. Celui-ci demeure
encore assez technique par notre désir de généralité qui introduit pour
les extensions F/K d’ordre pair des difficultés liées aux différences
possibles entre les conducteurs de ¢, ¢, et ¢_ (cf. 1.5) : il
faut tenir compte des facteurs eulériens classiques lors de change-
ments de conducteurs. Cependant la forme sous laquelle on
emploie 2.1.5 est trés simple, voir tout de suite 2.2.

2.1. On suppose dans ce § 2, que F=F; ; on a un diagramme
de corps :

K F, F
I %
Q

F|
e "

ou F,/K est la sous-extension de F/K correspondant au 2-sous-

groupe de Sylow de son groupe de Galois et F’1 est la sous-extension

de F/F, NF* vérifiant [F:F,;]=[F:F,] (=1 ou 2!). Notons

S, (resp. S,) lensemble des nombres premiers dont le groupe

d’inertie dans F/Q est Gal(F/F™) (resp. Gal(F/F))). On pose

(F* si s, #0 (F! sis, #¢
F,:= et F, := 2.1.2)
F si§, =0 F si§ =0¢

(2.1.1)
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On désigne par f, (resp. f;) le conducteur de F, (resp. F,) et
par f, le plus petit commun multiple de f, et f (cf. 1.3). Intro-
duisons

a:=—m(f)( 2 a(0)o™ ) /[F: F']€6.2(A] (2.1.3)

ocEA

avec, pbur 0 € A (ou plus généralement dans G),
a(o) : =0(0) Z B,(a/f); 2.1.4)

ici 0 est le caractére de G correspondant 4 K/Q et dans la
sommation g parcourt ’ensemble des entiers de 1 a f, premiers
a f, tels que l'automorphisme §f — §'} agisse sur F' comme
0.

2.1.5. THEOREME. — On suppose que F =TF4, et &+ 1; soit C
dans CI(F/K) correspondant d un automorphisme TEGal(F/K)
Les éléments gz(C) et ©%" de F* ont méme image dans U, .

Démonstration. — 11 - suffit d’utiliser la ®-partie de [4]
théorémes 2 et 3, compte-tenu de ses remarques 1 et 2 ; on peut
aussi, comme dans [1] repartir de la formule d’induction des fonctions

L en s =0 et refaire les calculs, les définitions de 2.1.2 remplagant
cellesde Fy , F; de [4].

2.1.6. Erratum: il faut rajouter un A dans [4] théoréme 3, deuxiéme
membre.

2.2. Formule d'indice.

Notons wgq le caractére de G (si § € F) a valeurs dans Zp
tel que {7 =¢,°@ ©) et w sa restriction 4 A. Observons que ®
est égal 4 w si et seulement si ¢_ = wq . Pour ® # w, notons
b(®) la norme sur Qp du nombre de Bernoulli généralis¢ B, ,
b(®P) est dans Zp . Pour ® = w, posons simplement b(®) =pB1,w :

c’est une unité de Zp. Désignons par ®* le caractére obtenu a

partir de ® en composant avec linvolution ¢ — ¢~ ! de A.

2.2.1. COROLLAIRE. — &, se plonge dans (u.Q)4 et le quotient
est d’ordre égal a b(®*) dune unitéde Z -prés.
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Démonstration. — Le corollaire se déduit facilement de 2.1.5 :
tout se passe dans le Z,[A],-module E, qui est libre de rang 1 si
P+w (si ®=w, Ef =ux2Z[Aly). On réduit lindice a celui
du module engendré par gg ¢(c) et ses conjugués (ceci supprime
les facteurs m (i) figurant dans «). On exploite ensuite I'isomor-
phisme induit par ¢ :Z[A], =~ Zp[Im ¢]. Le calcul de I'image de
o conduit & B, ,_,. On conclut en notant que I'indice d’un idéal
de Zp[Im ] est donné par la norme d’un générateur. Pour ® = w,
il faut tenir compte de I’'idéal intervenant dans la définition de
@, (wy) ([7]1 11.6). Les facteurs 12w(i) ou h sont négligeables
(p#2 ou 3 et pkh).

2.2.2. Remarque. — Pour ® = w, on sait que b(P) est une unité.
Pour ® =1, b(P) est égal a B, o, tout aussi inversible dans
Z: car pXxh. De plus, pour ® =1, (resp. ® = w) le groupe
E, (resp. (E/&), , cf. [10] prop. 35) est trivial. Tout ceci montre
qu’ill n’y aura rien d’intéressant pour les caractéres 1 et w et
permettra de les oublier souvent dans les raisonnements.

3. Applications.

3.0. Considérons la suite de Zp[A]-modules reliés par les applications
canoniques :

(8/8°) =L (u.e/e?) ~I» (E[EP) —2> (U/U,) (3.0.1)

et posons
Tho0 1 = ker(A, 0 A)), (3.0.2)
Tioc : =ker(A; o A, 0 A)). (3.03
On voit donc que T,,  contient T, , : T, discute si les unités

elliptiques sont des puissances p-iémes dans F, et T, si leurs
racines p-itmes engendrent des extensions non ramifiées (le
probléme est seulement au-dessus de p).

Nous allons calculer les ordres de (T;,.)e €t (T, )e au moyen
des b(®), puis en déduire diverses conséquences sur le groupe des
classes de F. Pour cela, on utilisera le résultat de 2.2 ainsi que ceux,
dans toute leur force, de la théorie cyclotomique rappelés ci-dessous.
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3.1. Théorie cyclotomique.

Dans [6], G. Gras a démontré un résultat qui se particularise
pour nous ainsi :

3.1.1. THEOREME. — L’application Ajo A, est nulle sur . C/CP),
si et seulement si p divise b(® w™ ).

C’est ce résultat, ainsi que des exemples numériques, qui 1’ont
amené a sa conjecture maintenant démontrée ([9] I, § 10, théoréme
1). Pour nous :

3.1.2. THEOREME. — Les p-sous-groupes de Sylow de CI(F) et
de EY/C@ considérés comme ZP[A]-modules ont des suites de
Jordan-Hélder isomorphes.

Ceci signifie que les composantes isotypiques non nulles des
Zp[A]-modules associés correspondent aux mémes facteurs
simples de Zp [A] et que les multiplicités sont les mémes : on
note b'(Pw=') les ordres communs des groupes (E*/@), et
CI(F*)g = CI(F)g, . On a aussi un résultat sur la partie imaginaire
du groupe des classes ([9] I, § 10, théoréme 2) :

3.1.3. THEOREME. — Pour tout ®, l'ordre du groupe CI(F)y, est
égald b(®*) a une unité p-adique prés. v

32. T

glob

3.2.1. CorROLLAIRE. — Pour tout ®, l'ordre de CI(F)y est égal
dceluide (u.C/8&)y . ‘

Démonstration. — L’assertion résulte de 2.2.1 et 3.1.3. On
obtient ainsi ’analogue de la conjecture de Gras :

3.2.2. THEOREME. — Si p est un nombre premier premier a
6.[F :K].[CI(K)|, les p-sous-groupes de Sylow de CI(F) et
E/ &, considérés comme ZP[A]-modules ont des suites de Jordan-
Hoélder isomorphes.

Démonstration. — On déduit le théoréme a partir de 3.2.1 et
3.1.2 au moyen de la décomposition CI(F)g = CI(F"), & CI(F)q
et de la suite exacte

l1— n.¢/& — E/& — E/p.C— 1.
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Pour comparer T,,, et T, ., il est suggestif d’introduire
la variable booléenne &(®) (resp. 8'(®)) valant 1 si p divise
b(®) (resp. b'(®)) et 0 sinon : on a §'(P) <§(P), cf. [8]
et @.3.5).On note v. le “ou” logique et g(®) Pordre de FP[A]d, :
de la structure galoisienne de E, on déduit que (E/E?) est d’ordre
q (®) et donc que les deux premiers modules de (3.0.1) aussi.

S(P*)VE' (dw—1)

3.2.3. PROPOSITION . — (T, )g estd’ordre q(P)

Démonstration. — On utilise 2.2.1 et 3.1.2 pour discuter si p
divise I’ordre de (E/&), -

33.T

loc *
Cest le noyau de (A;°A,)oA,. En appliquant 2.2.1 et
3.1.1, on déduit :

3.3.1. PROPOSITION . — (T}, ) est d’ordre q(®)°®IVI@w™H

loc

Pour M un FP[A]-module, on considére son dual galoisien
i §, €FY)
D(M) : =Homz (M, p),

sur lequel A opére de fagon a ce que 7(f(m))=(r(f)) (rm), si
feEDM), meM et 7rEA. On aalors un isomorphisme
DMg.) =~ Mg,,. De 3.3.1, on déduit aussitdt

3.3.2. CorOLLAIRE. — D(T,, ) =T, ..

3.4. Comme pour ® = w, les FP[A]-modules (T, )e et (Tgio0)e
sont monogénes, la comparaison de 3.2.3 et 3.3.1 donne (si
§p €F):

3.4.1, PrROPOSITION . — On a une injection T
qu'une surjection D(T__ )& T — T
deux l'action de Galois.

glob T, ainsi

loc s tespectant toutes

glob glob

Cette proposition répond (en la corrigeant légérement) 4 la
question de [11] demandant si T, et D(T,,,)®T,,, sont
isomorphes, ce qui excluait que (Tglob)q, et D(Tglob )e Duissent étre
# 0 simultanément (ce qui a pourtant lieu dés que §'(Pw~')=1).
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4. Questions pour le cas non abélien.

4.0. La motivation de notre étude était de discuter les questions
de [S] : cet article donne pour p inerte dans K un critére numé-
rique pour la nullit¢ de (T,, ), , méme dans le cas ol I’extension
abélienne F de K ne I’est plus sur Q (on peut cependant supposer
sans dommage que F/Q est encore galoisienne. On note toujours
G le groupe Gal(F/Q)); il montre que ceci suffit & discuter la
divisibilité de CI(F) par p. Enfin, [5] tente un raffinement
galoisien des résultats évoqués ci-dessus en considérant les composants
isotypiques. Dans la suite, on suppose que l'idéal (p) reste premier
dans K.

4.1. Désignons par o, la complétion de I'anneau © des entiers
de K. Dans [5], on construit (3 P'aide d’un logarithme tordu) un
isomorphisme de Z[A}-modules :

6 : U/U,, —> O(F)/p 0(F). 4.1.D

Notons B I'image de 8oA;oA,°A,. On observe alors
que le membre de droite de 4.1.1 est en fait un O,[A]-module.
Pour ® comme en 1.5, notons ¥ un de ses composants irréductibles
sur O, ¥ correspond 4 un composant isotypique de OP[A];
notons ¥' le conjugué de ¥ sur Qp (par l’automorphisme de
Frobenius). Si ©, est contenu dans Zp[w(A)] pour ¢|®P, on a
® =¥ + ¥’ et dans le cas contraire ® = ¥ = ¥',

[5] introduit d’une part un entier algébrique B(¥) sur
Q, qui s’obtient a l'aide de valeurs de séries d’Eisenstein et
d’autre part la Y-composante By de O .B. Le lien entre les

deux est donné par :

4.1.2. PrROPOSITION. — La nullit¢é de By est équivalente a Ila
divisibilité par p de B(¥).

Démonstration. — Ceci résulte des raisonnements de [3] si
P#w. Si ®=cw, on doit vérifier qu’aucune condition n’est
vérifiée (cf. 2.2.2 et [10] proposition 35).

Si jamais Pextension F/Q est abélienne comme dans les
premiers paragraphes, on a alors :
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4.1.3. PROPOSITION. — Si l'extension F[Q (cf. § 1) est abélienne,
les divisibilités de B(¥) et B(¥') sont équivalentes.

Démonstration. —Si ¥ =W¥' il n’y a rien & démontrer. Si
®=V¥+ ¥ 'le corps engendré sur Fp par l'image de o|¥
contient O/p O et s’identifie & (F,[A])p et & (F,[A]®0O),
(notation copiée sur celle de 1.5). Par ailleurs, comme les unités de
F sont des produits d’unités de F* par des éléments de u annulés
par ey (car ¥ # ¥' = & # w), on voit que By est un fait
déja dans O(F')®F,. En utilisant une base normale de
oF)® Fp sur Fp , on vérifie que O .B, s’identifie 4 By ® €.
Les considérations sur les algébres de groupes ci-dessus montrent
alors que B, s’identifie & By . En raisonnant de méme pour ¥’
et en appliquant 4.1.2, on obtient 4.1.3.

Sans supposer l’extension F/Q abélienne et en se rappelant
que (T,,.)p est monogene, on déduit de 4.1.2 :

loc

4.1.4. ProrosITION. — (T, .)g estnon nulsiet seulement si les nombres
B(¥) et B(¥') sont tous deux divisibles par p .

Ainsi comme dans le critére de Kummer de [10], on fait souvent
appel a deux nombres ; mais 4.1.3 rassurera le lecteur cyclotomiste
qui lui est habitué a ne discuter qu’un seul nombre de Bernoulli.

4.2. Questions.

En utilisant 4.1.4, 3.2.3 et 3.3.1, il est facile de donner des
exemples (en fait déja dans [11]) ou la question suivante (= [5]
2.4.1) a une réponse négative :

Question : A-t-on une équivalence :
42.1.CI(F)y, # 0 <« B(¥) et B(¥') sont divisibles par p ?

Exemple.— 4.2.1 est faux dés que l'on a un & vérifiant
§'@w 1)=0, §(Pw=1')=1 et §(P*) =0 caralors ClI(F)y =0
et (Tioe)p,-1 = (Tiode ¥ 0. Clest le cas pour K = QG/—163),
F=KE¢),p=5¢et ®=0w3, cf. [11].

En fait, il semble naturel d’espérer la généralisation de 3.2.2
(cf. aussi 1.4.1) :
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Question : Est-il vrai que

4.2.2. Les p-sous-groupes de Sylow de CI(F) et E/&, considérés
comme Z,[A}modules ont des suites de Jordan-Hélder isomorphes ?

Une question plus faible consiste 4 demander si les groupes
(Tgou)e €t CI(F)g sont nuls en méme temps. Via 4.1.4, si on peut
répondre affirmativement a 4.2.2, 4.2.1 se réduit a la comparaison
de (Tg0p)e et (Tiyc)e - On ne peut guére espérer mieux que :

Question : Est-il vrai que

42.3. Ty, et Ty, sont reliés par une surjection comme dans
341 ?

Ceci permettrait d’avoir des critéres numériques :

4.2.4. PROPOSITION. — Si la réponse aux questions précédentes est
affirmative, un des deux sous-groupes CI(F), ou Cl(F)g s,
au moins est non nul si et seulement si les deux nombres B(¥V) et
B(¥") son divisibles par p.

Les exemples de divisibilités simultanée de B(¥) et B(¥') pour
V¥ # V' semblent rares, M. Chellali a cependant réussi a en trouver.
On peut observer que 4.2.3 implique I'invariance de T,,, par D:
Question : Est-il vrai que

42.5. T, et D(T

Ceci se traduit ainsi (en adaptant aux Y la définition de
Iinvolution ¢ —> ¢*) :

loc) sont Z, [Al-isomorphes ?

Question : Est-il vrai que
4.2.6. Ladivisibilité simultanée de B(¥*) et B(¥*') par p équivaut
a celle de B(¥ w) et B(¥' w)?

On renvoie a [2] et [5] pour des exemples de ¥ vérifiant 4.2.6.

4.3. Donnons quelques faits préchant en faveur de réponses positives.

4.3.0. Supposons F/Q galoisienne et choisissons une conjugaison
complexe ¢ par exemple en plongeant F dans C; on obtient une
involution bien définie o — T =coc™! sur A, donc sur
Z[A]. Pour M un Z[A]module, notons M le Z[A]-module
obtenu par extension des scalaires correspondante. On vérifie que
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DM) = D(K'I) si M est annulé par p. De plus, si M est
un Z(G)-module TIapplication m —> cm définit un isomor-
phisme M — M.

L’assertion de 4.2.5 est que T, . et D(T,,.) sont isomorphes.
Le théoréme 2.4.4 de [5] montre I'existence de nombreux ¢ non
abéliens tels que (T, .)e = D(T,,.)e - Mais en fait il n’y a pas
lieu de distinguer entre D et D :

4.3.1. LEMME. — Supposons F[Q galoisienne, les Z[A}modules
C(F), E, &, U, Up, sont des Z[G}modules.

Démonstration. — C’est clair pour CI(F), E, U et Up,,. Pour

&, il suffit de revenir aux définitions en remarquant 1’égalité
c(g,(0) = g,j) (c(C)), (4.3.2)

d’ol cQp = Q) si KCF' CF. (4.3.3)

Enfin,ona:

4.3.4. PROPOSITION . — Si4.2.2 est vrai, 4.2.3 aussi.
Démonstration. — Soit Ty ,; le noyau de E/EP — U/U, .
D’aprés [8], en notant que Up, N u = {1}, on a une suite exacte :
1 — T o — D(A) — A, (4.3.5)

ou A désigne le noyau de la multiplication par p dans CI(F). Si
4.2.2 est vérifié (sa forme faible suffit) A et T s’identifient et
(4.3.5) devient :

1 — Ty = D(Ty) — T

glob

(4.3.6)

glob *
De par la définition de Ty ,; , on a une suite exacte :
glob Tloc TL/G . (4'3'7)

Si (Tipede =1 ousi (Tole F1 et (Tyople #1, la @
partie de la question 4.2.3 admet une réponse positive. Le cas critique
est celui on (T )e 1 et (Typ)e = 1. Mais alors (Tp g)e est
#1, donc D(T,,,)e aussi, et on a bien une surjection
(Tgon)e @ D(Tgop)e — (Tioodo -

1— T
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