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UNE NOUVELLE PROPRIETE
DES SUITES DE RUDIN-SHAPIRO

par Martine QUEFFELEC

Introduction.

L’existence d’une transformation ergodique a spectre de Lebesgue, de
multiplicité finie, était un probléme ouvert, il y a peu de temps encore, alors
que I’on savait construire de telles transformations a spectre singulier, de
multiplicitt m donnée a I’avance. J. Mathew et M. G. Nadkarni [11]
construisirent alors, a l’aide d’un produit croisé, une transformation
ergodique, dont la partie continue du spectre est de Lebesgue, de
multiplicité 2.

La suite de Rudin-Shapiro est une suite a coefficients valant 1 ou — 1,
dont la mesure de corrélation se trouve étre la mesure de Lebesgue du
cercle. A la suite de I’étude spectrale des systemes dynamiques définis par
substitution ou automate, nous avons pu établir cette nouvelle propriété de
la suite de Rudin-Shapiro :

THEOREME 2. — La partie continue du spectre de la suite de Rudin-
Shapiro est de type Lebesgue de multiplicité 2,

en désignant plus briévement par spectre de la suite de Rudin-Shapiro, le
spectre du shift, dans le systéme dynamique uniquement ergodique associé
a la suite. En généralisant leur procédé, J. Mathew et M. G. Nadkarni,
obtiennent toute multiplicit¢ de la forme N (N), ou ¢ €st 'indicateur
d’Euler. Dans le méme temps, nous avons étudié le spectre de suites de
Rudin-Shapiro généralisées, et obtenu la méme multiplicité, pour la

Mots-clés : Suites de Rudin-Shapiro - Suite automatique - Substitution - Systéme
dynamique - Spectre - Multiplicité spectrale - Fonction multiplicité - Mesure de Lebesgue -
Produits de Riesz.
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composante de Lebesgue. Plus précisément nous décrivons complétement le
spectre de ces suites, c’est-a-dire chaque composante continue du spectre,
avec sa multiplicité :

THEOREME 3. — Soit q > 1 fixé. La partie continue du spectre de la
suite de Rudin-Shapiro généralisée a l'ordre q, a une composante de Lebesgue
de multiplicité qo(q), et pour chaque diviseur d non trivial de q, un produit de
Riesz généralisé, de multiplicité do(d).

Les techniques utilisées sont celles développées dans [15], et auxquelles
on fait référence. L’article se compose de quatre parties. Dans un premier
paragraphe, on rappelle certaines propriétés, classiques, de la suite de
Rudin-Shapiro, puis dans le second, les premiéres propriétés du systéme
dynamique qu’elle engendre. On rappelle, ou redémontre, dans le troisiéme,
les propriétés spectrales d’un systéme dynamique engendré par un
automate, (sous certaines conditions), que I’on applique a la suite de
Rudin-Shapiro, pour obtenir le théoréme 2. Le dernier paragraphe est
consacré aux suites de Rudin-Shapiro généralisées. Nous établissons
quelques propriétés d’une telle suite, avant de démontrer le théoréme 3.

Notations. — On désigne par T, le groupe compact R/2nZ, c’est-a-dire
le cercle. Son groupe dual, isomorphe a Z, sera muni tantot de ’addition,
tantot de la multiplication; les €éléments, dans ce dernier cas, sont alors
notés vy, : t — ™, a la place de n. M(T) est I'algébre des mesures bornées,
boréliennes, sur T, munie de la . convolution *. Si oe M(T),

o (k) = j e do(t). M,(T) est la sous-algébre des mesures discrétes, et
M_(T), I'idéal des mesures continues.

Pour les autres notions d’analyse harmonique, telles que la convergence
vague des mesures, les produits de Riesz, etc... nous renvoyons a [13] et [15].
Signalons simplement, pour une suite (f,) de L'(T), I'abus de langage
suivant : «f, converge vaguement vers la mesure o », signifie que la suite de
mesures f, dt converge vaguement Vers o.

Pour les notions propres a la théorie spectrale des systémes
dynamiques, nous renvoyons a [5].

Je tiens a remercier tout particuliérement Bernard Host; pour les
suggestions et simplifications qu’il a apportées a cet article.



SPECTRE DES SUITES DE RUDIN-SHAPIRO 117

1. Propriétés de la suite de Rudin-Shapiro.
La suite (r,) de Rudin-Shapiro est une suite a coefficients valant 1 ou

— 1, construite indépendamment par W. Rudin [17] et R. S. Shapiro [18]
possédant la propriété suivante :

M

N-1
Z r,,e"“
n=0

< (2+\/§)\/ﬁ pour N >1 et teR.

Les nombres r, pour n <2* sont les coefficients du polynome
trigonométrique P, de degré 2*—1, construit 4 laide des formules de
récurrence

Poii(0) = Py(t) + €2'Qu(0)
Qur1() = Po(1) — e¥'Qu(1) si k> 1
et

Po() = Qo) =1.

Il résulte de la régle du parallélogramme que |P,(¢)|*> < 2¥*! pour chaque
k=1 et (1) s’ensuit.

J. Brillhart et L. Carlitz remarquent dans [2] que si n admet la
décomposition binaire n = ny + 2n; + -+ + 2n;,

@ ry = (Yo,

autrement dit, si f(n) désigne le nombre de 11 dans I’écriture binaire de n, r,
est aussi le nombre (—1)/ ™.

En utilisant cette propriété, T. Kamae [10] établit alors que la mesure de
corrélation o, de la suite de Rudin-Shapiro est la mesure de Lebesgue, ou
o, on le rappelle, est la mesure > 0 de M(T) de coefficients de Fourier

o (k) _ lim & Y Faearn si k20

N N k<N

o (—k) = & (k).

Pour le voir differemment, considérons la suite de polyndémes
trigonomeétriques > 0, Ry, définis par

1 2
Rn(0) = N

N
Z rnemt
n=1
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Par définition de la mesure o, la suite de mesures Ry(t) dt converge
étroitement vers o et par la propriété (1) de la suite (r,),

Rx() < (2+\/§)2 =C pourtout teR et tout N> 1.

Si K, désigne le noyau de Féjer d’ordre L,

Ry ¥ K ()= ¥ <1 —@>R;(k)eik'
lk|<L L
et

lim IRy * Kyl = llo % Kyll, < C.

Soit alors fe L® une valeur d’adhérence de la suite (¢ % K,),, pour la
topologie o(L®,L'); on doit avoir f = 6 et 6 = fdt avec f > 0 dans L* .

1 . L,
Posons Ty = 7* |Q.l?. Avec les notations précédentes, on a
T2k+l = R2k+l - Wk

1 .
ouWw, = o (1.Qi P, + v, P.Q,) converge vaguement vers 0, comme on peut

le voir facilement en comparant W,,, a W,. On en déduit que la suite
(R,+T,) converge vaguement vers la mesure 2fdt; comme chaque
polyndme vaut identiquement 2, f = 1 et 6 = m, la mesure de Lebesgue de
T. On retrouvera la précédente propriété de la suite de.Rudin-Shapiro dans
un prochain paragraphe, en utilisant une autre propriété de cette suite,
établie par G. Christol, T. Kamae, M. Mendés France et G. Rauzy [4].

La suite de Rudin-Shapiro est 2-automatique. Considérons pour le voir,
la substitution { de longueur 2, ou le 2-automate (@y,¢,), définis sur
I'alphabet A = {0,1,2,3} par

£(0) = 02, £(1) = 32, £(2) = 01, £(3) = 31
ou par les instructions

90) =0, @o(1) =3, 0o(2) =0, @(3) =3
et

0,0=2, ¢(H=2, =1, ¢O=1I.

En itérant la substitution  sur la lettre 0, on obtient une suite u = (u,) a
valeurs dans A, vérifiant la relation {(u) = u, dont les premiéres
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composantes sont
0201023202013101020102323132...

La suite de Rudin-Shapiro se déduit de la suite u en projetant 0-et 2 sur
1 d’une part, et 1 et 3 sur — 1 d’autre part. Il est intéressant de noter que la
suite de Rudin-Shapiro simule en un certain sens le hasard, alors que par
construction, elle est déterministe [7]. Dans [2] J. Brillhart et P. Morton
précisent 1'inégalité (1) en établissant, avec les constantes les meilleures

possibles
V35 < SN)//N < /6
et
0 < T(N)/N <./3
ou

SN)=Yr, e TN=Y (-1)yr.

n<N n<N

Signalons le résultat de J. P. Allouche et M. Mendés France [1]

Y. exp (2mixf(n)) = O(N®)

n<N
ou f(n) désigne encore le nombre de 11 dans le développement binaire de n
et ou o = a(x) est strictement < 1 et vaut 1/2 pour x = 1/2.

Pour achever ce paragraphe, rappelons que les suites de papiers pliés
[14] possédent la propriété (1) de la suite de Rudin-Shapiro.

2. Premiéres propriétés du systéme de Rudin-Shapiro.

On note désormais u = (u,) la suite définie par 'automate de Rudin-
Shapiro (plus briévement appelée la suite A.R.S.) et r = (r,) la suite
classique de Rudin-Shapiro (plus briévement appelée la suite R.S.) qui se
déduit de la précédente, on le rappelle, en projetant les lettres 0, 2 sur 1 et
les lettres 1,3 sur — 1. On désigne par T le shift unilatéral et par X
I’adhérence dans A" de 'orbite (T"u),, de la suite u; de méme Y désigne
I'adhérence dans {—1,1}" de I'orbite (T"r),., de la suite r. L’automate de
Rudin-Shapiro est primitif puisque toute lettre de A apparait dans (*(a)
pour toute o de A, dés que k = 3. Or pour une substitution primitive 6 de
longueur constante égale a g, définie sur un alphabet fini (Z et de point fixe
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v = lim 6"(0) non-périodique, (0 € ), les propriétés suivantes sont
n— o

maintenant classiques ([14] pour une synthése).

(i) Le systéme (Z,T), ou & est 'adhérence dans A~ de (T"),,, est
minimal et uniquement ergodique, d’unique mesure T-invariante, v, définie
par

V() = lim & ¥ £(T)

n<N

pour toute fe C(Z) [7].

(ii) 6 est reconnaissable au sens suivant : il existe K entier > 1 tel que
tout m vérifiant v,,,, = v;,,; pour 0 < 1 < K est nécessairement de la
forme m = jq.[15]. Autrement dit I’examen de K termes au plus, suivant le
terme v,,, permet de décider si v,, est la premiére lettre d’un substitué 0(a),
aed.

Supposons 6 injective sur les lettres de Z; 0 est alors un
homéomorphisme de & sur 0(%) et

(iii) les systémes (Z,v,T) et (B(Z),t,T9, ou Tt = q.v/6(Z) sont
topologiquement isomorphes.

Notons enfin une derniére propriété :

q—1
(iv) & = {J T*6(Z) ou la réunion est disjointe v-pp. On établit, a
k=0

I’aide de la reconnaissabilité, que le second membre est un sous-ensemble
de &, qui contient I’orbite de v.

Dans le cas de la suite A.R.S., le systéme (X,T) posséde donc les
propriétés (i)-(iv), la propriété de reconnaissabilité étant ici évidente : x € X
est dans {(X) si et seulement si x, € {0,3}.

Le systéme (Y,T) est lui aussi uniquement ergodique et minimal, et on
note m la projection X+— Y qui & u associe r et qui commute avec T.
L’étude spectrale de la suite R.S. se raméne a celle de la suite A.R.S. car

on a plus précisément

ProPOSITION 1. — 7 est un isomorphisme topologique des systémes
X,T) et (Y,T).

Démonstration. — Considérons Dapplication ®:AN+— AN qui 4 x
associe x, ou x se déduit de x en échangeant dans x les lettres 1 et 3 et les
lettres 0 et 2.
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Par minimalité du systéme (X,T), tout mot «® de la suite A.R.S. doit
apparaitre dans tout xeX. Considérons en particulier le mot
o = {(102) = 320201. @ = 102023 n’est pas un mot de la suiteu,
puisqu’il contient 0202 = {(00) et que 00 n’apparait pas dansu.

On a ainsi prouvé le lemme suivant :
LEMME 1. — X n'est dans X pour aucun x de X.

Soit a présent y € Y. On va montrer que y a au plus deux relévements
dans X.

Pour cela écrivons y = yoy,y, ... avec y;€ {—1,1}.

Siy, = 1, n~1(y) est constitué des suites de X commengant par 0 ou 2.
Si xeX est un tel relévement, avec x, = 0, x est dans {(X) par
reconnaissabilité et donc x; = 1 ou 2 selon que y, = — 1 ou 1 etc... si par
contre x, = 2, x € T{(X) par (iv) et x, = 3ouOselonque y, = — 1 ou 1
etc.... On prouve ainsi que, si y posséde deux relévements dans X, ils sont

nécessairement de la forme x et X. Par le lemme 1 ceci est exclu et & est un
homéomorphisme.

3. Propriétés spectrales de Pautomate de Rudin-Shapiro.

La plupart des propriétés spectrales de I'automate de Rudin-Shapiro se
démontrent sans plus de travail pour des substitutions 6 possédant les
propriétés (i)-(iv). Nous les énoncerons donc dans un cadre général, avec
des esquisses de démonstration puisque les détails se trouvent dans [15].

Si (4,v,T) désigne, comme auparavant, le systétme dynamique
uniquement ergodique associé a la substitution 0, on notera U I'opérateur
défini sur L2(Z,v) par Uf = fo T, qui se trouve étre unitaire, bien que les
suites de Z soient définies unilatéralement; on appelle o, la mesure
spectrale de f, c’est-a-dire la mesure > 0 de M(T) de coefficients de Fourier

oik) = CUMf>
lim L Y foT"**(v).fo T"(v)

N-w N n<N

(ke Z). De méme o, est la mesure de M(T) de coefficients de Fourier

| 0 (k) = <UMg>
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L%(Z,v) admet la décomposition H, @ H, ou

H, = {fe L*(Z,v), o, € My(T)}
H, = {fe L¥Z.v), o, M(T)}.

Il est bien connu que H, est le sous-espace fermé, T-invariant de L?(%,v)
engendré par les fonctions propres de 0, et que, I'on peut choisir celles-ci
continues [7]; les valeurs propres de U sont tous les nombres de la forme

A = k" g2niilh (ki Z neN)

ou g, et h sont respectivement la longueur et la hauteur de 0, [7]. Notons
p 'unique mesure T-invariante sur X, dans le syst¢tme de Rudin-Shapiro.
La mesure de corrélation de la suite r, o, est une des mesures de la famille
spectrale (G, );c12x,, - Plus précisément ¢ n’est autre que la mesure o, ou
f = myennotant 1y : X — A, la projection sur la premiere composante. On
va établir a présent que la partie continue du spectre de la suite u, et donc
de la suite r, est de type Lebesgue. Notons encore H, ® H, la
décomposition de LZ(X,u).

THEOREME 1. — Pour toute fe H,, o, « m, la mesure de Lebesgue
surT.
Démonstration. — On se place dans le cadre général du systéme

(Z,v,T). a étant une lettre de (T, on désigne par [a] le cylindre constitué des
x de & de premicére lettre a et 1, la fonction indicatrice de ce cylindre. Il
résulte de I'isomorphisme (iii) que la mesure spectrale O tonqa 5 déduit de la

L . . 1
mesure oy, par I’opération suivante : on la contracte sur I'intervalle |:0,—;[
q

n n

. . . . k k+1
et on la reproduit de fagon invariante sur chaque intervalle [q_’ + [

(1<k<q"—1); ceci a une constante de normalisation pres.
LEMME 2. — On a les relations

1 -
“ — o,..(k/q" i q" divise k
Gne"ua])(k) =4{q" Gl‘“]( /4) si g divisek,
0 sinon

Démonstration. — Supposons n = 1 pour simplifier.
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Le temps de premier retour a 0(Z) est T?, si bien que T*0(x) = 8(y)
avec ye % si et seulement si g divise k et alors
T™0(x) = 0(T"x) si xe X .
On a ainsi pour a € X et pour me N

0([a] n T ™[a]) = O[a] » T~ ™0[ar] .
On en déduit

Gryy ) = V(OLINT46(o])
= 0si g ne divise pask,

et si k = mq cela vaut
v(8[a]NT ~™6[a]) = v(8([a]"T ™a])) par la remarque ci-dessus

= év([a]mT"”[a]) (propriété (iii))

= a cl[u] (m)a

¢e qui établit le lemme 1.

Notons a présent, H,, le sous-espace fermé T-invariant de L2(Z,v),
engendré par les fonctions 1g,,, x € &, n > 0. On peut écrire la propriété
(iv) sous la forme plus précise [15],

[o] = J T*0(BD,

kB

la réunion étant prise surles k,0 < k < g — 1 et B e X tels que a soit la k-
iéme lettre du mot 6(B). Ainsi clairement, H, est inclus dans H,, , ; , mais on
a aussi

Lemme 3. — L2(Z,v) = J H,.

Démonstration. — Si o est un mot de la suite v = 6°(0), on note [w] le
cylindre constitué des x de &, commengant par ®. Soit alors 4,,, la tribu
engendrée par la partition de &', 2, = {T'0"([0]), 0 € X,0<k<q"} [15]. Si
feLX(Zv), f, = E*(f) appartient 2 H,, par définition de H,. Il reste &
prouver que || f,—fIl, = 0. Il suffit de le prouver lorsque fest 1, la fonction
indicatrice du cylindre [w] puisque ces fonctions engendrent L*(Z,v). Dans
ce cas

Ifa=All2 < 201fll - V{fu #fD -
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Or, si® = o, ... ®,, f, coincide avec f sur tout ensemble B de 2,, de la
forme T*0"([a]), ae X, et 0 < k < ¢" — p, de sorte que

v{fi £ < Ylol.v©'(a]) = lqﬂ,,l par (iii) .
2]

Pour f = 1, on a donc ||f,—fll, < v et le lemme s’ensuit.

Conséquence des lemmes 2 et 3 : il résulte du lemme 3, que le type
spectral maximal du systéme (%,v,T), o,,, est équivalent a la mesure o

. ) n
égale a "2;2 S

En effet, sife L2(Z,v), f, = E®(f) a pour mesure spectrale o/ « O, par
définition de 6. Comme f, tend vers f dans L2(Z,v), O, Cconverge Vers o

dans M(T) et 6, « o. La mesure o étant nécessairement < G,,, on a bien
I’équivalence de ces mesures.

Par ailleurs, la mesure Olgy S déduit, & une homothétie prés, de la
mesure Gy, par I’opération =, décrite dans le lemme 2, et définie sur toute
mesure p de M(T), par

[n(P)] (k)

0 si g ne divise pask
=p(m) si k=mg.

L’opération = laisse invariantes les mesures g-invariantes, et quasi-
invariantes pour les translations du sous-groupe de T, engendré par 1/q.

Notons cette fois ¢ la mesure ), Oy 11 résulte des lemmes 2 et 3 que
aed

le type spectral maximal du systéme (Z,v,T) est équivalent & la mesure
Y 27" n"(o).
n
On écrit désormais G,5 pour iy St ¥ désigne la matrice carrée de
coefficients o,5 avec o, f € (. T peut se calculer explicitement, car c’est la
limite vague d’un produit de Riesz matriciel. Soient @q, ¢y, ..., ¢,_, les
instructions de I’automate associé a la substitution 0, définies sur &, on le
rappelle, par ¢;(a) = 6(2);, la j-¢éme lettre du mot 0O(x), et
Ro, Ry, ..., R,_;, les matrices de ces instructions, de coefficients

_ )1 st gie) =B
(Rj)ep = {0 sinon

.
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On pose alors

q-1
R(f) = Y Ryt
Jj=0
et

I,(t) = R(qg""'t) ... R(D).

1
LeEMME 4. — Le produit de Riesz matriciel — IIXI1, converge vaguement
q

vers la matrice sX ou s = |(].

Démonstration. — On commence par remarquer que
3 Mm@ = Y Qe*
0<k<q”
ou

Q. =R, R, ....R,

0

si la décomposition de l'entier k en base g¢q s’écrit
k=ky+kig+ -+ k,—1¢""'. On a ainsi

I . 11,0 = ( Z 'le—ikr>( Z Qjeijr>

k<q" j<q"
—irt t
=Y e Y Q Q.)
Jrr<j
Ir<q" <j+r<q"
0<j<q”

de sorte que

(H.’.*(t).H,.(t>;ﬁ(r) = 2 2 (Quva(Qpyp-

jtr<q"yea
Si
J=Jo+ig+ " +ju-rd"",
et
(Qj)uB = Z (Rjn—l)ayl(Rjn—Z)YlyZ e (Rjo)yn_lﬂ

Yoo Yn—1

on voit que (Q)),s =.1 si et seulement si il existe y,, ..., v,-, dans &,
telles que

9, @ =7, @ (v)=72 -y @ ¥n-1) =B,

ou encore
9,09,0...00, (0)=8.
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Comme on a clairement
(), = 01O, )y, o
par propri€té des automates, (Q;),, = 1 signifie simplement 6"(y); = B.
Finalement, il résulte de ces remarques que

.1 - .1 .
Jim S (UTL)0) = Jim % Card {jr <q/0(1), ., =061, = P}

Yed

= Z O';a(r)

YEA

par définition des mesures spectrales G,5; le systéme étant uniquement
ergodique, cette limite est en effet indépendante de y. La suite de

.1 .
matrices — IT¥I1, converge donc vaguement vers la matrice de mesures sZ,
q
ce qui établit le lemme 4.

Le méme genre de calculs permet d’obtenir des estimations
asymptotiques de sommes partielles de suites automatiques, [1] [8].

Revenons a la démonstration du théoréme 1.
A Tl'aide du lemme 4, on peut calculer explicitement la matrice X,

associée a 'automate de Rudin-Shapiro.

ProrosITION 2. — La matrice X associée a lautomate de Rudin-
Shapiro, est la matrice suivante :

o+m Yo Yo ©—m
1 YO o+m o-—m YO
8 Yo wo—m o+m Yo

o—m Yo Yo  o+m

. o1
ou ® est la mesure discréte 2 (0o +90,) et m la mesure de-Lebesgue sur T.

Démonstration. — Notons v le caractére t — e,
On calcule facilement les matrices
1 0 y@ O
0 0 vy 1
R(t) =
@) 1 y@® O 0
0 y@ O 1
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et
2y vy O
* _ v 2 0 y@®
¥ (1) .11, () = R*().R() = 30 0 2 30
0 y(@® y@® 2

Comme IT¥, , (¢) .11, , (t) = R*(¢).IT¥I1,(2t).R(t), il est facile d’établir par
récurrence sur n, que la matrice IT}II, a la forme suivante :

n Tn Tn QII
» P Q T,
n QP
Q T, T,

-~ -
o

ou P,, Q,, T, sont des polynémes trigonométriques a spectre dans
{0,...,2"—1} et vérifient les relations suivantes :

P,.1(t) = 2P,(20) + T,(20) + T,(20)

(6) Qu+1(t) = 2Q,(21) + T,(21) + T,(20)
(7 Tor1(®) = 2"+ Qus 1 (O]Y(2)
avec P, =2,Q, =0, T, = y.
Si I'on pose U,(t) = 2" + Q,.,(t), on voit que
P, () = U,0) + 2
Quv1 () = Uy(e) — 2
Tor1 (@ = U,(0)y(®)
et en combinant (6) et (7), que
U, 1 () = 2(1 + cos20)U,(2t)  (n>0)

avec Uy(t) = 1.

1 . 1
On en déduit que T U, = 2 [T (1 + cos2%t) converge vers > ® ou
j=1

o1 . , ,
® est la mesure dlscrete§(80+6,,); d’ou le résultat annoncé.
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On retrouve, comme nous I’avons écrit au paragraphe 2, le résultat
classique :

COROLLAIRE 1. — La mesure de corrélation de la suite de Rudin-Shapiro
est la mesure de Lebesgue.

Démonstration. — Comme le terme r, peut s’écrire t(u,) ou
10) =1(2) =1et 1(1) = 1(3) = — 1, la mesure de corrélation ¢ de la
suite (r,) est égale a

Y. (@) 1(B)oyg

apeA
ce qui donne m.

COROLLAIRE 2. — La partie continue du spectre de I'automate de Rudin-
Shapiro est de type Lebesgue, de multiplicité > 2.

Démonstration. — Notons o, la mesure o,. Il résulte de la
proposition 2 que pour toute lettre a € A, (o,)., la partie continue de o,,

1
vaut gm, et par le lemme 2, (c‘c"(al)‘ m. On en déduit que pour

= >3
toute fde H,, o, « m, par les conséquences du lemme 3. Le théoréme 1 est
ainsi démontré. Par ailleurs considérons les fonctions f = \/5(1[0]— 1), et
g = \/5(1[2]—1[,]); 6, = 2(0p+03—0(p3—030)=m et de méme o, = m
alors que ‘0, = 2(0¢,—0¢; —03,+03,) =0, ce qui prouve que la
multiplicité spectrale de la composante de Lebesgue, est au moins égale a 2,
et le corollaire 2.

Pour achever cette étude spectrale, il reste a établir le théoréme suivant :

THEOREME 2. — La partie continue du spectre de I'automate de Rudin-
Shapiro est de type Lebesgue de multiplicité égale a 2.

Démonstration. — La démonstration de ce fait, qui est donnée
dans [15], est une conséquence immédiate du résultat général suivant :

LEMME 5. — La multiplicité spectrale dun systéme défini par
substitution, est le sup essentiel du rang de la matrice X (la substitution ayant
les propriétés requises (i)-(iv)).

Pour appliquer ce résultat a la matrice ¥ de I'automate de Rudin-
Shapiro, on remarque que X, (constituée des parties absolument continues
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des mesures de X) s’écrit m. W ou W est un opérateur scalaire de rang 2. Le
théoréme suit.

Nous allons donner une preuve plus élémentaire de ce théoréme, en
tirant parti de la connaissance des fonctions f et g définies ci-dessus. II est
facile de voir que I’espace H, , I'espace U-stable engendré par les fonctions
1., @ € A, est en fait I'espace [U f,g] c’est-a-dire I'espace U-stable engendré
par f et g. En effet, soit h e H,, U-orthogonale a f et g. h s’approche dans
L? par une combinaison linéaire de la forme

Z Pa(U)l[u]

aeA
ou P, est un polyndme trigonométrique; par continuité des applications
h — o, , on peut supposer que h = Y P,(U)ly, vérifie
aeA

Opy = Opy = 0.

On traduit ces conditions, en utilisant I’expression de la matrice ¥ de
l’automate de Rudin-Shapiro (proposition 2). 11 vient

Y P,o,0 =) P03 soit P, +P;=0

et
ZPGGG,I = Zpucu'z SOit Pl + Pz = 0.

Finalement h = P,(U)f + P,(U)g; ainsi
Gy, =0=Py.m, Cpy=0=P,.m et h=0.

De la méme fagon, H, est I'espace [U, f,.g,] ol f, = lung — lony et

1

& = Ly — 1oy Par le lemme 3, o, = T M = O, et o, , =0. On

obtient ainsi que pour tout n > 1, la multiplicité spectrale de U sur H, est 2
et le théoréme résulte du lemme 2 et d’un résultat classique sur la
multiplicité spectrale [9].

Remarque. — Par projection sur le systéme engendré par la suite (r,), on
obtient comme conséquence immédiate de ce qui précéde, que les suites (r,)
et ((— 1)'r,) sont statistiquement indépendantes, et de mesure de
corrélation égale a m.
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4. Suites de Rudin-Shapiro généralisées.

La question en suspens aprés cette étude spectrale, reste celle-ci : peut-
on, a 'aide de substitutions par exemple, trouver un systéme dynamique
ergodique, dont la partie continue du spectre soit de type Lebesgue — ou
du moins contienne une composante de type Lebesgue — de multiplicité m
donnée a I'avance ? J. Mathew et M. G. Nadkarni, en généralisant leur
procédé, [12], obtiennent toute multiplicité m de la forme No(N), ou ¢ est
I’indicateur d’Euler. Nous retrouvons également ce résultat a 'aide des
suites de Rudin-Shapiro généralisées aprés avoir décrit entiérement la
fonction multiplicité [5] de ces suites. Ces suites furent considérées pour la
premiére fois par D. Rider [16]. Voici comment elles généralisent la suite de
Rudin-Shapiro classique, (r,). La suite (r,) est associée & la matrice

1 1 . o
< > et a deux suites de polyndmes trigonométriques (P,) et (Q,)

1 —1
Pn+1 _ 1 1 Pn _ _
<Qn+ 1) - <1 - l><YZ"Qn>’ Po=Qo=1.

vérifiant
Soit g€ N, g = 2. On va construire une suite a valeurs dans Z/qZ par un
procédé identique. Notons H la matrice

1 1 1
z 72 P
72 74 Z2(@-1)
1 Zq—l 22(4—1) . Z(q—l)(q-l)

ou z = exp (2wi/q), et définissons g suites de polynomes trigonométriques
P9, (Py), ..., (Pa™1), a spectre dans {0,1,...,¢g"—1}, par

Py Py
P:+1 'Yq"P:

. = H. .
P VAR s

avec P{ =1 pour j=0,...,9 — 1.



SPECTRE DES SUITES DE RUDIN-SHAPIRO 131

DEFINITION. — On appellera suite de Rudin-Shapiro généralisée a l'ordre
q, la suite (g,), dont les q" premiers termes sont les coefficients du polynéme
trigonométrique P?, ceci pour tout ne N, puisque P, commence par PP .

Ces suites ont les mémes propriétés que la suite (r,), a savoir:

M oignei"' <q(1+/9) /N (N>1) (teR).

1 . .
En effet, 7 H étant une matrice orthogonale, on a pour tout vecteur
q

Z = (Z;) dans C%,

q—1 q-1
IHZ|l, = qliZll, et 3 IPiI>=q ) |Pi?
j=0 0

j=

ce qui établit lorsque N = ¢", 'inégalité plus précise

<JaN.

(1) s’en déduit alors comme en [17)].

N-1
2 g eim
n
0

(2) On a noté, rappelons-le, z = exp (2ni/q). Alors
g =gm) =z/® ou f(n) =non; + nny + - + me_1n,
si Znyg’ est la décomposition de I'entier n en base g.

La démonstration est calquée sur celle de J. Brillhart et L. Carlitz, dans
le cas g = 2. On peut établir par récurrence

q-1
Pl i(e") = 3 e™Pi(te)
k=0
sin>0pourj=0,etsin=1 pour tout j.

On en déduit pour la suite g la relation

g0) =1
glag+b) = z%g(@) si b <gq,

ce qui donne, en litérant,

glao+ag+ - +a,g") = 2ga, + - +aq*7Y)
’ s R T L
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(3) La mesure de corrélation de la suite g est la mesure de Lebesgue
de T. Cette fois encore, on peut imiter la démonstration de ce résultat pour
q = 2, donnée en début de paragraphe 1. La mesure de corrélation o de la
suite g est la limite vague de la suite de mesures (Rydt) ou

2

Ru(®) = RY® =

N-1
g eint
n
0

et il résulte de (1), que o « m. Notons alors, pour j =0, ...,g—1
4 | S
Ry = & |P{I%.

On peut établir, pour chaque j, que la suite (R/,dt) converge vaguement
q—1

vers c et comme Y RJ, = g, nécessairement ¢ = m.
j=0

(4) La suite g est définie par une substitution de longueur g (ou un g-
automate) sur un alphabet de taille g2 . Pour cela, identifions un polyndme
a la suite de ses coefficients. Par définition de la matrice H, P}, , s’identifie
a la juxtaposition des polyndmes P?.z/P! ... z/@~1)P2~1 Prenons alors
comme alphabet I’ensemble des couples (k,j) de (Z/qZ) x (Z/qZ), ou (k.j)
représente I’élément z*P/. La substitution { définie par

C((ky)) = (k0)(k+j,1)(k+2,2) ... (k+(g—1)j,g—1)
est telle que le polyndme P; s’identifie au mot {"(0,), pour chaque .
€ est évidlemment primitive, et {(0,0) commence par (0,0). Si
w = (w,) = (u,,v,) est la suite obtenue en itérant  sur la lettre (0,0), alors
g(n) =z

par construction de g (ce qui se retrouve avec la propriété (2) puisque
v, = n (mod q)). ‘

Cette derniére propriété va nous permettre d’appliquer les techniques
développées dans le paragraphe 3, propres aux substitutions, pour faire
I’étude spectrale de la suite g. Nous allons obtenir pour ces suites, la
description de la fonction multiplicité, c’est-a-dire la description des
composantes continues et étrangéres de leur spectre, avec leur multiplicité.

Soit ¢ > 1 fixé. Nous allons démontrer le résultat suivant :
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THEOREME 3. — La partie continue du spectre de la suite de Rudin-
Shapiro généralisée a une composante de Lebesgue de multiplicité qo(q), et
pour chaque diviseur d non trivial de q, un produit de Riesz généralisé, de
multiplicité do(d).

Remarque. — A q fixé, on doit pouvoir établir un isomorphisme entre le
systétme dynamique engendré par la suite g, et le systéme considéré par
J. Mathew et M. G. Nadkarni. Mais la démonstration du théoréme 3
permet d’expliciter les composantes singuliéres du spectre avec leur
multiplicité, ce qui n’apparait pas dans [12].

Démonstration. — Nous commengons par étudier le systéme associé a la
substitution {, de point fixe w. Cette fois encore, le calcul de la matrice de
corrélation X associée, déterminera a elle seule le spectre de (.

On notera désormais j = (j,,j;) €(Z/qZ) x (Z/qZ) une lettre de
I’alphabet.

Ainsi, en reprenant les notations du lemme 4, I'instruction ¢,, h < ¢,

vérifie  @,(i) = (i, +hi; ,h) et R;() = Y €™ se réduit donc a
h<gq

N Qp(i)=j )

e’1' 8(j, —i,—iyj,), ceci dans la base canonique (e;) de C?° (8 étant le

symbole de Kronecker). Suivant une suggestion de B. Host, nous allons

considérer la nouvelle base

1ot
fi=—% Y z2¢;8(,-ry).
Vi i7=0

. 1 .
La matrice de passage (A, ), avec A, ; = 6(j, —r,)z"2’2 —= est clairement
q
une matrice orthogonale. La matrice S(tf) = A*R(¢)A devient une matrice

par blocs de forme simple. En effet, en omettant ¢,
Sij = Z (A*)irRrsAsj
' 1

=- Z 8(s,—ry—syry) 8(ry—iy) 8(s; —j;)z°22 72’2 €1

r,s

=1 Z 2°2927"2%2 €1 §(s, — 1, —iyjy)
dry5,
1 S
= _z ZhaUz ~ip) olint Siyitia
r2
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Finalement §;; = "1’ z't/172 §(i,—j,). Autrement dit, a i, = j,
fixée = a, S se réduit & un bloc de taille g x g, sur la diagonale principale,
S,, de coefficients

s — zaabeibt .
o/a,b

Si ’on note W, (¢) le produit % S*() ... S*(q" " ')S(g" " 't) ... S(t), W,(p)

sera de la méme forme que S, et il en sera de méme pour la matrice X’
limite vague de ce produit (4 une constante multiplicative prés) qui n’est
autre que la matrice £ dans la base (f)).

On fixe donc a, 0 < a < g — 1, dans tout ce qui suit, et on calcule

(S:Sa)a,b = Z Zu(bc—ac)ei(b—a)t .

c

On est amené a distinguer les o et définir
A, = l'annulateur de o = {ke Z/qZ, ka = 0(q)} .

— Si a est racine primitive de I'unité mod q, A, = {0} et S}S, = qI.

— Sinon, (S*S,). = q¢® " n(b—a) ou m est l'indicateur du groupe
A, m=1sia=0.

LEMME 6. — Supposons que o ne soit pas racine primitive de l'unité
mod q. Alors (W, ,(t)), vaut exactement

n—1
n(b—a) e®~ [ F,p(Bq’t)
j=1
ou B est l'ordre de o dans Z/qZ = q/pged(a,g) sia # 0, et 1 sia =0, et

k|\ .
Fx(t) est le noyau de Fejer <l - |—|>e"“.
k| <N N

Démonstration. — C’est vrai pour n = 1. Supposons le résultat a

1
I'ordre n. Comme W, (t) s’écrit ES*(t)W,,(qt)S(t), (W, 1.(1)g vaut
n—1
12 za(bd—nc)ei(b'—a)r T](d-C) eiq(d—c)t l_[ qu(ﬁqj+ lt) .
qca j=1

Or nd—c)=1 si et seulement si d = ¢c(mod B), 0 sinon. On
décompose donc c en mB + net d en pf + n, o m et p sont < q/p et
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n < PB. Ainsi (W, (), devient

o . 1. -
el(b ajt 1’12 Fq/B(Bth) Z — elalp M)Btza(b an
j=

m,p,n

puisque Pa = 0 (mod q).

En remarquant & présent que ) z**~9" =B.n(b—a), il reste

n<p
T](b—a) eitb—ax l‘[ Fq/B(qut) Z geiq(p—m)ﬁr
j=2 m,p

ce qui donne le résultat annoncé, la derniére somme n’étant autre que

B
q

2
= Fp(qPr).

q/B—1

Z eimql&t

m=0

On déduit du lemme, la forme de la matrice de mesures X’. Elle est
constituée de g blocs diagonaux X, de taille g x q, tels que

z,
Ea

ml ssi o est une racine primitive de 'unité mod g

I

n(b—a) €~ p, sinon

ou p, est le produit de Riesz généralisé et singulier
N
lim [] F.s(Bg’t)
no iy

(pour a = 0, p, n’est autre que la mesure de Haar du groupe Z/qZ).

Les mesures p; sont g-invariantes et quasi-invariantes pour les
translations du sous-groupe de T, engendré par 1/q. Il résulte des
lemmes 2 et 3 que les parties continues et étrangéres du spectre de la
substitution { sont les mesures ps, B # 1, et la mesure de Lebesgue de T.
Notons A; ces mesures distinctes. Par ailleurs, £, — la partie continue de X

— se met sous la forme Z M;A; ou les M; sont des matrices scalaires dont le

J
rang, bien évidemment, ne dépend pas de la base choisie. Or, il est prouvé
en [15, lemme 8.4] que la multiplicité de la mesure A; dans le spectre, est le
rang de la matrice M;.

On est donc en mesure de démontrer le théoréme.
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La matrice £’ contient autant de blocs ml de rang q que de racines
primitives de I'unit¢é modulo q. La multiplicit¢ de la composante de
Lebesgue dans le spectre est donc qo(q).

Soit a fixé, non racine primitive de 'unité modulo q. Quitte & changer
l'ordre des vecteurs de base, X, est constitué de B blocs diagonaux de la
forme pp.w ou W est la matrice de taille g/p x q/B, de coefficient
W, = e* 9 et donc de rang 1.

Pour o ainsi fixé X, est de rang .

Finalement la multiplicité de p, dans le spectre est B-fois le nombre de o
d’ordre B soit Bo(p).

Exemple. — Pour illustrer cette suite de calculs, regardons le cas g = 2
étudié en section 3. Iciz = — 1, et la matrice S (matrice R dans la nouvelle
base) est une matrice de taille 4 x 4, d’expression

1 e 0 0
1 e 0 0
0 0 1 et
0 0 1 —et
de sorte que
1 e’ 0 0
e ! 1 0 0
* —_
S%5 =2 0 0 1 0
0 0 0 1
On en déduit la matrice X’
® we" 0 0
we " o 0 0
0 0 m 0
0 0 0 m

. . o1
ol o désigne, comme en section 3, la mesure discréte 5(80 + 0,).

Pour terminer la démonstration du théoréme, il reste a remarquer que le
systéme associé a la suite g est topologiquement isomorphe a celui-ci.

La preuve de ce fait se calque sur la preuve de la proposition 1. En effet
Pautomate précédemment défini est g-reconnaissable, puisque le substitué
d’un mot commence toujours par (k,0).



SPECTRE DES SUITES DE RUDIN-SHAPIRO 137

Le théoréme 3 est ainsi démontré.

Remarque. — Notons (X,u,T) le systéme associé a la suite w. On a
prouvé, au cours de la démonstration du théoréme 3, que les fonctions (f;,)
de L*(X,p) définies par

1 !

Jia(x) = 7 Y LX) 2%, avec o racine primitive,
qr=o

sont U-orthogonales et de mesure spectrale égale a m.

Si I’on revient a I'espace Y qui est 'orbite fermée dans (Z/qZ)" de la
suite g cette fois, on déduit de ce qui précéde que les gp(q) suites

(g:q+i)n>0

ou 0<i<qg-—1 et a racine primitive de I'unit¢t modulo g, sont
statistiquement indépendantes et de mesure de corrélation égale a m.

En effet, par définition de la mesure p, la mesure spectrale de f; , n’est
autre que la mesure de corrélation de la suite

(fia(T"W))50-

On rappelle que w, s’écrit (u,,v,) ou v, = n(q), et qu’ainsi on a g, = z"s.
Donc, w, = (k,i) signifie u, =k et i =n(q), et

f(T™W) = {g: si n=i(g)

0 sinon.

11 est facile, en comparant les mesures de corrélation, d’en déduire que les
suites (g%,+),50, OU_aussi bien (z*"g3),.,, par la propriéte (2), sont
indépendantes, et engendrent la partie de Lebesgue du spectre de la suite g .
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