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GROUPE DE PICARD DES VARIETES
DE MODULES DE FAISCEAUX

SEMI-STABLES SUR ?2 (c)

par Jean-Marc DREZET

Introduction.

Soient r, 01,02 des entiers, avec r ^ 2. On se propose ici de calculer
le groupe de Picard de la variété de modules M(r, 01,02) des faisceaux
cohérents semi-stables sur Ps, de rang r, et de classes de Chern ci,C2.

Les premiers résultats dans cette direction ont été obtenus par Le
Potier ([17]) qui a déterminé le groupe de Picard des variétés de modules
de fibres stables de rang 2 et de degré pair sur Pz. Plus récemment, Str0mme
([25]) a calculé Pic(M(2,01,02)) dans le cas où ci ou 02 est impair. Dans
[17], c'est le groupe de Picard d'un ouvert lisse de M (2, Ci,C2) qui est
obtenu, et dans [25] celui des variétés de modules M(2,01,02) qui sont
lisses. Le premier résultat de cet article est le

THÉORÈME A. — La variété de modules M(r, 01,02) est localement
factorîelle.

On en déduit que le groupe de Picard de M(r, ci, 03) est isomorphe au
groupe des classes d'équivalence linéaire de ses diviseurs de Weil. Le calcul
effectif de Pic(M(r, 01,03)) fait intervenir les conditions d'existence des
faisceaux stables sur PS. D'après [6] et [7], il existe une unique application
6 : Q —> R possédant la propriété suivante : on a dim(M(r, 01,02)) > 0 si
et seulement si

A(r,oi,02) = 1^ - (l - ̂ cj^) ^ 6(oi/r).

Mots-cJés : Groupe de Picard - Faisceaux semi-stables - Factoriel.
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Si on a égalité, on dit que M(r, 01,02) est de hauteur nulle (cf. 1.2). On
peut maintenant énoncer le

THÉORÈME B. — Supposons que dim(M(r, 01,02)) > 0. Alors on a

(i) Pic(M(r,ci,C2)) ̂  Z si M(r, 01,02) est de hauteur nulle.

(ii) Pic(M(r, ci, 02)) ̂  Z2 si M(r, Ci, 02) n'est pas de hauteur nulle.

Donnons maintenant une construction des éléments de

Pic(M(r,ci,C2)).

On appelle famiiie de faisceaux de M (r, 01,02) paramétrée par une variété
algébrique lisse S un faisceau cohérent E sur S x P2, plat sur 5, tel que
pour tout point fermé s de S, Es = E^s}x?2 solt semi-stable, de rang r et
de classes de Chern 01,02. On note K(S) le groupe de Grothendieck de 5.
Soit E une famille de faisceaux de M(r, 01,02) paramétrée par 5. On note
PS, P2 les projections S x P^ —> S et S x P^ —> P^- Deux familles £',£"
de faisceaux de M (r, 01,02) paramétrées par S sont dites équivalentes s'il
existe un fibre en droites L sur 5 et un isomorphisme E' ^ E (g) p§L. On
note F(S) l'ensemble des classes d'équivalence de telles familles. On définit
ainsi un foncteur F de la catégorie des variétés algébriques lisses dans celle
des ensembles (cf. 1.1.).

On note rj = rj(r, 01,02) la classe dans K(P^) d'un fibre vectoriel
algébrique V sur P2, de rang r et de classes de Chern 01,02. On note
H = ff(r,Ci,C2) le noyau du morphisme de groupes

^ : K(P^) —> Z

défini par ^77 ([W]) = x(V 0 W) pour tout fibre vectoriel algébrique W sur
?2, [W] désignant la classe de W dans jK'(P2). La classe îy, le morphisme
^ ainsi que H ne dépendent que de r, 01,02. Notons que H est isomorphe
àZ2.

Le morphisme 7^7 : Jî —> Pic(5), restriction du morphisme
K(P^) —> Pic(S') associant à [W] le fibre en droites

dei(psi[E^^W])-1

ne dépend que de la classe d'équivalence de E (d'après la définition de ff),
et en dépend fonctoriellement. On en déduit un morphisme

7 : H —> Pic(F)
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où Pic(F) est le groupe de Picard du fondeur F (cf. 1.1.4.). D'autre part,
il existe un morphisme canonique

a : Pic(M(r,ci,C2)) —> Pic(F)

déduit de la propriété universelle de M(r, 01,02). On a alors le

THÉORÈME C. - II existe un unique morphisme

L:ff—>Pic(M(r,oi,02))

rendant commutatifle diagramme

H ————— Pic(F)

Pic(M(r,ci,C2))
Plus concrètement, si IVi,..., Wk sont des fibres vectoriels algébriques sur
?2, ni, . . . , rik des entiers tels que a = - ̂  rii[Wi\ soit dans ff, on a

Ki<k

(g) detM^P^D^^rêHa),
l<,i<,k

où fa '. S —> M(r,ci,C2) est le morphisme déduit de E (cf. 1.1).

Soit ^ la caractéristique d'Euler-Poincaré des faisceaux cohérents sur
P2 de rang r et de classes de Chern ci,C2. Le résultat précédent n'apporte
quelque chose que dans le cas où r,ci et \ ne sont pas premiers entre
eux. En effet, dans le cas contraire, il existe un faisceau universel EQ sur
M(r,c^,Cï) x P2 (cf. 1.1.), et il suffit de prendre

L(a)= 0 det(pM![^o^ré^])^,
Ki<,k

PM désignant la projection M(r, 01,02) x P2 —> M(r, 01,02).

On peut maintenant décrire Pic(M(r, 01,02)).

THÉORÈME D. — Si M(r,ci,C2) n'est pas de hauteur nulle, le mor-
phisme de groupes

L:^-^pic(M(r,Oi,02))

est un isomorphisme.
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II reste à traiter le cas des variétés de modules de hauteur nulle.
On appelle fibre exceptionnel sur P^ un fibre vectoriel algébrique stable
G tel que Ext^G.G) = 0 (cf. [7]). Supposons que M(r, 01,02) soit de
hauteur nulle. On peut alors définir un fibre exceptionnel -F, dit induit par
M(r, ci, 02), possédant notamment la propriété suivante : pour tout faisceau
semi-stable V de rang r et de classes de Chern ci, 02, on a /^(F* 0 V) = 0
pour tout i > 0. Alors [F*] est un élément de ff, et 7([F*]) est l'élément
neutre de Pic(F). On prouvera le

THÉORÈME E. — Si M(r,ci,C2) est de hauteur nulle, de nbré excep-
tionnel induit F, le morphisme de groupes

L:H—^Pic(Af(r,ci,C2))

est surjectif, et son noyau est le sous-groupe engendré par [F*}.

Soit M = M(r,ci,C2) une variété de modules de dimension
strictement positive, Mo l'ouvert des points lisses de M. On a
codimM(M\Mo) > 2 car M est normale. On peut donc définir le
déterminant UM du faisceau cotangent de M. On a alors

THÉORÈME F. — On a UM ̂  L(/î)î avec /? = TJ* 0Ct; — rf*, îy* désignant
la classe duale de rj, et u celle du nbré canonique sur P^.

(La classe duale de [V], V étant un fibre vectoriel algébrique sur P2,
est la classe du dual V* de Y).

Voici le plan des démonstrations. On montrera (cf. 1.5) qu'on peut
se ramener au cas où —1 < ci/r <, 0 (la variété de modules et les
faisceaux correspondants sont dits normalisés). Dans ce cas on représente
naturellement Af(r, 01,02) comme bon quotient d'une variété lisse M de
complexes de fibres vectoriels sur P^ par un groupe réductif G M (cf. 1.6).

Soient Ms(r, 01,02) l'ouvert de M(r, 01,02) correspondant aux fais-
ceaux stables, M s son image réciproque dans M. Alors le morphisme quo-
tient M. —^ Ms(r,ci,C2) est un quotient géométrique. Il en découle un
morphisme

Char(GM) ̂ Pic(M,(r,Oi,02)),

Cha^Gj^) désignant le groupe des caractères de GM'

Dans le §2 on montrera qu'en fait TTM est à valeurs dans
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Pic(M(r,Oi,C2)):

Char((?M) 7rM ^ Pic(M,(r, 01,02))

WM ^^ss^ restriction

Pic(M(r,ci,C2))
d'où le morphisme WM . Cela signifie que tout fibre en droites sur M s (r, ci, 02)
provenant d'un caractère de G M peut être prolongé à M (r, 01,02). On en
déduit dans le §3 les théorèmes A et B en utilisant de plus les résultats
suivants :

1) Le morphisme canonique TI-M ; Charg(G'M) —^ Pic(Afs(r, 01,02)) est
surjectif, et c'est un isomorphisme si M(r, 01,02) n'est pas de hauteur
nulle (démonstrations dans les §4 à 7).

2) Si M(r,ci,C2) est de hauteur nulle et non isomorphe à Pa, on a
Pic(Ms(r,ci,C2)) ̂  Z (ce résultat provient de [6]).

Les autres théorèmes sont démontrés dans le §3. On définit d'abord
pour cela un morphisme de groupes

A : Char(GM) —> H

tel que le diagramme

Char(GM) ——^——> Pic(M(r, 01,02))
1 ^ \\ ̂  \-

H ^ ——^——> Pic(F)
soit commutatif. En général, A est un isomorphisme. Ceci permet de définir
L.

On suppose ici que le corps de base est C, mais les résultats précédents
s'étendent sans difficulté au cas où le corps de base est algébriquement clos
de caractéristique nulle.

J'ai beaucoup profité de l'aide efficace de J. Le Potier pour effectuer
ce travail. Je tiens ici à l'en remercier. Je remercie aussi le référée pour les
améliorations qu'il a apportées à la présentation des résultats.
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1. Préliminaires.

1.1. Faisceaux semi-stables.

1.1.1. Formulaire et notations.

Soit E un faisceau cohérent sur PS, de rang r > 0, et de classes de
Chern Ci,C2. On pose

A(r,ci,C2) = A(Ê) = ^(c2 - (l - ̂ c?^),

qu'on appelle le discriminant de E. On appelle pen^e de E le nombre
Y-2 o^

rationnel ci/r et on le note /i(2?). Posons P(X) = — + — -h 1.
£* 2t

Le théorème de Riemann-Roch prend la forme suivante : on a
X(E) = r(P(/i(E)) - A(E)), ^(E) désignant la caractéristique d'Euler-
Poincaré de E. Si E^F sont des faisceaux cohérents sur Ps, on pose

2
^(£7, F) = ̂ (-^dil^Ext^, F)).

î=0

Alors on a, si rg(£) > 0 et rg(F) > 0,

X(E,F) = rg(JÇ7)rg(F)(P(^(F) - ̂ )) - A(£7) - A(F))

(proposition (1.1) de [7]). On a, pour tout entier i > 0, un isomorphisme
canonique

Ext^E.F) ̂  Ext2-'^,^^))*,

(dualité de Serre, proposition (1.2) de [7]), même si rg(E) ou rg(F) est nul.

On note Q le fibre quotient canonique de 0 0 H°(0(1)Y sur PS.

1.1.2. Faisceaux semi-stables.

Soit E un faisceau cohérent sur Ps. On dit que E est semi-stable
(resp. stable) s'il est sans torsion et si pour tout sous-faisceau propre F de
E on a ^(F) < ^(E), et en cas d'égalité

X(E) x(F)
rg(E)^rg(F) ^ ̂

Cette notion de stabilité est celle de Gieseker ([11]) et Maruyama ([19]). Les
variétés de modules M(r, Ci, ̂ 2) sont construites dans l'article précédemment
cité de Gieseker.
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Si E est semi-stable, il existe une filtration de £, dite de Jordan-
floider : 0 = EQ C ... C Em = E, telle que pour 1 < i < m, Ei/E^ soit
stable et de même pente et discriminant que E. Une telle filtration n'est
pas toujours unique, mais la classe d'isomorphisme du gradué (c'est-à-dire
la somme directe des Ei/Ei-^) ne dépend que de celle de E. On notera
Gi(E) la classe d'isomorphisme de ©.Bi/jE^-i.

Soit E un faisceau cohérent sans torsion sur P2. Il existe une unique
filtration de E : 0 = EQ C ... C Em, telle que pour 1 <, i <, m-1, E^E^
soit l'unique sous-faisceau G de E/Ei--^ possédant les propriétés suivantes :
pour tout sous-faisceau propre H de £7/jE?i_i, on a p.(H) < ^(G), et si
p,(H) = /x(G), on a A(ff) > A(G), et si enfin A(ff) = A(G), alors
rg(ff) < rg(G). On l'appelle la Gitration de Harder-Narasimhan de E.

1.1.3. Variétés de modules.

La variété de modules M(r, 01,02) est une variété algébrique, unique
à isomorphisme près, possédant les propriétés suivantes :

Soit F = F(r,ci,C2) le foncteur contravariant de la catégorie des
variétés algébriques complexes dans celle des ensembles associant à S
l'ensemble des classes d'équivalence de familles plates de faisceaux semi-
stables de rang r et de classes de Chern ci,C2 sur ?2 paramétrées par S
(cf. Introduction). Alors

(i) II existe un morphisme de fondeurs
F—^Hom(-,M).

(ii) Si M' est une variété algébrique et F —> Hom^M') un
morphisme de foncteurs, il existe un unique morphisme / : M —> M'
tel qu'on ait un diagramme commutatif

.Hom(-,M)

Hom(-,/)

•Hon^-.M')

En particulier, d'après (i), d'une famille E de faisceaux de M(r, Ci, €2)
paramétrée par S on déduit un morphisme

fE-'S—^M(r,ci,C2).

La variété M(r,ci,C2) est projective, normale et irréductible ([7],
[19]). Les points fermés de M(r, 01,02) sont les classes d'équivalence de
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faisceaux semi-stables de rang r et de classes de Chern Ci,C2 (deux tels
faisceaux E.E1 étant équivalents si Gr(£') = Gr(JK')).

2.1.4. Groupe de Picard du fondeur F.

Un élément L de Pic(F) est la donnée, pour toute variété algébrique
lisse S et tout élément E de F(5), d'un élément LE de Pic(5) dépendant
fonctoriellement de 5, c'est-à-dire que pour tout morphisme / : T ——> S
de variétés algébriques lisses et tout E dans F(S), on a

/"LE ^ Lf.E'

La structure de groupe abélien de Pic(F) est définie par

(L.Lf)E=LE^LE.

L'élément neutre de Pic(F) est évidemment défini par LE = Os^ pour tous
5,E.

On définit maintenant un morphisme de groupes

<r:Pic(M(r,ci,C2))—.Pic(F).

Pour tout L dans Pic(M(r, 01,02)), toute variété algébrique lisse S et tout
E dans F(5), on a

O(L)E = /EL.
Le morphisme a est injectif. Pour le voir il suffit de trouver un E comme
précédemment tel que le morphisme f^ : Pic(M(r,Ci,C2)) —> Pic(S')
soit injectif. D'après Gieseker ([11]) il existe une variété algébrique lisse
jR sur laquelle opère un groupe PGL(N), et un élément E de F(R) tel que
/E : R —> M(r,ci,C2) soit un bon quotient de R par PGL(N) (cf. §2).
Un fibre de Ker(/JS;) provient d'un caractère de PGL(N), et comme tout
caractère de PGL(N) est trivial, f^ est injectif.
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1.2» Fibres exceptionnels et variétés
de modules de hauteur nulle.

Soit M(r,ci,C2) une variété de modules de hauteur nulle. Posons
/A = ci/r. D'après [6], il existe un fibre exceptionnel G, unique à isomor-
phisme près, tel que |/i — P'(G)\ < XG, XG désignant la solution inférieure
à 1 de l'équation

X2 - 3X + l/rg((?)2 = 0.

Si fi <^ fJi(G), on a pour tout i ^ 0 et tout faisceau semi-stable E
de rang r et de classes de Chern 01,02,^(6'* ® E) = 0, et G est par
définition le fibre exceptionnel induit par M(r, 01,02). Si /A > /i(G), on a
pour tout i > 0 et tout faisceau semi-stable E de rang r et de classes
de Chern ci,C2,y(G(3) 0 E) = 0, et G*(-3) est par définition le fibre
exceptionnel induit par M(r, 01,02). Les égalités précédentes découlent de
la semi-stabilité de E et de la relation

^)==PH/i(G)^|)-A(G),

d'où on déduit ^(G* (g) E) = 0 (resp. x(G(3) 0 £7) = 0) si /A < /i(G) (resp.
/A > /i(G) ). Pour plus de détails voir [6] et [7].

1.3. Groupe de Picard. Diviseurs de Weil.
Groupe de Grothendieck.

Soit S une variété algébrique intègre. On note Pic(5) le groupe de
Picard de 5, c'est-à-dire le groupe des classes d'isomorphisme de fibres en
droites algébriques sur 5.

Supposons que S soit normale. On note C\(S) le groupe des classes
d'équivalence linéaire de diviseurs de Weil de 5. On peut définir un
morphisme canonique

as : Pic(5) —^ Cl(5)

qui est injectif. C'est un isomorphisme si et seulement si S est localement
factorielle. Pour plus de détails, voir [13], prop. 1-12 et [20], p. 141.

Soit S une variété algébrique lisse. On note -K'(<S') le groupe de
Grothendieck des classes d'équivalence de faisceaux cohérents sur S (voir
[3]). On notera [E] l'image dans K(S) d'un faisceau cohérent E sur 5'.



114 Jean-Marc DREZET

Si T est une autre variété lisse, et / : T —> S un morphisme propre,
on définit un morphisme de groupes f\ : K(T) —> K(S) en associant à [E]
l'élément IX-l)1^/*^] de K(S).

Il existe un unique morphisme de groupes det : K(S) —> Pic(5)
tel que pour tout faisceau localement libre E sur 5, det[£7] soit la classe
d'isomorphisme du déterminant de E.

1.4. Familles complètes de faisceaux sur PS.

1.4.1. Dans ce qui suit T désigne une variété algébrique lisse irréduc-
tible et F un faisceau cohérent sur TxP^ tel que pour tout point fermé t de
T, Ft soit sans torsion, de rang r et de classes de Chern ci, 02. On suppose
que dim(M(r,ci,C2)) > 0. On introduit dans [7] deux conditions

(KS) Le morphisme de déformation infinitésimale de Kodaïra-Spencer de
F au point t de T est surjectif.

(£) OnaExt^Ff.F^O.

Soit (ffi,..., H m) une suite de polynômes à une variable à coefficients
rationnels. On dit qu'un faisceau cohérent sans torsion E sur Ps est de poids
(ffi, . . . , Hm) si la filtration de Harder-Narasimhan de E est de longueur
m : 0 = EQ C ... C Em == E, et si pour 1 < i < m, Gîi(E) = Ei/E^i a
pour polynômes de Hilbert Hi.

Soit E un faisceau cohérent sur PS. On dit que E est p-semi-stable
(resp. p-stable) s'il est sans torsion et si pour tout sous-faisceau propre E'
de E on a. /x(£") < ^(E) (resp. <). On a les implications suivantes :

E est p-stable > E est stable

-V ^

E est p-semi-stable < E est semi-stable
Soit (iï"i,...,ffyn) le poids d'un faisceau cohérent sans torsion E. Alors
on a pour 1 $ i <, m, Hi(X) = ri(P(/^ + X) - A^), où r^ /A», A»
désignent respectivement le rang, la pente et le discriminant du i6 gradué
de la filtration de Harder-Narasimhan de E. Alors E est p-semi-stable si et
seulement si ^i = /^(£7), et on a aussi dans ce cas ̂  = ... = fi-m = /^(jB).

PROPOSITION 1.1. — Supposons que Ci = 0, que les conditions (L) eu
(.K'5) soient satisfaites, que pour tout point t de T, Ft soit p-semi-stable



GROUPE DE PICARD DE M(r,ci,C2) 115

et que h°(Ft) = 0. Soit T88 rouvert de T des points t tels que F( soit
semi-stable. Alors on a codimrCT^T55) > 2.

Les poids des faisceaux Ff sont en nombre fini d'après [7], et si
OL = (ffi,... ,ff^) est l'un d'eux, l'ensemble Ta des points t de T tels
que Ft soit de poids a est une sous-variété localement fermée lisse de T de
codimension

da = ̂  r^(A, + Aj - 1),
i<J

avec les notations précédentes (proposition (3.3) de [7]). Supposons que
m > 1. Soit t un point de T. On pose ni = c^(Gîi(Ft)) pour 1 > i > m.
Alors on a Ai = n^/ri, et

dû > n7m(ni/n + nm/7m - 1) = 7m(7ll - 7'l) + 71^1.

Il faut montrer que da >. 2, et pour cela il suffit de prouver que ni >, ri
et rim ^ 2. Le faisceau Gri(Ff) est semi-stable de pente 0, donc on a
Hom(Gri(Ft), 0(-3)) = 0, d'où par dualité de Serre /^(Gr^Ff)) = 0.
Puisque h°(Ft) =0, on a aussi /i°(Gri(Ft)) = 0, donc

h^Gr^Ft)) = -x(Gn(F<)) = m ~ n > 0,

ce qui démontre la première inégalité. En ce qui concerne la seconde, notons
que par définition de la filtration de Harder-Narasimhan on a

H^X) Hm(X) ^ , „
———— > ———— pour tout A assez grand,

TI Tm

ce qui équivaut à n\jr\ < nm/fm' Puisque U\IT\ > 1, on a n-m > 2. Ceci
achève la démonstration de la proposition 1.1.

1.4.2. On ne suppose plus à présent que ci = 0. Le résultat suivant
est démontré dans [6] (proposition 33) :

PROPOSITION 1.2. — Supposons que F soit une famille de faisceaux de
M(r, Ci, €3) vérifiant la condition (KS). Soit T8 rouvert de T des points t
tels que Ff soit stable. Alors, si M(r, Ci, 02) n 'est pas une variété de modules
de hauteur nulle isomorphe à P^, on a codimr(T\T5) > 2.

On en déduit le

COROLLAIRE 1.3. — Soit M^^ci.cs) l'ou vert de M(r, 01,02) cor-
respondant aux faisceaux stables. Alors, si M(r, ci, 02) n 'est pas une variété
de modules de hauteur nulle isomorphe àP^, on a

COdimM(r,Cl,C2)(M(rîcl^c2)Ws(^Cl»C2)) > 2.
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Les fibres exceptionnels induits par les exceptions du corollaire 1.3
sont de rang 1.

1.4.3. Soit E un fibre vectoriel sur Pa, t une droite de PS. Alors il
existe une unique suite décroissante (fcf)i<»<r d'entiers, telle que

E\e ̂  Q 0,(ki)
Ki<r

(Grothendieck [12]). Il existe une seule telle suite (A^)i<^ telle que
l'ensemble des droites t telles que (A;f)i<i<r = (fc^Ki^r soit un ouvert non
vide de P^. On dit que (fc?)i<i<r est le type de décomposition générique
de F.

Soit EQ un fibre vectoriel sur Pi. On dit que EQ est rigide si
Ext^Eo,^) = 0. Si E = O(fci) © ... C O(fcr), cela revient à dire que
l'ensemble des ki est réduit à un entier ou à deux entiers consécutifs. On
dit que E est de type de décomposition générique rigide si le fibre sur Pi
somme directe des 0(k^) est rigide.

PROPOSITION 1.4. - Supposons que F vérifie les conditions (L) et
(KS) et que pour tout point t de T le faisceau Ft soit localement libre
et de type de décomposition générique rigide. Soit T88 l'ouvert de T des
points t tels que Ff soit semi-stable. Alors on a, si M(r, Ci, 02) n'est pas de
hauteur nulle, codimr^VT55) > 2.

Ce résultat est dû à J. Le Potier.

D'après [7], T^88 est la réunion d'un nombre fini de sous-variétés
lisses localement fermées disjointes. Soit t un point de Î^T55, Y la sous-
variété lisse contenant t. Alors on a d'après la proposition (3.3) de [7]

codimr(y) = - ^ x(Gr,(FO), Gr,(F,)).
Ki<j<m

Chacun des termes de cette somme est négatif ou nul d'après le lemme (4.8)
de [7]. Supposons que codimr(y) = 1. Alors on a ̂ (Gri(F(), Gim(Ft)) = 0
ou -1. Si ^(Gri(Ft)î Gr^(Ff)) = 0, d'après la démonstration du lemme
(4.8) de [7], Gri(Ff) ou GirnÇFt) est semi-exceptionnel, c'est-à-dire somme
directe de fibres exceptionnels deux à deux isomorphes. Supposons que
Gri(Ff) soit semi-exceptionnel (l'autre cas est analogue). Alors, on a

x(Gn(F,),F,) =x(Gri(F,),Gn(F,))4-^x(Gri(Ft),Gr,(Ft))
i>l

>X(Gri(Ft),Gri(Ft))-l>0.
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Mais on a ^(Gri(Ff)) > ^(Ff), et Af(r, 01,02) n'est pas de hauteur nulle.
Donc, conformément à la condition pour que dim(M(r, 01,02)) > 0 (cf.
[7]), on a \(Gîi(Ft),Ft) < 0, ce qui est contradictoire. On ne peut donc
pas avoir ^(Gri(Ft),Gr^(Ft)) = 0.

Supposons maintenant que x(Gri(Ft),Gr^(Ff)) == -1, c'est-à-dire

(1) AI + A^ = ——— + P(^m - ̂ l).
TiT m

On a vu que ni Gri(Ff) ni Gim(Ft) ne peuvent être semi-exceptionnels,
donc on a (2A» - l)r2 > 1 pour i = 1, m, car (2Ai - l)r2 = di -1, di étant
la dimension de la variété de modules contenant Gii(Ft). On a di > 1 car
Gii(Ft) n'est pas semi-exceptionnel, et en fait di > 2 car il n'existe pas de
variété de modules de dimension 1 d'après [7]. Donc

;^+Pte.-,..)Si+^+^),
c'est-à-dire

l-P^i-^+^i-^^O.
2^1 ^m7

Mais d'après le lemme (4.8) de [7], on a 0 < ^i - p,rn <: l» donc
1 - P(/ii - ̂ ) > 0, d'où

1--P(^^)-(1--1-)
2^ri r^l

et /AI = p,rn, n = rm- On a

. . l/. 1
A» > .(l + -2) pour i = l,m,z v y*t /

et d'après (1) on a Ai + A^ = 1 + 1/r^, donc Ai = A^ et finale-
ment Jfi = Jf^. Ceci contredit la définition de la filtration de Harder-
Narasimhan de Ff. On a donc bien codimr(y) / 1. La démonstration
du fait que codimr(y) ^ 0 est analogue, en plus facile. On a donc bien
codimr^T55) >_ 2. Ceci démontre la proposition 1.4.
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1.5. Variétés de modules normalisées.

Rappelons qu'un faisceau cohérent sur P^ de rang r > 0 et de première
classe de Chern ci est dit normalisé si -1 < ci/r < 0. Soit k un entier. Si
E est un faisceau cohérent de rang r et de classes de Chern ci,C2, on note
c'i,C2 les classes de Chern de E(k). C'est-à-dire

c'i = ci + rfc,

^^(r^ciÂ:^7,1^2.

On définit un isomorphisme M(r, 01,02) ^ M(r,c[,c^) en associant au
point correspondant au faisceau semi-stable E le point correspondant à
E(k). Cet isomorphisme est compatible avec un isomorphisme évident de
foncteurs

e:F(r,ci,C2)^F(r,c'i,C2).
Le produit tensoriel par [0(-k)] définit un automorphisme

Qk : K(P^) —. K(P^

II est immédiat que Qjç induit un isomorphisme

H(r,c^c^) ̂  Jf(r,c'i,C2),

qu'on a un diagramme commutatif

ff(^ci,c2) ——^——> Pic(F(r,ci,C2))

Qk e

H^c1^) ——^——. Pic(F(r,c'i,C2))
et que

©fc(^(r,Cl,C2))=î7*(r,c/l,C2).

II en découle que pour démontrer les théorèmes A à F on peut supposer que
la variété de modules est normalisée (si —k est la partie entière de ci/r, on
a en effet -1 < c'i/r < 0).
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1.6. Complexes de Kronecker.

1.6.1. On rappelle ici des résultats de [7]. Soit K9 un complexe fini de
faisceaux cohérents sur PS. On définit le rang rg(K9), le degré c\{K9)^ la
caractéristique d^Euler \(K9) et le polynôme de Hilbert P^ de K* par

rgOT = n-l)1^) î c,(K9)=Z^)iCl(Ki^
X(K9) = E(~1)W) , PK- = E(-l)^,

P^i désignant le polynôme de Hilbert de K^. On appelle complexe de
Kronecker un complexe du type

0 —, A2^* 0 ff-i —^ Ç* 0 ffo —^ 0 0 ffi —> 0,

les Jïi étant des C-espaces vectoriels de dimension finie. On définit de
manière évidente les morphismes de complexes de Kronecker, les sous-
complexes de Kronecker et complexes de Kronecker quotients d'un com-
plexe de Kronecker. On montre ainsi que les complexes de Kronecker for-
ment une catégorie abélienne. Ils sont utilisés dans [1] pour étudier les
fibres stables de rang 2 sur Pa. Ce sont des cas particuliers de monades (cf.
Horrocks [15]).

Soit K* un complexe de Kronecker de rang r, de degré ci et de
caractéristique d'Euler \. On dit que K9 est semi-stable (resp. stable)
si pour tout sous-complexe de Kronecker K ' * de K9, avec K ' 9 / 0 et
K^ + K\ on a pour m > 0, rPj^(m) - rg(Jr*)Pj<.(m) <, 0 (resp. <).
Ceci équivaut à

rci(^)-rg(^-)ci<0,

et en cas d'égalité

rx(^-)-rg(^)x^0(resp.<).

Soit M(r, ci, ça ) une variété de modules telle que M s (r, ci, 03 ) soit non
vide, et que -r < c\ <: 0. Soit E un faisceau semi-stable de rang r et de
classes de Chern ci,C2 sur Pa. On associe à E un complexe de Kronecker
KE

0 —^ A2^* 0 H\E{-Ï)) ̂ >Ç* 0 jEf1^-!)) ̂ 0 0 ff1^) —^ 0

au moyen de la suite spectrale de Beilinson ([l], [2], [18]). La dimension de
l'espace vectoriel ^(EÇ—i)) pour i = 0,1,2 ne dépend que de r, ci, 02. On
a

dïmÇH^E^i))) == -x(E(-i)) = -r(P(ci/r - i) - A(r,ci,C2)).
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Le morphisme de faisceaux UE est injectif, VE est surjectif, Kei(vE)/îm(uE)
est isomorphe à E et KE est semi-stable. Si £7 est stable, KE l'est aussi.

Réciproquement, soit
O—^A^Q^H^-^Q^HO-^O^H^ —^0

un complexe de Kronecker semi-stable (resp. stable), la dimension de Hi
étant ni = -\(E(i -1)) pour i = -1,0,1. Alors le morphisme de faisceaux
u est injectif, v est surjectif, et Kei(v)/ïm(u) est semi-stable (resp. stable)
de rang r et de classes de Chern ci,C2. De plus, le complexe de Kronecker
précédent est isomorphe à celui qui est associé à Kei(v)/ïm(u).

Soit M la variété des tels complexes de Kronecker semi-stables. Elle
est lisse et irréductible. Sur M. x Ps existe un "complexe universel" dont
la cohomologie en degré 0 est une famille de faisceaux de M(r, 01,02)
paramétrée par M.. On en déduit un morphisme TT : M -—> M(r, 01,02).

Le groupe GM = (G'L(n-i) x GL{no) x GL(n^))/C* agit sur M de
la façon suivante :

G M x M —> M
(C*(ô-i,^o^i),(^,v)) «—>((IQ- 0 go) o u o (I^Q. <g)^_i)-1,

gi OVO(IQ. 0^o)~1).
En fait, TT est un bon quotient de M par G M (proposition (2.6) de [7]).

1.6.2. Les caractères de GM-

On note Char(C?M) le groupe des caractères de G M' Supposons
d'abord que n\ > 0 et n-\ > 0. Les caractères de GM sont définis par
les triplets (00,01,02) d'entiers tels que

0271-1 4- OiUo + OoTll = 0.

Le caractère associé à (00,01,02) est
A : G M -^ C*
C*(^-i,po,^i) ̂  det^-i)02 det^o)01 det^i)^.

Le groupe Cha^GM) est isomorphe à Z2. Si ni = 0 ou n-i = 0, Char(GM)
s'identifie de même à un sous-groupe de Z2 isomorphe à Z.

1.6.3. Le morphisme A : Char((?M) —> H.

On supposera d'abord que n\ > 0, n-i > 0. Considérons le mor-
phisme de groupes

Ao : Z3 —> K{P^
(00,01,02)—> ^ o,[0(-î)].

0<i<2
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LEMME 1.5. - Le morphisme Ao est un isomorphisme.

Soit x = ^ o,[0(-î)] un élément de l'image de Ao. Alors on a
0<i<2

Tg(x) = Oo 4-0i +02,
ci (a:) = -ai - 202,
02(2;) = 2ai02 + 202(02 - 1) + 01(01 - 1)/2

=^l(^)2-al/2-2o2.

II suffit donc de montrer que pour tout triplet (r, ci, 02) d'entiers, le système
d'équations

r = oo -J-oi 4-02,
ci = -01 —202,
C2 -cï/2= -2o2-0i/2,

possède une solution entière (oo, 01,02 ) unique. Ceci est vrai. Cette solution
est

ao = r - C2 + ci(ci + 3)/2,
01 =2c2-c^-2ci,
02 = ~C2+ci(ci +1)/2.

Ceci démontre le lemme 1.5.

Remarque. - Un calcul simple montre que l'inverse de Ao est défini
par

Ao"1^]) = (xW,-x(^^Ç*),xW~i))),
pour tout fibre vectoriel algébrique W sur P2.

Par définition des entiers n^ l'égalité 02n-i+0i7io+ooni = 0 équivaut
à

^(Ao(oo, 01,02)) =0.

Par conséquent, en voyant comme dans 1.6.2 Char(GM) comme un sous-
groupe de Z3, on a

Ao(Char((?M))=ff(r,ci,C2).

Le morphisme A est simplement la restriction de Ao. C'est un isomor-
phisme.
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Etudions maintenant le cas ni = 0 (le cas n-i = 0 est analogue).
Dans ce cas M(r, 01,02) est une variété de modules de hauteur nulle de
fibre exceptionnel associé 0. Le morphisme A est défini par

A(oi,02) = ai[0(-l)] +02[0(-2)],

pour tous entiers 01,02 tels que 0271-1 -+- oino = 0. Dans ce cas ce n'est
bien entendu pas un isomorphisme, mais on a un isomorphisme

ff^A(Char(GM))©Z[0].

1.7. Variétés de saut et formule de Porteous.

On décrit ici certains résultats de [10] et [14]. Soient S une variété
algébrique lisse irréductible, E un fibre vectoriel de rang 2 sur 5, P le fibre
en droites projectives sur 5 déduit de E. On note p : P —> S la projection.
Soit G un faisceau cohérent sur P, plat sur 5. Four tout point fermé s de
5, on pose Gs = G|p-i(a). Supposons que pour tout 5, Gs soit sans torsion,
et que si \ désigne la caractéristique d'Euler des faisceaux G s, on ait \ < 0.
On définit dans [14], pour tout 5, une application linéaire canonique

d^.T.S-^HH^G^H^G,))
(TsS désignant l'espace tangent de S en s). Si E est trivial, on a P ^ 5xPi,
et ds s'interprète de la façon suivante : soient

^ :T^S—^Ext^G^Ga)

le morphisme de déformation infinitésimale de Kodaïra-Spencer de G en 5,

^ : Ext^.G,) —^ LÇH^G^H^G,))
l'application canonique (appelée "comorphisme de Pétri" dans [14]). Alors
on a

ds = -rfs o û;3

([14], 7.7). Dans le cas général, on peut définir un sous-schéma fermé ̂ (G),
dont le support est l'ensemble des s tels que h°(Gs) > 1. On a, pour toute
composante irréductible Y de Z1(G),

codim^V) <, 1 - ̂ .

En cas d'égalité (pour toutes les composantes), ou si Z1(G) = 0, l'élément
de l'anneau de Chow de S associé à Z1(G) est donné par

[^(G^ci-^-^G))
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(formule de Porteous). Soit s un point du support de Z1(G) tel que
h°(Gs) = 1. Alors, si ds est surjective, Z1(G) est lisse en 5.

2. Fibres en droites sur un quotient.

Dans cette partie on définit le morphisme

Char(GM) -^ Pic(M(r,ci,C2)).
On sait très bien définir un morphisme

ChaT(GM) —^ Pic(M,(r,ci,C2))
(à l'aide de la proposition 2.2 qui suit). Le problème est donc de prolonger
les fibres en droites sur Af^r, ci, 02) provenant de Char(GM) à M(r, ci, 02).
Plus généralement, étant donné un bon quotient TT : X ——> N par un groupe
réductif G, on cherche des conditions suffisantes pour qu'un caractère de
G définisse un fibre en droites sur N (voir 2.2 pour une définition précise).
On montre ensuite (dans 2.8) que ces conditions sont vérifiées par tout
caractère de G M, dans le cas du quotient M —> M(r, 01,02).

2.1. Bons quotients.

Soit G un groupe algébrique réductif connexe, X une variété algébrique
intègre sur laquelle opère algébriquement le groupe G. Un bon quotient de
X par G est un morphisme de variétés algébriques TT : X —> N tel que

1) TT est surjectif et affine.

2) Si U est un ouvert affine de N, on a Ox^ÇU))0 = 0^(t7), le
premier terme de cette égalité désignant l'espace des fonctions régulières
G-invariantes sur TT"^!/).

3) Si -Fi,-F2 sont des fermés disjoints G-invariants de X, alors ^(-Fi)
et Tr(F^) sont des fermés disjoints de N.

Le morphisme TT possède alors la propriété universelle suivante : si
y> : X —> Y est un morphisme G-invariant de variétés algébriques, il
existe un unique morphisme y/ : N —> Y tel que (p = y/ o TT. On en
déduit l'unicité de N et TT à isomorphisme près. La variété N est intègre, et
normale si X l'est. On dit que TT est un quotient géométrique si ses fibres
sont les orbites de l'action de G et si elles ont la même dimension que G.
Pour ces résultats, voir [2l], [22] et [24].
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On suppose dans ce qui suit que X possède un bon quotient
7T : X ——^ N.

LEMME 2.1. — Soit a;o un point de X. Alors GXQ contient une unique
orbite fermée de X.

Soit Gx une orbite contenue dans GXQ, et de dimension minimale.
Alors Gx est fermée car sinon Gx\Gx contiendrait une orbite de dimension
inférieure à celle de Gx, et cette orbite serait contenue dans GXQ. Si Gy
est une autre orbite fermée contenue dans GixQ, on a 7r(Ga?) = ^{Gy) =
{^(xo)}, donc d'après 3), Gx et Gy ne sont pas disjointes, et sont donc
égales. Ceci démontre le lemme 2.1.

En fait on montre de même que 7r~1 (7r(a:o)) contient une unique orbite
fermée.

2.2. Fibres en droites.

Dans tout ce qui suit on suppose que X possède un bon quotient
TT : X —> N. Considérons une action linéaire de G sur le fibre trivial
X x C, au-dessus de l'action de G sur X. Elle provient d'un morphisme
croisé, c'est-à-dire un morphisme \ : G x X —> C* tel qu'on ait \{gg', x) =
\{9-> ̂ )x(^) pour tous g, g ' dans G et a; dans X. Si l'action de G sur X
est libre et si TT est un quotient géométrique, on déduit de \ un fibre en
droites sur N (cf. [17]), c'est simplement (X x C)/G.

Tout caractère À de G définit un morphisme croisé : \(g,x) = A(^).
Réciproquement, si toute fonction inversible sur G est le produit d'un
caractère par une constante, tout morphisme croisé provient d'un caractère
(proposition 13 de [6]). On supposera que c'est le cas dans tout ce qui suit.

Rappelons une conséquence de [17] (proposition 4) :

PROPOSITION 2.2. — Supposons que G agisse librement sur X, que
TT : X —> N soit un quotient géométrique, et que toute fonction régulière
inversible sur G soit le produit d'un caractère par une constante. Alors on
a une suite exacte de groupes abéliens

0 —^ 0*(X)/C* -^ Char(G) -^Pïc(N) -^Pic(X).

On a, pour toute fonction régulière inversible / sur X,

W(g) = f(gx)/f(x),
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pour tous g dans G et a; dans X. Pour tout caractère À de G, on a
(p(\) == (X x C)/G, l'action de G sur X x C étant définie par le morphisme
croisé déduit de A.

Soit A un caractère de G. On va voir que sous des hypothèses plus
générales que celles de la proposition 2.2, À définit de façon naturelle un
fibre en droites sur N. On peut d'ailleurs généraliser la proposition 2.2, en
remplaçant Char(G) par le sous-groupe de Char(G) des caractères vérifiant
ces conditions (on n'utilisera pas ce résultat par la suite).

Notons L\ le fibre X x C, muni de l'action de G définie par À :
g(x,t) = (gx,\(g)t). Soit V\ la réunion des ouverts V de N tels qu'il
existe une fonction inversible / : 7^~1(V') —> C* À~1-invariante, c'est-à-
dire telle que f(gx) = AQ^)'"1/^) pour tous x dans X et g dans G. Soit
(fi '' ^^(Vi) —^ C*) la famille de toutes ces fonctions régulières A~1-
invariantes. Posons Vij = Vi H Vj. Une fonction G-invariante du type

^^-W) -^C*
x ^fi(x)/f,(x)

définit une fonction régulière fij : Vij —> C*, d'après 2). Alors (fij) est
une famille de cocycles définissant un fibre en droites L\ sur V\, et si ̂ *L\
est muni de l'action évidente de G, il existe un G-isomorphisme canonique
7T*^ ^ L'^.

2.3. Résultat principal.

PROPOSITION 2.3. — On a V\ = N si et seulement si pour tout point
XQ de X la condition suivante (Go) est réalisée :

Soit Gx Punique orbite fermée de X contenue dans GXQ. Soit
g : D ^ { P } ——.G

t «—> gi

un morphisme ((D,P) étant un germe de courbe lisse), tel que
/ 3 : D - { P } —>Gîo

t »—> gtXo

admette un prolongement /3 à D tel que fS(P) = x. Alors le morphisme
{p = À o g : D — {P} —> C* admet un prolongement 1p a D, et l'élément
^(P) de C* est indépendant de g.

Autrement dit, si lim gfXo = x, lim À(pi) existe et ne dépend que de
XQ et x.
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Soit XQ un point de X tel que 7r(a;o) soit dans V\. Montrons que a;o
vérifie (Co). Il existe un voisinage V de 7r(a;o) et une fonction À^-invariante
/ : Tr"1^) —> C*. Alors on a, pour tout t dans D — {P}, A(^i) =
/(^oVA^o)? donc ip se prolonge à D entier par la formule 1p{t) =
f(xo)/f(f3(t)). On a ^(P) = f{xo)lf(x\ qui ne dépend que de a:o et x.
Donc XQ vérifie bien la propriété (Co).

Réciproquement, supposons que (Co) soit satisfaite par tout point de
X et montrons que V\ = N. Considérons les conditions suivantes, pour
tout point XQ de X :

Condition (C') ; Soit m : G —> Gfxo
g i—^ gxo.

Alors À se factorise de la façon suivante :

^ C*

Gxo
î? étant un morphisme de variétés algébriques.

Condition (C"7) ; Soient a : G —> ~GXQ x C*
g\—> (gxo,\(g)),

et q la restriction à Im(a) de la projection
GXQ x C* —> Gxo.
Alors q est un morphisme bijectif.

Condition (C) : Soient a : G —> GXQ x Pi
g—>(gxo,\(g)\

et q la restriction à Im(a) de la projection
Gxo x Pi —> Gxo.
Alors, si Gx désigne l'unique orbite fermée de X con-
tenue dans Gxo, q~~1 (x) est réduit à un point de la forme
(a:,t), avec t dans C*.

On démontrera successivement les assertions suivantes :

(i) Si a;o vérifie la condition (C"), alors XQ est dans V\.
(ii) {C') découle de (C").
(iii) (C") découle de ((7).

(iv) (C) découle de (Co).
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2.4. Démonstration de (i).

Supposons que XQ vérifie la condition (G'), en plus de la condi-
tion (Go). Il faut montrer qu'il existe un voisinage U de 7r(a;o) et une
fonction régulière À-invariante / : ^(U) —> C*. Soit Î7o un voisi-
nage affine de 7r(a;o). Alors Tr'^î/o) est un voisinage affine de XQ. Con-
sidérons l'action de G sur nTr-^C/o),!^) (déduite de son action sur L^).
L'espace T^^ÇUo), L'^)0 des points G-invariants est constitué précisément
des fonctions À-invariantes (non nécessairement inversibles) sur ^"^(îTo)-
Sur nTr'^ÎTo),!^) on peut définir un opérateur de Reynoids

R : UTT-1^),^), ——. UTr-1^),^,

bien que T^^ÇUo)^^) ne soit pas de dimension finie. En effet, il suffit
pour cela de prouver que pour tout élément / de nTr'^E/o),!^), G./. est
contenu dans un sous-espace vectoriel de dimension finie de r^TT"1^), Z/^).
Cela résulte du fait que si Y et Z sont des variétés affines, a une fonction
régulière sur Y x Z, l'ensemble des fonctions régulières du type a(y, -)
est contenu dans un sous-espace vectoriel de dimension finie de C[Z]
(on applique ce résultat à la fonction définie a sur G x 7^~l(î7o) par
<^) = (P/)M).

La fonction 'ff est À-invariante (elle l'est évidemment sur Ga;o, donc
aussi sur son adhérence). Elle s'étend en une fonction régulière ^ sur
Tr""1^). Alors R('â) est À-invariante et sa restriction à GXQ est tf, par
fonctorialité de l'opérateur de Reynolds. Il reste à montrer que l'ouvert
des points où R('ff) ne s'annule pas est de la forme Tr"'1^), U étant un
ouvert de N (la fonction À-invariante inversible est alors la restriction de
R('ff) à Tr"1^)). Il suffit de montrer que si z est un point de 7r~l(î7o)
tel que RWÇz) ^ 0, alors R(ff) ne s'annule pas sur Tr'-^Tr^)). Soit Gu
l'unique orbite fermée de X contenue dans Tr'^Tï^z)). Pour tout point y
de 7^~l(7^(-^?)), Gu est contenue dans Gy, donc la condition (Go) permet
de définir la "limite de \(g) quand gy tend vers ÎA", qui est un scalaire
non nul Ày. On a alors par continuité, et car Iî(î?) est À-invariante,
RW(u) = \,RW(z) = \yRW(y), ce qui prouve que RW(y) ̂  0. Ceci
démontre (i).

2.5. Démonstration de (ii).

Supposons que a:o vérifie la condition (G"). Le morphisme q est une
bijection Im(a) —> GXQ, et si a1 est le morphisme analogue à a déduit
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de À~1, la projection sur Ga;o induit une bijection q1 : Im(a') —^ Gîo.
Considérons l'action de G sur Gîo x C*

G x (Gxo x C*) —^ Gxo x C*
(^(2^)) ^(^A^)-^).

Puisque Ga;o x C* est une variété affine, il existe un bon quotient
Ti-o : GXQ x C* —^ Mo. On va montrer que la restriction p de TTQ à {a:o} x C*
est un isomorphisme, et on identifiera ainsi Mo et C*. Il suffira alors de
prendre 'ff{y) = 71-0 (y, 1), et (C") sera démontrée.

Montrons d'abord que p est injectif. Soient t, t1 des scalaires tels que
^o(xo,t) = 7To(a;o,^). Cela signifie que G(xQ,t) H G(a?o,t/) est non vide.
Soit (y,tp) un point de cette intersection. Alors (y,to/t) et ( y ^ t c / t ' ) sont
dans G(a;o? 1), qui n'est autre que Im(a'). Comme q' est une bijection, on
a to/t = t o / t ' y d'où t = t', ce qui prouve l'injectivité de p.

Montrons maintenant que p est surjectif. Pour cela, il suffit de prouver
que quelques soient y dans Gxo et t dans C*, il existe un t' dans C* tel que
^o(y,t) = ̂ o(xo,t1), c'est-à-dire tel que ( y ^ t / t ' ) soit dans G(XQ, 1). Ceci est
vrai car G(a;o, 1) = Im(o/), et q' est une bijection.

Donc p est un morphisme bijectif. L'action de C* sur Ga;o x C* est
compatible avec celle de G, et définit donc une action de C* sur Mo. Puisque
p est une bijection cette action est transitive, donc Mo étant lisse en au
moins un point l'est partout. De même, p est étale en au moins un point
donc l'est partout. C'est donc un isomorphisme. Ceci démontre (ii).

2.6. Démonstration de (iii).

Supposons que (G) soit satisfaite pour tout point de X. On va montrer
que (G") l'est pour a:o. Il faut prouver que pour tout point y deGxo, q^Çy)
est réduit à un point. Soient Oy le morphisme analogue à a correspondant
à Vi e^ Qy l81 restriction à Im(dy) de la projection Gy x Pi —> Gy, Puisque
Gx est l'unique orbite fermée de X contenue dans Gy, qyl(x) est réduit à
un point (a;,<i), et ç"1^) est aussi réduit à un point (a:,to)? to^ti étant des
scalaires non nuls. On va montrer que ç""1^) est réduit au point (î/,to/<i).

Soient
^:GxG — ^ X x X x X x P ^ x P ^ = Y

. (9.9') ^(^o^W^hA^.À^)),
et pi : Y —> X xXxX la projection. Montrons d'abord que (y, x, x, ti, to)
est un point de Im(<&) et que c'est le seul point de Im($) npf1^,^,^).



GROUPE DE PICARD DE M(r,ci,C2) 129

On a, pour tout (g, g ' ) dans G x G, pi o $(^,^) = {gxQ.g'y.g'gxp). Il en
découle que pour tout g ' dans G, { y ^ g ' y ^ g ' y ) est un point de Im(pi o $),
donc Im(^) contient un point de type { y ^ g ' y ^ g ' y ^ ^ g ' ) ^ ) ' Par conséquent
Im($) contient un point de la forme (y, x, x, ̂ i, <). On a alors t = to : soient

p2 : î^ —^ X x PiCri.^^w^^n
la projection, et

fi:GxG —>G
(g,91) '—^99'-

Alors on a aop, = ̂  o$, donc (a;, ^) est dans Im(a), d'où t = éo- De la même
façon on montre que si ( y ^ X y X ^ t ' t ' 1 ) est dans Im($) on a t7 = ti. Puisque
(y, a:, a;, ̂ 1,^0) est dans Im($), (î/,<o/^i) est dans Im(a), car a = i?o$, avec

î ? : X x X x X x C * x C * — ^ X x C *
(^i,^,^,^,^) ^Cn,W-

II reste à montrer que si (y,t) est dans Im(a), on a t = <i/<o- Comme
précédemment, on montre que pour tout g ' dans G, (y, ̂ 'y, fi^y, A^)^^)^)
appartient à Im($), d'où on déduit que (y, x, x, t\, t^t) est aussi dans Im($),
d'où t^t = to et finalement t = ^)AI- Ceci démontre (iii).

2.7. Démonstration de (iv).

Montrons que (<7) est satisfaite si (Co) l'est. Soit (x,t) un point de
ç"1^)- Puisque (a:,t) est dans Im(a), il existe un morphisme

fî:D-{P} —^G
t i—^ 9t

((D,P) étant un germe de courbe lisse), tel que le morphisme
^ : D - {P} —> 'GXQ x Pi

t «—>(gtXo,\(gt))

admette un prolongement ^ à D tel que ^(P) = (a:,*). D'après (C'o)» ^ est
donc dans C* et est uniquement déterminé. Ceci démontre (iv).
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2.8. Application.

On prend pour X l'espace M des complexes de Kronecker semi-
stables du type

A2^* 0 ff-i —> Ç* 0 Ho —^ 0 0 ffi

défini en 1.6. Sur .M agit le groupe réductif G M = ( ][J GL(Hi))/C\ et
-Kî<l

il existe un bon quotient TT : .M —> M (M est une variété de modules de
faisceaux semi-stables sur Ps). Posons ni = dïm(Hi) pour i = -1,0,1. On
supposera dans ce qui suit que 71-1,710^1 sont non nuls. Les autres cas se
traitent de façon analogue.

Toute fonction inversible sur G M est le produit d'un caractère de
G M par une constante. Donc, comme on l'a noté dans 2.2, les morphismes
croisés G M x M. —> C* proviennent des caractères de G M- Le résultat à
démontrer est la

PROPOSITION 2.4. — Soit À un caractère de GM alors X possède la
propriété (Co).

LEMME 2.5. — Soit E un faisceau cohérent semi-stable sur Pa. Soit a
un endomorphisme de E. Alors il existe une Sitration de Jordan-Hôlder de
E invariante par <r.

Considérons la filtration suivante de E : 0 = EQ C E^ C ... C Em =
E, où, pour 1 <, i < m, Ei/Ei-.^ est la somme de tous les sous-faisceaux de
£?/^_i, stables et de mêmes pente et discriminant que E. Il est clair que
cette filtration est invariante par cr. On cherche une filtration de Jordan-
Hôlder de E invariante par a plus fine que la filtration précédente. On est
donc ramené au cas où E est une somme directe de faisceaux stables. On
peut écrire

E= (]) E^C711,
l<,i<n

les E\ étant des faisceaux stables de mêmes pente et discriminant que
E, non isomorphes deux à deux. Les sous-faisceaux E[ 0 C^* de E sont
invariants par a. On est donc ramené au cas où E = E' 0 C71, E' étant
un faisceau stable. Un endomorphisme de E provient d'une matrice n x n,
et en trigonalisant celle-ci, on obtient une filtration de Jordan-Hôlder de E
invariante par a. Ceci démontre le lemme 2.5.
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LEMME 2.6. — Soie E un faisceau semi-stable sur PS, somme directe
de sous-faisceaux stables^

0 = EQ C Fi C ... C Em = E,

0=FoCFic. . .CF^=F

des ôltrations de Jordan-Hôlder de E telles que pour 1 < i < m, 2^/jE^-i
soit isomorphe à E'JE[_^. Alors il existe un automorphisme a de E tel que
a(Ei) = E[ pour 1 < i < m.

Tout sous-faisceau stable de E de mêmes pente et discriminant que
E est facteur direct de E. Il suffit donc, en raisonnant par récurrence
sur le rang de E, de montrer que si F, F' sont des sous-faisceaux stables
de E, isomorphes et de mêmes pente et discriminant que E, il existe un
automorphisme de E envoyant F sur F'. Ceci est immédiat.

Soit A un caractère de G M, défini par le triplet d'entiers (00,01,02)
(cf. 1.6.2).

Soient XQ un point de M, G MX l'unique orbite fermée de M contenue
dans GMXQ. Soit 0 = ZQ C z^ C ... C Zm = XQ une filtration de a:o par
des sous-complexes de Kronecker, correspondant à une filtration de Jordan-
Hôlder de la cohomologie E de 0:0 en degré 0. On peut écrire

Zj : A2^* 0 H3^ —. Ç* 0 H^\-^ 0 <g) fff,

pouri <i < m, et (n-i,7io,ni)est un multiple entier de(dim(Jff))_i^^i.
Soient Mj la variété de complexes de Kronecker semi-stables contenant
^j/^-iî GMJ le groupe analogue à G M opérant sur M 3, \j le caractère
de GMJ défini par (00,01,02). Alors, si g est un élément de G M laissant
invariante la filtration précédente de a:o, et si gj désigne l'élément de GMJ
induit par p, on a

^)= n À^-)-
1<J'<W

On va en déduire le

COROLLAIRE 2.7. — Si g est un élément du stabilisateur d'un point
de M, on a X(g) = 1.

En effet, supposons que g soit un élément du stabilisateur de a:o.
D'après le lemme 2.5, on peut supposer que la filtration précédente de a:o
est invariante par g. Pour 1 < j < m, gj est un élément du stabilisateur
de Zj/Zj-t. Puisque la cohomologie en degré 0 de ^/^-i est stable, ^
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est l'élément neutre de GMJ, d'où À(^) = 1. On a donc \(g) = 1, ce qui
prouve le corollaire 2.7.

On utilisera plus loin le

LEMME 2.8. — Soit y un complexe de Kronecker stable de M. Alors
le morphisme

G—>M
9^—^ 9V

est un plongement.
Il suffit de montrer que ce morphisme est propre. Pour cela, il suffit

de prouver que GMV est fermé (cf. [22], lemma 3.17.). Cela découle du fait
que GMV est l'image réciproque d'un point par TT : M. —> M.

Démontrons maintenant la proposition 2.4. Soient (-D,P) un germe
de courbe lisse, et

g : D - { P ] —^GM
t «—> 9t

un morphisme tel que
0 : D - { P } —^M

t •—^ gtXQ

admette un prolongement f3 à D, avec /î(P) = a?. Il faut montrer que
(p = À o g : D - {P} —> C* admet un prolongement ^ à jD, et que
^(P) ne dépend que de XQ et x. Soit I\ la variété de drapeaux de sous-
espaces vectoriels de Hi contenant (ff^)i^j^m» ponr -1 < î < 1» et

r = r-i x ro x Fi. Le groupe G M opère de manière évidente sur r de
telle sorte que pour tout h dans G M, ^((^)) soit le triplet de filtrations
associé à la filtration 0 = hzo C hz^ C ... C hzm' Puisque T est une variété
projective, le morphisme

0 : D - {P} —> F
t ^9t(W))

admet un prolongement 0 à -D. Il existe un morphisme a : D —> G M tel
que pour tout t dans D on ait a(t)Q(t) = ((^)) (cela découle du fait que
F s'identifie à GM/stab^Iff))). Alors, pour tout t dans D et tout entier j
tel que 1 <: j <m, a(t)/3(t) possède un sous-module de Kronecker

z,(t) : A^Q^H^ -^ Q* 0^ —. 0 ( S ) H { ,
et Zj(t)/Zj-^(t) est isomorphe à Zj/Zj-i (pour t = P cela découle du lemme
2.8).
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Un raisonnement analogue montre que si XQ est isomorphe à la somme
directe des ^/^_i, il en est de même de x, et dans ce cas on peut prendre
XQ = a:, c'est-à-dire que GM^O est fermée. On en déduit que dans le cas
général x est isomorphe à la somme directe des Zj/zj-i.

On note, pour 1 <, j < m, et t dans D - {P}, gj(t) l'élément de
GMJ déduit de cr(^)<^. D'après le lemme 2.8 le morphisme gj admet un
prolongement à D, aussi noté gj. En fait gj(P) est l'unique élément 7 de
GMJ tel que ^•(P)/^-i(P) = 7 • ̂ /^'-i- Le morphisme (p admet donc un
prolongement y à jD, et pour tout t dans J9 on a

^)=A(^))-1 n À,W)).
Kj<m

Cette formule montre que la valeur de ^ en P ne dépend que Q(P).

Montrons maintenant que 0(P) ne dépend pas de g. D'après le lemme
2.6, si ((H^)) est un élément de Y tel qu'il existe pour 1 < j < m un sous-
complexe de Kronecker de x

^ : A2^* 0ff^ -^ Ç* 02^ —^o^H[3

et que ^-/^-i soit isomorphe à z j / Z j - ^ , il existe un go dans GMX,
le stabilisateur de x, tel que go((H^)) = Q(P). Soit alors
g ' : D' - {P} —> GM un autre morphisme analogue à g. On note
0 , cr', y?' les morphismes analogues à G, a et <^, définis par g ' . Sup-
posons que ©^(P) = ((i^)). On peut choisir a' : D —> G M de telle
sorte que a ' ( P ) = a(P)go. Puisque \(go) = 1 d'après le corollaire 2.7 on a
^(^î) == ^{9o9't) P0^ tout t dans D' - {P}, et on est ramené en remplaçant
9 ' par g o g ' , au cas où O'(P) = O'(P) = 0(P). On a alors ^'(P) = ^(P).
Ceci achève la démonstration de la proposition 2.4.

Conclusion : On a bien défini le morphisme naturel Char(GM) —>

Pic(M(r,ci,C2)).

3. Groupe de Picard.

Soit M = M(r,ci,C2) une variété de modules de dimension stricte-
ment positive, M s = Ma(r, ci, 03 ), M. la variété de complexes de Kronecker
associée à M (cf. 1.6). On a un morphisme de groupes

TTM : Char(GM) —^ Pic(M),
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qui (Tapies la proposition 2.4 se factorise de la façon suivante :

7TM:Char(GM) —————> Pic(M,)

^M \. / J

^Pic(M^
j étant la restriction. On démontrera dans la suite la

PROPOSITION 3.1. — Le morphisme de groupes TTM est surjectiL C'est
un isomorphisme si la variété de modules M n'est pas de hauteur nulle.

Donnons les grands traits de sa démonstration. On peut se ramener
au cas où —r < ci < 0.

Si ci = 0, on étudie directement la variété M. (§4). Cette méthode
s'inspire de [17].

Si ci ^ 0, on utilise la description d'Ellingsrud ([8]) de certains ouverts
de M (§5).

Dans les cas où ci = —1 ou 1 —r, il sera nécessaire d'étudier certaines
sous-variétés de M (§6).

Enfin, on traitera dans la partie 7 le cas r = 2, en utilisant les résultats
de Str0mme ([25]) et Le Potier ([17]).

On suppose dans le reste de cette partie que la proposition 3.1 est
démontrée. On va en déduire les théorèmes A à F.

3.1. Démonstration du théorème A.

Il faut montrer que M est localement factorielle. C'est évident si
M ̂  P5. Sinon, d'après le corollaire 1.3 on a codïmM(M\Ms) > 2. Il suffit
donc de montrer que la restriction j : Pic(M) —> Pic(Ms) est surjective.
C'est une conséquence de la surjectivité de TTM et de sa factorisation
précédente.

3.2. Démonstration du théorème B.

Si M n'est pas de hauteur nulle, on a codïmM(M\Ms) >. 2, donc,
M étant localement factorielle, on a Pic(M) ^ Pic(Ms). Ce dernier est
isomorphe à Char(GM) d'après la proposition 3.1, et Char(GM) ^ ï2-
Donc Pic(M) ^ Z2.
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Si M est de hauteur nulle, et si M c^ P§, on a Pic(M) ^ Z.
Si M n'est pas isomorphe à PS, on a encore codimAf(M\M,s) ^ 2, et
Pic(M) c^. Pk^Af^). Soit Mo l'ouvert des points lisses de Af. Il contient
Ms et d'après [6] (théorème 7), on a Pic(Mo) ^ Z. On a donc Pic(M) ^ Z.

3.3. Démonstration du théorème C.

Il faut définir le morphisme L : H(r, 01,02) = H —»• Pic(M). La
variété M. est constituée de complexes de Kronecker du type

A2^* 0 ff-i —^ Ç* 0 ffo —^ 0 0 ffi.

Posons ni = dim(iît) pour î = —1,0,1. Supposons que n-i > 0 et ni > 0.
On a alors un isomorphisme A : Cha^G^) ^ H (ci. 1.6.3). On prend
simplement

L = 7 T M O A ~ 1 .

Pour démontrer l'existence de L, il suffit de montrer que le diagramme
suivant est commutatif :

Char(GM) ——VM > Pic(M)

(*) A
4, 4»

H ——^——> Pic(F)
Soit À un caractère de G M, défini par un triplet (00,01,02) (cf. 1.6.2).
Posons a = A(À).

Soit V la cohomologie en degré 0 du complexe de Kronecker universel
sur M. x P2. On a des isomorphismes canoniques

R^PM- (V (8) pW-i)) =00 ff-,+i

pour i = 0,l,2,p^,p2 désignant les projections M. x Pa —> M. et
M. x PS —^ PS. Donc, par définition de 7, A et TTM, on a des GM~
isomorphismes

(1) ^(WMW) ̂  7(a)v ̂  ® detW-i)80-.1 ^ ̂ (ûlv C^
0^<2

Soit S une variété algébrique lisse, E une famille de faisceaux de M(r, ci, ça)
paramétrée par S. Les faisceaux ^ps^ÇE 0j^0(-i)), i = 0,1,2, sont lo-
calement libres, et sur un voisinage d'un point s de 5, on a des trivialisations

R^s^E^pW-i))^ ^ 0^ 0iî-z+i,
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d'où on déduit, à l'aide de la suite spectrale de Beilinson, un morphisme
fs '' Us —> M tel que /^, =71-0/5. On en déduit à l'aide de (1) et de fs
un isomorphisme

^ '• 7(û0^ ^ fE^MW^'

Si on prend une trivialisation différente de (1), le morphisme induit
Us —> M est le produit de fs par un morphisme Î7s —> G M' II en
découle que (p ne dépend pas de la trivialisation (1). Les isomorphismes (p
se recollent donc et définissent un isomorphisme

^{a)E^fE^MW\U^

On a donc bien (T{^MW) = 7(A(À)). L'existence de L est ainsi prouvée.
Son unicité découle de l'injectivité de a (1.1.4).

Supposons maintenant que n\ = 0 (le cas n-i = 0 est analogue).
Dans ce cas M(r, 01,02) est de hauteur nulle, de fibre exceptionnel induit
0. On a d'après 1.6.3 un isomorphisme naturel

J^A(Char(GM))©TO

On définit alors L par

LOT = OM(r.c^),

et L = TTM o A~1 sur A(Char(G'M)).

Pour montrer que a o L = 7, il reste à prouver que le diagramme (*) est
commutatif, ce qui est analogue au cas précédent. L'injectivité de a entraîne
aussi l'unicité de L.

Ceci achève la démonstration du théorème C.

3.4. Démonstrations des théorèmes D et E.

Le théorème D découle du fait que L = TTM ° A~1, et de ce que WM
est un isomorphisme si M(r, 01,02) n'est pas de hauteur nulle.

Démontrons le théorème E. Supposons que M(r, Ci, 02) soit de hauteur
nulle. Puisque TTM est surjectif, il découle de la définition de L (cf. 3.3),
que L l'est aussi. Puisque Pic(M(r, 01,02)) ^ Z, on a Ker(L) ^ Z. Il faut
montrer que Ker(L) est engendré par [F*], F désignant le fibre exceptionnel
induit par M. On sait déjà que [F*] est dans Ker(L). Il reste donc à montrer
que [F*] ne peut pas se mettre sous la forme [F*] = nz, avec n entier, n > 1,
et z dans K{P^). D'après 1.6.3, cela revient à prouver que les entiers ^:(F*),
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x(F" ^ Q*) et \(F*(—1)) sont premiers entre eux. Mais on peut voir (par
un calcul direct ou en utilisant la suite spectrale de Beilinson), qu'on a

rg(F*) = -x(F* 0 <?*) + x(^) + X(^*(-l)),
Ci(F*)=x(^*^Ç*)-2x(^*(-l)).

Puisque le rang et la première classe de Chern d'un fibre exceptionnel sont
premiers entre eux d'après [7], ^(-F*), x(F* 0Ç*) et ^(F*(—l)) sont aussi
premiers entre eux. Ceci achève la démonstration du théorème E.

3.5. Démonstration du théorème F.

Supposons d'abord que codimM(M\Ms) >. 2. On supposera que
n_i > 0, ni > 0 (les autres cas sont analogues). On a d'après [7] une
suite exacte de fibres vectoriels sur 7^~l(Ms) = M-s ''

0 -^ A^B-^^(TM^ —^ 0,

avec A = OM» ^ ((B-i<î<i End^i^/C, B étant le noyau du morphisme

d : OM. ̂  (Hom(A2Q* 0 ff-i, Q* (g) Ho) C Hom(Ç* 0 Ho, 00 Jfi))
^OM^Hon^Ç^iï-i, 00Jfi),

défini au-dessus du point (u,v) de jMs par dÇu'yV1) = -V'ÎA — vu', pour tous
u' dans Hom(A2Ç* 0.H-1, Ç* 0 Ho) et î/ dans Hom(Ç* 0ffo, ̂ 0Hi). Les
morphismes /, /i, d sont des GM-morphismes et d est surjectif. On a donc
un isomorphisme de GM-fibrés en droites

^^M)\M. ̂  detW1 det(A).

Le GM-fibré det(-B) se calcule à partir des déterminants des fibres de départ
et d'arrivée de d. Il en découle, puisque codimM(^AXs) ^ 2, qu'on a
uj^ = ̂ ^(A), A étant le caractère de G M défini par

a = (3(no - ̂ -i)î 3(n-i - ni), 3(ni -no)).
Un calcul simple montre que A(a) = 77* ®uj- rf. Le théorème F en découle.

Si codimM(M\Xs) > 2, M est isomorphe à ?5, et le théorème F est
alors une conséquence de [6], IV, §7.

4. Le cas ci = 0, r > 2.

Rappelons que M. désigne la variété des complexes de Kronecker as-
sociée à M(r, 0, C2). Soit Mp l'espace des complexes de Kronecker (u, v) tels
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que le morphisme de faisceaux u soit injectif, v surjectif, et KeT(v)/lm(u)
p-semi-stable (cf. 1.4). Soit M s l'ouvert de M des complexes de Kronecker
stables, Mo Rouvert de Ms des complexes (u,v) tels que Ker(z/)/Im(n) soit
localement libre. On supposera d'abord que M(r,0,C2) n'est pas de hau-
teur nulle, c'est-à-dire que r < 02. La variété Mp est lisse. Pour le voir on
procède comme pour montrer que M. est lisse (proposition (2.6) de [7]), en
remarquant que pour tout faisceau p-semi-stable E, on a 'Ext^ÇEyE) = 0.

LEMME 4.1. — On a codïmM(M\Ms) > 2, codïmMp(Mp\Ms) >: 2
et codim^,(A<5\A1o) > 2.

On applique les résultats de 1.4 à la cohomologie V du complexe de
Kronecker universel sur Mp x Ps. Cette famile de faisceaux sur Pa vérifie
bien les propriétés (I/) et (KS). D'après la proposition 1.1 on a

codïmM^Mp\M)>2,

et d'après la proposition 1.2, œdïmM(M\Ms) >. 2, ce qui démontre les
deux premières inégalités. La troisième découle de la proposition 2.8 de [7],
et du fait que r > 2.

D'après [17], on a une suite exacte de groupes abéliens

0*(A1.)/C* —^ Char(GM) —^ Pic(M,(r,0,C2))^Pic(.M,)
(cf. prop. 2.2), car l'action de GM sur Ms est libre, et

TT : Ms—^Ma(r,0,C2)
est un quotient géométrique. Pour démontrer la proposition 3.1 il suffit
donc d'après le lemme 4.1 de prouver la

PROPOSITION 4.2. — On a 0*(Mp) = C* et Pïc(Mp) = 0.

4.1. Restriction à des droites.

Pour tout élément non nul z de Jf°(0(l)), soit Mz l'ouvert de Mp
constitué des complexes (îA, v) tels que la restriction de Keî(v)/ïm(u) à la
droite de P2 d'équation z = 0 soit un faisceau trivial.

LEMME 4.3. — On a, si z ^ z 1 sont linéairement indépendants dans
ff°(0(l)), codïmM^Mp\(M,UM^)) ̂  2.

D'après le lemme 4.1 il suffit de montrer que

codïmMo(Mo\(M^ U M^)) > 2.
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D'après Hulek [16], les ouverts M.z et M.zi sont non vides. Donc, si
y == MQ H (MZ\MZ'), et si Y désigne l'adhérence de Y dans A^o» il
suffit de montrer que Mo\(Mz UMz') est contenu dans y\V. Cela revient
à montrer, puisque V vérifie la condition (-K'5), que tout fibre stable E
de rang r et de classes de Chern 0, ça dont les restrictions aux droites £, V
d'équations respectives z = 0, z ' = 0, sont non triviales, peut se déformer
en fibres dont la restriction à i est triviale, mais non la restriction à (!.
Autrement dit, il faut prouver que l'application canonique

A : Ext1 (E,E) —> Ext^JB^,^) ©Ext1^/,^/)

est surjective. Le faisceau End(£7)^u^ est un sous-faisceau de 'End(E)^ ©
End(jE?)j^, et le quotient est concentré en le point d'intersection de i et f!.
On en déduit que l'application canonique

^ : Ext^u^i^) -^ Ext1^,^) ©Ext^E^,^)

est surjective. On a d'autre part une suite exacte

0 —> E(-2) —>E —> Etuv —^ 0,

d'où on déduit, en utilisant le fait que Ext2^,^-^)) = 0, que

v : Ext1 (E, E) —> Ext1 {E\^i., Etur )

est surjective. Donc A = /x o v est surjective. Ceci démontre le lemme 4.3.

Pour démontrer la proposition 4.2 il reste à prouver la

PROPOSITION 4.4. — On a
a-0*(Mz^Mz')=C\
b-Pïc(MzUMz')=0>

4.2. Démonstration de la proposition 4.4.

4.2.2. Etude de MZ'

Posons n = C2. On a alors n > r > 2. Les éléments de Mp sont des
complexes

0 —^ A2^* 0 C71 ̂ Ç* 0 C71 -^O71-7' —. 0.

Soient M(n) l'espace des matrices n x n, ^ : Jf°(0(l)) —> M(n)
l'application déduite de u, et Sy : H°(0(l)) —> £(Cn,Cn-r) celle déduite
de v.
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PROPOSITION 4.5. — On à

(i) 0*(Mz)/C* ^ Z, et ce groupe est engendré par la fonction
(u,v) —^ det(tn(z)).

(ii) Pic(A^)=0.

Soient z ' , z " des éléments de H°(0{1)) tels que (z.z'.z") soit une
base de JEf°(0(l)). Le morphisme

h : M, —> M(n)3 x L ,̂ C71-7')
(îi, v) -̂> (^(z), 4(^), 4(^), ̂ (^), s^z'\ s^z11))

induit un isomorphisme de M.z sur la sous-variété de Af(n)3 x LÇC71, C71"7*)
des (Ao,Ai,A2,J3o,.Bi,.B2) tels que Ao soit inversible, qu'on ait BjAi =
BiAj pour 0 < i,j <, 2, et que pour tout couple ((00,01,03), (&o?&iî&2))
d'éléments linéairement indépendants de C3 on ait

Im( ̂  cuBi) +Im( ̂  fc^) =Cn-r.AÎ-L»I i -r -LIII i y ^ -̂i
0<z<2 0<z<2

En effet, si (Ao, Ai, As, Bo, Bi, Ba) == /i(îi, v), la première condition signifie
que la restriction de Ker(v)/ïm(u) à la droite des zéros de z est triviale, la
seconde que v o u = 0, et la troisième que v est surjectif. Réciproquement,
si (Ao,Ai,A2,Bo,Bi,J32) possède les trois propriétés précédentes, on en
déduit un complexe de Kronecker (n, v) avec u injectif (comme morphisme
de faisceaux) et v surjectif. Le faisceau coker(Im('u)) est sans torsion : cela
découle du fait que le complexe de Kronecker réduit à u est semi-stable,
Ao étant inversible. L'absence de torsion de coker(îA) découle alors de la
proposition 2.3 de [7]. Donc Kei(v)/ïm(u) est sans torsion. La restriction de
ce faisceau à la droite des zéros de z est triviale, car Ao est inversible, donc
Ker(v)/Im('u) est de type de décomposition générique trivial, donc il est
j^-semi-stable. Par conséquent (u,v) est un élément de M.z' On identifiera
donc par la suite Al z et la sous-variété localement fermée image de h.

On a un isomorphisme

Mz —> Cr x GL(n)
(u,v) ^ ((^(^^(^-^^(^^(^^.^(^î.^^)),

où Cr est définie de la façon suivante : c'est la variété des (Ai,A2,Bo)
de M(n)2 x Z^C^C71-7') tels que Im([Ai,A2]) C Ker(5o), que BQ soit
surjective et que pour toutes valeurs propres 01 de Ai et 02 de A^ on ait
Im(Ai - oi I ) + Im(A2 - 02!) + Ker(J3o) = C71.

Pour démontrer la proposition 4.5 il suffit de prouver la
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PROPOSITION 4.6. — On à

(i) 0*(C,)=C*.

(ii) Pic(Cr) = 0.

Démontrons la proposition 4.6. On a dïm(Mz) = 3îi2. Il en découle
que dim(C'r) = 2n2. Soit Xr la sous-variété de M(n)2 x L^, C71-'*) des
(Ai,A2,Bo) vérifiant seulement les deux premières conditions précédentes,
c'est-à-dire tels que Im([Ai,A2]) C Ker(Bo) et que BQ soit surjective. Pour
tout entier s tel que 0 < s < r, soit Xr la sous-variété (localement fermée)
de Xr constituée des (Ai,A2,Bo) tels que rg([Ai,A2]) = s. Soit Zr la
sous-variété de M(n)2 des (A,B) tels que rg([A,B]) = r. Alors X^ est un
GL{n - r)-fibré principal de base Zr. Soit Z^ l'ouvert de Zr des (A,B)
tels que A soit régulière, c'est-à-dire que son polynôme minimal soit de
degré n. Soit X^^ l'ouvert des points de X^ au-dessus de Z^.

LEMME 4.7. — On a codimz^Z^Z^) > 2.

Supposons que le lemme 4.7 soit démontré. Soit s un entier tel
que 0 < 5 < r. La donnée d'une surjection C""5 —> C71'"7' définit
un morphisme X^ -—> Xy qui est surjectif et dont les fibres sont de
dimension (n — s){r — s). Donc, puisque dim(X|) = dim(X^) = 2n2,
on a codim^(X^) = (n - s)(r - s). On a dim(X^) = 2n2 + n, d'où on
déduit codim^(^) = (r — l)n. Il découle des égalités précédentes que
codimx,(^\X;) ^ 2. Le lemme 4.7 entraîne que codïmx^X^X^) >, 2.
Posons

C^^Cr^X^.

Pour démontrer la proposition 4.6 il suffit donc de prouver la

PROPOSITION 4.8. — On a
(i) 0*(C'^)=C*.

(ii) Pic^s) = 0.

Démonstration du lemme 4.7 ;

Pour toute matrice A, soit X\ la variété des matrices de la forme
[A,B], de rang r. Hulek a montré dans [16] que si A est régulière, X\ est
irréductible de dimension 2rn — r2 — n. En fait, si VA est le sous-espace
vectoriel de M(n} des matrices de la forme [A,5], et Rs la sous-variété de
M(n) des matrices de rang s pour 0 < s < n, on a si A est régulière

dim(X^) = dim(rA) - codimM(n)(Jîr).
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Soit A une matrice régulière. On va montrer que X^ engendre YA comme
espace vectoriel. Pour cela, prouvons d'abord que

x^=^ux^-lu...ux^
On a Rr = RQ U fii U ... U i^, et ̂  est une variété irréductible, donc
toutes les composantes irréductibles de X\ U X'^~1... U X°^ = YA H ̂
sont de dimension au moins égale à dim(yA) -codimM(n)CRr) = dïm(X^.
Comme dim(X^) < dim(X^) si r > 5, YA H ̂  est irréductible, donc
^A u ^A • • • u x^ C ^A- L'inclusion réciproque étant immédiate, notre
égalité est prouvée. Montrons maintenant que X^ engendre VA. Puisque
X^ engendre le même sous-espace vectoriel de YA que son adhérence, il
suffit de montrer que X\ UX\ engendre VA. Si A est une matrice régulière
de blocs carrés

A-(^ ° \
^ - [ o A2;'

(relativement à une base de C71), YA est l'ensemble des matrices de la forme

(M^ P \
\Q Mj

avec MI dans l^i et Ms dans YA^ . Pour le voir on remarque que YA est
l'ensemble des matrices B telles que Tr(BC) = 0 pour toute matrice C
commutant avec A. Il suffit donc, pour prouver que X\ UX\ engendre VA,
de considérer les cas où A est une matrice diagonale possédant n valeurs
propres distinctes ou bien une matrice de Jordan. Dans le premier cas,
YA est constitué des matrices dont les termes diagonaux sont nuls. On
construit une base de YA dont les éléments sont dans X\ en considérant des
matrices dont un seul terme est non nul. En effet, si ce terme n'est pas sur
la diagonale, une telle matrice est dans X\. Si A est une matrice de Jordan,
YA est constitué des matrices (a^)i<,j<^ telles que pour k = 0,... ,n - 1
on ait

ÛI+M + 02+^,2 + . . . 4- a^n-k = 0.

On construit une base de YA en prenant d'une part des matrices n'ayant
qu'un seul terme non nul d'indice î, j avec i < j, et d'autre part des matrices
(aij) telles qu'il existe un entier k avec 0 < k < n - 1 tel que a^ = 0 si
ï— j ̂  k, et possédant exactement deux termes non nuls. Les matrices du
premier type appartiennent à X\, celles du second à X\. Donc si A est
une matrice régulière, X^ engendre VA-

On va maintenant montrer que si A est une matrice non régulière,
alors dim(X^) < 2rn-r2 -n. Remarquons d'abord qu'il existe une matrice
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régulière Ao telle que YA C YA^ : il suffit de trouver une matrice régulière
AQ telle que toute matrice commutant avec Ao commute aussi avec A, car
alors si C commute avec Ao, pour toute matrice B on a Tr([A,J3](7) = 0,
donc [A,B] est dans YAQ. Pour trouver Ao on peut supposer que A est une
matrice diagonale de matrices I?i,...,2?^ régulières. On prend pour Ao
une matrice du même type avec à la place de Bi une matrice Bi — ail,
les scalaires a,i étant choisis de telle sorte que Ao soit régulière. L'inclusion
YA C YÂQ est stricte car A n'est pas régulière. On a X\ = X^ H YA,
et comme X^ engendre YA^, que dim(rA) < dim(yAo), et que X^ est
irréductible, on a dim(X^) < dim(X^) = 2rn - r2 + n.

Démontrons maintenant le lemme 4.7. Soient H un polynôme unitaire
de degré au plus n — 1, A une matrice de polynôme minimal H. Soit n 4- d
la dimension du commutant de A. Soit DH la variété des matrices dont
le polynôme minimal est JL Alors on a dim(D^) < n2 - n - d. Soit
CH la variété des couples de matrices (A, B) tels que rg([A,B]) = r,
et que le polynôme minimal de A soit ff. D'après ce qui précède on a
dim(Cjif) < 2rn — r2 — n + n2, donc on a

dïm(Zr\Z^) < 2rn - r2 -h n2 - 1 = dim(Z^) - 1,
ce qui démontre le lemme 4.7.

Démonstration de la proposition 4.8 :

Soit S l'ouvert de -HC^C71"7') des applications linéaires surjectives,
et

F : (M(n) x S ) x M{n) —^ (M(n) x S) x ^(C^C™)
((A,Bo),B) ^((A,Bo),Bo[A,B]).

C'est un morphisme de fibres vectoriels sur M(n) x S. Pour tout A dans
M(n) on note ÇA le commutant de A dans M(n). Soit M^)^ l'ouvert de
M(n) constitué des matrices régulières.

LEMME 4.9. — (i) Le morpAisme F est surjectif en (A,Bo) si et
seulement si aucun élément non nul de ÇA ne s'annule sur Ker(Bo).

(ii) 12 existe un ouvert U de M(n)reg x S tel que F soit surjectif en
tout point de U et que

(FI^-KO) C C^,
codimc^G^VF^)-1^))^,
codimM(n)x5((M(n) x S)\U) > 2.

(i) On reprend les notations du lemme 4.7. On munit Af(n) du
produit scalaire défini par la trace. Alors F(A,Bo) es^ surjective si et
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seulement si YA 4- .HC^Ker^o)) = M(n), c'est-à-dire si et seulement
si Y^ H ^(C^Ker^o))-1- est réduit à {0}, et (i) découle du fait que
Yj^ = ÇA, et que Z^C^Ker^o))-1- est l'espace des endomorphismes de
C"' qui s'annulent sur Ker(JBo).

(ii) Si A est une matrice régulière, ÇA = C[A], et C[A] H LÇC"',
Ker(Bo))-1- est un idéal de C[A], engendré par un élément PA,Bo(A), PA.BQ
étant un polynôme de degré au plus n — 1 divisant le polynôme minimal de
A. On a

dim(C[A] H L^Ker^o))-1-) = n - deg(PA,Bo).

Pour 1 <_ k :< n — 1, soit VBo,k la sous-variété de M(n)reg des A telles que
deg(P.A,Bo) = ^- Toute matrice A de Vj?o,fc possède un sous-espace invariant
de dimension k contenant Ker(^o)- Donc r < k et

dim(VB^k) <: (k - r)(n - A;) 4- k2 + n(n - k) = n2 - r(n - Jfc).

Soit WA; la sous-variété de M(n)reg x 5 des (A,Bo) tels que A soit dans
VBo.k- Alors on a

dim^FiivJ-^O)) = dim(lYfc) 4- d ̂  n2 + n(n - r) - r(n - k) + d,

d étant la dimension du noyau de F en un point de Wk' Si (A,Bo) est un
point de W^, Im^^^o)) est de codimension n— k, donc d = nr + n — fc,
et

dimaF^)-1^)) < 2n2 - (n - fc)(r - 1).

Soit i7 le complémentaire de l'union des Wk pour r < fc < n — 1. Alors
(Fit/)""1^) est contenu dans C^^ puisque si (A,J3o) est dans i7, et si a est
une valeur propre de A, on a

Ker(Bo) -h Im(A - aJ) = C^,

A n'étant pas dans VBo.k' D'après ce qui précède on a donc

codim^C^VF^r^O)) > r - 1 > 2.

La troisième inégalité du lemme 4.9 est immédiate. Sa démonstration est
donc achevée.

On peut maintenant démontrer la proposition 4.8. On a

0*(C^) ^ ^((Fi^)-1^)) et Pic(CT ^ Pic^r^O)),

et (.Fi^)'"1^) est un fibre vectoriel sur [7, donc

O^C^) ̂  0*((7) et Pic(Creg) ̂  Pic(î7).
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Mais U est un ouvert de M(n) x S dont le complémentaire est de codi-
mension au moins 2, donc 0"(U) = C* et Pic(î7) = 0, ce qui dénombre la
proposition 4.8.

Les propositions 4.6 et 4.5 sont donc aussi démontrées.

4.2.2. Démonstration de la proposition 4.4.

Prouvons d'abord a-, c'est-à-dire que 0*(Mz U Mz') = C*. Soit A
Phypersurface de Mz U Mz' définie par l'équation

^(n,v) = det(^(z)) = 0.

Il suffit, d'après la proposition 4.5 de montrer que A est non vide. Soit
((Ai,A2,Bo),C') un élément de Mz', avec Ai = tu(z). Alors, si ai est une
valeur propre de Ai, ((Ai - a^I,A^Bo),C) est un élément de Mz' H A,
donc A / 0.

Prouvons maintenant b-, c'est-à-dire que PïcÇMzUMz') = 0. Il suffit
de montrer que A est une hypersurface intègre de Mz'. En effet, on a dans
ce cas une suite exacte

Ï^Pïc(Mz UMz'Y^PïcÇMz) = 0,

le morphisme i associant à 1 le faisceau d'idéaux de A. Or celui-ci est trivial
car A est défini par une équation algébrique. Donc Pic(.Mz U Mz') = 0.
Montrons que A est une hypersurface intègre de M z ' '

Avec les notations du lemme 4.9, il suffit de montrer que la sous-
variété de (Fit/)-1^) définie par l'équation f(x) = 0, où

/(o:)=det(A)sia;=((A,Bo),B),

est une hypersurface intègre de (F^u)^^)' Ceci est immédiat.
Ceci achève la démonstration de la proposition 4.4.

4.3. Le cas des variétés de hauteur nulle.

La variété M(r, 01,02) est de hauteur nulle si et seulement si r = n.
Dans ce cas, Ms est un ouvert de l'espace affine Hon^A2^* (^C", Q* (^C"),
donc Pïc(Ms) = 0, d'où la surjectivité du morphisme TTM. Ceci achève la
démonstration de la proposition 3.1 dans le cas où ci = 0,r > 2.
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5. Le cas -r < ci < 0,r > 2.

Il s'agit toujours de démontrer la proposition 3.1 dans les cas précisés
dans le titre. Pour cela, on utilise une description due à Ellingsrud ([8])
d'un ouvert U de M^r, 01,02). On montre que le morphisme de groupes
induit par TI-M

Char(GM) —> Pic(U)

est surjectif. Dans certains cas, Ms(r,ci,C2)\î7 peut contenir des hyper-
surfaces de Afs(r,ci,C2). On montrera alors que les faisceaux d'idéaux de
ces hypersurfaces proviennent de Char((?M)- La démonstration de quelques
résultats concernant les cas ci = —1 ou 1 — r sera effectuée dans le §6.

5.1. La construction cTEllingsrud et son utilisation.

5.1.1. Fibres sur P^ et éclatements de P^.

Soient r,ci,C2 des entiers tels que — r < c i < 0 , r > 2 , et que
M(r,ci,C2) soit de dimension strictement positive. On donne ici une
description de certains ouverts de M(r,çi,C2), tirée de [8].

Soient x un point de P2, Ux l'ouvert de Ms(r, 01,02) constitué
des fibres vectoriels dont la restriction à toute droite passant par x est
rigide. Dans le cas où c\ est distinct de —1 et 1 ~ r, on verra que
codïmMa(Ms(r,c^^c^)\Ux) > 2. Soit Pa; l'éclatement de P^ en x. C'est
la sous-variété de ?2 x P^ des couples (y,t), i étant une droite de P2
contenant x et y. Soient p : Px —> P^ et q : Px —> L les projections,
L désignant la droite de P^ définie par x. La fibre p~l(x) s'identifie à L
(à l'aide de q). Soit E un fibre vectoriel sur P2, de type de décomposition
(—1, . . . , —1,0 , . . . , 0) sur toute droite passant par rc, de rang r et de classes
de Chern 01,02. Posons

A=(M^, B=(g^*(£7*(-l)))*.

Ce sont des fibres vectoriels sur L, et on a sur Pa; une suite exacte

0 —, g*A —^ p*E —> (fB 0 p*0(-l) —^ 0.

On a
rg(A) = r + ci, rg(B) = -ci,
ci (A) = -C2 + ci(ci 4-1)/2 = -ci(B).

De plus, si E est stable, A est de type de décomposition négatif, B de type
de décomposition positif. Il n'y a donc qu'un nombre fini de choix possibles
pour les types de décomposition de A et B.
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Réciproquement, on considère des fibres vectoriels A,B sur Pi
possédant les propriétés précédentes, c'est-à-dire que

rg(A) =r+c i , rg(B)=-ci,
ci (A) = -C2 + ci(ci + 1)/2 = -ci(B),

que A est de type de décomposition négatif, et B de type de décomposition
positif. Les constructions qui vont suivre ne dépendent que des classes
d'isomorphisme de A et B, c'est-à-dire de leurs types de décomposition (cf.
1.4.3), notés respectivement a,/3.

En général, il existe un fibre vectoriel sur £, unique à isomorphisme
près, rigide et de rang et première classe de Chern donnés. On notera Ao
et BQ des fibres rigides sur L tels que

rg(Ao) = r + ci, rg(Bo) = -Ci,
ci(Ao) = -C2 + ci(ci + 1)/2 = -ci(Bo).

Les types de décomposition de Ao et BQ seront notés respectivement QO? A)-
Les extensions

0 —^ g* A —^ E —> q*B 0 p*0(~l) —> 0
sont classifiées par

Vao =Ext^(ç*B0p*0(-l),g*A).
Sur Va/3 x Px existe une extension universe.Ue

0 —^ p^A ̂  F -^pî(ç*B0p*0(-l)) —. 0,

.pi désignant la projection Va/3 x Px —> Px' Sur Va(3 agit le groupe
G = (Aut(A) x Aut(B))/C*, et pour tous £, e' dans 1^/3» on a Fe ^ F^
si et seulement si £, e:' sont dans la même orbite. Soit V^g l'ouvert de Va(3
des points e tels que Fg provienne d'un fibre vectoriel sur PS (cela revient
à dire que la restriction de Fe à p"^) est triviale) qui soit stable. Alors
G agit librement sur V^. Soit F ' le fibre vectoriel sur V^ x Pa déduit de
F, c'est-à-dire l'image directe par J x p de la restriction de F à V^g x P^.
On déduit de F' un morphisme

fa(3''V^——^M(r,Ci,C2)

dont les fibres sont les orbites de l'action de G.

5.1.2. Plan des démonstrations.

On verra que XQ = Im(/ao^o) est un ouvert de Ms(r, 01,02). On
définit dans 5.6 un morphisme XQ —> M. compatible avec un morphisme
de groupes

^ : G -^ GM.
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On déduit de ̂  un morphisme de groupes

^ : Char(GM) —^ Char(G).

D'autre part, on construira un morphisme naturel surjectif

(?i —^ Pic(Xo),

GI désignant un quotient de Char(G), et ce morphisme est un isomorphisme
si M(r,ci,C2) n'est pas de hauteur nulle. Le composé

Char(GM) —^i—^ Pic(Xo)

est le morphisme déduit de TTM- II Gst surjectif. On en déduira la proposition
3.1 dans 5.8.

Dans certains cas Ux\Xo est constitué d'un certain nombre d'hyper-
surfaces irréductibles de la forme îmÇfafs), et on prouvera que leurs
faisceaux d'idéaux proviennent de Char(GM) (5.9). Si ci -f- —1 et
ci ^ 1—r, Afa(r, ci, c^)\Ux est de codimension au moins 2 et sinon c'est une
hypersurface et on montrera dans le §6 que son faisceau d'idéaux provient
de Char(C?M).

5.1.3. Dimension des Im(/c^).

Un calcul élémentaire donne si V^g n'est pas vide

dim(Im(/^)) = dim(Af(r,ci,C2)) - din^Ext^A^)) - dm^Ext1^,^)).

On peut aussi déduire ce résultat du

LEMME 5.1. — Soit 0 —> g* A —> p " E —^ ç*B(8)j?*0(-l) —> 0 une
suite exacte, E étant un fibre vectoriel sur P2. Soit h : Vaft —> Ext1 (£?,£)
l'application déduite de cette suite. Alors on a un isomorphisme

Coker(fa) ^ Ext^A, A) C Ext^B, B).

A la filtration ç*A C p*E de p*E est associée une suite spectrale E^ con-
vergeant vers Exim'}"n(E, E). On va décrire les termes de niveau Ei pouvant
éventuellement être non nuls. On a Ext^A, q*B <8)p*0(-l)) = 0 (cela se
voit en utilisant le fondeur ç*). De même, Ext2(ç*J30p*0(~l),g'l{A) = 0,
et Hom(ç*J3 0 p*0(-l),g*A) = 0. Les termes E^ éventuellement non
nuls sont figurés ci-dessous
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î"
Ext1 (A, A) C Ext1 (5,5)

Ext°(A,A)eExt°(B,B) Va(3

m

On a donc une suite exacte

Va(3 -^ Ext1 (Ê, E) —> Ext1 (A, A) C Ext1 (B, B) —. 0.
Ceci démontre le lemme 5.1.

5.2. Caractérisation des fibres provenant de Pa.

Soit Ha(3 l'ensemble des points e de Va(3 tels que Fe ne provienne pas
d'un fibre vectoriel sur PS. C'est l'ensemble des points e tels que

h\p-\x\F^O^^{-\))i.Q.

D'après le théorème de semi-continuité, c'est donc une sous-variété fermée
de Va/s. Soit e le point de Va/3\Ha(3 correspondant à l'extension du lemme
5.1. Alors l'application h : Va/3 —> Ext^F^F^) n'est autre que le
morphisme de déformation infinitésimale de Kodaïra-Spencer de F'^ au
point e (cf. Newstead [23], Appendix). On déduit du lemme 5.1 que si
A et B sont rigides, F ' est une déformation complète de F^.

On note Ao (resp. Bo) le fibre rigide sur £, unique à isomorphisme
près, de même polynôme de Hilbert que A (resp. B), ao le type de
décomposition de Ao, A) celui de BQ.

LEMME 5.2. — On suppose que

din^Ext^A.A)) -hdm^Ext^B.B)) <, 1.

AiorS Va(3 ^ Ha0.

Soit e un point de Va(3- La restriction à p"1^) de l'extension donnée
par e donne une suite exacte

(1) 0 —. A ̂  F|p-i(,) -^ B -^ 0.
A £ on a donc associé une extension de B par A. Le morphisme induit
Va(3 —¥ Ext^B, A) est la restriction naturelle. Ce morphisme est surjectif :
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pour le voir, il suffit de montrer que si J est le faisceau d'idéaux de j?"1^),
on a /^(^(B* 0A) <g)p*0(l) (g) J) = 0. Mais J = p*0(-l) 0ç*0(l), donc
^(^(B* 0 A) 0 p*0(l) 0 J) = h2(q^B* 0 A(l))) = ^(B* 0 A(l)) = 0.

Pour démontrer le lemme 5.2, il suffit de trouver un point e de Va0
tel que Fiv^xp-^aQ s01^ une déformation complète de Fç\ _i(a;)- Pour cela,
il suffit que le morphisme déduit de (1)

y : Ext\B,A) -. Ext^..^,^.^)

soit surjectif. Comme dans le lemme 5.1, on considère la suite spec-
trale E^ associée à la filtration A C Fg\ - , convergeant vers
Ext771"1"71 !̂ ̂  î -Fej _i )• Elle montre que coker(<^) est isomorphe au
conoyau du morphisme canonique

-0 : Hom(A,B) —^ Ext^A.A) ©Ext^B.B),

défini par l'élément e(e) de Ext^i^A) déduit de (1) et les accouplements

Hom(A,B) x Ext^B.A) —^ Ext^A.A)
et Hom(A, B) x Ext\B, A) —^ Ext^B, B).

Il est évident que ip est surjectif si A et B sont rigides. On va montrer
que c'est aussi le cas si din^Ext^AlA)) + din^Ext^jB,!?)) = 1, et si e
est convenablement choisi. On peut supposer que din^Ext^A.A)) = 1 et
Ext^-B,!?) = 0 (l'autre cas est analogue). Il faut alors trouver e tel que la
multiplication par e(e) : Hom(A,B) —> Ext^A^) soit surjective. Pour
cela, il suffit d'après (1) qu'on ait /^(F^.i^ 0 A*) = 0. C'est le cas si
les entiers qui apparaissent dans le type de décomposition de Fe| . sont
supérieurs ou égaux à —2.

Il reste alors à trouver un e dans Va(3 tel que Fç\ _^ soit trivial ou
de type de décomposition (1,0,... ,0, —1). Soit e un point de Va0 tel que
Fe\ -i s01^ d'un type de décomposition différent des précédents. On a
alors

d^Ext^F,^,^,^^,^))^^

Le morphisme de restriction Ext^F^Fg) —> Ext^Fe] _i, . îF^_^^) est
surjectif : pour le voir il suffit de prouver que Ext^FgîFg 0 J ) = 0. Par
dualité de Serre sur Pa; on a

Ext^Fg, Fs 0 J ) ̂  Hom(Fg, F^ 0 J* 0 a;)*,

avec (jj ^ p*0(-2) 0 q*0(-l), et

Hom(Fe,^ 0 J* 00;) = Hom(Fg,F^ 0p*0(-l) 0ç*0(-2)) = 0,



GROUPE DE PICARD DE M(r,ci,C2) 151

à cause du type de décomposition de Fç sur une droite générique de P^ ne
passant pas par x.

On en déduit avec le lemme 5.1 que l'image du morphisme de
déformation infinitésimale

V^^Ext1^.^,^.^)

est de codimension au plus 1. Par conséquent, la sous-variété de Va(3
des e' tels que Fç\ _^ ne soit ni trivial ni de type de décomposition
(1,0,. . . ,0,—1) est de codimension au moins 1 en e. Elle ne peut donc
pas être égale à Vafs tout entier. Ceci achève la démonstration du lemme
5.2.

Remarque. — En fait, il découle de la démonstration du lemme 5.2
que dans tous les cas, pour tout e dans Va/?, le morphisme canonique

Ext^,^) — E^(F^_^,F^_^)

est surjectif. Il en découle que pour tout e dans Vaof3o^F\ _^ est
^ctQ/SQ^P ''

une déformation complète de Fç\ ,'p («)

COROLLAIRE 5.3. — La sous-variété Hao^o est une hypersurface
irréductible de Vaofto •

Posons EQ = OL(I) © (r - Ï)OL 0 OL(-I). H découle de la théorie
des déformations des fibres sur Pi (Brieskorn [4]) et du lemme 5.2 que les
points e de Vaoffo tels que Fç\ _^ soit isomorphe à EQ constituent une
hypersurface lisse X. Pour tout point e de VaoAp ̂  suite exacte

(2) 0 —> Ao ̂  F^_^ -^ Bo —> 0

restriction à p"^) de la suite exacte définie par e, montre que Fç\ _
est trivial si et seulement si l'application

D^.H^BO^-^H^A^I))

déduite de (2) est bijective. Donc HaofSo est défini par l'équation
det(De) = 0, et c'est une hypersurface contenant X. Pour voir que ffao/îo
est irréductible, il reste à montrer que Hao(îo\X est de codimension au
moins 3 dans Vao^o (car ^ao/?o est une sous-variété homogène). Cela découle
du fait que si Fç\ _^ n'est ni trivial ni isomorphe à EQ on a

dMExt1^^,^^))^.

Ceci démontre le corollaire 5.3.
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5.3. Existence de fibres stables.

LEMME 5.4. — Si M(r,ci,C2) n'est pas de hauteur nulle, et si
din^Ext^A)) + dm^Ext^B)) = 1, V^ n'est pas vide.

On a déjà vu que Va(3 i=- Hap- II reste à montrer qu'il existe un point e
d6 Va(3\Ha(3 tel que F'ç soit stable. Soit (S, 5o) un germe de variété lisse tel
qu'il existe une déformation semi-universelle F" de F'ç paramétrée par S,
avec F^ ^ F'ç, On déduit de F* un morphisme $ : U —> S, U désignant
le germe défini par Va(3 au voisinage de e, et on a

$(6) =5o, $*F^F^.

On a TsyS = Ext^F^, F^), et d'après le lemme 5.1, l'image de l'application
tangente TçVa0 —> TSQS est un hyperplan.

La sous-variété Z des points s tels que F'g' ne soit pas semi-stable est
de codimension au moins 2, d'après les propositions 1.2 et 1.4. Donc Im($)
n'est pas contenu dans Z. Il en découle qu'il existe un point 6' de Va(3\Haf3
tel que F^i soit stable. Ceci démontre le lemme 5.4.

En utilisant la proposition 1.4 on obtient aussi le

COROLLAIRE 5.5. — Si M(r,ci,C2) n'est pas de hauteur nulle, on a

coàïmv^((Va^\Ha^)\V^) > 2.

5.4. Caractères du groupe G.

On va déterminer le groupe des caractères du groupe

G=Aut(Ao)xAut(Bo))/C*.

On s'en sert plus loin pour étudier Pic(Im(/ao^)). On peut écrire Ao =
a0(fc) C ao0(k 4-1), BQ = h0(k') C bo0(k1 + 1), avec a > 0, b > 0. Les
automorphismes de Ao s'identifient aux matrices du type

M - ( x z}-{o y;'
avec X dans GL(o), Y dans GL(ao), Z étant un morphisme a0(k) —^
ao0(k 4-1). Le sous-groupe de Aut(Ao) constitué des M telles que X et Y
soient les matrices identités est un espace vectoriel, donc tout morphisme
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Aut(Ao) —> C* est constant sur ce sous-groupe. On en déduit que

Char(Aut(Ao)) = Char(G£(a) x G£(ao)),
et de même

Char(Aut(Bo)) = Char(GL(&) x G£(&o)).

Supposons que ao et &o soient non nuls. Alors Char(G) est constitué des
morphismes

^t^v : (Aut(Ao) x Aut(Bo))/C* —^ C*

^(î ^(î ^^^^Wd^y^det^Tde^yr,

5, t, ÎA, v étant des entiers tels que 50 + tao + ub + v&o = 0. Donc Char(G)
est isomorphe à Z3. Si un des entiers ao,&o est nul (resp. les deux), alors
Char(G) est isomorphe à Z2 (resp. Z), et on définit de même les caractères
^s,t,u (resp. y?^).

5.5. Suites exactes canoniques.

Elles seront utilisées dans 5.6 pour définir un morphisme

V^^M\

LEMME 5.6. — Soit e un point de V^. Alors on a des suites exactes

0 — A —. OL(~I) ̂ W-l)) -^OL ^ H ^ F ' ) ̂  0,
0 -^ OL(-I) ̂  ̂ W-2)) ̂  OL 0 ̂ (^'(-l)) —^ B(-l) —> 0,

n et i; étant tes morphismes canoniques.

Pour définir îi et v on remarque que H°(OLWY C H°(0p^(l)).
Considérons le complexe de Kronecker de F' (cf. 1.6) :

K- : A2^* 0 ̂ (^(-2)) -^ Q* 0 ff^F^-l)) -^ 0 0 ff^F').

Le morphisme de faisceaux 7 est injectif, i/ est surjectif, et F' c^
Ker(i/)/Im(7). De cette suite exacte on déduit les suivantes sur Pa;

0 -̂  ̂ A2^* 0 H1 (F1^(-2)) —. p*Ç*

0ffl(F'(-l)) —. p*coker(7) -^ 0,
0 —> p*F' —> p*coker(7) —^00 ff^F') —> 0.
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De la suite exacte 0 —^ q*A —> p*FJ —> q*B(S>p*0(-l) —> 0 on déduit
q^.p*F'ç ^ A, R^q^F'ç = 0. En prenant l'image directe sur L des suites
exactes sur Pj: précédentes, on obtient la suite exacte

0 —^ q^F', ̂  ç,p*coker(7) -^ OL 0 ̂ î1^') —^ 0,

et risomorphisme ^p*coker(7) ^ OL(-I) 0 lï1^-!)). On en déduit
la première suite exacte du lemme 5.6. La seconde s'obtient de manière
analogue.

On déduit du lemme 5.6 les isomorphismes canoniques
H^F^)) ̂  ff°(B(-2)), H1^) ̂  ff^A),
H^F^-l)) ̂  Jfl(A(-l)) ̂  H°(B(-1)).

Notons qu'on peut les retrouver directement en partant de la suite exacte

0 ̂  q " A —^ p*F; -^ ç*B 0 p*0(-l) —> 0.

5.6. Lien avec les complexes de Kronecker.

Rappelons que M. désigne la variété des complexes de Kronecker semi-
stables associée à M(r, 01,02), Ms l'ouvert de M. des complexes stables.
Soit e un point de V^^. Alors on a des isomorphismes

^(^(-2)) ̂  ^°(Bo(-2)), H^Fi) ̂  ^(Ao),
w H^F^l)) ̂  ^(Ao^l)) ̂  ff°(Bo(-l)).

Supposons que les complexes de Kronecker de M soient du type

A2^* 0 ff-i —^ Ç* 0 Ho —^ 0 (g) ffi.

La donnée d'isomorphismes

ff-x ^ ff°(Bo(-2)), ffo ^ ff°(Bo(~l)), ffi ^ ̂ (Ao)
définit un morphisme ï : V^ g —> A^s, associant à e le complexe
de Kronecker de F^ compte tenu des isomorphismes (3). Ce morphisme
est compatible avec le morphisme de groupes G —> G M défini par les
isomorphismes (3), induisant

^ : Char(GM) —^ Char(G)
\u,v,w) '——^ y?-^(;(A;+l),-w(fc+2),vfc/+^A(*;/-l),v(Â;/+l)+ufc/

(ceci si ao et bo sont non nuls, les autres cas étant analogues).

LEMME 5.7. — Soit \ le caractère de G défini par un générateur de
ridéal de HaQ^ dans Vao^o- Alors le morphisme déduit de ̂

^o : Char(GM) ̂  Char(G)/Z^
est surjectif.
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On supposera que 0,0 et &o sont non nuls, les autres cas étant
analogues. Soit / un générateur de l'idéal de ff. On a alors pour tous g dans
G et x dans X, ̂ ) = f(gx)/f(x). Soit D, : H°(Bo(-l)) —^ H^AoÇ-l))
l'application définie dans la démonstration du corollaire 5.3. La fonction
det(Z)g) est une puissance de / (à une constante multiplicative près). Le
caractère qui lui est associé est (p-k^k-i^k'.-k'-i- H suffit de montrer que
le morphisme déduit de ^

^ : Char(GM) -^ Chai(G)/ï^^-k-i,-k^-k'-i
est surjectif. Avec les identifications déjà vues de Char(GM) et Char(G) à
des sous-groupes de Z3 et Z4 respectivement, on voit que le morphisme

Char(GM) © Z —> Char(G)
(À, n) «—> ^(À) + rup-k.-k-^-k'.-k1-!

provient de la matrice
'-fc-l 0 0 ~fc
-k-2 0 0 -k-1

0 k' jfc '-l -fc'
< 0 J fc '+ l k1 -fc'-l

La surjectivité de ^o découle du fait que le déterminant de cette matrice
est 1. Ceci démontre le lemme 5.7.

5.7. Etude de l'image de /ao/3o-

Posons XQ = ïm(fao0o). D'après le lemme 5.1, faQ0Q est une submer-
sion, donc XQ est un ouvert de M^r, 01,02).

LEMME 5.8. — Si Af(r,ci,C2) n^st pas de hauteur nulle, on a
0*(Xo)=C*.

Soit y un élément de 0*(Xo). Alors (p o f^^ = (po est une fonction
régulière inversible G-invariante sur V^^. Soit / un générateur de l'idéal
de l'hypersurface JTao^o de ^ao/îo- D'après les corollaires (5.3) et (5.5), on
a (po = ^/n, 6 étant un scalaire non nul et n un entier. Soit \ le caractère
de G associé à f{\{g) = f(gx)/f(x)). D'après 5.5, \ est non trivial. Le
caractère associé à y?o est ^n, donc ^n = 1 puisque <^o est G-invariante,
d'où n = 0. Donc (po est constante. Ceci démontre le lemme 5.8.

PROPOSITION 5.9. — Si M(r,ci,C2) n'est pas de hauteur nulle, il
existe un isomorphisme canonique Char(G)/Z^ —^ Pic(Xo), \ désignant
le caractère de G défini par Hao^o-
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LEMME 5.10. — Soit U un ouvert de XQ. Alors le morphisme cano-
nique

W-^OU^U))0

est surjectif.

Cela signifie qu'en fait XQ est un quotient de V^g par G. Soit XQ la
variété des triplets (xo,u,v), avec XQ dans Tr-^Xo) (qui est un ouvert de
M), n(resp. v) étant un isomorphisme q^p*E ^ Ao (resp. ̂ q^ÇEÇ-l)) ̂
Bo(-l)), E désignant la cohomologie en degré 0 de a:o. Sur XQ opèrent
les groupes G et G M' La projection XQ —> Tr-^Xo) est localement
triviale : cela découle du fait que si V désigne la cohomologie du complexe
de Kronecker universel sur Tr-^Xo) x Ps, il existe des trivialisations
locales des fibres Po*(^om(p^Ao,Xi)) et Po^Hom(p^Bo(-l),X^)), po et
PL désignant respectivement les projections Tr-^Xo) x L —> Tr-^Xo) et
^^-l(Xo)xL^L,ei

Xi = (J x q),{I x p)*V, X2 = R^I x q)^I x p)*(V(-l)).

On a un diagramme commutatif
pi ^wXn

9l

^000 Xo
ci associant à (XQ,U^V) l'extension

0 —. ç*Ao p^E —> ç*Bo 0p*0(-l) —> 0

q^q^E) g*(fil^p*£(-l))(l) ®p*0(~l),
£ désignant la cohomologie de a:o en degré 0. Soit y? une fonction régulière
G-invariante sur f^(U). On en déduit une application 1p : U —> C. Il
faut montrer qu'elle est régulière. Pour cela, il suffit de prouver que ^OTT est
régulière sur ̂ (U). Puisque pi est localement triviale, il suffit de montrer
que ^ o TT o pi est régulière. Mais o n a ^ o 7 r o p i = ^ o f^^ o ci = ip o ci,
donc ^o TT opi est bien régulière. Ceci démontre le lemme 5.10.

Démontrons maintenant la proposition 5.9. On définit d'abord un
morphisme de groupes 'â : Pic(Xo) —> Char(G)/Z^. Soit L un élément de
Pic(Xo). Le fibre en droites f^^ L est trivial, et muni d'une structure de
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G-fibré. A tout isomorphisme f^g^L ̂  0 on associe donc une structure
de G-fibré sur 0, c'est-à-dire un caractère de G. Ces structures de G-
ûbré diffèrent d'un automorphisme de 0, c'est-à-dire que les caractères
qu'ils définissent forment une classe d'équivalence module Z^, qui est par
définition î?(L). Il suffit maintenant de montrer que 'Q est un isomorphisme.

On va voir d'abord que 'ô est surjectif. Soit T] un élément de
Char(G)/Z^. On peut d'après le lemme 5.7 écrire rf = ^o(\), avec À dans
Char(G'M)- Le caractère À définit un fibre en droites L sur XQ, et 'ff(L) = îy.

Montrons maintenant que '0 est injectif. Soit L un élément de Ker(îî).
Un G-isomorphisme f^^L—>0 induit un isomorphisme de fibres vec-
toriels "ensembliste" Tp : L —> Oxo' II ^au^ montrer que c'est un iso-
morphisme algébrique. Soit U un ouvert de XQ tel qu'on ait une trivi-
alisation Ou ^ L\u- Alors (p\u est défini par un élément G-invariant de
0*(fa^(3o(^))' D'après le lemme 5.8, ̂ p\u^ qu'on peut voir comme une appli-
cation U —> C*, est régulière. Ceci montre que y est bien un isomorphisme
algébrique. La proposition 5.9 est donc démontrée.

On démontre de même la

PROPOSITION 5.11. — Si M(r, ci, Ça) est de hauteur nulle, il existe un
morphisme canonique surjectif Char(G)/Z^ —^ Pic(Xo), \ désignant le
caractère de g défini par HaoOo •

5.8. Démonstration de la proposition 3.1.

5.8.1. Rappelons que Ux désigne l'ouvert de M^r, 01,02) correspon-
dant aux fibres vectoriels dont la restriction à toute droite passant par x
est rigide. Soit Mo l'ouvert de Ms(r, 01,02) correspondant aux faisceaux
localement libres. Puisque r > 2, on a d'après la proposition (2.8) de [7],
codimM^ci^^s^^iî^AMo) > 2. On démontrera dans le §6 la

PROPOSITION 5.12. — Si ci = 1 — r ou ~1, et r > 2 Ms(r,c^,C2)\Ux
contient une unique hypersurface intègre Ko. Le fibre en droites Ao associé
à KQ est un élément de Fimage de TTM.

Si 1-r < ci < -1, on a d'après [5], codimMo(M)\[/a?) > 2. Examinons
maintenant Ux' Rappelons qu'on a

Ao = a0(fc) © ao0(k -h 1), BQ = b0{k') C bo0(k1 -h 1),
avec a > 0, b > 0. Si ao > 0 et bo > 0, si A n'est pas isomorphe à Ao, ou si
B n'est pas isomorphe à BQ, on a din^Ext^A.A^+din^Ext^B.B)) > 2,
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donc d'après le lemme 5.1, ̂  étant la réunion de tous les Im(/^) on a
codim^ (î4\Xo) > 2 (avec XQ = Im(/^J comme dans 5.7).

Si ao = 0 et a > 1, on note ai le type de décomposition (k +
1, *;,..., fc, k - 1). Alors J<:i = Im(/^J est une hypersurface irréductible
de Ux. Soit Ai le fibre en droites sur Uy, associé à K^.

Si 60 = 0 et b > 1, on définit de même le type de décomposition /?i
Phypersurface irréductible K^ de U^ et l'élément As de Pic(^) associé. ?

Si ao = 0, a > 1 et si &o > 0 ou bo == 0, & = 1, on a

codimu^Ux\(Xo U A:i)) > 2.

Si &o = 0, 6 > 1, et si ao > 0 ou ao = 0, a = 1, on a

codïmu,(U^\(Xo U K^)) > 2.

Enfin, si ao = 0, a > 1, bo = 0 et & > 1, on a

codim^(^\(Xo U Kz U K^)) > 2.

5.8.2. On démontrera plus loin les assertions suivantes : soit TT^ le
morphisme canonique Char(GM) —> Pic(î/a;). Alors

(i) Si ao = 0, a > 1, Ai est un élément de Im(7r^).
(ii) Si bo =0, b > 1, As est un élément de Im(Tr^).

Démontrons maintenant la proposition 3.1. La surjectivité de TI-M
découle immédiatement de (i), (ii), du lemme 5.7 et des propositions 5.9,
5.11, 5.12. Il reste à montrer que si M(r,ci,C2) n'est pas de hauteur nulle,
TTM est un isomorphisme. Cela revient à prouver, TTM étant surjectif, que
Pic(Mo) contient un sous-groupe isomorphe à Z2.

Supposons que 0.0 > 0 et bo > 0. Dans ce cas, Pic(Xo) est isomorphe
à Char(G)/Z^, qui contient un sous-groupe isomorphe à Z2, ainsi par
conséquent que Pic(Mo).

Supposons que ao = 0, a > 1 et bo > 0. Alors Pic(Xo) ̂  Char(G')/Z^,
qui contient un sous-groupe isomorphe à Z. Il suffit donc de montrer
que le sous-groupe de Pic(^) engendré par Ai est sans torsion. Dans
le cas contraire, on en déduirait une fonction régulière sur U^ s'annulant
précisément sur ATi, et cette fonction induirait une fonction régulière
inversible non constante sur XQ. Ceci est impossible d'après le lemme 5.8.
Donc Pic(Mo) contient bien un sous-groupe isomorphe à Z2.

Le cas bo = 0, b > 1 et ao > 0 est analogue au précédent.
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Si OQ = bo = 0, a > 1 et b > 1, on procède comme dans les cas
précédents, en considérant Ai, As et en utilisant le lemme 5.8.

Les cas où a == 1 ou b = 1 sont analogues. On utilise en plus Ao et la
proposition 5.12.

5.9. Etude de Ai et As.

On va démontrer les assertions (i) et (ii) de 5.8.2.

On utilise ici les résultats de 1.7. On ne démontrera que (i), (ii)
étant analogue. Soit V la cohomologie du complexe de Kronecker universel
sur Ti-"1^) x PS. Comme dans le lemme 5.6 on a une suite exacte sur
TT-1^) X L

0 _, w —. pt0L(-l) 0 ̂ -i —^ 0 0 Ho —^ 0,

avec W = (I x q)^(I x p)*V, PL désignant la projection ̂ (Ux) x L —^ £.
La sous-variété 7^-l(.K'l) est précisément l'ensemble des points y tels que Wy
ne soit pas rigide. Rappelons que Ao = aO^k). Par conséquent, Wy n'est
par rigide si et seulement si h°(Wy(-k-1)) 9^ O. Il en découle que Tr"1^)
est le support du schéma de saut (cf. 1.7) Z = Z1^ ^p^O^-k - 1)).

On va montrer qu'elle est intègre. On sait déjà qu'elle est irréductible,
et il suffit de prouver que si y est un point de 7^~l(Im(/û^)), Z est lisse
en y. Pour cela il suffit de montrer que l'application canonique

d, : TyM -^ L(H°(Wy(-k - l^H^WyÇ-k - 1)))

est surjective. Mais ds est la composée du morphisme de déformation
infinitésimale de Kodaïra-Spencer w : TyM —> Ext^^ly), et des
morphismes canoniques

î? : Ext\Vy,Vy) ———— Ext^Wy.Wy),

ri : Exi\Wy,Wy) -^ L(H°(Wy(-k - l^H^Wy^k - 1))).
On sait que w est surjectif, et '9 aussi d'après le lemme 5.1. La surjectivité de
rj découle du type de décomposition de Wy{—k — 1). Donc dg est surjective,
et Z est lisse en y. On a donc Z = Tr''1^!). On a dans l'anneau de Chow
deTT-^)

[TT-1^)] = 7To!(-Ci(TV 0 pt0L(-fc - 1)))

(Ti-o désignant la projection MX L —> M). On a une suite exacte

0 -^ w 0 pl0L(-fc - 1) —> plO^-k - 2)
0^ —^ p^OLÇ-k - 1) 0 Ho -^ 0
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d'où on déduit immédiatement c^(W^p^OL-k-l)) = 0, et [Tr-1^!)] = 0,
ce qui entraîne la trivialité de TT*AI. Ceci démontre (i).

6. Le cas ci = -1, r > 2.

On démontre ici la proposition 5.12. On ne traitera que le cas ci = —1,
et on donnera des indications pour résoudre de même le cas ci = 1 — r.

6.1. Préliminaires.

Soit V la cohomologie du complexe de Kronecker universel sur
M. s x ?2- Soit Mo l'ouvert de Ma (r,—1,02) correspondant aux faisceaux
localement libres. Puisque r > 2, on a codimj^y.^^) (M^(r, Ci, C2)\Mo) >
2, et il suffit de démontrer la proposition 5.12 avec Mo à la place de
M^r,—!^). Soit M's l'ouvert de Tr'^Mo) constitué des points y tels
que pour toute droite t de PS passant par x on ait ^(Vy^) = 0.

LEMME 6.1. — On a codimJ^^(Ms\Mfs) > 2.

Il suffit de montrer que pour toute droite ê passant par x, la sous-
variété fermée Y de M s constituée des y tels que ^(Vy^) > 0 est de
codimension au moins 3. Pour cela, on remarque que pour tout y dans
Ms, V\M» x€ est une déformation complète de Vy\i (cela découle du fait que
V est une déformation complète de Vy et de ce que l'application canonique

Exi\Vy,Vy) —^ Ext\Vy^Vy^)

est surjective parce que Exi2(Vy,Vy(—l)) = 0). Le lemme 6.1 découle du
fait que si y est dans V, on a dïmÇEx^ÇVy^, Vy^)) > 3.

Soit M^ l'ouvert de Ms constitué des points y tels qu'il existe au
plus une droite l passant par x telle que Vy\i ne soit pas rigide.

LEMME 6.2. — On à codim.A^(A^\A^) >. 2.

Soient i^t! des droites distinctes passant par x. Il suffit de montrer
que la sous-variété fermée Y de M^ constituée des y tels que Vy\t et Vy\y
ne soient pas rigides est de codimension au moins 4. Cela découle de la
surjectivité de l'application canonique

Exi^Vy^Vy) —. Exi^Vy^Vy^) C Ext1 ( ,̂ V^ )
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et de ce que si Vy^ n'est pas rigide, on a dïm(Exil(Vy^,Vy^)) > 2. La
surjectivité de l'application précédente se démontre comme dans le lemme
4.3, en utilisant le fait que Ex^ÇVy^Vy^)) = 0.

Soit î7o = 7r(A^^). C'est un ouvert de Mo, dont le complémentaire est
de codimension au moins 2. Il suffit donc de prouver que KQ = (7o\î7a; est
une hypersurface irréductible de (7o, et que si Ag désigne le fibre en droites
associé à K^ TT^AQ est trivial sur Tr'^î/o).

Soit X la sous-variété fermée de M^ x L constituée des couples
(y, t) tels que Vy^ ne soit pas rigide. Le fibre Vy\^ n'est pas rigide si et
seulement si h°(Yy^(—l)) ̂  0. Donc X est le support du schéma de saut
Z du fibre vectoriel WQ = (J x pY(y(-l)) sur M^ x P^ {Py, désignant
comme précédemment l'éclatement de PS en a?, M'^ x P^ étant considéré
comme un fibre projectif sur M'^ x L). La projection PQ sur M^ induit une
bijection X —> Tr'^.Ko). On verra dans le paragraphe suivant que X est
irréductible et de codimension 1. Montrons que Z est lisse. Pour cela, il
suffit de prouver que pour tout point (y,t) de X, le morphisme canonique

^) : ÏWX' x L) -^ L(^o(V,(-.l)l,),ffl(y,(-l)^,))

est surjectif. On va montrer que la restriction de d(y,^) à Ty(M^) est
surjective. Cette restriction est le morphisme dy défini par la variété de
saut du fibre vectoriel V(-l)\^^ C'est à un signe près la composée du
morphisme de déformation infinitésimale de Kodaïra-Spencer

w.TyÇM^-^Ext^Vy),

et des morphismes canoniques

î9 : Exi^Vy^Vy) —> Ext\Vy^Vy^
ri : Ext^Vy^Vy^) —. LÇH^VyÇ-l^H^VyÇ-l)^

On sait déjà que w est surjective, "ff l'est car Ext2^,^—!)) = 0, et r)
l'est à cause du type de décomposition de Vy(—l)^. Donc dy est surjective
et Z est lisse.

On a donc Z =• X. La classe de X dans l'anneau de Chow de M^ x L
se calcule par la formule de Porteous : [X] = C2(—7To!(Wb))î ^o désignant
la projection M^ x P^ —> M'^ x L. Pour calculer c^(Wo), on peut utiliser
le complexe de Kronecker universel sur M^ x Ps. Son image réciproque
sur M^ x P^ a pour cohomologie en degré 0 le faisceau WQ x p^O(l), p2
désignant la projection M^ x P^ —^ PS. On en déduit immédiatement
que les classes de Chern de 7roî(Wo) proviennent de L (par la projection de
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M^ x L sur L), et par conséquent C2(— TTO^WQ)) = 0. On a donc [X] = 0.
Puisque po induit un isomorphisme birationnel X —> 7^~1(.K'Q), on a

[Tr-W^Po.CT^,

ce qui prouve que TT*AO est trivial et démontre la proposition 5.12.

6.2. Démonstration de l'irréductibilité de X.

Il revient au même de prouver que ^^(K^) est irréductible et de
codimension 1. Il suffit de montrer que pour toute droite i de PS, la
sous-variété fermée M{, de Mo correspondant aux fibres dont la restriction
à i n'est pas rigide est irréductible et de codimension 2. D'après Brun-
Hirschowitz ([5]), Mi est équidimensionnelle et de codimension 2. Il reste
à prouver que Mi est irréductible. On utilisera les notations du chapitre
précédent, avec les modifications suivantes : on notera Î^Q^ au lieu de
fao(3o^ ^000 au lieu de ^oAp etc^ P0111* spécifier le point x, qui pourra
varier.

LEMME 6.3. — Soit M[ Pouvert de M(, correspondant aux fibres
n'ayant qu'un nombre uni de droites de saut. Alors M[ est dense dans
Mf.

Soit t! une droite de PS distincte de (,. Alors, si E est un fibre vectoriel
de MI H Mi', le morphisme canonique

Ext^E^E) —> Ext1^,^) OExt1^,^)

est surjectif, comme on l'a déjà vu. Il en découle que Mf n M^/, est
équidimensionnel de codimension 4 dans Mo. Soit T la sous-variété de
Mo x (P^\{^}) constituée des couples (E,t!) tels que E soit dans M^HM^.
D'après ce qui précède, on a dim(T) = dim(M^). Soit PM '- T —> M^ la
projection. Le fermé MI\M[ est l'ensemble des E de Mo tels que p~{^(E)
soit de dimension au moins 1. Ce fermé est de codimension au moins 3
dans Mo, puisque dïm(p~^(M^\M^)) <. dim(r) = dim(M^). Puisque MI
est équidimensionnel, M[ est dense dans Mi. Ceci démontre le lemme 6.3.

LEMME 6.4. — Soit Y le complémentaire dans Mo de la réunion des
ouverts Im(/^), y parcourant P^. Soit M'^ = M[ n (Mo\V). Alors M'^
est dense dans M[.

Il suffit de montrer que Y ne contient aucune composante connexe
de M^, autrement dit que Y H M[ n'est pas de codimension 2 dans Mo.
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La dimension de Y n M[, est la même pour toutes les droites t' de Pa.
Notons-la d. Soit Z la sous-variété de Mo x Pa constituée des (I?,^),
avec E dans M '̂, n Y. Alors on a dim(Z) = d -f- 2. Les fibres de la
projection Z —> Mo sont finies et son image est contenue dans F, donc
d + 2 < dim(V) < dim(Mo) - 1, d'où codiniMo(^ H M;,) > 3, ce qui
démontre le lemme 6.4.

Il reste à montrer que M'/ est irréductible. Il suffit de montrer qu'il en
est de même de toutes les intersections de M'^ avec les ouverts Im(/^ g ),
y parcourant P2\^. En effet, supposons cela démontré, et que M^ pos°sede
au moins deux composantes irréductibles Vi^. Soit 3/1 (resp. 3/2) un point
de Y^\Y^ (resp. Y^\Y^). Il existe un point y de Pa tel que yi et y^ soient
dans Im(/^), car les points z tels que y^ (resp. y^) soit dans Im(/^)
constituent un ouvert de Pa. Alors l'intersection de M^' avec Im^ .3 )
n'est pas irréductible, contrairement à notre supposition.

Soit y un point de P^\L Montrons que M^'nlm(/^) est irréductible.
On note F(, la restriction à V^^ x £ du fibre extension universelle Fy sur
^000 x p y ' on va voir q11^ pour tout £ dans V^^, ^ est une déformation
complète de F^. Il en découle que la sous-variété fermée Y ' de V^ g des
points e tels que Fu ne soit pas rigide est équidimensionnel et de codimen-
sion 2. Il faut montrer que Y1 est irréductible. Pour cela, on remarque que
puisque Y ' est une sous-variété homogène, des composantes irréductibles
éventuelles se coupent en une sous-variété de codimension au moins 4. Il
suffit donc de trouver un ouvert YQ de Y ' tel que codimy^y^Vo) > 5, et
qu'en chaque point de YQ ne passe qu'une seule composante irréductible
de Y'. L'ouvert YQ est constitué des points e tels que Fi soit de type de
décomposition (1,0,.... 0, -1, -1) ou (1,0,..., 0, -2). En effet, si e n'est
pas dans VJ, on a din^Exl1^,^)) > 5, donc codimy^y^Vo) > 5.
D'autre part, YQ est lisse en les points e tels que F^ soit de type
(1,0,..., 0, -1, -1), et il reste à montrer que YQ est irréductible au voisi-
nage des points e tels que Fu soit de type (1,0,...,0,-2). Pour cela, il
suffit de trouver une déformation complète E de 0^(l)©(r-2)0^©0^(-2),
paramétrée par une variété lisse 5, telle que la sous-variété fermée S ' des
points s de S tels que Es ne soit pas rigide soit irréductible. C'est simple-
ment la famille des extensions

0 —— ^(-2) -^ Eo —. (r-2)(^ C OfW — 0.

Dans ce cas, on a S = H^O^-S)) © C7'-2, et S ' = C7'-2. Ceci prouve
l'irréductibilité de V.

Montrons maintenant que pour tout e dans V^ g , Fi est une
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déformation complète de F^. Il suffit de montrer que le morphisme cano-
nique

Ext^F^FîQ -^ Ext^F^.F^)

est surjectif. Cela découle de l'égalité Exi2(Fy,Fy ^ p*0(-l)) = 0 : par
dualité de Serre, on a

Ext^F^F^ 0p*0(-l)) ^ Hon^F^F^ 0p*(9(l) (8)0;)*,

a; désignant le faisceau canonique sur P^. On a a; c^ p*(9(~2) 0 ç*0(-l),
doncHom(Fy,F2/<8)p*0(l)(g)^) =Hom(F2/,Fî'(8)p*0(--l)<g)g*0(-l)) =0,
à cause du type de décomposition générique de F^.

6.3. Le cas Ci == 1 — r.

On procède de la même façon, mais cette fois, on s'intéresse aux fibres
E sur PS pour lesquels il existe une droite i passant par x telle que h°(E^)
"saute".

7. Le cas r = 2.

On démontre ici la proposition 3.1 dans le cas où r = 2.

7.1. Le cas des variétés de hauteur nulle.

Si M(2,ci,C2) est de hauteur nulle, on a ci === 0 et C2 = 2. La variété
M. est un ouvert d'un espace affine, donc P'ic(M) = 0, et par conséquent
TI-M : Cha^G^v) —^ Pic(M) est surjective. Ceci démontre la proposition
3.1. Dans toute la suite, on supposera que Af(2, Ci, 03) n'est pas de hauteur
nulle.

7.2. Le cas ci = —1.

Il existe sur M(2,—1,C2) x Ps un faisceau universel F, c'est-à-dire
que pour tout point y de M(2,—1,C2), Fy est un faisceau semi-stable de
rang 2, de classes de Chern --1,02, dont le point de M(2,~1,C2) associé
est y. D'après Str0mme [25], Pic(M(2,—l,C2)) est engendré par les fibres
en droites Li = det^pi^F 0j^0(-i)), i = 0,1,2 (pi,p2 désignant les
projections M(2,-1,C2) x ?2 —^ M(2,-1,C2) et M(2,-1,C2) x P2 —>



GROUPE DE PICARD DE M(r,ci,C2) 165

Ps). Pour démontrer la proposition 3.1 on va prouver que les TT*!/^ sont
triviaux pour un choix convenable de F. Comme précédemment, V désigne
la cohomologie en degré 0 du complexe de Kronecker universel sur M. x Pa.
Elle est munie de l'action évidente du groupe G\ = (G'L(ff-i) x GL(Ho) x
GL{H^)). Soit m un point de M, t un scalaire non nul. Alors l'action de
tÇln-i » IHQ , iHi ) sur Vm est l'homothétie de rapport t. Il existe un caractère
À de G\ tel que pour tout t dans C* on ait \(t(In^,Ifio^Hï)) = l/^
(parce que dim(Ho) - dim(ff-i) = 1). Soit L\ le Gi-fibré en droites sur
M déduit de À. Soit p[ : M x Pa —> M la projection. Alors le sous-
groupe C* de G'i agit trivialement sur V = V ®p'^L\, qui* est donc
muni d'une action de G M- Puisque TTM est un quotient géométrique et que
l'action de G M est libre, on peut "descendre" V à M(2, -1, c^) x Pa, et on
obtient ainsi un faisceau universel F. On a des isomorphismes canoniques
7r*Li ^ det(fli+i) 0 Z^, i = 0,1,2, ce qui démontre que les TT*£, sont
triviaux.

7.3. Le cas ci = 0.

Soient j/i,p2 ^es projections M s x ?2 —> M s et .M 5 x ?2 —^ P2-
Str0mme [25] a montré que si 02 est impair, on a (PicM^, 0,02)) ̂  Z2. On
va voir que c'est encore vrai si 02 est pair. Soit Mo l'ouvert de M s (2,0,02)
correspondant aux faisceaux localement libres. Le Potier [17] a montré que
Pic(Mo) ^ Z, et 0*(Mo) = C*. D'autre part, la démonstration de Str0mme
de l'irréductibilité de M5(2,0,C2)\Mo (première partie de la proposition
(4.6) de [25]) est valable même si 02 est pair, donc M5(2,0,C2)\Mo est une
hypersurface irréductible. On a une suite exacte

Z-^pic(M,(2,0,C2)) —^ Pic(Mo) —> 0,

le morphisme i associant à 1 le fibre en droites associé à Ms(2,0,C2)\Mo.
Puisque 0*(Mo) = C*, i est injectif, donc Pic(M5(2,0,C2)) ^ Z2. Il faut
maintenant montrer que TTM : Char(GM) —^ Pic(M5(2,0,C2)) est surjectif.
Pour cela, on prouvera que le faisceau d'idéaux de 7^~l(M5(2,0,C2)\Mo)
est trivial et que le morphisme canonique TT^ : Char(G'M) —> Pic(Mo) est
surjectif.

La première assertion se démontre comme la seconde partie de
la proposition (4.6) de [25] : on trouve une résolution de l'idéal T de
7^-l(M,(2,0,C2))\Mo)

0 — > O ^ H o ^ C —>0<S) ffli —> I —> 0,
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où C est le Gi-fibré en droites

det^i)0-02-1 (^detÇHo)^2-1 ̂ det^i)^2,

avec Gi = GL(fi-i x GL(Ho) x GL(fii). On en déduit que î est trivial,
d'où l'assertion. La suite précédente est en fait une suite exacte de Gi-fibrés
vectoriels, J étant muni de l'action naturelle de Gi. On en déduit que le fibre
en droites associé à Ms(2,0,C2)\Mo provient du caractère Ac2-t-i,1-202,02 de
GM.

Démontrons la seconde assertion. Rappelons certains résultats de
[17]. On prend pour HQ l'espace vectoriel H*_^ dual de ff_i. Soit Af la
sous-variété fermée de Tr^Mo) des complexes (u,v) tels que l'application
linéaire H°(0(l)) —> L(H^,H^) déduite de u soit à valeurs dans
l'espace S^H^ des applications linéaires symétriques. On a alors 7r(.AO =
Mo. Le groupe réductif G1 = (G£(iï-i) x GL(fli))/{=fcl} agit librement
sur Af de la façon suivante :

([(^l^2)L(^,t;))«—>((IQ^ t9T l)ouo(I^Q^9T l), 92 ovo(Jç*(8)^i)).

L'inclusion M —> M est compatible avec le morphisme de groupes

^:G' —^GM
(91,92) '—^ ( î,* 9i1,92)'

La restriction de TT à Af est un bon quotient de AT par G', et le morphisme
canonique Char(G') —> Pic(Mo) est surjectif. Le groupe Cha^G') est
constitué des morphismes

/io,b:G' -^C*
[(9i.92)} —det^det^)6,

a et & étant des entiers tels que a + b soit pair si 03 est impair. En fait,
Le Potier montre que ip induit un isomorphisme du sous-groupe Gs de
Char(G') des ha,b avec b = 0 sur Pic(Afo). Le morphisme de groupes y
induit

$ : Char(GM) —^ Char(G')
Aa,fr,c '——^ ha—b^c'

Le caractère de G M correspondant à Tr'^M^.O^AMo) est
Àc2+i,i-2c2,c2î dont l'image dans Char(G') est h^ ,02- Ce caractère définit
le fibre trivial sur Mo, ainsi par conséquent que h^. Il suffit donc de mon-
trer que Im($) et H^^ engendrent un sous-groupe de Char(G') contenant
G2. Si es est impair, tout élément de G^ se met sous la forme H^aflj o étant
un entier. On a /i2a,o == ^(^a,-a,o)- Si 02 est pair, tout élément de G2 se
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met sous la forme ha,o, a étant un entier. Si a est pair, ha,o est dans Im($),
comme précédemment. Si a est impair on a

Aa,0 = (^^(Â^ ^ )•
———-C2/2,C2-———,-C2/2

2 2

Ceci achève la démonstration de la proposition 3.1.
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