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DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE DU NOYAU DE
LA CHALEUR HYPOELLIPTIQUE SUR LA DIAGONALE

par Gérard BEN AROUS

Introduction.

Cet article continue l'étude entreprise dans [4] du comportement
asymtotique, lorsque t —>• 0, du noyau de la chaleur pt(x,y) associé à
l'opérateur L = 1/2 ^ X^ sur R^ lorsque les champs de vecteur Xi

Kr<m
sont de classe C00, bornés à dérivées bornées, et satisfont la condition
d'Hôrmander :

(0.1) VrceR^ dimLie(Xi,...,X^)(a;)=d

où Lie(Xi,..., Xm) est l'algèbre de Lie engendrée par les champs X^

Léandre ([8] et [9]) a obtenu le comportement exponentiel de pt(x, y) :

(0.2) hm^ 2tlog pt(x, y) = -d\x, y)

où cPÇx^y) est la métrique de Carnot-Carathéodory associée aux champs
Xi. Jerison et Sanchez [5] ont encadré le noyau pt (x, y), pour tout t > 0 :

(0.3) Ai^t)-^-^2^)^ < pt(x,y) < A^x^e-^^^

où Ai, As, Ci, C^ sont des constantes positives et où y(x,t) est le volume
de la boule (pour la distance de Carnot-Carathéodory) de centre x et de
rayon Vt.

Mots clés : Opérateurs hypoelliptiques - Noyau de la chaleur - Calcul de
Malliavin — Processus de diffusion.
Classification A.M.S. : 35H05 - 35K05 - 58G32 - 60H07.
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L'article [4] donnait le développement asymptotique (lorsque t tend
vers zéro dept(x,y) :

(0.4) p,(^^)=rd/2e-d2(^)/2t( ^ c.^^+O^1))
O^&<J\T /

à tout ordre JV, lorsque (a;, y) n'appartient pas au cut-locus associé à L,
c'est à dire lorsque l'unique géodésique minimisante joignant x à y est la
projection d'une bicaractéristique (et que a: et y sont non conjugués). On
obtenait aussi la régularité des coefficients Ck sur le complémentaire du
cut-locus ainsi que les équations de transport satisfaites par les ÇA;.

La diagonale rencontre le cut-locus exactement aux points où
l'opérateur L n'est pas elliptique; ainsi le développement (0.4) ne renseigne
pas sur le comportement asymptotique du noyau de la chaleur sur la
diagonale, sauf dans le cas elliptique.

Nous abordons ici ce problème, avec les mêmes méthodes probabi-
listes qu'en [4], à savoir un développement de Taylor stochastique de la
diffusion qui permet d'obtenir un développement asymptotique ("microlo-
cal") de la transformée de Fourier de pt(x, y) puis l'inversion de la transfor-
mation de Fourier à l'aide du calcul de Malliavin. Il existe cependant deux
différences de méthodes significatives : ici nous n'utilisons pas les théo-
rèmes de grandes déviations par le biais "io la méthode de Laplace de [3]
comme en [4], ceci étant dû au fait que l'étude est limitée à la diagonale (le
rôle des grandes déviations est tenu ici par le lemme de localisation du §2) ;
par contre il est nécessaire ici de différencier les directions de la variable de
Fourier et ceci est obtenu au moyen des relèvements de Rotschild et Stein
sur un groupe niipotent [11] (outil déjà utilisé par Jerison et Sanchez [5]
et pressenti comme important pour ce problème dans l'article de L. Elie
dans [1]).

Les coefficients de ce développement devraient, comme dans le cas
riemannien, être des invariants importants de la géométrie associée à
l'opérateur £. Par exemple, le premier coefficient devrait par analogie avec
le cas riemannien, jouer le rôle de la densité d'une forme volume "graduée".

Nous obtenons, en fait, ici (au §7) en utilisant les résultats de
[2], une description explicite du premier coefficient du développement
asymptotique de pt(rc,a:), comme la valeur en 0 de la densité d'une
variable aléatoire décrite, d'une part, par certaines constantes universelles
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(obtenues pour certaines à partir de la série de Campbell-Hausdorffet pour
d'autres à partir des constantes de structures des groupes libres niipotents)
et, d'autre part, par les crochets des champs Xi et leurs relations de
dépendance linéaire (ce qui fait intervenir de façon universelle la géométrie
spécifique du problème).

Léandre obtient (cf [10]) le résultat principal de cet article (énoncé
au §1) par une méthode qui semble éviter le relèvement de Rotschild et
Stein et utiliser plutôt les résultats de [2] dans le cas non niipotent.

Remarquons enfin que le résultat est ici énoncé sur Rd, mais que le
lemme de localisation du §2 permettrait de se placer sur une variété. Pour
conclure il nous semble maintenant clair que la combinaison des méthodes
de grandes déviations (au travers de la méthode de Laplace développée en
[3]) combinées avec la méthode de relèvement de Rotschild et Stein utilisée
comme ici, devrait permettre d'obtenir le développement du noyau de la
chaleur sur le cut-locus et hors de la diagonale.

1. Énoncé du résultat.

Soient Xi,..., Xm. des champs de vecteurs C^° sur Rd tels que :

(1.1) dïmUe(X^^^Xm)(x)=d Vrr e R^

où Lie(Xi,...,X^) désigne l'algèbre de Lie engendrée par les champs
X^ Soit alors pt(x^y) le noyau de la chaleur associée à l'opérateur
hypoelliptique L = 1 /2 ^ X^, à savoir la densité de la loi de la diffusion

l<,i<,m
Xf associée à L, i.e. la solution de l'équation de Stratonovitch :

(1.2) dxt = ^ Xi(xt) o dw\ avec XQ = x
Ki<m

où (w1,...,!^) désigne un mouvement brownien w-dimensionnel. Nous
allons étudier ici le développement asymptotique, lorsque t -^ 0, du noyau
de la chaleur sur la diagonale, c'est-à-dire de pt(x,x).

Pour cela introduisons les notations suivantes :

Si J = O'i,... ,Jp) est un mot, avec 1 < ji < m, on notera |J| == p,
et XJ désignera le commutateur des champs Xi défini par :

(1.3) ^-[^J^,...,^-.,^]...].
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Définissons alors, pour k € N :

(1.4) ^(:r)= Vectra:), |J|<fc}

et

(1.5) r(x) = inf {A, dim Ck(x) = d}.

Par l'hypothèse (1.1) on sait que r(x) est fini. On notera enfin :

(1.6) Q(x)= ^ k(dïmCk(x)- dim C^i(;c)).
Kk<,r(x)

On introduit alors une relation d'équivalence ~ sur Rd.

DÉFINITION (1.7). — On dira que deux points x et y de Rd sont
équivalents et on notera x ^ y si pour tout entier k ^ 0 Jes dimensions de
Ck(x} et de Ck{y) sont égales.

Il est clair que la relation introduite dans la définition 1.7 est bien une
relation d'équivalence. On notera A{x) la classe d'équivalence de x pour
cette relation. Sur une classe d'équivalence la "géométrie des crochets des
champs X^ est constante, ainsi l'entier Q{x) y est constant. Ces classes
d'équivalence ne sont pas en général de même dimension; dans le cas où les
champs Xi sont analytiques ces classes d'équivalences sont des ensembles
semi-analytiques.

On a alors le résultat central de cet article :

THÉORÈME. — 1) Sous l'hypothèse (1,1) on a, pour XQ 6 Rd fixé,
pour tout N ç. N, 2e développement asymptotique du noyau de la chaleur
sur la diagonale :

(1.8) ^o^o)^^0)/2^ ^ CkÇx^+t^rN^xo)}
^0<,k<,N /

avec :

(1.9) II existe to > 0 tel que : sup |rj\r4-i(t,o:o)| < oo
t<:to

et

(1.10) co(xo) > 0.
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2) Le développement asymptotique (1.8) est uniforme sur tout compact K
inclus dans une classe d'équivalence :

(1.11) SUp \TN^(t,x)\ < 00.
t<,to,xç.K

De plus les coefficients Ck sont continus sur K.

3) Si la classe d'équivalence de XQ est d'intérieur non vide alors les
coefficients Ck(x) du développement (1.8) ainsi que le reste r^+i(^,a?) sont
C°° en x au voisinage de XQ .

Remarque sur le plan de la preuve . — Nous allons prouver le
théorème en commençant au §2 par montrer que l'étude asymptotique
de pt(xo,xo) est un problème local; au §3 nous donnerons la preuve du
théorème (à l'exception de (1.10)) en admettant deux lemmes essentiels (les
lemmes 3.9 et 3.14) qui nécessitent l'usage des relèvements de Rotschild et
Stein sur un groupe niipotent. Ces deux lemmes seront prouvés au §6. Le
§4 est consacré au rappel de ces résultats de relèvement, le §5 à l'étude de la
diffusion relevée sur le groupe niipotent et le §6 à la redescente du groupe
sur R^ et à la preuve des lemmes admis. Enfin au §7 nous prouverons (1.10)
et nous étudierons le premier coefficient CQ de manière explicite.

Exemple. — Pour illustrer le théorème considérons un exemple très
simple d'opérateur hypoelliptique, celui de l'opérateur de Grushin, où les
calculs sont possibles directement sans avoir recours au théorème.

Soit, sur R2, l'opérateur L = 1/2(X^ + XJ), avec Xi = ô^ et
Xs = ^ic^a-

ll y a alors deux classes d'équivalence, à savoir l'axe x\ = 0 (où
Q(x) = 3) et son complémentaire (où L est elliptique et donc où Q(x) = 2).

Le noyau de la chaleur pt(x^y) associé à L est la densité de la loi de
la diffusion Xf donnée par :

(1.12) X^ = (m + w^ , X2 + mw? + / w^)
JQ<s<t

où (w^w2) est un mouvement brownien sur R2. Si l'on introduit l'aire

stochastique Si = 1/2 ( / w}dw^ — j w^dw^ j on a :
\Jo<s<t Jo^s^t )

(1.13) Xf = (0:1 + w\, x^ + x^wï 4- w^w^/2 + Si).
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Par inversion de Fourier on a :

(1.14) pt(x,x) = (27l-)-2 f E^W-^dç.

Or il est facile de calculer E^-W-^} en utilisant la formule de l'aire de
Paul Lévy (voir par exemple Gaveau [6]) :
(1.15)

Ete^Wt =z}= at(2sh(at/2))-1 exp[(l - a^coi^atlÏ))^)^ fît}.

On obtient ainsi, après le changement de variable z = \/tu

(1.16) E^-W-)] = (27^)-l(ç2t)(2^2(/2))-l / e^'^du

avec
(1.17)
F(u,t,ç,x) = i[Vî(^ui +a;i$2U2)+(tëiUiit2)/2] - ̂ (^tcotb^tft))/^

Six ^0, c'est-à-dire si l'opérateur L est elliptique au voisinage de a; (et
donc Q(x) = 2), on effectue le changement de variable C = Vîç dans
(1.14) :

(1.18) pt(x, x) = (2ir)-2(-1 / E^/^W-^dÇ,

et (1.16) montre aisément que :

(1.19) pt(x,x) ̂  (27^)-2rl / dçe-«î+(^^)2)/2 = (2irt|a;i|)-1.

Par contre, si Xi = 0 (auquel cas Q(x) = 3) on a après le changement de
variable <i = v^i et €2 = t^ :

(1.20) pt(x, x) = (2î^)-3r3/2 / y(C)dC

où y?(C) = C2(2s/^(C2/2))-l /'due-l"12«2coth(^/2))/4et(û11l+C2(1tlU2/2))_

Ainsi sur cet exemple très simple on vérifie que le comportement
asymptotique de pt(x,x) est bien celui annoncé dans le théorème.

On obtient aussi la valeur du premier coefficient du développement
asymptotique de pi(x,x).

Remarques.— 1) Si a;i ^ 0, la valeur du premier coefficient
est identique à celui que l'on obtiendrait en calculant le développement
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asymptotique de la densité de la diffusion gaussienne ayant mêmes
moments d'ordre 1 et 2 que la diffusion Xf, c'est-à-dire ici de la diffusion
associée à l'opérateur L où l'on aurait gelé les coefficents en x.

2) Dans cet exemple le premier coefficient du développement de
pt(x,x) est indépendant de x sur l'axe {a?i = 0}. Il y est donc évidemment
non seulement continu, comme l'affirme le théorème mais aussi de classe
C°°. Le fait que cet axe (qui est ici A{x)) soit une sous variété de R2 est
le point important. Il est clair que la preuve du théorème donnerait cette
régularité du premier coefficient (et des suivants) dans le cas général dès
que, comme ici, la classe d'équivalence A(a:) est une sous variété de Rd.

3) Si, lorsque x\ = 0, l'on considère de nouveau la variable gaussienne
ayant les mêmes moments d'ordre 1 et 2 que Xf on obtient le même
exposant de t dans le développement asymptotique de la densité, par contre
le premier coefficient est différent.

4) On constate aussi sur cet exemple que la singularité du premier
coefficient du développement asymtotique lorsque x change de "strate"
(ou encore ici lorsque x^ -> 0) est un pôle. Cette singularité est liée à la
bifurcation de la géométrie au voisinage de l'axe x\ = 0. Le problème de
la nature de cette singularité n'est pas abordée dans cet article dans le cas
général, mais nous espérons y consacrer un travail futur.

2. Localisation.

Nous allons commencer la preuve du théorème en montrant ici que
le problème de l'estimation asymptotique de pt(xo,xo) est local.

Soient Xi,..., Xm des champs de vecteurs C^° sur R4 tels que :

(2.1) Xi(x) = Xi(x) pour x dans un voisinage V de a;o.

Soit alors x^(x} (respectivement x^(x)) la solution de l'équation de
Stratonovich :

(2.2) dx^=e ^ XiÇx^odwî^ecx^x
Ki<m

(respectivement de :

dS^ = e ^ Xi(x^) o dw\ avec x^ = x).
Ki<,m
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On a alors le résultat de localisation :

LEMME (2.4). — Pour tout compact K inclus dans V, pour tout
p >: 1, il existe des constantes Kp et C > 0 telles que, pour tout $ e R^ :

sup ̂ [e^^)-^) - e^^)-^! < K Ifl-^e-0^2

xçK Jl ~ plsl

Preuve. — Posons f(u) = e^-^, l'intégration par parties du calcul
de Malliavin (cf [12] et [13]) montre que pour x ç. K :

(2.5) E[((^)Pf)(xî(x))} = E[f(xi(x))l^x)]

où l'on sait, par le théorème 8.43 de [12], qu'il existe un v > 0 tel que pour
tout q > 1 on ait :
(2.6) sup E[\lm(e, x)\^ < K(m, q)e-l/.

xç.K

De même on a :
(2.7) E[((^yf)(xi(x))] = E[f(x[(x))Ue,x)}

avec

(2.8) sup E[\îm^x)\^ < K(m,q)e-l/.
xç.K

Remarquons en effet pour cela que la condition 8.32 dans [12] est locale.
D'où l'on déduit :

^[e^î-^) - e1^"^] =

(2.9)
^-^EieW-^e) - e^-)^)].

De plus si r^x) = inf (t.x^x) (JE Y), alors sur {r^x) > l}x^x) et x^x)
coïncident ainsi que lm(e,x) et lm(e, x). On en déduit que :

E^W-^ - e^Pl-aO] =

(2.10)
\^E[(eW^l^x) - e^-^.rr))!^)^],

et donc par (2.6) et (2.8) que :
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sup IE^-^-^ - e^^-^l ̂
XÇ.K

(2.11)
K^m^q^^e^PÇr^x) > l)1-1/^.

De l'inégalité exponentielle usuelle :

(2.12) sup P(T£(a;) > 1) < Ke^l^
XÇ.K

on déduit alors le lemme (2.4).

3. Construction d'une bonne carte et preuve du théorème.

Pour démontrer les théorèmes 1 et 2 nous allons introduire une carte
adaptée au problème :

Avec les notations du §1 nous savons que : Cr{xo) = R^î considérons
une base de R^ : {X'1^)^ J ç. B} où l'ensemble B de multi-indices est
choisi de telle façon que la base soit triangulaire dans le sens suivant : Pour
tout entier k inférieur ou égal àr(a;o)

(3.1) {X^XQ), J € B, \J\ ̂  k} engendre Ck(xo).

La famille {^(a;), J ç B} reste une base pour x assez voisin de XQ, mais
pas nécessairement une base triangulaire au sens de (3.1).

De fait cette base reste triangulaire au sens de (3.1) pour x € K, si
K est un compact inclus dans A(rco) et dans un voisinage assez petit de
XQ.

Enfin il est clair qu'il existe un voisinage V\ de XQ et un voisinage W
de 0 tels que, pour tout x de Vi, l'application (px :

(3.2) (vj)jçB -^ ^x(vj) = exp ( ̂  vjX^ (x)
v JÇ.B )

définisse un difféomorphisme de W sur son image (px(W). De plus il existe
des voisinages Va et U de XQ tels que :

(3.3) V2 C V2 C Vi et Va; € ̂  U C <px(W),

Nous allons étudier la diffusion x^(x) dans la carte donnée par (px-
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Commençons par remplacer les champs Xi par les champs ~Xi = 9X^
où 6 est une fonction de troncature C°° telle que : 0 = 1 sur un voisinage
V de a;o tel que V C V C U, et 0 = 0 hors de V.

La solution x^(x) de l'équation définie par les champs ~Xi :

(3.4) dx^ = e ^> Xi(x^) o dw\ avec x^ = x
Ki<m

reste dans l'ouvert U et l'on peut considérer son expression dans la carte
donnée par cp^ :

(3.5) x^Çx) = exp ( ̂  vj(, e, x)XJ} (x)
v jç:B f

ou encore

(3.6) yÇ'C^)) = (vj(t,e,x))jçB.

On a alors le résultat classique de régularité :

LEMME (3.7). — 1) Pour tout J ç.B vj(e,t,x) est une fonction C00

de (e, x) pour
2) Pour tout triple! (j, fc, n) € N3, pour tout muJti-indice a ç {1,..., d}3,
et pour tout q >, 2, il existe CQ > 0 tel que :

(3.8) sup ^>[ sup ll̂ ^)0^)^^^,^))!!^] < oo
e<,eo,xoçK ̂  0<t^l

où D désigne là dérivée au sens de MaHiavin (ou de Sbigékawa, voir [13])
et I I • \\HS 1^ norme Hilbert-Scbmidt.

Preuve du lemme (3.7). — Cette preuve est identique à celle du
lemme 3.10 de [4]. Notons S((£:,a:o) le processus constitué de toutes les
dérivées :

(^aîo)"^)^^1^^))) avec H < 3iP < ^' Ce processus Si est
solution d'une équation des variations stochastiques. Cette équation est
a priori écrite au sens de Stratonovitch mais on peut aisément l'écrire sous
la forme d'une équation différentielle stochastique au sens d'Ito.

Du fait que les champs <^Ç1 * Xi qui définissent l'équation satisfaite
par ^^(^(aO) sont bornés à dérivées (en la variable d'espace et en les
paramètres e et x) bornées, les coefficients de l'équation d'Ito des variations
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stochastiques satisfaite par E^ vérifient la condition de croissance lente
(2.10) de Kusuoka-Stroock [7]. Le lemme (3.7) est alors une conséquence
immédiate de la majoration (2.21) du théorème (2.19) de [7].

On a alors le résultat essentiel dont la preuve est remise aux
paragraphes suivants et requiert l'usage des relèvements de Rotschild et
Stein sur un groupe niipotent :

LEMME (3.9). — Soient x ç. A(xo) H U et J ç. B, pour tout entier
k < \J\ on a :

^(^,^))|,=o=0.
Considérons alors, pour À € R, la dilatation T\ définie sur R^ par ;

(3.10) ÎA((^6B) = (À'V)jeB.

Soit alors Î7(t, e, x) la diffusion définie (a priori pour e > 0) par :

(3.11) U(t,e,x) =Ti/^ oyÇ1^^)) ou encore
Uj(t,e,x) = e'^vjÇt^e^x) pour tout J ç B.

Le lemme (3.9) montre que U(t,e,x) se prolonge de façon C°° en
e = 0, pour x € A(a;o) H U.

De plus le lemme (3.7) montre alors que (avec les mêmes notations) :

(3.12) sup E^^Po^ill^^)^^^,^))!!^] < oo
e<ea.xçK^

où K est un compact inclus dans A(xo) H U.
Si A(xo) est d'intérieur non vide, supposons pour simplifier les

notations que U soit choisi assez petit pour être inclus dans l'intérieur
de A(a;o) alors on a, toujours par (3.7) et (3.9) :

(3.13) sup S^supo^ill^^r^)^^^^))!!^] <oo
e^xGK^

pour K compact inclus dans U.

On a alors le résultat de non dégénérescence, dont la preuve est aussi
repoussée aux paragraphes suivants :
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LEMME (3.14). — Pour x ç. A(xo) H U, la matrice de covariance de
Mallîavin de U(t,Q,x) = (9[J^VJ(e,t,x)^o)JçB GSt non dégénérée pour
tout t > 0; précisément, pour tout p > 1, pour K compact inclus dans
A(xo) n u :

sup E[\dei (DU(t, 0, x), DU(t, 0, x))^] < oo.
xçK

Montrons ici comment, en admettant les lemmes (3.9) et (3.14) on
achève la preuve des théorèmes 1 et 2.

Soit x ç. A(a?o) H (7, et qt(s,x,y) la densité de la loi de yÇ1^^));
par inversion de la transformée de Fourier on a :

(3.15) çi(^O) = (2^)-^ / ^[e^"10^^]^.

Le changement de variable linéaire Ç = î^ donne :

(3.16) gi( ,̂0) = (27^)-V-ç(a^o) f E^1^'1^^]^

ou encore

(3.17) çi(^,0) = (27^)-d£-ç(a;o) / ^[e^'^1^^]^.

Soit alors la fonction :

(3.18) ^xQ=ei^u^£^-u^o^.

Nous venons de vérifier que :
(3.19) Pour x ç A(xo) H U, par le lemme 3.9 et (3.12) ^(-, x, C) est C00 en
e au voisinage de 0.
(3.20) Si A(xo) est d'intérieur non vide alors, par le lemme 3.9 et (3.13),
^(•,-,C) est C°° en (e,x) au voisinage de (0,.ro).

Considérons le développement de Taylor en e = 0, à l'ordre JV, de
x(',C):
(3.21) x(£,:r,C)= ^ ^/^(^^^(O^.O+^^^-n^^C)

O^fc^N

avec

(3.22) S^i(£,$,Ç)= /l (^)^+lx(^,^C)(l-^/^!^.
J0<v<l
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Par (3.12) il est clair que :

(3t23) ^K^S} "^^^'^^O"^] < ̂ 1'

On a alors :

(3.24) E^W^} = ^ ^(C.^+^Î^^C)
0<k<,N

avec

(3.25) afc«,a;) = ̂ •^•^^(O^O/Jb!]

et

(3.26) 2W(e,a;,C) = ̂ [e^^1-0-3')^^!^^^)].

Par (3.22) et (3.23) on a donc :

(S-27) sup |î^+x(£,^C)|<oo.
£<£o,a;€.K'

Ce qui montre que (3.24) est bien un développement limité de la
transformée de Fourier E^'^1161^} uniforme sur K.

Il reste à intégrer ce développement en <, ce qui est, comme en [4],
rendu possible par le calcul de Malliavin et, ici, le lemme 3.14.

En effet l'intégration par parties du calcul de Malliavin (cf [12], [13])
montre que, par (3.23) et le lemme(3.14) on a : Vp >, 1

(3.28) sup W^WQ^p^ <, W2^.
£^£OfXÇK

D'où l'on tire que, Vp >: 1 :

(3.29) supla^C^I^CICI^
xç.K

et que

(3-30) sup |r î( ,̂c)| 5: cici^+i^p,
£<£o,xçK

et donc que l'on peut intégrer en < le développement (3.24) et obtenir :

(3.31) q^x,0)=e-^\ ^ ̂ ^ 4- ̂ +1 s^^x)}
LO<A;<^' J
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où:
(3.32)

-Yk(x) = (2^)-^ ak(^x)dÇ et s^i(e,x) = (2^ /* T^(e,x^)dÇ.

On a ainsi, par (3.30) :

(3-33) sup \SN-^i(e,x)\ < oo.
e<,eo,xçK

Les coefficients afe«, a;) sont clairement continus en x sur AT, il en est donc
de même pour les ^k(x) par (3.29).

De plus il est facile de vérifier que :

(3-34) Vfc impair ^(x) = 0.

En effet la symétrie de la loi du mouvement brownien montre que :

(3.35) E[e^(1^)] = E[e^W1-^)] où T-i est donné en (3.10)

d'où l'on tire, par (3.24) que :

(3-36) ^(C^)=(-i)^(r-i(o,a:)
et donc, par (3.32), que :
(3-37) 7^)=(-1)S(^)
d'où (3.34).

Il est alors facile de terminer la preuve du 1) et du 2) du théorème :
Soit pi(e,x,y) la densité de la loi de ^(a:), on a de façon évidente :

(3.38) Pt(e,x,y) = qt{e,x^\y))\^{d^\y))\

et donc :

(3.39) Pi(e,x,x) = qi(e,x,0)\dei(d^\0))\.

Ainsi on a obtenu, par (3.31), un développement asymptotique de
p^(£,x,x) :

(3.40) p,(e^x)=e-^\ ^ c^ +^+lr^(^)]
^O^k^N -I

avec :
(3.41)

Ck(x) = 7Â;(^)|det(d^l(0))| et rN^i(e,x) = 5^+l(£,a:)|det(d^l(0))|.
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Enfin, grâce au lemme de localisation (2.4) on sait que :

(3.42) sup \pi(e,x,x) -p^e,x,x)\ <, Ke-0'^
xç.K

en effet

pi(e,x,x) -p^(e,x,x) = (2^)-^ ! E^'^-^ -e1^-^,

et le lemme (2.4) donne (3.42).

Enfin, pour terminer la preuve du 1) et du 2) du théorème (à
l'exception de (1.10) i.e. la positivité du premier coefficient qui sera
démontrée au paragraphe 7), il suffit de remarquer que p^{x,x) est la
densité de la loi de la variable x^(x) et que par scaling cette densité est
égale à celle de x[ (x) c'est-à-dire à pi (e, x,x\

Pour démontrer le 3) du théorème il suffit d'utiliser le fait, vu en
(3.20), qui, si l'on ajoute l'hypothèse que A(a;o) est d'intérieur non vide,
on sait que \{e,x,Ç) est C°° en (e,x).

Le théorème de dérivation sous le signe somme permet simplement
de montrer que Ck est C°° en x au voisinage de a?o. En effet il est facile de
vérifier, par (3.25) et (3.13), que a^x) est C°° en x au voisinage de XQ
et que, par le lemme (3.14) :

(3.43) sup E[\(9^^x)\] ^ CpICI^I7!-^
xç.K

pour tout multi-indice 7 et tout p > 1. Ainsi ̂ (x) = (2^)"^ ( ak(Ç,x)dÇ
est C00 en x au voisinage de XQ et donc aussi c^.

Ce qui achève la preuve du 3) du théorème.

4. Relèvement de Rotschild et Stem.

Nous allons ici rappeler les résultats de relèvement sur un groupe
niipotent de Rotschild et Stein [11], qui permettront aux §5 et 6 de
démontrer le lemme 3.6 et donc d'achever la preuve du théorème. Dans
la suite on notera r l'entier r(a:o) défini en (1.5).

Soit F l'algèbre de Lie libre à m générateurs 2/i , . . . ,2/m, et soit
g(m,r) = F/F7'4-1. Alors, par définition g(m,r) est l'algèbre de Lie libre
niipotente de pas r à m générateurs Vi,. . . , Ym, avec Yk = y h -h F7"^1.
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Nous identifierons g(m,r) et le groupe niipotent simplement connexe
associé AT(m,r), qui n'est autre que g(m,r) muni de la multiplication
donnée par la série de Campbell-Hausdorff.

Introduisons la graduation naturelle de g{m,r) :

(4*1) ^ (w, r )=yi©. . .©y^
avec :

(4-2) ^=Vect{y•7,|J|=À;}.

Cette graduation définit naturellement une famille de dilatations ̂  :

(4-3) ^( ̂  ^i] = ̂  t'Ui avec m € Y,.
^KKr / Ki<r

On dira qu'un opérateur différentiel P sur g(m,r) (ou N(m,r)) est
homogène de degré k si :

P(/ o ̂ ) = ̂ P(/) o ̂ , pour tous t > 0 et / e ̂ ^(^(m^)).

Un opérateur différentiel P sera dit de poids < k si chacun des termes du
développement de Taylor en 0 de ses coefficients est homogène de degré
< fc. On sait alors (cf [11]) que si on note :

(4.4) d(m, r) = dim g(m, r) et n = d(m, r) - d

on a :

LEMME (4.5). — II existe des champs de vecteurs Xi sur un voisinage
de (xo, 0) dans RdxRn= R^^) tels que :

(4.6) ^(^,...,^)=X^)+ ^ a^,Ai,...,fa^)a^
l^fc^n

(4.7) {-Y^o, 0), |J| <, r} engendre R'' x R".

Étendons les champs -Y, à l'espace R"* x R" entier en prolongeant
de façon C°° les fonctions af par 0 hors d'un voisinage de (a;o,0) et en
posant :

Xi=X,+^a^.


