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DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE DU NOYAU DE
LA CHALEUR HYPOELLIPTIQUE SUR LA DIAGONALE

par Gérard BEN AROUS

Introduction.

Cet article continue ’étude entreprise dans [4] du comportement
asymtotique, lorsque ¢ — 0, du noyau de la chaleur p;(z,y) associé a

Popérateur L = 1/2 2 X2 sur R? lorsque les champs de vecteur X;
1<is<m

sont de classe C™, bornés & dérivées bornées, et satisfont la condition

d’Hormander :

(0.1) Vz € R¢ dim Lie(Xy,...,Xn)(z) =d

ou Lie(Xy,...,X,,) est algébre de Lie engendrée par les champs X;.
Léandre ([8] et [9]) a obtenu le comportement exponentiel de p;(z,y) :

(0.2) lim 2tlog pi(z,y) = —d*(z,9)

ol d?(z,y) est la métrique de Carnot-Carathéodory associée aux champs

X;. Jerison et Sanchez [5] ont encadré le noyau p;(z,y), pour tout t >0 :

(03)  Arp(z,t) Le~ O EN/ < py(z,1) < Arp(x, t)"lemC2d @/t

ou A;, Ay, Cy,C, sont des constantes positives et oll ¢(z,t) est le volume
de la boule (pour la distance de Carnot-Carathéodory) de centre z et de
rayon V2.

Mots clés : Opérateurs hypoelliptiques — Noyau de la chaleur — Calcul de
Malliavin — Processus de diffusion.

Classification A.M.S. : 35H05 — 35K05 — 58G32 — 60HO7.
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L’article [4] donnait le développement asymptotique (lorsque t tend
vers zéro de pi(z,y) :

04)  piz,y) =t~ @/2 ( > ez y)tk + oY +1))
0<k<N

a tout ordre N, lorsque (z,y) n’appartient pas au cut-locus associé & L,
c’est 3 dire lorsque I’'unique géodésique minimisante joignant z & y est la
projection d’une bicaractéristique (et que z et y sont non conjuguéé). On
obtenait aussi la régularité des coefficients ¢ sur le complémentaire du
cut-locus ainsi que les équations de transport satisfaites par les c.

La diagonale rencontre le cut-locus exactement aux points ou
Popérateur L n’est pas elliptique; ainsi le développement (0.4) ne renseigne
pas sur le comportement asymptotique du noyau de la chaleur sur la
diagonale, sauf dans le cas elliptique.

Nous abordons ici ce probleme, avec les mémes méthodes probabi-
listes qu’en [4], & savoir un développement de Taylor stochastique de la
diffusion qui permet d’obtenir un développement asymptotique (“microlo-
cal”) de la transformée de Fourier de p;(z,y) puis I'inversion de la transfor-
mation de Fourier a ’aide du calcul de Malliavin. Il existe cependant deux
différences de méthodes significatives : ici nous n’utilisons pas les théo-
rémes de grandes déviations par le biais ¢ la méthode de Laplace de [3]
comme en [4], ceci étant dii au fait que ’étude est limitée & la diagonale (le
role des grandes déviations est tenu ici par le lemme de localisation du §2);
par contre il est nécessaire ici de différencier les directions de la variable de
Fourier et ceci est obtenu au moyen des relévements de Rotschild et Stein
sur un groupe nilpotent [11] (outil déja utilisé par Jerison et Sanchez [5)
et préssenti comme important pour ce probléme dans l’article de L. Elie
dans [1]).

Les coefficients de ce développement devraient, comme dans le cas
riemannien, étre des invariants importants de la géométrie associée a
Iopérateur L. Par exemple, le premier coefficient devrait par analogie avec
le cas riemannien, jouer le role de la densité d’une forme volume “graduée”.

Nous obtenons, en fait, ici (au §7) en utilisant les résultats de
[2], une description explicite du premier coefficient du développement
asymptotique de pi(z,z), comme la valeur en 0 de la densité d’une
variable aléatoire décrite, d’une part, par certaines constantes universelles
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(obtenues pour certaines 3 partir de la série de Campbell-Hausdorff et pour
d’autres & partir des constantes de structures des groupes libres nilpotents)
et, d’autre part, par les crochets des champs X; et leurs relations de
dépendance linéaire (ce qui fait intervenir de fagcon universelle la géométrie
spécifique du probléme).

Léandre obtient (cf [10]) le résultat principal de cet article (énoncé
au §1) par une méthode qui semble éviter le relevement de Rotschild et
Stein et utiliser plutot les résultats de [2] dans le cas non nilpotent.

Remarquons enfin que le résultat est ici énoncé sur R?, mais que le
lemme de localisation du §2 permettrait de se placer sur une variété. Pour
conclure il nous semble maintenant clair que la combinaison des méthodes
de grandes déviations (au travers de la méthode de Laplace développée en
[3]) combinées avec la méthode de relevement de Rotschild et Stein utilisée -
comme ici, devrait permettre d’obtenir le développement du noyau de la
chaleur sur le cut-locus et hors de la diagonale.

1. Enoncé du résultat.

Soient Xi,...,X,, des champs de vecteurs C§° sur R? tels que :
(1.1) dim Lie(X3,...,Xm)(@)=d Vz € R?
ou Lie(X;,...,Xn) désigne l’'algebre de Lie engendrée par les champs

BN

X;. Soit alors p;(z,y) le noyau de la chaleur associée a ’opérateur
hypoelliptique L = 1/2 Z X?, & savoir la densité de la loi de la diffusion

1<i<m
x; associée & L, i.e. 1a solution de 1’équation de Stratonovitch :
(1.2) dz; = E X;i(z;) o dw! avec zg = =
1<i<m
ot (w!,...,w™) désigne un mouvement brownien m-dimensionnel. Nous

allons étudier ici le développement asymptotique, lorsque ¢ — 0, du noyau
de la chaleur sur la diagonale, c’est-a-dire de p;(z, x).

Pour cela introduisons les notations suivantes :

Si J = (j1,..,Jp) €st un mot, avec 1 < j; < m, on notera |J| = p,
et X’ désignera le commutateur des champs X; défini par :

(1.3) X7 =X, X0 [Xjpotr X))
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Définissons alors, pour k € N :

(1.4) Ci(z) = Vect{X’(x),|J| < k}
et
(1.5) r(z) = inf {k, dim Ci(z) =d}.

Par ’hypothese (1.1) on sait que r(z) est fini. On notera enfin :

(1.6) Q)= Y, k(dim Ci(z)— dim Ci—1(x)).

1<k<r(z)

On introduit alors une relation d’équivalence ~ sur R¢.

DEFINITION (1.7). — On dira que deux points z et y de R® sont
équivalents et on notera x ~ y si pour tout entier k > 0 les dimensions de
Cr(z) et de Cr(y) sont égales.

Il est clair que la relation introduite dans la définition 1.7 est bien une
relation d’équivalence. On notera A(z) la classe d’équivalence de z pour
cette relation. Sur une classe d’équivalence la “géométrie des crochets des
champs X;” est constante, ainsi ’entier Q(z) y est constant. Ces classes
d’équivalence ne sont pas en général de méme dimension; dans le cas ou les
champs X; sont analytiques ces classes d’équivalences sont des ensembles
semi-analytiques.

On a alors le résultat central de cet article :

THEOREME. — 1) Sous I’hypothése (1.1) on a, pour o € R® fixé,
pour tout N € N, le développement asymptotique du noyau de la chaleur
sur la diagonale :

(1.8) pt(xo,xn) = t_Q(zO)/z( Z Ck(zo)tk + tN+1’I'N+1(t, a:o))

0<k<N
avec :
(1.9 Il existe to > 0 tel que : sup |ry41(t, zo)] < 00
t<to
et

(1.10) ¢o(zo) > 0.
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2) Le développement asymptotique (1.8) est uniforme sur tout compact K
inclus dans une classe d’équivalence :

(1.11) sup |ry41(t, )| < 0.
t<to,z€EK

De plus les coefficients ¢y, sont continus sur K.

3) Si la classe d’équivalence de zo est d’intérieur non vide alors les
coefficients ¢;(z) du développement (1.8) ainsi que le reste 41 (¢, ) sont
C® en z au voisinage de zg .

Remarque sur le plan de la preuve . — Nous allons prouver le
théoréme en commencant au §2 par montrer que ’étude asymptotique
de pi(zo, o) est un probléme local; au §3 nous donnerons la preuve du
théoréme (& I’exception de (1.10)) en admettant deux lemmes essentiels (les
lemmes 3.9 et 3.14) qui nécessitent ’usage des relévements de Rotschild et
Stein sur un groupe nilpotent. Ces deux lemmes seront prouvés au §6. Le
84 est consacré au rappel de ces résultats de relévement, le §5 4 1’étude de la
diffusion relevée sur le groupe nilpotent et le §6 & la redescente du groupe
sur R? et & la preuve des lemmes admis. Enfin au §7 nous prouverons (1.10)
et nous étudierons le premier coefficient ¢y de maniere explicite.

Exemple. — Pour illustrer le théoréme considérons un exemple tres
simple d’opérateur hypoelliptique, celui de ’opérateur de Grushin, ou les
calculs sont possibles directement sans avoir recours au théoréme.

Soit, sur R?, Popérateur L = 1/2(X? + X?2), avec X; = 0, et
X2 = 1’1632.

Il y a alors -deux classes d’équivalence, & savoir I’axe z; = 0 (ou
Q(z) = 3) et son complémentaire (ou L est elliptique et donc ot Q(z) = 2).

Le noyau de la chaleur p;(z,y) associé & L est la densité de la loi de
la diffusion X7 donnée par : -

(1.12) X? = (z1 +wi , 22 + 1107 + / wldw?)
0<s<t

ot (w',w?) est un mouvement brownien sur R?. Si I'on introduit I’aire

stochastique S; = 1/2 ( / wldw? — / w?dw},) ona:
0<s<t 0<s<t

(1.13) X? = (z1 +wp T2 + T1w? + wiw?/2 + S;).
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Par inversion de Fourier on a :
(1.14) pi(z,z) = (27r)‘2/ Eleidxf"’)]dﬁ.

Or il est facile de calculer E[e (X =)] en utilisant la formule de l’aire de
Paul Lévy (voir par exemple Gaveau [6]) :
(1.15)

Ele**St|w; = 2] = at(2sh(at/2))* exp[(1 — at(coth(at/2))/2)|z|?/2t].

On obtient ainsi, apres le changement de variable z = Vitu,

(1.16)  Ele®X72)] = (2m) 7 (6st) (2sh(&2t/2)) ™ / e he)dy

avec
(1.17)

F(u,t,€,2) = i[VH(&ur +2162u2) + t(E2u1u2) /2] — [ul? (Eatcoth(£at/2)) /4.

Si z # 0, c’est-a-dire si I’'opérateur L est elliptique au voisinage de z (et
donc Q(x) = 2), on effectue le changement de variable { = V£ dans
(1.14) :

(L18) wlz,z) = o)yt [ Bl D,
et (1.16) montre aisément que :
(119)  piz,z) ~ (2m) 2" / dCe~(GHEN/2 = (2xt)py )1

Par contre, si z; = 0 (auquel cas Q(z) = 3) on a apres le changement de
variable ¢; = V&) et ( =ty ;

(1.20) wiz,) = @0 [ p(Oa

ot p(¢) = (2(2sh((2/2)) 7t / due 41 (¢2C0th(¢2/2))/4gilGrur+¢a(u1u2/2))
Ainsi sur cet exemple trés simple on vérifie que le comportement
asymptotique de pi(z,z) est bien celui annoncé dans le théoréme.

On obtient aussi la valeur du premier coefficient du développement
asymptotique de pi(z,z).

Remarques. — 1) Si z; # 0, la valeur du premier coefficient
est identique & celui que 'on obtiendrait en calculant le développement
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asymptotique de la densité de la diffusion gaussienne ayant mémes
moments d’ordre 1 et 2 que la diffusion X7, c’est-a-dire ici de la diffusion
associée a ’opérateur L ou ’on aurait gelé les coefficents en z.

2) Dans cet exemple le premier coefficient du développement de
pt(z, z) est indépendant de z sur 'axe {z; = 0}. Il y est donc évidemment
non seulement continu, comme ’affirme le théoréme mais aussi de classe
C™. Le fait que cet axe (qui est ici A(z)) soit une sous variété de R? est
le point important. Il est clair que la preuve du théoréme donnerait cette
régularité du premier coefficient (et des suivants) dans le cas général des
que, comme ici, la classe d’équivalence A(z) est une sous variété de R¢.

3) Si, lorsque z; = 0, I’on considére de nouveau la variable gaussienne
ayant les mémes moments d’ordre 1 et 2 que X7 on obtient le méme

exposant de ¢t dans le développement asymptotique de la densité, par contre
le premier coefficient est différent.

4) On constate aussi sur cet exemple que la singularité du premier
coefficient du développement asymtotique lorsque = change de “strate”
(ou encore ici lorsque £; — 0) est un pole. Cette singularité est liée a la
bifurcation de la géométrie au voisinage de I’axe z; = 0. Le probléme de
la nature de cette singularité n’est pas abordée dans cet article dans le cas
général, mais nous espérons y consacrer un travail futur.

2. Localisation.

Nous allons commencer la preuve du théoréme en montrant ici que
le probléme de I’estimation asymptotique de p;(zo, o) est local.

Soient X1,..., X, des champs de vecteurs C§° sur R? tels que :
(2.1) Xi(z) = Xi(x) pour x dans un voisinage V de zo.

Soit alors zi(z) (respectivement Tj(z)) la solution de I’équation de
Stratonovich :

2.2 dzf =¢ Xi(zt) o dw! avec z§ =z
t t t 0
1<i<m '
(respectivement de :

(2.3) dz5 =¢ Y Xi(T;) o dw} avec T = z).

1<i<m
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On a alors le résultat de localisation :

LEMME (2.4). — Pour tout compact K inclus dans V, pour tout
p > 1, il existe des constantes K, et C > 0 telles que, pour tout £ € R® :

sup |E[ei§~(zi($)"w) —- e‘lE('z'i(z)—z)]l S Kpl§|_2pe"c/52,

z€K

Preuve. — Posons f(u) = e*(*~2) V'intégration par parties du calcul
de Malliavin (cf [12] et [13]) montre que pour z € K :

(2.5) E[((A.)? f)(zi(2))] = E[f(2}())lm(e, 2)]

ol I’on sait, par le théoréme 8.43 de [12], qu’il existe un v > 0 tel que pour
tout ¢ > 1 on ait :

(2.6) sup E[|ln (e, )| < K(m,q)e™".
z€EK

De méme on a :

(2.7) E[((A.)? /)@ (2))] = E[f(Z(2))lm(e, 2)]

avec

(28) sup Elfln(e, )17 < K(m, q)e ™.
zTE

Remarquons en effet pour cela que la condition 8.32 dans [12] est locale.
D’ou 'on déduit :

E[e**(31-2) _ ¢it(@1-2)] =
(2.9)
|€|~2PE[ei€ (=1-2),,, (e) — €' Fi—2),, (¢)).

De plus si 7°(z) = inf (¢,2{(z) ¢ V), alors sur {7°(z) > 1}zi(z) et Z;(x)
coincident ainsi que I, (¢, ) et I, (g, z). On en déduit que :

E[eié(=i-2) _ gitF-2)]
(2.10)
€1=2P E[(e% =1 =)l (e, ) — €4 Fi=) 0 (€, 2)) Lre (2)>1]s

et donc par (2.6) et (2.8) que :
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sup |E[e(?172) _ ¢it-(Fi-2)]| <
€K -
(2.11)
K'(m, q)|¢|~*Pe™" P(1%(z) > 1)*~1/4.

De I'inégalité exponentielle usuelle :

(2.12) sup P(7%(z) > 1) < Ke=C/¢
z€K

on déduit alors le lemme (2.4).

3. Construction d’une bonne carte et preuve du théoréme.

Pour démontrer les théorémes 1 et 2 nous allons introduire une carte
adaptée au probleme :

Avec les notations du §1 nous savons que : Cr(g,) = R?; considérons
une base de R? : {X7(z),J € B} ol ensemble B de multi-indices est
choisi de telle facon que la base soit triangulaire dans le sens suivant : Pour
tout entier k inférieur ou égal & 7(z)

(3.1) {X7(x0),J € B,|J| < k} engendre Cx(zo)-

La famille {X7(z), J € B} reste une base pour z assez voisin de zo, mais
pas nécessairement une base triangulaire au sens de (3.1).

De fait cette base reste triangulaire au sens de (3.1) pour z € K, si
K est un compact inclus dans A(zo) et dans un voisinage assez petit de
Zo.

Enfin il est clair qu’il existe un voisinage V; de zo et un voisinage W
de 0 tels que, pour tout = de V3, ’application ¢, :
(3.2) (vs)seB = @z(v;) = exp ( > 'UJXJ) (z)
JeB

définisse un difféomorphisme de W sur son image ¢, (W). De plus il existe
des voisinages V5 et U de zp tels que :

(3.3) VacVeoCVietVz e Vo U C o (W).

Nous allons étudier la diffusion z}(z) dans la carte donnée par @,.



82 Gérard BEN AROUS

Commencons par remplacer les champs X; par les champs X; = 6X;,
ol @ est une fonction de troncature C™ telle que : = 1 sur un voisinage
Vdexotelque VCV CU,etd=0horsdeV.

La solution 7% (z) de 1’équation définie par les champs X; :

(34) dT; =¢ Z X;(z%) odw! avec Tp =
1<i<m

reste dans ’ouvert U et ’on peut considérer son expression dans la carte
donnée par @, :

(35) @) = emp (3 vste, 0% ) 0
JeB

ou encore

(36) P2 (@ (@) = (st e,2)) e

On a alors le résultat classique de régularité :

LEMME (3.7). — 1) Pour tout J € B vy(e,t,z) est une fonction C*®
de (g, z) pour
2) Pour tout triplet (j,k,n) € N®, pour tout multi-indice a € {1,...,d}’,
et pour tout q > 2, il existe €9 > 0 tel que :

(3.8) sup ) E[ Sup, ID*(82)*(8e)* (v (e, t2)lifys] < 00

e<eg,z0€EK i<n

ot D désigne la dérivée au sens de Malliavin (ou de thgekawa, voir [13])
et || - ||#s la norme Hilbert-Schmidt.

Preuve du lemme (3.7). — Cette preuve est identique & celle du
lemme 3.10 de [4]. Notons Z;(e, o) le processus constitué de toutes les
dérivées :

(02)*(8:)? (071 (% ())) avec || < j,p < k. Ce processus Z; est
solution d’une équation des variations stochastnques. Cette équation est

a priori écrite au sens de Stratonovitch mais on peut aisément 1’écrire sous
la forme d’une équation différentielle stochastique au sens d’Ito.

Du fait que les champs ¢! * X; qui définissent I’équation satisfaite
par ¢! (Z%(x)) sont bornés a dérivées (en la variable d’espace et en les
parameétres € et z) bornées, les coefficients de I’équation d’Ito des variations
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stochastiques satisfaite par Z; vérifient la condition de croissance lente
(2.10) de Kusuoka-Stroock [7]. Le lemme (3.7) est alors une conséquence
immédiate de la majoration (2.21) du théoréme (2.19) de [7].

On a alors le résultat essentiel dont la preuve est remise aux

paragraphes suivants et requiert 'usage des relevements de Rotschild et
Stein sur un groupe nilpotent :

LEMME (3.9). — Soient € A(zo) NU et J € B, pour tout entier
k<|Jlona:

aeK(vj (51 t, x))|£=0 =0.
Considérons alors, pour A € R, la dilatation Ty définie sur R® par :

(3.10) Ta((vj)jeB) = (\lvy) seB.

Soit alors U(t,e,x) la diffusion définie (a priori pour € > 0) par :

(3.11) U(t,e,z) = Ty/e 0 @5 (T; (x)) ou encore
Us(t,e,z) = e~ lus(t,e,z) pour tout J € B.

Le lemme (3.9) montre que U(t,&,z) se prolonge de fagon C* en
€ =0, pour z € A(zo)NU.

De plus le lemme (3.7) montre alors que (avec les mémes notations) :

(3.12) sup Y E[supgc,<11D'(0e)F (Ut €, 0))lIs] < 00

e<eg,z€EK i<n
ol K est un compact inclus dans A(zo) NU.

Si A(z¢) est d’intérieur non vide, supposons pour simplifier les
notations que U soit choisi assez petit pour étre inclus dans P’intérieur
de A(zo) alors on a, toujours par (3.7) et (3.9) :

(3.13) sup Y Efsupyc;<1lID¥(8:)*(8:)* (Ut &, 3))l|% 5] < 00
e<eg,z€K i<n

pour K compact inclus dans U.

On a alors le résultat de non dégénérescence, dont la preuve est aussi
repoussée aux paragraphes suivants :
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LEMME (3.14). — Pour = € A(z¢) NU, la matrice de covariance de
Malliavin de U(t,0,z) = (}"\vs(e, t, T)e=0)JeB €st non dégénérée pour
tout t > 0; précisément, pour tout p > 1, pour K compact inclus dans
A(zo)NU :

sup Ef|det (DU(t,0,z), DU(t,0,z))|™?] < oo.
z€K

Montrons ici comment, en admettant les lemmes (3.9) et (3.14) on
achéve la preuve des théorémes 1 et 2.

Soit z € A(zo) NU, et (e, z,y) la densité de la loi de ¢; ' (T5(z));
par inversion de la transformée de Fourier on a :

(3.15) (e, 2,0) = (2r)~ / Bl @ ge,

Le changement de variable linéaire { = T.£ donne :

(3.16) a1(e,2,0) = (2r) 46~ 90) / EleTiree™ @@ g
Oou encore

(3.17) a1(e,7,0) = (2m)~4e=Q=0) / Elek<Ue)qe.

Soit alors la fonction :
(3.18) x(e,z¢) = ¢ (U(1,6,2)-U(1,0,2))
Nous venons de vérifier que :

(3.19) Pour z € A(zo) NU, par le lemme 3.9 et (3.12) x(-,z,() est C* en
€ au voisinage de 0.

(3.20) Si A(zo) est d’intérieur non vide alors, par le lemme 3.9 et (3.13),
x(,+,¢) est C*™ en (g,z) au voisinage de (0, zo).
Considérons le développement de Taylor en ¢ = 0, & I'ordre N, de
X(": C) :
(321)  x(ez{) = Y e /k8:)x(0,2,¢) + eV Sn1a (e, 2, Q)
0<k<N
avec

(2 SvnE60= [ (@) X200 - )" /N,

0<v<1
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Par (3.12) il est clair que :

(3.23) sup E[Z sup D (8.)"x(e,, oll';,s] <ol
e<e0,z€EK i<n t€f0,1]

On a alors :

(3-24) E[Ven = 3" ax((,2)e* + eV Ty (e, 7,()

0<k<N

avec

(3.25) ax(¢,z) = E[e U102 gkx(0,2,¢) /K]

et

(3.26) Tn+1(e,7,¢) = B[ VA0 Sy 1 (6,2, C))-

Par (3.22) et (3.23) on a donc :

(3.27) sup |Tnyi(e,z,¢)| < o0.

e<eg,z€

Ce qui montre que (3.24) est bien un développement limité de la
transformée de Fourier E[e*¢'V ()] uniforme sur K.

11 reste & intégrer ce développement en (, ce qui est, comme en [4],
rendu possible par le calcul de Malliavin et, ici, le lemme 3.14.

En effet l’intégration par parties du calcul de Malliavin (cf [12], [13])
montre que, par (3.23) et le lemme(3.14) ona:Vp>1

(3.28) sup |E[e"UA02)gkx(p,0)]| < Cpl¢IPICIE.

e<eg,z€EK

D’ott ’on tire que, Vp > 1:

(3.29) sup |ax (¢, 2)| < C|¢[F~?
z€K
et que
(3.30) sup lTN+1(€ax, C)I < CI<|N+1—2P’
e<eq,z€K

et donc que 'on peut intégrer en ( le développement (3.24) et obtenir :

(3'31) a1 (611',0) = E_Q(ZO) [ E 7k($)sk + EN+13N+1(€7:l:)]
0<k<N
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ol :

(3.32)

(@) = (20 [ oG a et swaa(e,) = (20 [ Twsa(er, 0.
On a ainsi, par (3.30) :

(3.33) sup |sn+1(€, )| < o0.

e<eo,z€K

Les coeflicients a (¢, z) sont clairement continus en z sur K, 11 en est donc
de méme pour les v, (z) par (3.29).

De plus il est facile de vérifier que :
(3.34) Vk impair y(z) =
En effet la symétrie de la loi du mouvement brownien montre que :
(3.35) E[eVe)] = EleiT-10UV—e2)] oy T_, est donné en (3.10)

d’oti on tire, par (3.24) que :

(3.36) a(¢,2) = (-1)*ar(T-1(¢), 2)
et donc, par (3.32), que :

(3.37) Ye(z) = (=1)*yx(x)

d’ott (3.34).

11 est alors facile de terminer la preuve du 1) et du 2) du théoréme :
Soit B,(e, z,y) la densité de la loi de Z5(z), on a de fagon évidente :

(3.38) P:(6,2,y) = ai(e, 2,07 (v))det(doz* ()]
et donc :
(3.39) P, (e, z,x) = q1(€, x,0)|det(dp 1 (0))|-

Ainsi on a obtenu, par (3.31), un développement asymptotique de
ﬁl (5’ :l?,-’L‘) :

(3.40) Py (e, z,z) = e~ Q) [
0<k<N

> (@)t + aN“rNH(s,x)]

avec :
(3.41)

cx(2) = 1 (2)|det(dez " (0))] et rv41(e,2) = sn41(e, 7)ldet(dp; " (0))]-
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Enfin, grace au lemme de localisation (2.4) on sait que :
(342) sup |p1 (6,2, @) — By (e, 3, )| < Ke~0/*’
z€K
en effet
pi(e,2,2) — Py (6, 2,2) = (2m) ™ / E[e® (%) — it @imo)qg,

et le lemme (2.4) donne (3.42).

Enfin, pour terminer la preuve du 1) et du 2) du théoréme (3
Pexception de (1.10) i.e. la positivité du premier coefficient qui sera
démontrée au paragraphe 7), il suffit de remarquer que p.2(z,z) est la
densité de la loi de la variable z.2(x) et que par scaling cette densité est
égale & celle de z5(z) c’est-a-dire & p, (¢, 2, z).

Pour démontrer le 3) du théoréme il suffit d’utiliser le fait, vu en
(3.20), qui, si I'on ajoute I’hypothése que A(zg) est d’intérieur non vide,
on sait que x(¢,z,() est C* en (g, z).

Le théoréme de dérivation sous le signe somme permet simplement

de montrer que ¢ est C*® en z au voisinage de zo. En effet il est facile de

vérifier, par (3.25) et (3.13), que ax({,x) est C*® en z au voisinage de zo
et que, par le lemme (3.14) :

(3.43) sup E[|(0:)"ew((, )] < Gyl¢[+1=2
z€

pour tout multi-indice « et tout p > 1. Ainsi () = (27) ¢ / (¢, z)d¢
est C* en z au voisinage de z, et donc aussi ck.

Ce qui achéve la preuve du 3) du théoréme.

4. Reléevement de Rotschild et Stein.

Nous allons ici rappeler les résultats de relévement sur un groupe
nilpotent de Rotschild et Stein [11], qui permettront aux §5 et 6 de
démontrer le lemme 3.6 et donc d’achever la preuve du théoréme. Dans
la suite on notera r I’entier r(xo) défini en (1.5).

Soit F' Dalgebre de Lie libre & m générateurs y1,...,Ym, €t soit
g(m,r) = F/F"™?!. Alors, par définition g(m,r) est ’algebre de Lie libre
nilpotente de pas r & m générateurs Yi,..., YV, avec Y = yp + FT11,






