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FONCTIONS SÉPARÉMENT ANALYTIQUES

par Jean SAINT RAYMOND

Le but de cet article est d'étudier les fonctions de deux variables
réelles qui sont séparément analytiques. A la différence du cas des fonctions
de variables complexes, pour lesquelles le théorème bien connu de Hartogs-
Osgood assure qu'elles sont analytiques, des exemples classiques, comme

TII
la fonction (x,y) ̂  prolongée par 0 en (0,0), montrent que ces

x~ -h y "
fonctions ne sont pas nécessairement analytiques, ni même continues.

Notre principal résultat concernant les fonctions séparément analyti-
ques définies sur un ouvert îî de R2 est le suivant :

Si / est séparément analytique sur fî, il existe un fermé F de fî
tel que / soit analytique sur ÎÎ\F et que les deux projections 7Ti(F) =
{x : 3y (x,y) ç F} et ^(F) = {y : 3x (x,y) ç. F}, qui sont réunions
dénombrables de compacts, soient de capacité logarithmique nulle.

Inversement, si SI est un ouvert de R2 et F un fermé de îî vérifiant
la condition ci-dessus, on construit une fonction séparément analytique sur
îî dont le domaine d'analyticité est l'ouvert fî\F, ce qui montre que la
condition ci-dessus est optimale.

Le référée nous a signalé que les méthodes utilisées ici permettent
d'étendre ces résultats à des fonctions définies sur un ouvert de R771 x R71

et séparément analytiques, en remplaçant, pour les projections Fi et F^ de
l'ensemble singulier, polaires par pluripolaires dans C771 et C71. Toutefois,
par souci de clarté et de simplicité, nous nous limiterons au cas des fonctions
de deux variables réelles.
Mots-clés : Fonctions analytiques - Capacité logarithmique - Ensembles polaires.
Classification A.M.S. : 26E05 - 26B05 - 31A05.
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Nous remercions M. Hervé ainsi que le référée d'une version anté-
rieure de ce papier, qui nous ont fait connaître les travaux de J. Siciak sur
les fonctions séparément analytiques.

Pour toutes les notions de théorie du potentiel utilisées ici, nous
renvoyons à [B]. Citons seulement l'énoncé suivant, qui n'y figure pas
explicitement, et qui sera utile :

THÉORÈME 1. — Si (vn) Gst une suite localement minorée de fonc-
tions surharmoniques continues définies sur t'ouvert îî de C à valeurs dans
RU {-hoo}, la fonction v = infyi Vn es^ continue en dehors d'un Ky polaire.

La fonction v est s.c.s., et égale, d'après le théorème de Cartan, à une
fonction s.c.i. w inférieure à v, en dehors d'un ensemble polaire E. On a
donc :

E D Ei = {x ç îî : w(x) ̂  v(x)} = [j{x e îî : v(x) - w(x) > 1-}.
n

II en résulte que Ei est une réunion dénombrable de compacts polaires. De
plus, si x appartient à fî\Ei et e > 0, {y : v(y) < v(x) +e} est un voisinage
ouvert de x puisque v est s.c.s., et

{y '' v(y) > v(x) -e}={y : v(y) > w(x) - e}
D {y : w(y) > w(x) - e}

est un voisinage de x puisque w est s.c.s. Donc v est continue en x.

1. Fonctions séparément analytiques.

Si / est une fonction analytique au voisinage d'un intervalle compact
J de R, il est bien connu que pour tout XQ de J, il existe deux constantes
M et p > 0 telles que, pour tout n >: 0, on ait

|£^o) <M.n!p-".

/ 1 \dnf |\-i/^La quantité Q(f,xo) = inf ( — \——(xo) ) est donc strictementn>i \n! 1 da?71 I/
positive, et / se prolonge en une fonction holomorphe sur le disque de
centre a:o et de rayon Ç(/,a?o).

THÉORÈME 2. — Si f est analytique au voisinage d'un intervalle
compact 1 de R, la fonction x «-̂  Q(f,x) est 2—lipschitzienne sur I .
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Soient XQ ç 1 et À = Q(f,xo). Il existe donc 6 > 0 et une suite (a^)
avec, pour \h\ < 6 :

00

f(xo 4- h) = ̂  On/i71 et |an| < À-71 pour n > 1
0

d'où

(̂.o + /oi < E^^N' = ̂ (i - ̂ r~1

^(T^ S 1 P > 1

et

W^o+ft)^"^2 >A-2 | fe | ,

ce qui montre que Ç(/,.) est 2-lipschitzienne sur J. D

II en résulte que, si / est analytique au voisinage d'un intervalle
compact J, la quantité

Q(f,I)=m{{Q(^x):xçI}
est strictement positive. Nous allons maintenant l'exprimer à l'aide des
différences finies de /. Si / est une fonction définie sur 1 et h ç. R, on pose

^hf(x)=f(x+h)^f(x)

qui est définie pou vu que x et x -t- h soient dans J. On définit inductivement,
pour n > 1

A^(^) = A,(Ar1/)^) = ̂ -^Wx+jh)
j=0

pourvu que x et x -h nh appartiennent à l'intervalle J.
Le théorème suivant est classique.

THÉORÈME 3. — Si f est de classe C71 sur Fintervalle J,
sup l/^l = supd/r^/Cr)! : x ç J, x + nh ç J}.

On en déduit aisément :

THÉORÈME 4. — Soit / une fonction sur l'intervalle compact 1 =
[a,&]. Pour que / soit analytique et vérifie Q(f,I) > p, il faut et il suffit
que

p < inf [\h\. | ̂ /(a;)!"1771 : n > 1, x ç J, x + nh (E J}.
Tl!
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Le seul point non trivial est que / est C°° dès que |A^/(a;)| reste
majoré par n^h^ • p"71 pour n > 1 et h assez petit. Pour cela, on utilise
une suite ((pk) de fonctions (7°°, positives, d'intégrale 1 et à support dans
[ - * » . ] • Alors la suite (/ * ̂ pk)k>p est, par le théorème d'Ascoli, relati-

vement compacte dans C°° ( \a 4- -, b - -1 ), et sa seule valeur d'adhérencep p^
possible est la restriction d e / à [a + -, b -'-}, d'où le fait que / est C°°p p '
sur ]a, b[.

Nous énonçons maintenant des conditions pour qu'une fonction
séparément analytique soit analytique au voisinage d'un point. Soient îî
un ouvert de R2 et / une fonction séparément analytique sur fî. Pour
(rr, y) ç. Sî on notera

Q'(f^y) = Ç(/(.,î/),^) = inf {|^ ̂ (^l"1771 : n > l]

Ç / /(/^,2/)=Ç(/(^.),2/)=mf{|^^(rr,^/)~ l /n:n>l}.

On sait que si / est analytique en (rro, 2/0)5 il existe 6 > 0 et V voisinage de
(xo,yo) tels que, pour (x, y) ç. Y, on ait

Q\f,x,y)>6 et Q"{f^y)>6.

Inversement, il résulte des travaux de J. Siciak, ([SI], [S2], voir aussi [H])
qu'on a le théorème suivant :

THÉORÈME 5 (Siciak). — Soit / une fonction définie sur un voisi-
nage ouvert convexe uj de (xQ,yo) dans R2, et séparément analytique. On
suppose que pour un rj > 0 on a

f 0 < p2 < mf{Ç"(/, x, yo) : \x - a;o| < rf}
[ 0 < pi < p[ = inf {(?"(/, xo,y) : \y - yo\ < T)}.

Alors il existe un a > 0, ne dépendant que de ^pi,?'!,/^ ^l que f se
prolonge en une fonction holomorphe sur le polydisque B = {(^, w) ç C2 :
\Z-XQ\ <pi et |w-2/o| < a}.

On en déduit immédiatement :

COROLLAIRE 6. — Soient Sî un ouvert de R2 et / une fonction
séparément analytique sur îî. Alors / est analytique au voisinage cTun
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point (XQ, yo) de Sî si et seulement si Ç'(/, x, y) et Q"{f^ x, y) sont minorés
par un 6 > 0 au voisinage de (a^yo)-

2. Domaine cTanalyticité.

Dans toute cette partie, f! désignera un ouvert de R2 et / une fonction
séparément analytique sur îî. On appellera domaine d^analyticité de /
l'ensemble îî' des points de fî au voisinage desquels / est analytique, et
ensemble singulier de / le fermé -F = fî\fî' de îî. On va prouver que les deux
projections Fi = {x € R : 3y (x,y) ç. F} et F^ = {y € R : 3x (x,y) € F}
sont recouvertes par une famille dénombrable de compacts de R de capacité
logarithmique nulle. En particulier Fi et Fs sont d'intérieur vide, et îî' est
dense dans fî.

Fixons d'abord deux intervalles compacts 1 et J tels que J x J C îî.
Alors, pour x ç. J, on pose

q'\x) = Q(f(x,.), J ) = inf 0"(/,rF,2/) > 0,
yk.»

et pour y ç. J, on pose

q\y) = <?(/(., y\i) = ̂ Q\f^y) > o.
Il résulte du théorème 1.4 que

q\y) ̂ ^{H.l1^-!)^/^^,^ "l/n : n>l, x € J, x+nh € l]
1 17l!^ J

donc que ç' est semi-continue supérieurement sur J, puisque / est séparé-
ment continue. De même q" est semi-continue supérieurement sur J.

o ^
II en résulte que les ensembles Ep = {x cl: q'^x) > -} sont fermés
0 0

dans J et recouvrent, pour p ç. N, l'ouvert 1 . D'après le théorème de Baire,
0

la réunion U des intérieurs des Ey est un ouvert dense dans 1 .

De même, les ensembles

E^iyçJ'.q'Çy)^^}

o
sont fermés et recouvrent J . Et la réunion V des intérieurs des E'p est un

o
ouvert dense dans J .
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LEMME 1. — Le domaine d^nalyticité de f contient (U xV).

Si (a?, y) e (UxV), il existe pi et ps tels que E^ xE^ soit un voisinage
de (x,y) dans îî. Il résulte alors du corollaire 1.6 que / est analytique au
voisinage de (x,y), puisque, si a; = Ep^ x E^, on a

V^^ec^ Ç'(/,^)>^ et Ç'̂ .̂ l.

D

COROLLAIRE 2. — Le domaine d'analyticité S Î ' de / est dense dans
îî.

Si uj est un ouvert non vide de îî, (a;0î2/o) un point de c»;, J et J deux
intervalles ouverts tels que

(xo, yo) ç. 1 x J c 7 x 7 c uj,
les ouverts U et Y de J et J définis plus haut sont non vides et uj H Sî'
contient l'ouvert non vide (U x V). Donc îî' Ho; ̂  0, ce qui prouve que fi'
est dense dans fî.

LEMME 3. — Avec les notations précédentes, U x J est contenu dans
le domaine d^nalyticité Q' de /, ainsi que 1 xV.

Soient XQ ç. U, yo € J, et p € N tel que Ep_^ soit un voisinage de

a;o. Il existe, puisque V est dense dans J, un 3/1 e V tel que |yo — 2/i| < -•
P

Alors (a?o»2/i) € (7 x V C fî', d'après le lemme 1. Par conséquent, il existe,
en vertu du corollaire 1.6 un e > 0 et un 6 > 0 tels que

\x-xo\<e et \y-yi\<e^Q'{f,x,y)>ë.
Si, de plus, x ç. Ep_^ et y ç. J, on a

W,^)^"^ 1
p-1

On a donc, au voisinage de (rcoîî/i)

Q\f^y)>6 et Ç^.^-L

Si c^ est un voisinage ouvert convexe de {xo} x J contenu dans fî, il
résulte du théorème 1.5 qu'existent un a > 0 et une fonction analytique /i
sur ]xo — Q,XQ -h û;[ x ]yi — -,î/i + - [ = R qui coïncide avec / sur a; H -R,
qui est un voisinage de (xQ^yo).
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Donc / est analytique au voisinage de (a:o, yo), c'est-à-dire U x J c S ï ' .
On voit de même que 1 x V C fî'. D

COROLLAIRE 4. — Si F est l'ensemble singulier de la fonction
séparément analytique /, les projections F\ et F^ de F sont maigres.

Il existe deux suites d'intervalles ouverts bornés (Ik) et (J^) telles
que,

Sï=\JlkXJk
k

' et

Vfc Jfc x ~Jk C îî.

Si Uk et Yfc sont les ouverts denses de Ik et J^ définis comme plus
haut, il résulte du lemme 3 que

r F n ( l k x J k ) c ( l k \ U k ) x J k
yk \

\ F n ( I k X J k ) C l k X ( J k \ V k ) .

Donc Fi C \\(Ik\Uk) et jFa C LJ(^*;\VÂ;)» ce qui achève la démonstration
k J^ _

car, pour tout fc, les compacts Ik\Uk et Jk\Vk sont rares dans R. D

LEMME 5. — Soient Fi et F^ les projections de Vensemble singulier
F, Cî une partie dense de R et XQ ç. Fi. Alors il existe un f3 ç. C^ tel que la
fonction q/s : x ^-> Q"(f,x,/3) soit déûnie au voisinage de XQ et discontinue
en XQ.

Soient 3/0 tel ç^c (^Oî^o) ^ F et uj un voisinage convexe de (a?0î3/o)
relativement compact dans îî. Alors oJ H F est compact. Sa deuxième
projection K^ = {y : 3x (rr, y) € ùJ n -F} est donc un compact contenu
dans F^y donc rare.

• Soit 6 = Ç"(/,^o,2/o) > 0. D'après le théorème 1.2, Q" est
2—lipschitzienne en y. Alors

W = ] 2/0 - ̂ , 2/0 + ^ [ H {y : (xo, y) ç a/} H (R^)

est un ouvert non vide, donc contient un /3 ç. 62. Et on a

qp(xo) = Q'\f^l3) > (?"(/, 3:0,2/o) - 2|î/o - /3| > 5 - 2 . ̂  == j.

Puisque (a;o, ^9) € ^ et /? $î ^2, on a (a:o, /?) ^ F.
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II existe donc, un e > 0 et un p > 0 tels que

\y-f3\<e=>Q'(f,xo,y)>p.

Si q(s était continue en XQ, il existerait un e' tel que \x - XQ\ < e' ==>-
QffW > qft(xo) - 4 > 4-

On pourrait alors conclure du théorème 1.5, l'existence d'un a > 0
et d'une fonction analytique /i sur R =\XQ - O,XQ -h a[x]/3 - -,/î 4- -f4 4
coïncidant avec / sur (^HR, qui est un voisinage de (a;o, yo). Ceci entraînerait
que (xQ,yo) ^ F, contrairement au choix de yo. Donc q^ est discontinue en
^o- D

LEMME 6. — Si Fi et Fa sont les deux projections de Vensemble
singulier F de /, si /3 ^ F^, la fonction q^ : x ^ Q"(/,a;,/î) définie sur
t'ouvert fîff = {x : (a?,/3) ç. fî} est continue en dehors de là réunion d'une
famille dénombrable de compacts de fî^ de capacité nulle.

Pour tout x de fî^, (a?, /?) (É F puisque /? (É ^2. Il existe donc ̂  > 0
et px > 0 et une série entière Sx(z,w) convergeant dans le polydisque
{(z,w) : \z\ < Sx et |w| < pa;} tels que, pour z et w réels et assez petits, on
ait :

f(x+z^+w)=Sx(z,w).

Par le théorème de Lindelôf, on peut extraire du recouvrement ] x — -c, x +
c 2
— [ de SÏ0 un sous-recouvrement dénombrable. Il suffit donc de démontrer

que, sur [a; — — r r -h —], g/? est continue en dehors de la réunion d'une

famille dénombrable de compacts de capacité nulle. Soit V^ am,ezmw€ la
m,t

série entière Sa;. Elle converge normalement sur le polydisque compact
{(z,w) : |^| < — et |w| < '—}, donc y est bornée par un M < -hoo.
On a donc
{(

S^,w) = ̂ w^^a^^) = ̂ (7^) .^
^=0 m ^=0

oo

où Cf,(z} est la série entière ̂  ûm,^771 qui converge normalement sur le
m=0

disque compact \z : \z\ < -x- \.
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Les inégalités de Cauchy, appliquées à la fonction w ^ Sy;(z,w),
donnent :

donc

I^I^M.^)-'
»"> *•

m^i^M^^^^^ si^>i.
Px Px

De plus, si h est réel, avec \h\ < -x-,

^.(^^^^{l^^-hA^)!1/71:^^!}

=inf{ |C fn(^+/l) | - l / n :n>l}.
Alors, pour tout l, la fonction z ̂  log|C^)|-1/^ est surharmonique sur
le disque J9(0, —), minorée par Mi = log pa? . .et continue à valeurs

_ z z(M + 1)
dans R. La suite

gm(z) = inf {log (|C^)|-1^) : 1 < i< m}

est donc une suite décroissante de fonctions surharmoniques sur D(0, ôx-),
continues à valeurs dans R et uniformément minorées, qui décroît vers la
fonction

g(z)=m{{log(\Ct(z)\-l/l):l>l},

Et on a, pour h réel avec |/i| < -x-
z

^(A)=log^(a:+fa).
Donc g est discontinue en tout point h pour lequel g/?(a?+/i) est discontinu.
Et, d'après le théorème 1, les points de discontinuité de g sont recouverts
par une suite de compacts de capacité nulle, ce qui termine la démonstra-
tion. D

THÉORÈME 7. — Sj / est une fonction séparément analytique sur
un ouvert fî de R2, si Fi et F^ sont les projections de l'ensemble singulier
de /, Fî et F^ sont réunions dénombrables de compacts de capacité nulle.

Il suffit de le prouver pour Fî. Puisque fî est réunion d'une suite (?„)
de compacts, Fî est la réunion des projections des compacts Pn H F, donc
réunion dénombrable de compacts. Il suffit donc de prouver que Fî est
recouvert par une suite de compacts de capacité nulle. Mais si 62 est une
partie dénombrable dense de R\F2, et si, pour chaque 0 ç. C^ (^/?,m)meN
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est une suite de compacts de capacité nulle de îî^ recouvrant l'ensemble
des points de discontinuité de ç^, en vertu du lemme 6, il résulte du lemme
5 que

FI C \j{K^rn : m (= N, 13 e 62},
ce qui achève la démonstration.

3. Construction de fonctions séparément analytiques.

On va maintenant montrer que, si fî est un ouvert de R2 et F un fermé
de îî dont les projections sont recouvertes par une réunion dénombrable de
compacts de capacité nulle, il existe une fonction séparément analytique sur
îî dont l'ensemble singulier est F, c'est-à-dire que la condition nécessaire
donnée par le théorème 2.7 est aussi suffisante.

LEMME 1. — Si X est la réunion d'une suite (Xp) de compacts de
] — 1,1[ de capacité nulle, il existe une suite (a^) de fonctions holomorphes
sur le disque unité D de C, bornées par 1 en module telles que

i) V ^ ç X \ak(z)\1^-^0 quand k^ oo
ii) Vz€D\R lofcOOI^-^l quand k^ oo.

Puisque Xp est polaire, il existe pour tout p une mesure de probabilité
p,p sur Xp telle que

f 1 — xzv^z)= / ^ël———\d^(x) soit -h oo
JXp ' Z - X l

en tout point de Xp. Alors si fi est la mesure de probabilité ^ =
00

V^ 2~p~l/Ap, la fonction
p=o

/ l — xzV^,(z) = log |———\dp,(x) est + oo en tout point de X,
z — x ^

positive sur Dy et continue sur D\R, majorée en z = s -I- it par log |-|.

Munissons X^ de la loi de probabilité P pour laquelle toutes les
coordonnées sont indépendantes et de même loi /A. Pour tout entier m ç. N,
/la^ld^a;) < 4-00. Il résulte donc de la loi des grands nombres que,
presque sûrement

1 k r
lim -yxm= /^^(a:).fc-^oo k ̂  3 J t v /
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On a donc, presque sûrement

1 k f
Vm e N lim - V^ x^ = / xmd^Ji(x).

fc-"00 k 3=1 J

Pour une telle suite (xk) dans X1^, la suite de mesures de probabilité

1^
^=^2^^j'=i

vérifie donc

VmeN lim /a;md^(a;)= /x^'d^x)
k^ooj J

donc converge vaguement vers /A dans les mesures sur [—1,1].

Fixons donc une telle suite (rcjfe), et posons
K = {^} U {^ : fc € N}

qui est compact pour la topologie vague. Définissons, pour p ç. N et
1 > e > 0, une fonction fç sur Xp x K

f^)=Jlog^zx^(x),

Les fonctions /g sont continues sur Xp x K et tendent vers V^(^). Par
conséquent, pour 0 < +oo

{ ( z ^ ) € X p X K : \ / e > 0 fe(z^)<0}
est un compact disjoint de Xp x {^}, dont la projection sur K est un
compact disjoint de {p,}. Il existe donc un ko tel que

" r f z ç X p VJfc>Jfco sup/,(z,^)=^(^)>^.
£>0

Donc, pour tout 0 < -hoo et tout p, il existe un ko tel que
^/zçXp ^k>ko V^(z)>0.

On peut donc définir une suite £(q) croissante telle que i(q) > 2 et
>/zç\JXp W>t(q) V^(z)>q\

P<Q

Et si on définit la suite rj(k) par

rf(k)=1 si q't(q)<k<(q+l)'t(q.+l)
Q

puis
Z — X jak(z)= n

J<k^(k) 1 ~ x^
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la suite r)(k) tend vers 0 quand k tend vers Pinfini, et les fonctions ajc sont
holomorphes bornées par 1 en module sur D. De plus,

iog|a )̂|V^ S ÎF Î
3<k-r,(k) 1 ~ X3Z

= ̂ (Z)

si i est la partie entière de k-r)(k).

Alors si z •=• s 4- it € D\R

0<V^)<logl||

et

d'où

c'est-à-dire

^^=,(t)

lim logio^)!^ =0 si z e D\R
b—>ook-^oo

lim la^)!^ = 1.
ÂÎ-+00

Et si z € X, il existe p tel que ^ e Xp. Alors, si g > p et g-<(g) < k <
(q + l)<(g + 1), on a 7)(k) = 1 donc k ' r ) ( k ) = k > i{q) ei£> <(g). On en

/ 1 Â / 1 ^ T 7 / ^ 2 ^ ^ ^W) - 1 / , x 1 1 1 1 1déduit V^{z) >r»et - > v 'v //—— = rf(k) - - - ——— > - - — = —
„ , * * Q Q'^q) - q 2q 2q
ri nud'où

logio^)!1/^1.^-!
29 2

et
lim M^)!1/* = 0.

A;—»oo

D

LEMME 2. — Ji existe une fonction y? continue sur le disque unité
compact D et holomorphe dans D et une mesure de probabilité X sur [—1,1]
telles que la fonction (p* définie sur D par

vérifie

^(z)= (\og\z-it\d\(t)-ne^{z)

((p*(z)=0 si nez>0
\ (p*(z) = TT • Ke(z3) si Kez < 0.
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En particulier,
|y?*(z)| < TT si z € D.

La fonction y? définie sur D par

^)=/4+Jlori/+l)-^log^-?
est holomorphe et se prolonge en une fonction continue sur D. Si on note

3t2
X la probabilité sur [-1,1] de densité — par rapport à la mesure de
Lebesgue, on a Ue(p(z) = flog\z - it\d\(t) pour z € D et liez > 0. Et
puisque y(—z) = ^p(z) -h Trz3, on a, pour z ç, D et liez < 0

I log \z - it\d\(t) = He (p(-z) = lie y(z) -h TrTZe (z3)

d^où le résultat annoncé. D

LEMME 3. — Si Xk est une suite de variables aléatoires réelles
indépendantes et de même loi A, et si G est une fonction sur R de carré
X-intégrable, la variable aléatoire maximale

m = s u p { | l ( G o X l - ^ G o X 2 - t - • - • - ^ G r o X f c ) | : k > 1}
K

est d^spérance majorée par 7 [f ̂ (t^dXÇt)] .

Si on pose Yk = G o Xk — f G(t)d\(t)^ les Yk sont des variables
indépendantes centrées, de même loi, dont la variance

E(|^|2) = E(\GoXk\2) - \ f G(t)d\(t)\2

est majorée par E(|G o Xk\2) = f iG^dXÇt).
Î2 YkLa suite Sk = YI -h — + • • • + - , - est donc une martingale bornée
Z K

dans L~ puisque

Ed^i^fxiÇi2) ^ (^-) • f m^dxa)
j=l •' j^-' "

^^f^t^dXW.

L'inégalité de Burkholder donne donc :
E(sup|5fc|) < ^(supl^l2)]172 < 2sup [Ed^l2)]172

k k

^^([{G^dX)1^.
Y <J v j /
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Et puisque

on obtient

Si -h — + Sk-i Y^+'"+Yk
sk-————k————=———k———

Sup ^ ."^I^SUpISfcl .
fc ^ 1 k

Enfin
GoXi-h^-hGoXfe /• ̂ ..^ . Y^-^Yk
——————^—————— = y G-WdA^) + ———^———

d'où

m^supi00^.'^0^ <|/lG(^À(<)|+2sup|5,|
fc ' A; Ij 1

<[y|G(<)|2dA(<)] l /2+2sup|5fc|.

II en résulte que

E(m)< [yt|G(t)|2dÀ(t)]l/2(l+27^^|) < 7(y IGM]2^))172.

D

LEMME 4. — Soit îî' un ouvert du carré ] - 1,1[ x ] - 1,1[. II existe
une suite (^) de fouctiolis holomorphes sur D x D et une fonction continue
g de D x D dans R teiies que

i) 9(^y) = 0 si (x,y) ç [-1,1] x [-l,l]\îî'.
ii) g(x,y) <0si(x,y) 6 îî'.

iii) Tout point frontière de îî' dans [-1,1] x [-1,1] est adhérent à
Pouvert {(z,w) : g(z,w) > 0}.

iv) VT^ > 0, ii existe un ko € N tei que

Vfc > fco, V(^,w) € D2 logd^^.w)!1^) < g(z,w) +ri.

v) Ji existe une partie Z dense de D2 pour laquelle
V(^,w) € Z lim l^.w)!1^ = e^^.

fc—^oo

II existe une famille de disques euclidiens Dj de centres (xj,yj) dans
R =] - 1,1[ x ] - 1,1[ et de rayons 7j > 0 dont la réunion est l'ouvert fî'.
Et on pose, pour (z, w) € D x D

Pj(^ w)=g [(z - x^2 + (w - ̂ -)2 - r]}
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et

g(z,w) = ̂ 2-V opj(z,w)
j=0

où <^* est la fonction définie au lemme 2.

On vérifie sans peine que, pour (z, w) ç. D x D,

b,MI = ̂ 2 + w2 - 2 z ' x, - 2 . w • 2/, + {x] + 2/j - rl)| < 8

et que g est continue sur D x D.

Si (x,y) ç. R, les pj(x,y) sont tous réels, et <^* o pj(x,y) est 0 si
Pj(^ 2/) > 0, c'est-à-dire si (x, y) n'est pas dans le disque Dj et <^* op^(a;, y)
est < 0 si pj(x,y) < 0, c'est-à-dire si (x,y) est intérieur au disque Dj. Il en
résulte que, sur R, g vaut 0 hors de fî' et est < 0 sur 0'. Donc les conditions
i) et ii) sont vérifiées.

Puisque (p* est sous-harmonique et que les (pj) sont holomorphes, la
fonction g est plurisousharmonique. Si (^o»2/o) est un point frontière de fî'
dans -R, il existe pour tout e > 0, 6\ et 6^ avec |^i| < e et 6^ < e tels que
(xo + ^i,yo + ^2) € îî7. Alors

1 ^27T y27T

0 = ̂ o, yo ) < 4^2 / î / ^2 • g(xo + ffie^1, î/o + ë^e102)

et puisque ^(a:o + ^ic^Sî/o + <Î2^1) < 0 pour (9^,9^) voisin de (0,0)
la fonction g prend des valeurs > 0 en certains points (z,w) vérifiant
\Z-XQ\ < e et |w-2/o| < £. Donc (a?o,2/o) est adhérent à {(z,w)\g(z,w) > 0},
ce qui prouve iii).

Si (4) est une suite de points de [-1, l], on définit

xk = fc^1 + " ' + e t ^
qui est une mesure de probabilité sur [-1, l], et

^k(z,w)= ]̂  (pjÇz.w)-^-^^
f.-23<k

qui est une fonction holomorphe sur D x D.

On choisit un ensemble dénombrable dense Z dans D x D. On
munit [-l,!^ de la probabilité P pour laquelle les coordonnées sont
indépendantes et de même loi À. On va montrer que, P-presque sûrement,
la suite (^k) satisfait les conditions cherchées.
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D'abord, comme dans le lemme 1, en vertu de la loi des grands
nombres, on a presque sûrement, pour tout entier n

[tnd\k(t)=l^t^ f^dXÇt)
J S=i 7

c'est-à-dire que la suite (Àfc) converge vaguement vers À.

Si (\k) converge vaguement vers A, l'ensemble

K = {9 • A : 0 < 6 < 1} U {6 • \k : 0 < 6 < 1 et k e N}

est un compact vague de mesures positives. Et si on note Fs la fonction
continue définie sur K^ x D x D par

oo <. -
F,((^),^,w)=^2-< \ log(-+\pj(z,w)-it\)-neyop^w)}d^(t)

o J s J

le compact de K^ x D x D défini, pour rj > 0, par

T = {((^Uw) : Va e N F,((^),^,w) > g(z,w) + ry}
ne contient aucun point de {A} x D x D puisque

lim Fs(\,z,w) =g(z,w),
S—^00

si on note A la suite constante (A, A,. . . ) .

La projection sur K^ de T^ est donc un compact disjoint de {A}. Il
existe donc un voisinage Vr, de A tel que V(2?,w) ç. D x D, V(i^) € Vrj,

00 r r
g(z,w) +rf>Y^2~j[ (log \pj(z,w) - it\ - Ue^p opj{z,w))dvj(t)\.

o J

Si on pose

^-(E^)-^^
2^r<k K

on a
lim Vj^ = A pour tout j

k—^oo

donc
lim (^k)j = A

re—^00

et il existe ko tel que k > ko =» (^,jb)j e V^, ce qui achève de prouver la
condition iv), pourvu que \k tende vers A, si on remarque que

oo -
loghMz.w)!1^ = ̂ 2-q /(log|p^,w) ~K| ~%e^op,.(z,w)d^(d.

o </ J
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Soit enfin (z, w) e Z. Si on note

Gj(t) = log|^(z, w) - rt| - ne(popj(z,w),

on vérifie sans peine qu'il existe, puisque (p est bornée, une constante 7
indépendante de j ç. N telle que

|G?^)|<7-log|<-/3| où/î=Z(j^,w))

donc que

Y G](t)d\(t) < 1 ̂  W - 27 log |< - f3\ + log2 |< - I3\)dt

est majoré par une constante 70 < +00, indépendante de j € N.

Il résulte de la loi des grands nombres que, P-presque sûrement,

lim \Y,Gj(tr) = lim fGj(t)d\k(t) = tG,(t)d\(t) = ̂  op,(z,w).
Ai;—*oo K ~~~ k—^oo J J

II résulte aussi du lemme 3 que l'espérance de

11 k
m^=sup ,^G'j(<r)

k ' K r=l '

est majorée par 7- (JG](t)d\(t)}112 = 7-^/7o. Donc

E(^2-^m,) = ̂ 2^E(m,) < ̂ 2-^ 7. ̂ 70 < 14^70 < +00.
0 0 0

00

Donc, presque sûrement V^ 2-•7mJ < 4-00. On peut donc trouver une
o

suite (tk) telle que, simultanément

- \k tende vaguement vers À

- f Gj(t)d\k(t) —> y?* opj(z,w) pour tout (z,w) € Z
00

- \^2~jmj < 4-00 pour tout (z,w) ç. Z.
o

Alors, pour (z,w) ç. Z

log|^(^w)|l/fc-^,w)=f^2-^^ ̂  G,(^)-^op,(^w)].
0 ^à
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Pour tout k, tout j, on a :

V
^E^)|=^J-GE^))|
^

k k< rrij si t est la partie entière f—1 de —.
'" J '•9J-1 93L2^J 2 '̂

Donc, puisque |<^* op^,w)| < TT

2^
~jç S^ ^(^)-^*opj(^,w) <7r+m^.

^â
^ '̂ LX^J

Et puisque ̂  2~J(7^ + m^) = 27T + ̂  2~•7??^^ < +00, il existe, pour e > 0

donné, un N tel que V^ 2~7(7^ + m^) < -.
JV+l 3

II existe alors ko tel que

W><;o, V j < A T |^G^)-^op,(^,w)|<I

et que
VJ<Ar ?<i-KO b

Alors, si k > ko • 2^, on a, pour j < N

t=[k•2-J]^[k•2-N}^ko,

d'où

^^Gj(tr)-V*Opj(z,w) < J

et

lI-E^^-^E^^I^^IE^M-l2^'J^r) - f ̂ ^3\^rî\ _ï
r=l r=lT.——1 " ».——1 c 1 ffc

23 „ m, • 23 . m. e
^^T^^^^e

donc
,2-'
T-E6'^*'-)"^0^^'^)! < ^ Pour0^j<lV
''; r=i 0
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et

E2"J1^•ÉG^)-^o^^w)l<|•E2-J<ï
j'=0 r=l 0

c'est-àrdire, que pour k > ko • 2N

N y t

Ilogl^w)!1/* -g(z,w)\ < ̂ 2-^|-^G,(^) -y* op,(^,w)|
j=o "; i

+^2-^+m,)
N+l

2e e
<-3+3=e•

Donc, pour tout (^,w) € Z, g(z,w) = lim (logiez, w)|1^).
fc—t-OO

Ceci montre que la condition v) est réalisée. D

En associant à tout élément A de l'ensemble P(N) des parties de N
sa fonction caractéristique, on identifie P(N) à {0, l}1^, et on le munit de
la topologie produit, pour laquelle P(N) est compact et métrisable.

LEMME 5. — Soient ^ et uj\ deux ouverts de C2, avec a; C 0:1, et
(ZO,WQ) un point de 0:1 adhérent a u}. On suppose que (gk) est une suite de
fonctions holomorphes sur 0:1, vérifiant

y^ \gk(z,w)\ < +00 pour tout (z,w) ç. a;.
Â;€N

Alors, ou bien la série (gk) est normalement convergente au voisinage
de (^o,wo), ou bien il existe une partie maigre M de P(N) telle que, si
A € P(N)\M, la série V^ gk, qui converge sur a;, ne se prolonge pas en

kçA
une fonction holomorphe au voisinage de (zQyWo).

Soit Rn l'ensemble des A e P(N) pour lesquels la série V ^ A ;
kçA

se prolonge en une fonction holomorphe bornée par n sur le polydisque
D(zoî -) x D(wo, -) = Bn- Si Tn est l'ensemble des fonctions holomorphes
bornées par n sur le polydisque Bny qui est compact d'après le théorème
de Montel, l'ensemble

{(A,/i)eP(N)xT^: V(^,w)€^nBn h(z,w)=^gk(z,w)\
kçA

est fermé, donc compact, et sa projection Rn est compacte dans ^(N).
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Si tous les Rn sont rares, M = |j Rn satisfait la conclusion. Et si Rno
n

est d'intérieur non vide dans P(N), il existe un entier ko et une partie Ao
de [0, ko} tels que

An[o,fco]=Ao =^Aefino.
On en déduit aisément que, quitte à augmenter no, on peut supposer
Rna=W)eiBn,C^

Alors, pour toute partie finie A de N, et tout (z,w) de Bno, le
prolongement à Bno de ̂  gk est égal à ̂  ̂  ; donc on a pour toute

kç.A kçA
partie finie A | ̂  pfc(2?,w)| < no.

kç.A

On en déduit que ̂  |^b(^w)[ < 4no.
fc€N

Alors, si ff < —, et
UQ

7fc= À/ w^1/ "^•l^^o+^Swo-h^2)!
on a

T,^=—— F dS^ />27^^2•^|^^o+^l,wo+^2)|
fc€N •/0 •/0

< 4no < +00
c c

et pour \z - ZQ\ < , et |w - wo| < ^
& 2t

|^,w)|=|-^ /27r^ ^^-^^l,wo+^)^.e^.
^^^ w/l 147r2 70 (^o + 6e^ - z) (wo -h 6e^ - w) 1

<62^k-6—s=^k
2 • 2

d'où la convergence normale de la série (gjç) au voisinage de (zo^wo)' D

THÉORÈME 6. — Si fî est un ouvert de ] - 1,1[ x ] - 1,1[ = fi, si F
est un fermé de SI dont les projections sont recouvertes par une suite de
compacts de capacité nulle, il existe une fonction séparément analytique
sur Sï dont l'ensemble singulier est F.

Soit fî7 = fï\F. Puisque fî7 est ouvert, il existe une fonction g et une
suite (^fc) de fonctions holomorphes vérifiant les conditions du lemme 4.
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Si Fi et Fa sont les projections de F,Fi et Fg sont maigres, puisque
un intervalle de R n'est pas de capacité nulle. Il en résulte que F est rare
dans îî, donc que tout point de F est un point frontière de fî'.

Il existe, d'après le lemme 1, deux suites (dk) et (bk) de fonctions
holomorphes bornées par 1 sur le disque D telles que

-s i r reFi lim ^(x)^^ =0
- s i 2 / € F 2 ^|bfc(î/)| l/fc=0
- si z € D\R lim0 M^)^ = lim [b^z)^^ = 1.

k—^oo k—^oo

Soit uj = {(z,w) ç D x D : g(z,w) < 1}.

Si on pose gk(z,w) = ak(z) • bk(w) • ipk(z,w), on a

l^^w)!1/^!^^,!^)!1^.

Alors, par la propriété iv), on a, au voisinage de tout (zo, wo) € a/,

^(^w)!^ < 7 < 1 pour fc > Jfco

d'où
l^w)!^

et la série (<^) converge normalement sur tout compact de a».

Si a; e Fi, on a

|^(^w)|l/fc<|a,(a;)|l/fc.|^(a;,w)|l/fc

et puisque ^ est bornée, il résulte de iv) que

sup ^(^w)!1^ < +00
A;eN,(z,w)€DxD

donc, pour k assez grand, on aura

V w € D Mrc.w)!1/^^!

puisque lim |afc(a?)|1^ = 0.
fc—»-00

Donc la série gk(x,.) converge normalement sur D. Et de même, si
y ç. Fa» la série gk(-,y) converge normalement sur D.

On va maintenant choisir un A € P(N) pour que tout point de F soit
dans l'ensemble singulier de

/(z,w)= ̂ ^(^,w).
kç.A
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Si (xQ,yQ) ç. F, (a:o,î/o) est point frontière de fi', donc adhérent à
l'ouvert {(z,w) : g(z,w) > 0}. Il existe donc dans tout voisinage de (a?o,2/o)
un point (z',w') de Z tel que g ( z ' , w ' ) > 0, z ' i R et w' ^ R.

Alors

lim ^(z'.w')!1^ = 1 x 1 x e^'^ > 1
fc—^ooA;-.00

d'où

lim |̂ ',w')| =4-00.
k—>oo

La série (^) n'est donc pas normalement convergente au voisinage
du point (zo,wo) de uJ.

Il existe donc, d'après le lemme 5, un ensemble maigre M de P(N)
tel que ̂  gk ne se prolonge pas en une fonction holomorphe au voisinage

kçA
de (zo,WQ) si A (É M.

Si on choisit une suite dense (zj,Wj) dans F, il correspond une suite
(Mj) d'ensembles maigres de P(N). Et si A est choisi hors de l'ensemble
maigre (jMy, la série ̂  ̂  ne se prolonge en une fonction holomorphe

3 kç.A
au voisinage d'aucun point de F.

Cette fonction f(z,w) = ^9k(z,w) est donc définie par une série
kçA

normalement convergente sur tout compact de ù;, et / est donc holomorphe
sur a/.

Cette série converge aussi uniformément sur {x} x D si x ç. Fi et sur
D x {y} si y € F^. Et puisque fî C o;U (Fi x D) U (D x F2), la série converge
en tout point de fî.

Si x ç. Fî, /(a;,.) est holomorphe sur D. Et si x ^ Fî {y : (x, y) ç
fî} C {y : (x, y) € a;}. Donc / est, pour tout x, analytique en y , et de
même, pour tout y, analytique en x. La fonction / est analytique en tout
point de fi' C a;, et ne se prolonge en une fonction holomorphe au voisinage
d'aucun point de F, donc n'est analytique en aucun point de F. Ceci montre
que F est l'ensemble singulier de /. Q

THÉORÈME 7. — Si fî est un ouvert de R2 et F un fermé de fî dont
les projections sont de capacité nulle, il existe une fonction séparément
analytique f sur fi dont l'ensemble singulier est égal à F.
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La fonction $ de R2 dans ] - 1,1[ x ] - 1,1[ définie par
2 2^(x,y) = (- arctga?, - arctg^)

est un homéomorphisme. Donc îî = ^(fî) est un ouvert de ] -- 1,1[2 et
F = ^(F) un fermé de îî, dont les projections F\ et Fa sont les images^
des projections Fi et F^ de F par la fonction x ^ -arctga;, qui est

^ ^ 7r

lipschitzienne. Donc les capacités de F\ et de F^ sont nulles. Il existe donc,
d'après le théorème 6, une fonction séparément analytique / sur îî dont
l'ensemble singulier est F. Et, clairement, la fonction / = / o v& a les
propriétés cherchées.
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