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CYCLICITE FINIE DES POLYCYCLES
HYPERBOLIQUES DE CHAMPS
DE VECTEURS DU PLAN.
ALGORITHME DE FINITUDE

par Abderaouf MOURTADA

Introduction.

Le 16éme probléme de Hilbert peut s’énoncer ainsi :

(H) “Existe-t-il une borne N(n) pour le nombre de cycles limites de
tout champ polynomial du plan de degré < n?”.

Un cycle d’un champ de vecteurs est une orbite périodique de ce
champ. Un cycle limite est un cycle isolé dans I’ensemble des cycles.

Un premier pas dans la résolution de ce probleme a été fait grace a
Ecalle-Martinet-Moussu-Ramis [EMMR] et II’yashenko [I]. Ils ont résolu la
conjecture de finitude suivante connue sous le nom de “Probléme de Du-
lac” : “tout champ polynomial du plan a un nombre fini de cycles limites”.
Leurs preuves étant d’ailleurs valables pour des champs analytiques sur S2.

Dans [R], Roussarie a montré qu’une réponse positive a la conjecture

suivante résoudrait le 16éme probleme de Hilbert :

CoNJECTURE [R]. — Tout ensemble limite périodique sur la sphére
S? a une cyclicité finie dans les déformations analytiques.

La notion d’ensemble limite périodique est due & Frangoise et Pugh
[FP] :

Mots-Clés : Champ de vecteurs — Point de selle — Rapport d’hyperbolicité - Polycycle
hyperbolique — Déformation générique — Application déplacement — Cyclicité.
Classification A.M.S. : 53
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DEFINITION. — Soit I une partie compacte de la sphére S?, tangente
a un champ analytique X sur S?. On dit que I est un ensemble limite
périodique s’il existe une déformation analytique (X)) du champ Xy (A € V
voisinage de 0 dans RM) et une suite ()\;) dans V tendant vers 0 telles que
pour tout i € N, le champ X, admet un cycle c¢; qui vérifie dy(c;,T') — 0
quand i — +00.

La notation dy désigne la distance de Hausdorff entre parties com-
pactes de §2.

La notion de cyclicité est due & Bautin [B] :

DEFINITION. — Soit ' une partie compacte de S?, tangente & un
champ analytique Xy sur S2. Soit (X)) une déformation analytique de X,
( A € V voisinage de 0 dans R").

i) On dit que T est de cyclicité finie dans la famille (X)) s'il existe un
entier N, € > 0 et W voisinage de 0 dans V tels que pour tout A € W, le
nombre n(e,\) de cycles limites ¢ du champ X qui vérifient dg(c,T') <e
est inférieur ou égal 4 N.

ii) SiT est de cyclicité finie dans la famille (X)), désignons par
n(e, W) = Sup{n(e,\); A € W}

la cyclicité deT" dans la famille (X)) est alors le minimum de n(e, W) quand
€ et le diamétre de W tendent vers 0.

Soit I' comme dans la définition ci-dessus. Si I" n’est pas un ensemble
limite périodique, alors ' est de cyclicité finie et égale & 0 dans toute
déformation (X)).

D’apres la théorie de Poincaré-Bendixon, un ensemble limite périodi-
‘que a singularités isolées est soit un cycle, soit un point singulier isolé, soit
un graphique.

Un graphique est une image continue du cercle constituée d’une
réunion d’un nombre fini et non vide de points singuliers isolés (appelés
sommets du graphique ) et d’une réunion d’orbites réguliéres qui relient ces
points et dont ’ensemble w—limite (resp. a—limite) est I'un des sommets
du graphique.

Un graphique T' d’un champ Xj sur §? est dit monodromique si :

i) il existe une transversale 7 au champ définic par une application
analytique
f:]—¢e[— R?
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qui est un difféomorphisme sur son image et telle que le point f(0) soit sur
I’'une des orbites régulieres du graphique;

ii) il existe €; €]0,¢] tel qu'une application premier retour p relative-
‘ment & 7 soit définie pour tout u €]0,¢1(;

iii) si on désigne par ¢, le morceau compact de 'orbite du point f(u)
dont les extrémités sont les points f(u) et f(p(u)), alors dy(c,,T) — 0
quand u — 0.

Un polycycle est un graphique contenant un nombre fini d’orbites
régulieres. Un polycycle dont les sommets sont des points de selle hyper-
boliques est dit polycycle hyperbolique.

Sur la figure 0, le polycycle Py~ Pyy2 P13 est monodromique alors
que le polycycle P;v, Py, ne l'est pas.

Y2 Py

Figure 0

On note (I'},) un polycycle hyperbolique & k sommets, P; les sommets
du polycycle et r; le rapport d’hyperbolicité du sommet P; qu’on définit
par :

T, = |M1/ﬂ2|

Jt1 < 0 < py étant les valeurs propres de la partie linéaire du champ en P;.

Reprenons les notations de [M1]. Soit (X)) une famille de champs
de vecteurs de R?, C®en (m,)\), m = (z,y) et A dans un voisinage
de 0 dans RA; on suppose que X, présente un polycycle hyperbolique
et monodromique (I'y). L’objet de l’article est de démontrer le résultat
suivant :
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TutorEME 0. — Pour tout n, il existe un ouvert dense O, C P,
espace des champs de vecteurs polynomiaux du plan de degré < n tel que
le probléeme (H) soit localement vrai sur O,,.

“localement vrai” signifie que pour tout X € O,, il existe un voisinage
Vx de X dans O, et un entier Nx tels que le nombre de cycles limites de
tout champ Y € Vx est < Ny.

Dans [FP], Francoise et Pugh montrent que les cycles et les points
clliptiques sont de cyclicité finie dans les familles analytiques. Le Théoréme
0 est alors une conséquence du Théoréme 3 ci-dessous. Avant d’énoncer
ce théoréme, convenons d’appeler “condition de type C.H.” [Condition
Hyperbolique] toute condition de la forme :

HTj#l

Jel

ou I est une partie de {1,...,k}.

TutoriME 3. — Il existe G(k) ensemble fini de conditions algébriques
(dites conditions génériques) portant uniquement sur les rapports d’hyper-
bolicité (r;) des sommets (P;) et contenant toutes les conditions de type
C.H., et uu entier e(k) ne dépendant que de k tels que tout polycycle (I';,)
vérifiant G(k) est de cyclicité < e(k) dans toute famille C*® (X)).

Si & chaque polycycle (I'y) on associe le point my € RfL* de
coordonnées my = (r;(0));=1,..x, [ certaines conventions sur le premier
point et le sens devant étre prises | le mot “générique” du théoréme signifie
que my est dans un ouvert dense de R¥ . L'ouvert O,, est constitué des
champs polynomiaux du plan & singularités non dégénérées et dont les
polycycles hyperboliques et monodromiques (y compris ceux & sommets
sur infini ) vérifient les conditions G(£) correspondantes.

On montre dans le §2 que les conditions génériques du théoréme ci-
dessus croissent avec le nombre de sommets k et qu’elles sont toutes de la
forme :

gj,k(rl(o)a 7'2(0), "~7Tk(0)) # 0

g;,x Gtant une fonction polynomiale & k variables et & coeflicients dans
Z. Si on désigne par (I';_,) le sous-polycycle (virtuel) du polycycle (')
obtenu par élimination du sommet P;, alors ’ensemble des conditions g;
ci-dessus contient toutes les conditions g;r—1 appliquées aux polycycles
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(i _,). Dans [M2], on montre que pour k < 3, les conditions g,k sont
toutes de type C.H.. Dans [M4], on montre que pour tout k > 4, il existe
des conditions g; ; qui ne sont pas de type C.H..

Ces conditions génériques ainsi que la cyclicité maximale e(k) an-
noncée dans le théoréme ci-dessus satisfont & des relations de récurrence
(portant sur le nombre de sommets k) dont la complexité ne permet pas
d’en donner des expressions explicites. On donnera cependant, 3 la fin de
cet article, une majoration explicite (mais grossiere!) en fonction de I’entier
k de la cyclicité maximale des polycycles (T';).

Sio1(\) est une transversale au champ (X)) comme dans la fig.1 (page
725) et si z est un parameétre sur o (), Papplication déplacement A(.,\)
associée a ’application de retour p(.,A) relative au polycycle perturbé est
définie par :

Az, ) = p(z,\) — .
Dans [M1], on a établi le résultat suivant :

THEOREME 1 [M1]. — Soit K € N, alors il existe € > 0, V voisinage
de 0 dans R?, deux fonctions continues et positives sur V : p()) et n())
et des transversales au champ Xy : 0;()\), Ti(\) (cf. fig.1) de classe C¥ tels
que si on pose :

(L) Uy =lpNsel, U= thx D} et V= U, elx{Al,
A€V A€V

Papplication déplacement associée & l’application de retour du polycycle
perturbé soit définie sur Uy pour tout A € V et soit donnée par : V(z,\) € U
(1.2)

r2(A)

i (N)
A(a:,,\)=[...[x”(")+b1()\)] +...+bk_1(A)] +be(N) = (A

avec
p(z,A) = z[@1(A) + f(z,N)]

« est un parametre de classe C¥ sur a1()\) et A (mesurée sur la transversale
(X)) est de classe CK en x sur Uy et toutes ses dérivées sont continues en
(z,A) € U. b;()\) mesure sur la transversale d’entrée du sommet P;,, (avec
la convention k + 1 = 1) la déformation de la connexion entre les sommets
P; et P;y,. La fonction & vérifie

(1.3) VAeV a(\)>0.
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La fonction f est continue sur }-€,e[xV ,de classe C¥ en = sur |n()), e[ pour
tout A € V et vérifie :

. anf
. L - = =0.
(1.4) vn € {0,..., K} (z(x)}?(lo,o) (@ = n(N)". 55 (2,2) =0
z,\)EV

Les cycles limites convergeant vers (I';) sont les racines isolées de
I’équation

(2) Az, ) =0;

dans cet article, on propose un algorithme général (basé essentiellement sur
le lemme de Rolle) pour la résolution de I’équation (2). Dans cet algorithme
et d’un point de vue formel, la fonction f (cf. (1.2)) se comportera ( dans le
cas générique du théoréme 3 ) comme un reste devant la partie principale
de A sion fait n =0 (cf. (1.4)). Ceci est réalisable [ grace & des propriétés
géométriques du polycycle perturbé qu’on donne dans le §1] sur un certain
cone O C V (de tels cones sont en nombre fini et recouvrent le voisinage
V si on remplace P, par P; et X) par —X) ) et on démontre le théoréme
suivant :

THEOREME 2 [cf. §2]. — Si certaines conditions génériques sur les r;
sont satisfaites, alors il existe e(k) € N ne dépendant que de Dentier k, tel
que pour ¢ et O petit, ’équation (2) ci-dessus a au plus e(k) racines isolées
en x sur Uy pour tout A € O. .

L’algorithme général cité ci-dessus nous donne : e(3) = 5, mais
on montre dans [M2] (en détournant légérement cet algorithme) que les
polycycles (I's) sont de cyclicité <3. On établit aussi dans [M4] existence
de polycycles (I'y) de cyclicité > k dans les familles génériques et on prouve
dans [M3] l’existence d’un polycycle (I'y) de cyclicité=5 dans les familles
génériques a quatre parametres. Le diagramme de bifurcation de telles
familles est établi dans [M5].

Le cas k = 1 a été étudié par Andronov et al. dans [A]; ils ont montré
qu’en classe C! et sous la condition r, # 1, il apparait au plus un cycle.
Le cas k = 2 a été traité par L.A. Cherkas dans [L] pour des familles
analytiques. Il a montré que sous les conditions ry.75 # 1,7y # let ry # 1,
(T'2) est de cyclicité <2. Le résultat énoncé ci-dessus résoud partiellement
un probleme proposé par J. Sotomayor et repris par R. Roussarie dans [R]
concernant la cyclicité des polycycles hyperboliques génériques.
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oy

Tiv1 Pipr

Figure 1

Je remercie C. Bonatti pour la démonstration du Lemme 1 qu’il m’a
suggérée.

1. Cones d’étude.

Dans ce paragraphe, on construit certains cénes du voisinage V (cf.
Théoréme 1-Introduction) dans lesquels la fonction f (cf. (1.2),(1.4)) a le
“bon comportement” qu’on précisera dans le §2. Ces cones sont construits
grace aux conventions géométriques introduites dans [M1]-§I1.2 et qu’on
rappelle ci-dessous :

DEFINITION 1. — Reprenons les données du Théoréme 1; soit A €
V, on appelle chemin partant du sommet P, dans le sens positif la ligne
géométrique obtenue comme réunion de ses k branchements. Pour tout
t = 1,...,k le branchement n°i a son origine M; sur la transversale o;
et son extrémité M;y, sur o;41 (avec la convention k + 1 = 1). Ces k
branchements sont définis par récurrence comme suit (cf. fig. 2) : pour
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i =1, My = A, et le branchement n°1 est la ligne A; Py B, M>; pouri > 2
deux cas se présentent : si M; est d’abscisse > 0 sur o;, le branchement
n°i est le segment d’orbite M;M;4, ; si M; est d’abscisse < 0 sur o;, le
branchement n°i est la ligne M;A; P,B; M.

— Le chemin partant de P, dans le sens positif sera aussi appelé
“chemin partant de o,” sans spécifier le sens. On définit de la méme fagon
”le chemin partant de P, dans le sens négatif’ (qu’on appellera aussi
“chemin partant de 7”) en commencant par Je point B; (cf. fig. 2) et
en allant dans le sens contraire du champ X,. On généralise ensuite cette
notion de chemin dans les deux sens (ainsi que les conventions de langage
qui vont suivre) & n’importe quel sommet P; du polycycle.

On dira que le i® branchement du chemin partant de o est > 0 (resp.
< 0) si son extremité M;,; est d’abscisse > 0 sur o; (resp. < 0). Le dernier
branchement sera appelé “aboutissement du chemin”.

Figure 2

Posons E = {+,—} ; désignons par v; € E le signe du i® branchement
du chemin partant de P; dans le sens v € E pour un certain A € V; le
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k —uplet 0 = (v;)i=1,..1 € E* sera appelé "signe” du chemin. On définit
alors le céne C(Pj,v, ) par :

(3.1) C(Pj,v,0) = {X € V; le chemin partant de P; dans le sens v
a pour signe 0}

il est clair que :

(3.2) Vi=1l,..kVweE |J C(P;,v,0)=V
DEEF

et que si C(P;,v, ) est non vide, 0 est un point adhérent & C(P;,v, D).

Désignons par :

(3.3) c (Pv)y=  |J CW@v,0),

DEEN up=—

on va montrer le résultat suivant trés utile pour la suite :

LEMME 1. — U C~(Pj,v) = V; autrement dit pour tout
J€{l,. sk} vEE
A €V, il existe un point de départ P; et un sens v € E tels que le chemin
partant de Pj dans le sens v a un aboutissement <0.

Preuve (Ch. Bonatti). — Tout d’abord convenons d’appeler “bran-
chement nul” un branchement dont 'extrémité est d’abscisse nulle; on a
trivialement 1’équivalence : le chemin partant d’un point P; dans le sens v a
un aboutissement <0 si et seulement si le chemin partant de P; dans le sens
—v a tous ses branchements >0 ou nuls. On montrera donc que : V) € V,
3P; et v tels que le chemin partant de P; dans le sens v a tous ses bran-
chements > 0 ou nuls. Si pour A € V, il y a une infinité de cycles du
coté positif des transversales 7;, désignons par z; la borne inférieure des
abscisses de ces cycles sur une transversale 7;; par le point d’abscisse x;>0
passe une orbite fermée (le champ X, étant seulement C*) ou un chemin
(cf. fig. 3) dont tous les branchements sont >0 ou nuls; si par z; il passe
une orbite fermée ou s’il n’y a qu’un nombre fini de cycles, alors on peut
trouver une transversale fermée T (cf. fig. 4) qui coupe chaque transversale
7; en un point T; d’abscisse y; >0 et telle que tous les cycles du champ X,
soient situés  l'intérieur du domaine D limité par T

Supposons que le champ X, soit rentrant sur T et posons v = —
(sinon prendre o; & la place de 7; et poser v = —). Il est clair que sur
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T

Figure 3

T1
P Bt P,

T,

Figure 4

chaque transversale 7;, 'ensemble des points d’abscisse < y; desquels part
une trajectoire dans le sens v qui coupe T est de la forme |L;, T}, L; étant
le ler point dont la trajectoire dans le sens v ne coupe pas T'; désignons
par §; I’abscisse de L;. Partant du sommet P; : si ¢, <0, il est facile de voir
que le chemin partant de Py dans le sens v a tous ses branchements > 0;
si i, € [0,y[ par le théoréme de Poincaré-Bendixon (cf. [P]) la trajectoire
par L; dans le sens v aboutit & un des sommets du polycycle, notons P;, ce
sommet ; tous les cycles étant dans D et vu la définition de L, la trajectoire
par L; dans le sens v ne peut recouper 7; que si §; = 0 auquel cas P;, = P;
et le chemin partant de P; dans le sens v a tous ses branchements > 0 ou
nuls; supposons donc P, # P, il est alors clair que §;, < 0 et que en
remplagant P, par P;, dans le raisonnement précédent, on peut prendre
71 = 0etsi P, # Py prendre §;, = 0 et si P;, # P; prendre §;, = 0 et ainsi
de suite jusqu’a ce que l'on ait P;; = P; le chemin partant de P, dans le
sens v a alors tous ses branchements >0 ou nuls.
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En général (i.e pour des déformations quelconques (X)) de Xy au voi-
sinage du polycycle (T'y) (cf. Introduction)), certains des cones C (P}, v, D)
(cf. (3.1)) peuvent étre vides. Pour des déformations ” génériques” au sens
introduit dans [M1]-§IL.3, aucun des cones C(Pj,v,¥) n’est vide et ceci a
Pimportante conséquence qui suit :

LEMME 2. — Vjg € {1,...,k}, Vvy € E | le cone C~(Pj,,vy) (cf. (3.3))

est non vide et I'ensemble C~(Pj,,vy)\ U C~(Pj,v)
FE{L,0 k) UE B, (,0)# (o v0)

est non vide et contient 0 dans son adhérence; autrement dit étant donné un
point de départ Pj, j € {1,...,k} et un sens v € E, il existe des valeurs de
A € V (desquelles on peut extraire une suite tendant vers 0) pour lesquelles
le scul chemin ayant un aboutissement <0 est cclui partant de P; dans le
sens v.

Preuve. — Posons 0 = (v;)i=1,..k avec v; = + pour ¢ = 1,...,k — 1
et v, = —; d’apres la condition de généricité ci-dessus C(Pj,,vo, D) #
O et plus précisément 1’ensemble C."(I’j",vo,ﬁ) = C(Pj,,ve,0)\{X €
C(Pj,,vo,0); 'aboutissement est nul} est non vide. Le reste du lemme
est alors trivial si on remarque que :

C_(Rim’l’o)\ U C_(I—)jav) o C-’(Pjoavtlsﬁ)'
JE{L,... .k} ve,(4,0)#(Go,va)

2. Algorithme de finitude.

Avant d’entamer ce paragraphe, reprenons ici la Définition 3-§I1.1 de
[M1] :

DEFINITION 2. — Soient L une fonction de la variable (x, ), O une
partie de R? telle que 0 € O et a une fonction de classe C¥en X sur O, de
signe constant et telle que Lim a(A) =0 et | a(A) |<e/3 pour tout A € O.

A€EOQ

Posons W = U Ja(N),e[x{A}; et svit p une fonction positive, de classe
) A€0
CKen (x,)) sur W et telle que . AI:in(lo o p(xz,A) = 0; alors on dit que
(. X)EW

“L vérifie les propriétés (Iffu) par multiplication par p sur W ” si
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L est de classe CNen (z,\) sur W et si VYo < I L vérifie la propriété :

. o"L
) I . : p —
(34) (I)‘\’O)" : (,r.};l_{[(lu.m p". o (‘E’ A) =0.
(. N)EW

Des propriétés (15°), (I[), (I{}) sont définies dans [M1]; elles ne
nous serviront pas ici.

-— Dans cette partie, on s’intéresse au nombre de cycles limites du
champ X, qui apparaissent au voisinage du polycycle (T'y) (cf. Introduc-
tion). L’abscisse @ sur la transversale o; (par exemple) d’un tel cycle limite
est solution de ’équation (2) :

(2) A(z,\) =0

qu'on appellera équation aux orbites fermées. A(.,A) est l'application
déplacement décrite dans le Théoréme 1. Introduction ).

Dans D'algorithme qu’on propose .ci-dessous pour la résolution de
I’équation (2), on ne veut pas tenir compte de la structure de la fonction
“reste” f (cf. (1.4)). Il suffit pour cela, comme on va le voir dans les étapes
de lalgorithme, que la fonction f vérifie les propriétés (I )1\(,0) (cf. DEf. 2 ci-
dessus) par multiplication par z sur un ensemble contenant (au sens large)
le domaine de définition U (cf. Théoréme 1-(1.1)) de ’équation (2) ci-dessus.
On déterminera, en conséquence, les conditions “génériques” sur le germe
de Xy le long de (T'y.), sous lesquelles I’équation (2) a la propriété de finitude
(une borne supérieure du nombre de racines en z finie et uniforme en A ).
L’expression (1.2) de Papplication déplacement relative a la transversale

L

oy pour A = 0 montre que si Hr,-(O) # 1 ou a;(0) # 1, le polycycle
i=1

(T4) est isolé parmi les cycles. On traitera dans cet article uniquement des

polycycles hyperboliques non-triviaux et on imposera la condition :

k
(4.1) [Iri0 #1.

i=1

En fait, le type de forme normale donnée a ’application A (cf. (1.2))
et I'algorithme ci-dessous ne conduisent qu’a des conditions génériques sur
le germe de Xy au voisinage des coins P; du polycycle. D’ailleurs si la
condition (4.1) est réalisée et si on fait sur la transversale ¢; le changement
de variable :

42) X =aWae avee a) =@M yiey
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on voit que ’on ‘peut prendre :
(4.3) VAeV:a(\) =1

dans I’équation (2); les fonctions (b;)i=1,....x, 7 et p (cf. Théoréme 1) étant
remplacées par des fonctions qui leurs sont proportionnelles et la fonction
f gardant les mémes propriétés.

—- Maintenant, désignons par :
(44) 0= C—(P1,+)

o C~(Py,+) est le cone de 'espace des paramétres dans lequel le chemin
partant de o1 a un aboutissement < 0 (cf. (3.3) ). Si le cone O n’est pas
vide, désignons aussi par U et V les restrictions de (1.1) & O (cf. Théoréme
1). On a alors VA € O n()A) =0 et par suite :

(4.5) U= Jlp(\),e[x{A} et V =]0,e[xO0,
AEO

posons aussi :
(4.6) VAEO U =lp(N),€l;

ainsi la fonction f (cf. (1.4)) vérifie les propriétés (I /{‘:0) par multiplication
par z sur V D U (cf. Déf. 2) et on a le résultat de finitude suivant le long
du cone O :

THEOREME 2. — Si certaines conditions génériques (portant unique-
ment sur les rapports d’hyperbolicité (r;(0));=1,... . des sommets (P;);=1,... x
du polycycle (T'y,) (cf. Introduction) sont vérifiées, alors il existe un entier
e(k) ne dépendant que de k : nombre de sommets du polycycle (T'), tel
que quitte & restreindre € et O et pour tout A € O, I’équation (2) admet au
plus e(k) racines isolées en x sur son domaine de définition Uy (cf. (4.6)).

Remarque 1.

1) le mot “générique” doit étre entendu au sens donné dans ’Introduc-
tion de [1]. En fait, on ne donnera pas toutes ces conditions sous forme ex-
plicite mais on montrera qu’elles sont en nombre fini et que chacune d’elles
est la forme g(r;(0),72(0),...,7£(0)) # 0 ou g est une fonction polynomiale
a k variables et a coeflicients dans Z.

2) Ce Théoréme 2 et le Lemme 1-§1 entrainent le Théoreme 3 de
P’Introduction ; ceci sera détaillé a la fin de la preuve qui suit :
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Preuve. — Reprenons ’équation aux orbites fermées (2) par restric-
tion au cone O (cf. (4.4)) en supposant la condition d’hyperbolicité (4.1)
remplie et en tenant compte de (4.3) :

(E)
o ()
[ [[a;]“‘” + bl()\)] A bk_l(/\)] +bi(A) —z[1+ f(z,N)] = 0.

La résolution de I’équation (E) utilise le Lemme de Rolle et quelques
résultats qu’on démontre plus loin a l'intérieur de cette preuve. Entre
deux opérations de dérivation successives peuvent intervenir des opérations
de division par des unités ou des fonctions ayant un nombre fini de
racines en z. Les deux derniers termes de translation by () et by—1(A) sont
éliminés dans la premieére opération de dérivation pour le premier et dans
la deuxiéme opération de dérivation pour le deuxieme. Ceci confirmera les
résultats de [4] et [5]. Ensuite une 3éme opération ne servira qu’a réarranger
I’équation pour lui donner une certaine forme ”récursive” (dans un sens
qu’on précisera) qui sera stable sous les opérations de ’algorithme. Sous
cette forme, I’équation est polynomiale de degré 2 en le terme de translation
b—2(A) et chaque élimination d’un coefficient du développement en by _3(A)
correspond 4 une multiplication par 2 du degré du futur développement en
bi.—3(\) obtenu aprés élimination compléte du terme by—2(A); le degré du
développement polynomial en by_3(\) sera 8... etc.

Définissons par récurrence les fonctions :

ho(z,)\) =x

(47) V(z,2) €U {Vje{l,...,k} by, A) = [hyor (@, 7P+ b;(0)

pour tout j € {0, ...,k} la fonction h; est > 0 sur le domaine ¢/ de définition
de ’équation (E) et qu’elle est nulle si et seulement si ’orbite positive (pour
le champ X)) par le point d’abscisse z sur la transversale o; aboutit au
sommet Pjy; (avec la convention k +1 = 1).

Pour la clarté de ce qui suit, introduisons quelques notations :

— Soit j € N** et t1,t,...,t; € R, on désignera par (t); le j —uplet :
(4.8) (t); = (t5,tj-1, ...,il) et on convient que (¢), = 0.

— Soit n € N** et t € R, on désignera par t" le réel :

(4.9) t"=t—-n

les indices seront mis vers le bas : t,, et les puissances seront signalées par
des crochets : [t]".
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— Soient (t); et (t'); deux j — uplets et u,v € R, on posera :

(4.10) (ut+v.t'); = u.(t); +v.(t);.

— Soient j,n € N** et t1,ts,...,t; € R, on désignera par (t"); le
j — uplet :

(4.11) () = ({2,871, e £7) (cf. (4.9)).

Soient maintenant t,t.,...,t; € R, on définit par récurrence et a
’aide des fonctions (h;);=o,...,k—1 (cf. (4.7)) les fonctions :
(4.12)

(t)o _
V(z,\) € U {50 (,4) =1

Vi€ {1k} S (2,2) = [hj—1(z, V)] .S (2, A).

Dans la suite, il arrivera que le j—uplet (t); soit fonction du parameétre
A. Définissons ensuite et pour j > 1 les fonctions :

(4.13) Vje{1,...,k} V(z,\)elU

SWie, ) = 5Wi(z,N). [ho(z, )"
. 0 . ) -1
= (@A) = o5 @A) [5 (0]
£0i(z,0) = SWi(z,0).2P% (2, )
ou (1); désigne le j — uplet : (1); = (1,1,...,1). On posera aussi :
Ro(\) =1
4.14 YAeO .
(4.14) {v] € {L.k} Rj(\) = Rj_1.ri(N)

(cf. (4.4)) ou rj(\) désigne le rapport d’hyperbolicité du sommet P; (cf.
(E)). Signalons que les fonctions R; ci-dessus sont définies et continues sur
le voisinage V (cf. Théoréme 1).

— Donnons d’abord quelques résultats élémentaires utiles pour la
suite :

(4.15)  Vj€{0,1,...k} Y(z,\) eU: %@,A):R,»(A).sjf')f(x,x)

le j — uplet (r'); est fonction de X\ et désigne d’aprés (4.11) et (4.9) :
(1) = (r}, 1) avec 7} = 75(A) = 1,y 7f =11 (X)) — 1.

(4.16)

Vi, .oty € R V)€ {1,..,k} Lim £Wi(z,A) = 0.
(z,A) = (0,0),(z,\) e U
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(4.17) Vj e {1,...,k} V(z,A) € U la fonction :
(t); € R? o £ (z,2)
est linéaire en (t);; si u,v € R,
igu't“"tl)’ (z,A) = u.flgt)j (z,A) + v.igt/)j (z,A)
(4.18) Vty,..,tx € R V(z,\) € U (les variables z,\ seront parfois
omises) :
Sz, A) =t et Vi € {2,...,k} :
£ (2, 3) = hyj_1(z, 0).E97 (2, ) + t;.Ri_1 (V)85 (2, 1)

et

) (Do .
S, <az2§t>,)=5;1_)1 (5__ (1) )-[hj—1]2

+Rj_.1 .2§~t_fir+t)j_l . (hj_15§?{—l> .

— Revenons maintenant a ’équation (E). Avec les notations précédentes,
cette équation s’écrit (cf. (4.7)) :

(E) hi(z,X) —z[1 + f(z,A)] =0

désignons par ;0 le 1°" membre de cette égalité (le 1¢" indice k désigne
le nombre de sommets du polycycle et le 2¢™¢ indice 0 désigne le nombre
d’opérations de dérivations). Le nombre de racines en z de 1’équation (E)
sur son domaine de définition i) pour A € O (cf. (4.4) et (4.6)) est, d’apres
le Lemme de Rolle, inférieur ou égal au nombre de racines en z de ’équation
3_¢" o(z,A) = 0 sur Uy augmenté de un. D’apres (4.15) on a :

G (e N) = RS @,2) = 1+ fuo(z, V)

ou fio(z,A) = f(z,A) + z. g—i(a: A); la fonction f vérifiant les propriétés
(I¥,) par multiplication par z sur U , la fonction fyo vérifie les propriétés
(I K,o !) par multiplication par z sur U (cf. Déf. 2).

Maintenant, si k = 1, (5.1) montre que le Théoréme 2 est vrai sous
1
la condition 7,(0) # 1 avec e(1) = 1. Si k > 1, le produit S,(f ) contient
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au moins deux facteurs (cf. (4.12)) et comme on a

Vj € {0, ..., k} hi(z,A) =0

Lim
(z,2)—(0,0)
(z,\)eU
(cf. (4.7)), on déduit que si : (Vj € {1,..,k} 7}(0) > 0) ou (Vj €
{1,....,k} 1']1-(0) < 0) Péquation (E) aurait au plus une racine en z; ces
deux premiers résultats sont annoncés dans [A]. Pour pouvoir continuer,
supposons donc k > 2 (et les r} (0) pour j = 1,...,k ne vérifiant aucune des
deux conditions ci-dessus) et cherchons une fonction qui aurait les mémes
racines en z sur Uy que la fonction (5.1) et qui serait linéaire en le terme
de translation by_;()); quitte & restreindre € et O et utilisant la relation
(4.12) pour j = k, on voit que I’équation a%z/)k,o(x, A) = 0 est équivalente

a ’équation :

(5.2) ReOV).[1+ fro(z, N)]7288 =1 (2, 8) = [hp—1(z, X))
et si la condition :

(53) :(0) #£ 0

est réalisée, I’équation (5.2) est équivalente a ’équation :

(5.4) A1 + fr1(z, N)]-SE%1 (@, A) = hy—a (z,0) = 0

ol on a posé :

(5.5) {V'\ €0 i AN = [Rk(,\)]—[rt.m]“

Yz, A) €U ¢ fuu(z,A) = [1+ fuo(a, MM 1
et le (k — 1) — uplet (2)—1 est donné par (cf. (4.8)) :

(56) Vjie{l,..k—1} VA€O z(\)=riA).[rtN] .

Désignons par ¥y,1(z,A) le 1¢" ‘membre de (5.4). Il est clair que la
fonction fi; ci-dessus (cf. (5.15)) vérifie comme fio les propriétés (I >{{,()_ |
par multiplication par x sur . D’apres le Lemme de Rolle et ce qui précede,
le nombre de racines en z sur i), de I’équation (E) est inférieur ou égal au
nombre de racines en x sur Uy de I’équation 3%1/%,1(% A) = 0 augmenté de
deux.
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Remarque 2. — Quitte & remplacer la classe de différentiabilité K
par K’ > K bien choisi, on supposera désormais que toutes les fonctions
intervenant dans ’algorithme sont au moins de classe C¥ en z.

Avant d’entamer le calcul de la fonction 3%1’[)’”"1’ introduisons de
nouvelles fonctions : si f est une fonction qui vérifie les propriétés (I ,{‘:0)
‘par multiplication par z sur U, si ¢1,¢2,...,tx € Ret sij € {1,....k}, on
désigne par f)y“ (f) la fonction :

(58) V(@A eu: EWi(f)(z,2) =S (@A) + 5 (2,2).f(z,\)
cf. (4.13) et (4.18)). Ceci étant et grace aux relations (4.13) et (4.15), la
dérivée de la formule (5.4) s’écrit : ’
(5.9) «p“ = A1+ foo] S BR (fn)

~Ry_1 .S

les fonctions foq et fo; vérifient les propriétés (I ,(fo) par multiplication par
z sur U (cf. Remarque 2 ci-dessus). Plus précisément on a posé :
(5.10)

{ Fao(z,A) = fur(z, A) (cf. (5.5))
V(z,\) elU

Far(@,A) = ho(z, ). af“( )M+ fuaa N]7Y (ef. (4.7))

D’aprés ce qui a été dit au sujet des fonctions h; (cf. (4.7)) et
les formules (4.12), les fonctions S(t)’ sont > 0 sur U et n’ont pas de
1ac1ncs en x sur 'ouvert Uy pour tout A € O; on en déduit que I’équation
a—z/)k 1(z, ) = 0 est équivalente sur U, a I’équation :

(511) A)-[1+ fao(=, V]S (2, 0)- 5247 (£21)(2,4) = Riemr(A) = 0
ot (y)i—1 désigne le (k — 1) — uplet : (y)r—1 = (Yr—-1,..-,¥1) avec :

(512) Vje{l,..,k—=1} VA€O0:y;(A) = —(r;(\).rO). [rV)] ™
(cf. (4.9) et (5.6)). Désignons par ¥y 2(x,A) le 1¢" membre de (5.11).

Maintenant, si k¥ = 2 on calcule aisément grace a (5.11), (4.12), (5.8)
et (4.18) : V(z,A\) €U

PYa,2(x, A) = A1 + fao(2, N)]-[ho(z, A)]V* PV (21(N) + far (2, A) = Ri(N)
et on déduit de (4.7), (5.3), (5.6) et (5.12) que sous les conditions :
(5.13) r(0) # 0, 73(0) # 0 et (r1(0).73(0))" #0
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le Théoreme 2 est vrai avec e(2) = 2; un tel résultat a été obtenu par
L.A. Cherkas dans [L]. Si k£ > 2, le produit S(y)" ~! contient au moins deux

facteurs (cf. (4.12)) et comme on a : - ,\I;li_l;f(lo 0 EXZ); (fa1)(x, A) =0 (cf.

(z,\)eU
(4.16) et (5.8)), on peut déduire que si :
(5.14) Vie{l,...,k—1}:y;(0)>0

(cf. (5.12)) ’équation (E) admettrait au plus deux racines en « sur U, pour
tout A € O; on ne détaillera pas plus ce cas particulier et on revient au cas
général en gardant k > 2 pour une raison qu’on expliquera plus loin.

Signalons que l'apparition dans 'expression de la fonction Vi,2
(cf. (5.11)) du terme ﬁliz_)‘l" (f21) qui est, contrairement aux fonctions Sg-t)j
(cf. (4.12)), de structure additive (cf. (5.8) et (4.18)) empéche pour les
cas k > 2 I’élimination d’une puissance ou d’une translation en une seule
opération de dérivation. Comme cela a été dit en début de la Preuve, on
procede maintenant & une 3¢¢ dérivation pour éliminer le terme Sy)j et
homogéneiser I’équation : d’aprés le Lemme de Rolle et ce qui précede, pour
tout A € O, le nombre de racines en x sur i), de ’équation (FE) est inférieur
ou égal au nombre de racines en x sur Uy de ’équation : a%wk,g(a:, A)=0
augmenté de trois. Comme pour la relation (5.9), un simple calcul nous

donne : V(z,\) € U

(5.15) ——«m 2 = A1+ fo(e, V)-S5 (2, 0) hu,3(2, A)
ou ¥y,,3 désigne la fonction :

(5.16) V(z,\) €U :9pa(x,A) = B4 (far) (@, A).B% " (fa2) (, A)
0

+527 (@,2). 5B ()@ 0)

les fonctions f3g, f31 et f32 vérifient les propriétés (I o) par multiplication
par x sur U et sont données par : (cf. (5.10) et Remarque 2)

Ja0(z,A) = fao(z,A)
(5.17)  Y(z,A) €U | fa(z,\) = x.%f’;—“(x,/\).[1+fzo(x,/\)]“-
fa2(z,A) = fai(z,A)

Grace & (5.5) 1°¢ ligne et a la remarque ci-dessus concernant le
signe des fonctions S;. )i on peut affirmer que, quitte & réduire ¢ et O
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(cf. (4.4), (4.5) et (4.6)), I’équation a%zbk,g(x, A) = 0 est équivalente sur U
a I’équation : (cf. (5.15) et (5.16)) .

(5.18) Pr(z,0) = 0

la résolution de cette équation sera une application des résultats de I’étude
élargie qu’on présente ci-dessous et ou on donne les propriétés de certains
espaces de fonctions notées : Q™7 et P™J; on montrera ensuite que la
fonction ¢y 3 ci-dessus (cf. (5.16)) est équivalente (au sens qu’on précisera,)
A une fonction de type Q2*~2 pour k > 2 :

Les espaces des fonctions Q™7 et P™J.

a) Définitions :

On définit les fonctions Q™ par récurrence sur m,j € N et 3 aide
des fonctions (h;)i1,..x (cf. (4.7)) et des fonctions ($!%)i=; . x(cf. (4.12))
ou (r); désigne le i — uplet des rapports d’hyperbolicité (r;)i=1,...; des
sommets (P;);=1,...,; du polycycle (I'y) (cf. Introduction) :

* pourm = 0 ou j = 0, les fonctions Q%7 (ou Q™°) sont de la forme :
6.1) Yo\ EU: Q%9(z, A)(ou Q™0(z,\)) = C + f(z, A)

ou f est une fonction qui vérifie les propriétés (I i{,o) par multiplication par
x sur U (cf. Déf. 2, (4.5) et Remarque 2) et C est une constante;

* pour m > 1 et j € {1,...,k}, la fonction Q™7 est un polynéme
homogeéne de degré m en les deux variables (hj, S](»T)’ ) dont les coeflicients

sont des fonctions Q=1 avec | € {0,...,m}; plus précisément, supposons
définies sur U les fonctions Q7! pour tout | € N, alors :
(6.2)

V(e N) €U s QM N) = Sfkolhy (2, NI [ 2, 0] QM ),

On définit les fonctions P a I'aide des fonctions Q“~! et des fonctions
h,j,S;T)j comme suit :

*pour j=0etVn € N, Vm € Nm > n; P™° est du type d’une
fonction Q™° (ou Q%) :

(6.3) V(z,\) €U P™O(z,)) = C + f(z, )
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ot les fonctions f et C ont les mémes propriétés que dans la relation (6.1)
ci-dessus.

* pour j € {1,..,k} etVn € N, Vm € N m > n; la fonction P
est un polynéme homogéne de degré n en les deux variables (h;, .S';.")j) dont
les cocfficients sont des fonctions Q4= (cf. (6.2)) avec | € {m —n,...,m},
soit :

(6.4)

, . l .
V(,\) €U PR, ) = Sy [y, V" [SE7 2, 0] @b a, ).

Remarquons que :
(6.5) Vie{l,..k} Vn>1: P™ =Q™
(i.c P™J est une fonction de type Q™)

(6.6) Vie{l,.,k} Vm>1: PM™ =Q™i~! (cf. (6.4)).

Désignons par B™J (resp. A"7) I'ensemble des fouctions ayant une

F . m,j . m,j N . - m,j

deriture de type Q™7 (resp. PJ™7) et notons pour j > 1: A; = e A}

et B = Y B™J, désignons aussi par C I'ensemble B = B™0 = AnV
m>

(cf. (6.1) et (6.3)). On montrera plus loin que les enscmbles B™7 (resp.
A"J) sont des R — espaces vectoriels et que C est une R — algebre. Notons
enfin :

(6.6) A=CU( U A).

K>j21

b) Les relations d’équivalence modulo (IF,) et la suite des cocthi-
cients :

Les relations d’équivalence et la notion de “suite des coefficients”
qu’on définit ci-dessous nous permettront essenticllement de montrer que
les conditions génériques de la Proposition 4 dépendent uniquement des
rapport d’hyperbolicité (r;(0))i=1,... k-

Comme pour les fonctions Q™7 et P/ décrites ci-dessus, les re-
lations d’équivalence modulo (I {‘0) seront définies par récurrence comme
suit :
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* deux éléments Fy, F> de C (cf. (6.1) et (6.3)) seront dits équivalents
dans C mod. (Ifo) si et seulement si la fonction : (z,\) € U — Fy(z,)) —
F(z,)\) vérifie les propriétés (I {fo) par multiplication par x sur U.

* pour j € {1,...,k}, deux éléments Q™7 et Q™+ de I’ensemble B;
seront dits équivalents dans B; mod. (I ,{fo) si et seulement si :

i) les fonctions Q™7 et Q™7 ont le méme degré : m =m' > 1, et :

ii) il existe des écritures des fonctions Q™7 et Q™ dans B™  (cf.
(6.2)) : V(z,A) €U

Qmi(2,3) = Bt [hy (@ W™ [57 (@, 0] @t
Q(z,3) = B Iyl NI [0 5, 0)] gt

telles que pour tout I € {0, ...,m}, les fonctions Qm~4i=1 et Qm—43=1 sojent
équivalentes dans B;_; mod. (If,).

*Pour j € {1,...,k}, deux éléments P™J, P,’;‘"j de I’ensemble A;
seront dits équivalents dans A; mod.(I {fo) si et seulement si :

i) ces fonctions ont le méme degré n = n’ > 1 et le méme indice
m=m' et

ii) il existe des écritures de ces fonctions dans A™7 (cf. (6.4)): ¥(z,)) €
U

j n— r); l m—1,j—

P (z,A) = S [z, " [ (2,0)] @197 (z,0)
> j n— T){ l Am—l,j—
Pri(z, A) = Sjg [hy(z, " [87 2, 0)] Qb

telles que pour tout | € {0, ...,n}, les fonctions Q=131 et Q™—4i=1 sojent
équivalentes dans B;_; mod.(If,).

La notion de “suite des coefficients” qu’on introduit ci-dessous nous
permettra de caractériser les classes d’équivalence mod. (I¥)) :

* Si F est un élément de algébre C qui s’écrit : V(z,\) €U F(z,\) =
C + f(z,A) (cf. (6.1)), alors la suite des coefficients dans C de la fonction
F est le 1 — uplet (C);
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* Si Q™ est un élément de I'ensemble B; qui est donné par la relation
(6.2), alors la suite des coefficients dans B; de la fonction Q™ est le
uplet construit a ’aide des suites des coeflicients des fonctions coefficients
‘Q™~53-1 en les ordonnant suivant les degrés m — | décroissants.

* La suite des coefficients dans A; d’un élément P™J de 'ensemble
A; se définie de la méme fagon en utilisant la relation (6.4) et ce qui est
dit ci-dessus.

Une récurrence simple permet de montrer que :

LeEMME 3. — Deux fonctions Fy , F, de ’algébre C (resp. deux fonctions
P, Pmei de I'ensemble A;) sont équivalentes dans C (resp. dans A;) mod.
(I f,o) si et seulement si elles admettent des écritures dans lesquelles elles
ont la méme suite des coefficients dans C (resp. dans A;).

On montre facilement que la suite des coefficients d’un élément de
A™J est indépendante de 1’écriture de cette fonction dans ’espace A™7. On
dira donc dans la suite “équivalence mod. (I ,{‘:0)” ou “suite des coefficients”
sans préciser dans ’ensemble de référence ou ’écriture dans cet ensemble.

¢) lopérateur L et le lemme de Finitude :

Avant de définir “I’opération récurrente” de notre algorithme (cf. Déf.
3 ci-dessous), signalons que :

Remarque 3. — Si G et g sont deux fonctions réelles de la variable x €
]a,b[C R de classe CK+! sur ]a, b] et si la fonction g n’est pas identiquement
nulle sur ]a, b[, alors la fonction ¢ définie sur a,b[\{z €]a,b[ ; g(z) = 0}
par :

_ 2 0 -1
¥@) = @I . 5= (ls@]™ G())
admet un prolongement naturel a ]a, b[ qui est de classe C¥ sur ]a, b[.

DEFINITION 3. — On définit sur les ensembles A; un opérateur
de division-dérivation noté £ comme suit : Si P™J est un élément de
Pensemble A; (5 € {1,...,k} et m > n > 1 (cf. a)) donné par la relation
(6.4) et si son premier coefficient Q™7~! n’est pas identiquement nul pour
tout A € O (quitte & restreindre O (cf. (4.4)), alors 'action de £ sur P™J
est la fonction : (cf. Remarque 3)
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(6.7) Y(z,\) €U : L(PM™)(z,)\) =
87 @, ) [Q V)

2 (@™ @M ™ P, ).

Remarque 4. — Grace a la relation (6.4), on constate que la fonction
P} est polynomiale de degré n en le terme de translation b;(A) (cf. (4.7)
et (E)); l'opération £ ci-dessus consiste en fait & diviser la fonction P/™J
par le coefficient du monéme [h;]™, & dériver ensuite la fonction obtenue
par rapport a z et enfin & multiplier le résultat par I'inverse du terme

1. : —
SJ(-' )i (z,A). [Q’"'J(:c, )\)] 2 qui se met naturellement en facteur comme on
le verra dans la suite.

Des calculs et des récurrences simples permettent d’énoncer :

LEMME 4.

i) Vj € {0,...,k}, Ym € N, si Q™I et Q™I sont deux éléments de
B"™J et si u,v € R, alors la fonction :

(z,A) € U — w.Q™ (z,\) +v.Q™ (z,\)

est un élément de B™J et tout élément de la suite des coefficients de cette
fonction (cf. b)) est de la forme u.c; + v.é;,c; et ¢é; désignent des éléments
de méme rang des suites des coefficients des fonctions Q™7 et Q™.

ii) Vj € {0,...k}, Ymi,ms € N, si Q™ € B™J et QM € B
alors la fonction :

(@,A) €U > Q™ (2, )).Q™> (z, )

est un élément de B +™2+J dont les éléments de la suite des coefficients sont
de la forme £; j2c;1.¢i2 ol la somme est finie et c;;,¢;2 sont des éléments
des suites des coefficients des fonctions Q™17 et Q™2+,

iii) Pour tout j € {1,..,k} et pour toute fonction f vérifiant les
propriétés (I3,) par multiplication par  sur U, les fonctions flg-r)" (f) (cf.
(5.8)) et 5_33")" (cf. (4.13) et (4.18)) sont des éléments de B~ et sont
équivalentes mod. (I3,). De plus, la suite des coefficients de la fonction
SV (f) est le j — uplet (Ry(0), ..., R;(0)) (cf. (4.14)).



CYCLICITE FINIE DES POLYCYCLES HYPERBOLIQUES 743

iv) Vj € {0,..,k}, Vm € N, si Q™J € B™J alors la fonction : (cf.
(4.12))

(z,)) = S5+ (, A) — Q™ (@)

est un élément de B™*'J dont les éléments de la suite des coefficients
sont tous nuls si Q™7 € C (i.e. m = 0 ou j = 0) et sont de la forme
Y. * R (0)ci, sij>1etm > 1 aveci € {1,...,5}, la somme étant
finie, les R;, sont donnés par (4.4), les c;, sont des éléments de la suite des
coefficients de la fonction Q™7 et * désigne des éléments de Z.

v) Soit P™J un élément de l'ensemble A; qui vérifie les conditions de
la Définition 3 ci-dessus et qui est donné par la relation (6.4); alors la
fonction L(P™7) (cf. (6.7)) est un élément de A>™} qu’on note P>™ et
qui s’écrit :

(6.8)

V(,\) €U PE™i(z,)) Z[h DY) it [S(’)’] QFmbi (g, )

avec pour tout | € {0,...,n — 1}, Q*™~bi—1 ¢ B?m~Li~1 et est donnée en
fonction des coefficients de la fonction P;*J par : V(x,\) € U

Q™ b (z,A) = (n—1).R;j(N).Q™(z,A).Q" " (z,N)
(6.9) (1 +1).E (0. Q""j_l(x 2).Qm1-bi=1 (g, \)

+
+ Qm,J 1(.’1: )‘) S(l);(x /\) Qm 1-1,5-1
_ Qm 1-1,j— 1(.17 /\) S(l)g(x /\) Qm,_) 1(.’1: /\)

Les éléments de la suite des coefficients de la fonction L(P™7) sont des
sommes finies T;, ;, i, * .Riy(0).ci,.ci, avec ig € {1,...,5}, les * désignent
des éléments de Z qui ne dépendent pas de la classe d’équivalence mod.
(I o) de la fonction P™J mais dépendent seulement des entiers n et m,
les R; i (0) sont donnés par (4.14) et les c;, , ¢;, sont des éléments de la suite
des coefficients de la fonction P™J.

vi) Soient P™i, P™i € A; deux fonctions qui vérifient les conditions
de la Définition 3; alors si elles sont équivalentes mod. (I ){‘:O) (cf. b)), les
deux fonctions L(P[7) et L(Pr7) sont équivalentes mod. (IK,).
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Remarque 5.

1) Dans I’énoncé vi) ci-dessus, il est essentiel d’imposer que les deux
fonctions P’ et P vérifient les conditions de la Définition 3 comme le
montre ’exemple :

PMY(x, ) = hy(z,2).Q1%(z, A) + S (2, 1).Q°%(=, A)
BM (2, ) = ha(2,1).0"0(x, ) + ST (2, 1).0%0(x, A)

avec Y(z,A) € U = Q%(z,)) = Q%(z,\) = 1, Q'0(z,\) = x et
Q1(x,)\) = 0; les fonctions P}"' et P]' sont équivalentes mod. 1),
le coefficient Q'° n’est pas identiquement nul pour tout A € O sur U
(cf. (4.6)), cependant P’action de 'opérateur £ sur la fonction P}*' n’est
pas définie.

2) Les opérations i), ii) et iv) du Lemme 4 sont compatibles avec les
relations d’équivalence mod. (IX;).

Donnons maintenant un lemme qui généralise le Lemme de Rolle et
qui nous permettra d’établir le Lemme de Finitude :

LEMME 5. — Soit a,b[ un intervalle borné non vide de R et h, f, g
des fonctions réelles de la variable z €]a,b[ qui sont de classe CK+! sur
]a,b[ ; on suppose que la fonction f a un nombre fini n de racines sur |a, b[
(comptées avec leurs ordres de multiplicité). Désignons par F' la fonction :

(6.10) Vz €]a,b[ : F(z) = h(z).f(z) + g(z),

alors si la fonction L(F) définie par :
(6.11)

Vz €la,b] L(F)(z) = [f(:::)]2(,% ([f(z)]"'.F(z)) (cf. Remarque 3)

admet un nombre fini m de racines sur |a, b[ (comptées avec leurs ordres
de multiplicité); la fonction F admet au plus (m + n + 1) racines sur ]a, b
(comptées avec leurs ordres de multiplicité); ’entier K est supposé trés
grand devant m +n + 1.

Preuve. — Désignons par J ’ensemble : J = {z €]a,b[ ; f(z) = 0}
et par ¢ la fonction définie sur ]a,b[\ J par : Vz €la,b]\ J ¥(z) =
[f(z)]~.F(z).Convenons d’appeler zéro de multiplicité nulle d’une fonc-
tion, une valeur ou la fonction est non nulle et désignons par J; ’ensemble
des valeurs z € J dont la multiplicité en tant que zéro de la fonction g
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(cf. (6.10)) est inférieure strictement & sa multiplicité pour la fonction f et
posons J, = J\ Ji.

Notons : n; = #(J1), ny = #(J2) et posons J; = {z1,...,Tpn, }
si my > 1. Il est clair que la fonction ¢ définie ci-dessus admet un
prolongement & ]a,b[\ J; qui est de classe CX (quitte & remplacer K par
2K dans I’énoncé) et qu’on notera toujours . Maintenant on déduit de
(6.11) que si J; est non vide et si z; est un élément de J; de multiplicité
l;; > 1 pour la fonction f et de multiplicité ii,l pour la fonction g,
alors z; est un zéro de la fonction I:(F ) de multiplicité {; ; + ii,l -1, ceci
montre que le nombre de zéros de la fonction a%zp sur |a, b[\ Ji (comptées

ni
avec leurs ordres de multiplicité) est < m; = m — Z(l,-,l +4y—-1)—-

i=1
no

2Zl,~,2, l;» désignant la multiplicité dans la fonction f d’un élément
=1

n ny
de J; (la sommeZ(resp.Z) est nulle si n; = 0 (resp. ny = 0)). Le
Lemme de Rolle ;plpliqué fét ia fonction 3 sur chaque intervalle |z;, T;41]
(avec i € {0,..,n1} et g = a,z,,+1 = b) montre que cette fonction
admet au plus (m; + n; + 1) racines sur ]a,b[\ J; (comptées avec leurs
ordres de multiplicité), on en déduit, d’aprés la relation (6.10) et les
définitions des ensembles J; et J, que le nombre de racines de F' sur ]a, b

ny na
est<my =(my +ny+1)+ Z lin+ Z l; » avec la méme convention pour
les sommes ¥ que ci-dessus. Un calcul simple montre que :

my=m-n+2n+1<m+n+1.

Venons-en maintenant au résultat de finitude :
LEMME 6 (LEMME DE FINITUDE).

i) Soit P™J un élément de I’ensemble A (cf. (6.6°)); alors il existe
un entier N(j,n,m) ne dépendant que des entiers j € {0,...,k}, n € N
et m > n et un ensemble fini de “conditions” G(j,m,m) qui portent
uniquement sur les éléments de la suite des coefficients de P/™J et qui
dépendent des (R;(0));=1,....; (cf. (4.14)) (ces conditions ne dépendent que
de la classe d’équivalence mod. (Ifo) de P™J) tels que sous les conditions
G(j,n,m) et quitte & réduire € et O (cf. (4.4) et (4.5)) la fonction P™J
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admet, pour tout A € O, au plus N(j,n,m) racines en z sur Uy (cf. (4.6))
(comptées avec leurs ordres de multiplicité).

ii) L’entier N(j,n,m) satisfait aux relations de récurrence :

(6.12)
Vn € N,Vm >n :N(0,n,m) =0
n
vj e {1,....k},Vn € N,Vm > n:N(j,n,m):ZN(j—-l,2’.m, 2'.m)+n

=0

iii) Si-on désigne par : l; = #G(j,n,m) et ly le nombre d’éléments de
la suite des coefficients de la fonction P (cf. i)), alors les conditions de
I'ensemble G(j, n, m) sont de la forme : g;(R,(0), ..., R;(0),¢1, ¢z, ...,c1,) #0
avec i € {1,...,l1} et g; est une fonction polynomiale de (j + l3) variables
“dont les coeflicients ne dépendent que des entiers n,m et j et les ensembles
G(j,n,m) satisfont les relations de récurrence :

.pour j =0 et Vn € N,Vm > n: silafonction P™° s'écrit (cf. (6.3))
Y(z,A) € U : P™°(z,)) = c¢(\) + f(z,A)
(6.13) { alors : G(0,n,m) = {c(0) # 0} .
.pour j € {1,....k} et Vn € N,Vm > n : G(j,n,m) = U G - 1,2'.m, 2" .m).
1=0

Preuve. — Par induction sur j et n :

i) Soit P™% € A de la forme (6.13) ci-dessus; il est clair que sous la

condition ¢(0) # 0 et du fait que ( AI}'iH(lo 0 f(x,\)=0 la fonction P70
TyA)—(U,
(z, M) eU

n’admet pas de racines en x sur Uy pour tout A € O (quitte & restreindre

€ et O); ceci prouve i), ii) et iii) pour j = 0.

Soit j € {1,...,k} et supposons l’assertion i) vraie pour tout ! €
{0,...,7 — 1} Vn € N et ¥m > n. D’aprés la relation (6.6), elle est aussi
vraie pour toute fonction de type Py Vm > 0. Soit maintenant n > 1 et
supposons de plus que assertion i) soit vraie pour toute fonction de type
P;"’j avec l € {0,...,n — 1} et m >, écrivons pour tout m > n :

(6.14)

V) €U PR = Sl P [ ] @ e
1=0

ot les fonctions Q™1 € Bm~bi-1 pour tout I € {0,..,n}. Par
I’hypothése de récurrence et si les conditions G(j — 1,m,m) appliquées
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a la fonction Q™! sont vérifiées, Q™7~! admet, pour tout A € O, au
plus N(j — 1, m,m) racines en = sur U, (comptées avec leurs ordres de
multiplicité) ; la fonction P™7 (cf. (6.14)) vérifie ainsi les conditions de la
Définition 3 et on peut poser d’aprés le lemme 4. v) :

(6.15) V(z,\) €U: L(PP)(z,)) = PT{ (2, )

ot la fonction P2™7 ¢ A;",’Z’f et est donnée par (6.8) et (6.9). Toujours par
I’hypothése de récurrence et si les conditions G(j,n — 1,2m) appliquées
a la fonction P2™ sont vérifiées, P>"™;’ admet, pour tout A € O, au
plus N(j,n — 1,2m) racines en z sur Uy (comptées avec leurs ordres de
multiplicité). Maintenant, d’aprés le Lemme 5 et la relation (6.7) (cf. Déf. 3)
(les fonctions S;_rl)j sont > 0 sur U (cf. (4.12))) la fonction P™J admet,
sous les conditions G(j —1,m,m) G(j,n — 1,2m) ci-dessous et pour tout
A € O, au plus (N(j,n — 1,2m) + N(j — 1,m,m) + 1) racines en z sur U
(comptées avec leurs ordres de multiplicité) ; on posera donc :

(6.16) N(j,n,m)=N(j,n—-1,2m)+ N(j — 1,m,m) + 1

(6‘17) G(]’ nvm) = G(]’n - 172m) G(] - lamy m)

D’aprés ’hypothése de récurrence, les définitions des relations d’équi-
valence mod. (I ,(‘:0) et des suites de coefficients (cf. b)) et le Lemme 4.
vi) les conditions G(j,n,m) ne dépendent que de la classe d’équivalence
mod. (I ,{f,o) de la fonction P™J et plus précisément (cf. Lemme 4. v)),
elles dépendent uniquement des éléments de la suite des coeflicients de la
fonction P77 et des (R;(0)) pour i € {1,...,5}.

ii) On obtient la 2°™¢ ligne de (6.12) en utilisant les relations (6.6) et
(6.16).

iii) L’affirmation concernant la forme explicite des conditions de l’en-
semble G(j,n, m) est triviale d’aprés les résultats de la preuve de ’assertion
i). La dernitre ligne de (6.13) s’obtient grace aux relations (6.17) et (6.6).

Remarque 6.

0) Dans le cas général, il n’y a pas unicité de I’écriture d’une fonction
dans les espaces B™J, A™J. Le résultat de ce lemme incite donc & se
poser les deux questions suivantes : a) les conditions de finitude G(j,n,m)
permettent-elles d’assurer 'unicité de I’écriture de la fonction dans I’espace
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A™3?; b) existe-t-il une écriture “minimale” vérifiant les conditions, de
finitude G correspondantes et pour laquelle la borne N correspondante est
minimale ? :

1) Il existe des fonctions P™J admettant exactement N(j,n,m) racines
simples en z sur Uy pour tout A € O; de plus toutes ces racines tendent
vers 0 quand ) tend vers O : en effet, considéronslecas j=letn=m € N
(avec n < K = la classe de différentiabilité) et posons :

(7.1)

Y(z,A) €eU: P™(z,)) = zn:[hl(z, bY) i [sﬁ’)'(x, ,\)]' Q" 10(z, \)
) =0
avec
(7.2) Y(z,\) €U VI€{0,..,n}: Q" 'Oz, = cn+ fin(z,A)

¢, est une constante et fj , est une fonction qui vérifie les propriétés (I {fo)
par multiplication par z sur U. Les résultats des Lemmes 6 et 4 (cf. (6.9)
et (6.13)) appliquées & la fonction P™! ci-dessus montrent que ’ensemble
G(1,n,n) est de la forme :

(7.3) G(1,n,n) = [ {cos # 0}
=0
ou les constantes cp; sont, dans le cas n > 1, données par :
Vie {0,..,n -1} Vil €{0,..,i}
(7.4) i = R1(0).co,i+1((E + 1 = ).cripr + (I + 1).c141,i41).
La relation (6.12) nous donne :
(7.5) N(1,n,n) =mn.

Ceci étant, supposons que : VA € O b;()\) > 0 et introduisons la nouvelle
variable :

(7.6) t = hy(z,A).8 (x, )

on a : VY(z,\) € U t €]1,+00[. Pour simplifier les calculs, le Lemme 6
nous permet de remplacer la fonction P™! (cf. (7.1)) par la fonction P!
ci-dessous qui lui est équivalente mod. (I {(,0) : (cf. (7.2))

(1.71) Y@\ eU: PMi(z,)) =2n:c,,n.[h1(z,A)])"_l. [s{r)l(x,,\)]'.

=0
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Ecrivons cette fonction dans la variable ¢ ci-dessus et posons :
R , n &
(78)  ga®) =P N) =[S (2 0)] L D el
=0

choisissons maintenant (n + 1) réels (cn)i=o,..,n tels que le polyndme
n

t — Zc,,n[t]"" ait n racines distinctes €]1,+o0o[ et que les conditions
1=0

(7.3) soient vérifiées. La fonction P! (cf. (7.8)) admettrait alors n racines

distinctes en x sur ) pour tout A € O et toutes ces racines tendent vers 0

avec A d’ apres (7.6). La méme propriété reste vraie pour la fonction P™!

(cf. (7.1)) du fait que les fonctions f; , vérifient :

vi € {0,...,n} @ 375’(‘0 0 fau(z,A) = 0.
(z,\)EU

2) Pour pouvoir utiliser le Lemme 5 dans la preuve du Lemme 6,
on a écrit la fonction P™J sous la forme : P™J(.,A) = hy.fo + ga
avec : V(z,\) e U

ha(z) = [hi (@, A)]*, falz) = Q™ '(z,A)
(7.9) et gx(z) = $47 (z,A). P (2, 2)

la fonction P™3"7 étant un élément de AT, Or on montre facilement
(en reprenant la preuve du Lemme 5) que pour que la fonction P™J
admette un nombre maximal de racines en z(= N(j,n,m) (cf. Lemme 6)),
il est nécessaire que la fonction fy (cf. (7.9)) ait un nombre maximal de
racines (= N(j — 1,m,m)) toutes simples et dont aucune n’est une racine
de la fonction gy et que de plus (la fonction h) étant > 0 (cf. (7.9)) ga
admette au moins N(j — 1, m,m) racines. On déduit donc que si la fonction
P™ Y (cf. (7.9)) satisfait aux conditions G(j,n — 1,m — 1) (cf. Lemme 6)
et si les entiers j,n et m sont tels que N(j,n —1,m —1) < N(j — 1,m,m)
(sans prendre en considération les relations (6.16)) la borne maximale
N(j,n,m) ne peut étre atteinte. Il est probable que c’est le cas dans notre
application & ’équation (5.18) (cf. ci-dessous) mais dans le cas général, on
montre facilement 1’existence de fonctions P™7 qui satisfont aux conditions
G(j,n,m) et dont la fonction P,’ln_—ll’j correspondante (cf. (7.9)) ne satisfait
pas aux conditions G(j,n—1,m —1) : on choisit j =2 et n = 1 et on pose :

V(z,\) €U Pz, \) = hy(z,2).Q  (z,\) + {72 (2, 1).Q% (z, A)
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avec : Q%Y(z,\) = f(z,)), f étant une fonction qui vérifie les propriétés
I { o) par multiplication par z sur 4. Q%! ne vérifie pas les conditions
G(l 0,0) = G(0,0,0) (cf. (6.13)) et un calcul simple permet de montrer
que si la fonction Q1! s%écrit Q1! = hy +¢.5\™" avec ¢ # —1 et ¢ # 0 alors
la fonction Pl 2 satisfait aux conditions de I’ensemble G(2,1,1).

Retour a I’équation (5.18).

Considérons Pexpression (5.16) de la fonction ¥ 3 avec £ > 2. On
montre d’abord comme dans le Lemme 4. iii) que si f est une fonction qui
vérifie les propriétés (I {fo) par multiplication par z sur U, si ty,t3,...,t, € R
et si j € {1,...,k} alors les fonctions ﬁg-t)j(f) (cf. (5.8)) et Z_lgt)j (cf.
(4.18) et (4.13)) sont des éléments de B7~! et sont équivalentes mod.
(I/{ o); de plus la suite des coefficients de la fonction Eg-t)j (f) est le
J — uplet (t;,R1(0).ty, R2(0).t3, ..., Rj—_1(0).t;). On déduit donc, grace au
Lemme 4. ii) et iv) que la fonction ¥i,3 est un élément de B2*~2 dont
les éléments de la suite des coefficients (cf. (5.12), (5.6) et (5.3)) sont
des fonctions polynomiales des variables (1‘1 (0),72(0), ..., 7(0), [r£(0)] _1) ;
la Remarque 5. 2°) permet d’affirmer en plus que la fonction ¢y 3 est
équivalente mod. (I ,{(,o) a la fonction ’lﬁk,g ci-dessous :

(8.1) Jus = S S 4 s Ds(n

Maintenant, notons (I';—;) le polycycle & (k — 1) sommets obtenu
a partir du polycycle (I'y) en éliminant le sommet P,_; (pour k > 3)
et ddsignons par ¢y 3 l'analogue de Pexpression (5.16) mais calculée
pour le polycycle (Fk 1) soumis & la perturbation induite par celle de
(T+); notons aussi ¢L 1,3 le représentant de ¢,_;1 3 mod.(I X, 0) comme dans
(8.1) ci-dessus. Les deux formules de récurrence (4.18) et la relation (4.17)
permettent alors de montrer que : Yk > 3

82) Vs = (ol Vpor s + (2. SE2). Rz 2y S
+Yp—1-2k—1.[Re—2]?. [~‘5'(T)'L 2

les fonctions (y;)i=1,... k—1 €t (2i)i=1,..., k,—1 sont données par (5.12) et (5.6)
et la fonction Zz,_, est donnée par : VA € O

(83) B = () + Dz (V)
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pour compléter la relation de récurrence (8.2), donnons ’expression de @ZM
pour k=2:V(z,\) elU

(8.4) 1&2,3(1', A) =y(A).z1(A)

(cf. (8.1)). Le Lemme de finitude (Lemme 6) dit que si la fonction ¥ 3
satisfait aux conditions de I’ensemble G(k — 2,2, 2), alors la fonction 9 3
(et donc la fonction 1/3,9,3) admet, pour tout A € O, au plus N(k — 2,2,2)
racines en z sur Uy, (comptées avec leurs ordres de multiplicité).

D’aprés ce méme Lemme iii) et ce qui est dit ci-dessus, les conditions
de lensemble G(k — 2,2,2) sont, dans notre application, de la forme
g(r1(0),72(0), ..., 7% (0), [r}b.(O)]—l) # 0 oll g est une fonction polynomiale
de (k + 1) variables. Or en faisant (formellement) :

bl ()‘) = O, b2()‘) = 0, ooy bk—2(A) =0

dans I’expression (8.1), les deux termes (R (A))! et (Ri—1()))* (cf.(4.9) et
(4.14)) se mettent en facteur, on en déduit que dans ’algorithme du Lemme
6 appliqué 3 la fonction 9 3 (cf.(8.1)), les deux conditions : (Ry(0))! # 0
et (Ri-1(0))! # 0 apparaitront siirement au plus aprés I’élimination du
dernier terme de translation b;()). De plus les relations (6.13) du Lemme
6 montrent que les premiéres conditions de ’ensemble G(k — 2,2,2) sont
celles qui portent sur la fonction @k_l,g (cf.(8.2)) et (8.4) ci-dessus montre
que pour k = 2 ces conditions sont (R;(0))! # 0 et (R2(0))! # 0, on en
conclut par une simple récurrence et en utilisant la définition de la fonction
1[%-1,3 que ’ensemble G(k — 2,2,2) pour k > 3 contient les conditions :

(R;(0))* #0 pour i€ {l,..k}
(®5) {(RJ‘(O)-TI»-(O))1 #0 pour je€{l,..k—2}

(cf.(4.9)), mais comme le montre le cas k = 3 ci-dessous, G(k — 2,2,2)
peut contenir d’autres conditions de structure additive et qu’on nomme
“conditions parasites” (ce nom sera justifié dans [M2] ot on montre que la
condition “parasite” du cas k = 3 peut étre déduite des autres conditions).

Les conditions du type (8.5) seront appelées “conditions hyperboli-
ques”. Pour k = 3, les conditions de I’ensemble G(1,2,2) appliquées & la
fonction 1/33,3 sont :

(8.6)
(r1(0))!.(r1.73(0)) #0
71(0).(r2.73(0))! + (r1.72(0))* + (r1.73(0))* # 0 (condition parasite) .
(7‘1.7‘2(0))1.(7‘1 .T2.'I‘3(0))1 71: 0
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Les relations de récurrence (6.12) du Lemme 6 permettent de donner
une estimation (grossiére!) de 'entier N(k — 2,2,2) de la fagon suivante :
désignons par f et g les fonctions définies sur R par

f@) =[2I"*" et g(x) ==.[2°,

alors on a

k—3
(8.7) N(k-2,2,2) < 2. ]] f(¢°(2))
v ot

ol ¢’ désigne la composée j fois de la fonction g (avec la convention
0(p) —
g9'(z) = z).

Pour le cas k = 3, on calcule directement : N(1,2,2) = 2.

Ceci finit la preuve du Théoréeme 2 en ajoutant aux conditions
G(k —2,2,2) la condition (5.3) et en posant : e(k) = N(k —2,2,2) + 3.

— Il est clair, d’apres la preuve ci-dessus, que le Théoréme 2 est
vrai sur tout cone non vide C~(Pj,v) avec j € {1,..,k} et v € E =
{+, -} (cf. (3.3).81), 'entier e(k) étant le méme, par contre les conditions
G(k — 2,2,2) {rl(0) # 0} doivent subir la permutation correspondante
(précédée éventuellement d’une inversion qui consiste a remplacer les 7;
par s; =[] siv=-).

Citons ’exemple du cas £k = 3 pour donner un sens a l’existence
de ce phénomene : dans la preuve ci-dessus faite sur le cone C~(Py,+),
on remarque (cf. (8.6)) 'absence de la condition (r3(0).r3(0))* # 0, or
si on reprend la preuve sur le céne C~(Py,+), le triplet (ry,7r2,73) est
remplacé par le triplet (r2,73,71) et on doit retrouver, d’aprés (8.6) 3e
ligne, la condition (r5(0).r3(0))* # 0.

Signalons enfin que si la déformation (X)) est générique au sens
donné dans [M1], le Lemme 2-§1 montre alors que les conditions G(k —
2,2,2) {ri(0) # O} doivent subir toutes les permutations circulaires
possibles et doivent étre écrites dans les deux sens.
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