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GROUPOIDES SOUS-INDUCTIFS
par Charles EHRESMANN (Paris)

INTRODUCTION

 Cet article a été rédigé, il y a deux ans, avec l'intention
d’en faire une partie du 2¢ chapitre d’un livre sur la théorie
des catégories ordonnées. Le plan du livre ayant été modifié
depuis, en fonction de résultats nouveaux (catégories struc-
turées [3]), seul le premier chapitre et la partie I du 2¢ chapitre
ont été publiés ([1] et [2]). Ici nous avons réuni le texte
des parties II et III du chapitre 2, en 'abrégeant; la partie IV
sera publiée plus tard.

La théorie des groupoides sous-inductifs, et plus particuliére-
ment des atlas complets dans les groupoides sous-inductifs, a
été exposée dans différentes conférences, tant a Paris qu’a
Pétranger; la partie Il a aussi été multigraphiée & Paris. De
plus les théorémes ont été publiés, sans démonstration, dans [4].
" Les principaux résultats de ce mémoire sont: ’existence et
les propriétés des groupoides sous-préinductifs des atlas faibles
complets et des atlas complets attachés & un groupoide
sous-préinductif; les théorémes de complétion d’un
groupoide prélocal; les théorémes d’existence du groupoide
sous-inductif des filtres sur un groupoide sous-préinductif.
Cet article est une généralisation, et une étude plus appro-
fondie, de la théorie des groupoides inductifs, qui intervien-
nent dans de nombreuses questions; il peut donc étre considéré
comme la suite de [5].
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PLAN

Quelques rappels.

Groupoides sous-Cprédinductifs.

Groupoides sous-locaux et sous-pseudogroupes.
Atlas complets dans les groupoides sous-inductifs.
Groupoides sous-préinductifs des atlas complets.
Complétion des groupoides prélocaux.

Groupoide des filtres.

SOV W

Bibliographie.

QUELQUES RAPPELS

Le texte avait été écrit en supposant connue la partie I ([2]);
bien que certaines démonstrations tout a fait analogues a celles
faites dans [2] aient été omises dans les n™ 1 et 2, nous allons
rappeler quelques définitions et conventions afin que cet article
puisse étre lu indépendamment de la partie I [2].

Dans une catégorie C, la loi de composition est toujours
désignée par le signe ., le composé de g et f étant donc noté
g.f, s’ll est défini. La classe des unités de C est notée C,,
les unités a droite et a gauche de f étant représentées resp.
par a(f) et B(f). Le mot foncteur signifie toujours foncteur
covariant.

Si b est une classe ordonnée, et si Jb est une sous-classe
de Jo admettant une borne supérieure (resp. inférieure) dans J,
nous appellerons cette borne supérieure (resp. inférieure)
Pagrégat (resp. Uintersection) de A et nous la noterons U A
(resp. N A). Si B ne contient que deux éléments a et a’, nous
écrirons aussi: NA=ana" et UA=aud

DeérintTion 1. — On appelle classe préinductive une classe
ordonnée Jo telle que deux éléments quelconques aient une inter-
section et que Jo admette un plus petit élément 0. On appelle classe
inductive, une classe ordonnée Jo dans laquelle toute sous-
classe admet une intersection.
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DEriniTioN 2. — On appelle groupoide (prédinductif (1) un
groupoide ¥ munt d’une relation d’ordre << pour laquelle 4
soit une classe (prédinductive et telle que l'axiome suivant soit
périfié :

(I) Pour tout fed, soit ¢(f) la classe des éléments [ << f;
Vapplication: f— ¢(f) est un foncteur généralisé de 9 vers 4
appelé foncteur d’induction.

L’axiome (I) est équivalent a:

1) Soit ee Yy et h << e; alors on a heY,;

2) On a h<< g.f s1, et seulement si, h=g'.f’, ou g < g
et [ <f.

En particulier, si /' <<f, on a a(f') <a«(f) et B(f") <B(f)-

1. GROUPOIDES SOUS-CPRESINDUCTIFS

Dans une classe ordonnée, nous désignerons par a> la
classe des éléments plus petits qu’un élément a.

DeériniTioN 1. — Une classe ordonnée Jo est appelée classe
sous-Cprédinductive si o a un plus petit élément O et si, pour
tout élément ae o, la classe a” est une classe (prédinductive
pour Vordre induat.

Prorosition 1. — Soient Jb une classe ordonnée et B une sous-
classe de o majorée par a € bo. Pour que b soit Uintersection de B
dans Jo, il faut et il suffit que b soit Uintersection de B dans a”.

En effet, la classe des minorants de B dans J est identique
a celle des minorants de B dans a”.

CoroLLAIRE. — Pour que Jo soit sous-Cprédinductif, il faut
et il suffit que Jo admette un plus petit élément O et que toute sous-
classe (finie) de Jo majorée dans S admette une intersection.

Prorosition 2. — Soit b une classe sous-préinductive, a e fo
et bedo; st anb est défini, alors a' nb’' est défini, pour tout

a’ < a et tout b’ << b.

Démonstration. — Les éléments a’ et an b étant majorés
par a, ils ont une intersection &’ n (an b) = a’n b; de méme

() Les mots ou membres de phrases placés entre les signes { ) peuvent étre lus
ou supprimés simultanément dans un énoncé ou une démonstration.

1.
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les éléments b’ et a n b ont pour intersection (an b)n b =an b'.
Les éléments o’ n b et an b’ étant majorés par an b, ils ont
pour intersection (a’'nbd)n(anbd’)=a nb.

DeriniTioN 2. — Soit Jbo une classe sous-préinductive, B
une sous-classe de Jo; st B admet un agrégat dans ¢, alors cet
agrégat sera appelé c-agrégat ou sous-agrégat de B et sera noté

U B; la classe de tous les sous-agrégats de B sera appelé congré-
gation de B dans Jo et désignée par UB; st B n’admet pas de
sous-agrégat, nous écrirons: UB = d.

Prorosition 3. — Soit Jo une classe sous-Cprédinductive et B
une sous-classe de Jo majorée par c € Jo et admettant un c-agrégat b;
alors b est ausst le ¢’-agrégat de B, ot ¢’ est un majorant de B

(4 4
tel que cnc’ soit défint dans Jo: UB =UB.

En effet, ¢’ n ¢ est aussi un majorant de B; comme ¢’ n cappar-
tient & ¢, on a b <cnc' et best un majorant de B dans ¢’>.
— Soit ¢” un majorant de B tel que ¢” << ¢’; comme ¢" n ¢ est
défini et majore B dans ¢>, on trouve b<<c"nc<<c" et b
est aussi 'agrégat de B dans ¢'>.

c b ¢
CororLLaIrRe 1 (23). — St b=UB, onab= U B. Si b= UB

et st b n b est défini, alors b = b,.

Cororraire 2. — Si B admet un agrégat U B dans J, alors

UB =UB pour tout majorant ¢ de B.

Une classe sous-inductive J est une classe ordonnée admet-
tant un plus petit élément et telle que la classe des majorants
d’une sous-classe B de Jb soit vide ou admette des éléments
minimaux, tout majorant ¢ de B étant plus grand qu’un majo-

rant minimal, & savoir UB.

ProrosiTion 4. — Si b est une classe préinductive et s
B est une sous-classe de Jo, on a O B = {U B} si B admet
un agrégat dans b, sinon L—JB = d.

(3) Dans le corollaire d’une proposition ou d’un théoréme, nous supposons vérifiées
les hypothéses de la proposition ou du théoréme.
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En effet, supposons que B admette un c-agrégat; pour tout
majorant ¢’ de B, puisque ¢ n ¢’ est défini, on a :

JB =UB< ¢,
UJs=us.

DeErinttioNn 3. — Un groupoide § est appelé groupoide
sous-Cprédinductif s’il est munt d’une relation d’ordre pour
laquelle 9 est une classe sous-Cprédinductive et st Uazxiome (I)
est vérifié.

d’ou

Prorosition 5. — Soit § un groupoide muni d’une relation
d’ordre vérifiant Uazxiome (I); pour tout fed et tout eed, tel
que e < a(f) (respectivement e < [(f)), il existe un et un seul
élément g < f pour lequel a(g) = e (respectivement 3(g) =e); g
est appelé I’élément induit (respectivement induit a gauche)
par f sur e.

CoroLLAIRE. — Pour qu’un groupoide § muni d’une relation
d’ordre vérifiant Uaziome (1) soit sous-Cprédinductif, il faut et il
suffit que Y, soit une classe sous-Cprédinductive pour Uordre
induat.

La démonstration est analogue a celle de la proposition
2-1, T [2]. Démontrons le corollaire: soit F une sous-classe
Cfinie)) de 9 majorée par ged; alors «(F) est majorée par
a(g), donc e =Na(F) est défini; soit g’ I'élément induit
par g sur e; pour tout fe F, on a g’ <f. Si k est un minorant
de F, «(h) minore a(F), d’ou a(h) < e; par suite A est I’élément
induit par g’ sur a(h) et A << g’. Donc g’ =NF.

Remarque. — 11 y a des exemples importants de groupoides

sous-préinductifs dans lesquels la condition suivante est véri-
fie : Soient E une sous-classe de J,, ¢’ et e” deux sous-agrégats

de E dans Y,; alors il existe un et un seul fe ¥ tel que fe D E,
a(f) =€ et B(f) =€".

Prorosition 6. — Soit § un groupoide sous-préinductif;
st B est une sous-classe de Y,, la congrégation de E dans 9,
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est contenue dans la congrégation de E dans 9; pour toute
sous-classe A de 9, on a les relations :

B9

(Ja)=Canrs  6(lJa)=Usa
()" =,

‘ b

En effet, soit b = UA =UA; montrons que Ua(A)
est défini et égal & a(b). On a a(b) << «(g) et «(b) est un majo-
rant de «(A). Si e est un majorant de a(A) tel que e << a(b),
I'élément b’ induit par b sur e est un majorant de A, donc

a(b) a(g)
b’ = b et par suite e = «(b). D’ou «(b) =l |a(A) = | 'a(A).
La suite de la démonstration est analogue a celle de la propo-

sition 3-1, I [2].
ProrositioN 7. — Soit § un groupoide sous-préinductif,

a(f) 6L
A une sous-classe de § majorée par fe J; st U «(A) ouU B(A)

S
est défini, alorsU A est défini; st N A est défini, alors N a(A)
et N B(A) sont définis; st Na(A) ou NP(A) est défini, NA
est défini. On a les relations:

a(NA)=Na(A); B(NA)=NBA)
Démonstration analogue a celle de la proposition 4-1, I [2].

Prorosition 8. — Soit ¥ un groupoide sous-préinductif;
la lov de composition dans 9 peut étre étendue en une loi de
composition appelée pseudomultiplication, définie pour tous
les couples (f', f) tels que e = a(f’) n a(f) soit défini, en posant:

(f',f)—=>ff=24g.g ou g est 'élément induit & gauche sur e
par [ et g’ Délément induit sur e par f'.

Cette pseudomultiplication vérifie U'axiome d’associativité sui-
vant:

St (hg) et (gf) sont définis, alors h(gf) et (hg)f sont définis et
égauzx.

Démonstration. — Comme dans le cas préinductif (proposi-
tion 6-1, I [2]) on montre (3) que ff est le plus grand élément

(®) On montre que f’f est défini si, et seulement si, la classe K admet un plus
grand élément.
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de la classe K des composés A'.h, o0 h << fet B < f'. — Si hg
et gf sont définis, a(h)n(g) et a(g) n B(f) sont définis; par
suite a(hg) n B(f) et a(h) n B(gf) sont aussi définis, ainsi que
(hg)f et h(gf). L’égalité de ces deux pseudoproduits se démontre
comme au § I [2].

Prorosition 9. — Soit § un groupoide sous-préinductif; les
unités du groupoide 9 sont les seuls éléments idempotents pour
la pseudomultiplication; si e et ¢ sont deux unités telles que
ene’ soit défini, on a ene = ee’ = e'e. La relation d’ordre
dans 4 est compatible avec la pseudomultiplication et elle peut
aussi étre définie par une des conditions suivantes: f' < f
st, et seulement si, il existe e € 9, tel que fe soit défint et égal a f';

f' < f si, et seulement st, il existe &' €Y, tel que e'f soit défini
et égal a f'.

_ Cette proposition se démontre comme la proposition 7-1, I
[2] et admet un corollaire analogue; en particulier:

CoroLLAIRE. — Soient fed et ' e tels que f'f soit défini;
alors on a les formules:

Fr= (80D (FF =

Lemme 1. — Soit Jbo une classe munie d’une lov de composition
partiellement définie, vérifiant Uaxiome d associativité (A):

(A) Si bb" et b'b" sont définis, alors (bb')b" et b(b'b") sont
définis et égaux;
et Uaxiome de commutativité (C):

(C) Si bb" est défini, alors b'b est défini et bb' = b’b.
Sti, de plus, tout élément de Jo est idempotent et st So admet un
élément O tel que 0b = 0 pour tout b e b, alors Jo est une classe
sous-préinductive pour la relation :

b <b st, et seulement st, b = b'b.
Démonstration analogue a celle du lemme 1-1, I [2].

TutoriME 1. — Soit ¥ une classe munie d’une loi de compo-
sition partiellement définte vérifiant Uaxiome (A). Soit 9,
une sous-classe de J formée d’idempotents, stable pour la loi
de composition et contenant un élément 0 tel que Oe = 0 pour
tout eed,. Supposons vérifiés les axiomes 1,2, 3 suivants:

1) La restriction de la lot de composition a 9, X 9, vérifie (C).
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2) Pour tout fed, la classe des éléments e, tels que fe
soit défini et égal a f admet une intersection a(f), telle que
fa(f) soit défini et égal a f, pour la structure d’ordre sur 9,
définie dans le lemme. De méme, la classe des éléments ¢’ e 9, tels
que e'f soit défini et égal a [ admet une intersection B(f) telle que
BINf=T.

3) Pour tout fed, il existe fed tel que f'f et ff’ sotent
définis et que Uon ait: f'f = a(f) et ff" = B(f).

Alors § est un groupoide sous préinductif pour la structure
d’ordre définie par la relation:

' <<f si, et seulement st, il existe e <Y, tel que fe soit défini
et égal a f';

Yo est la classe de tous les éléments idempotents de 9. Si, de
plus, 9, est une classe sous-inductive pour la relation d’ordre
considérée dans le lemme, alors 9 est sous-inductif.

La démonstration est analogue a celle du théoréme 1-1,1 [2].

Prorosition 10. — Le groupoide produit de deuzx groupoides
sous-Cprédinductifs, munt de la structure d’ordre produit, est un
groupoide sous-Cprédinductif, appelé groupoide sous-(pré)-
inductif produit des groupoides donnés.

TatoreME 2. — Soit § un groupoide sous-Cprédinductif
et soit 4 le sous-groupoide de § X § formé des couples (f’, f),
ou f' << f, muni de la relation:

(f's ) < (g, g) si, et seulement si, f =0,ousif=getf <g.
Alors § est un groupoide (prédinductif.

Démonstration. — ¢ admet pour plus petlt élément I’élé-
ment (0, 0). Soient (f fled et (g, g)ed; si f g, I'élément
(0,0), qui est le seul minorant de (f”, f et (g, g), est leur
intersection. Si = g I’élément f'n g’ est défini et on a:
' fin(g,f)=(f"ng,f). Doncd est une classe premductlve
— Le composé (g', 8).(f’, f) est défini si, et seulement si, g'.f"
et g.f sont définis; pour que l'on ait (A, k) < (g'.f, g.f),
il faut et il suffit que h =0, ou que: h=g.f et K’ < g'.f,
d’ou A’ =g.fi, avec g;<<g' et f;<<f'. Comme tout élément
majoré par une unité est une unité, § vérifie I'axiome (I)
et 4 est un groupoide préinductif. — Si ¢ est sous-inductif,
soit A une sous-classe de § majorée par (f’, f) € J; tout élément
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de A est de la forme (a, f) et la classe des éléments a tels que
(a,f) e A admet un f-agrégat o’ dans . Par suite, dans J,
on aura: (a/,f) = UA, donc ¥ est inductif.

2. GROUPOIDES SOUS-LOCAUX
ET SOUS-PSEUDOGROUPES

DerinitioNn 1. — Une classe sous-Cprédlocale est une classe
sous-Cprédinductive Jo dans laquelle I'aziome de distributivité (D)
sutvant est vérifié:

(D) Soit B une sous-classe de Jo admettant un' c-agrégat et

sotta € Jotel que (U B> n a soitdéfini; alors la classe des éléments
bna, ot beB, admet <U B) n a pour c-agrégat:

(UB)na=Lchna.

bEB

Un groupoide sous-Cpré) local est un groupoide sous-Cpré)-
inductif dont la classe 3, des unités est une classe sous-Cprédlocale.

ProrositioNn 1 — Soit Jbo une classe sous-prélocale, B une
sous-classe de b admettant un c-agrégat et aefo tel que

d= U (bna)etan dsotentdéfinis; alorsona: d= <U B) n a.

bEB
¢

Démonstration. — d est un minorant de l 'B et de a,
puisque and est défini; se@it d' un autre minorant de a et

c
del ’B; les éléments d' et d sont majorés par a, donc d nd’
est défini et, d’aprés I'axiome (D):

dod ="Jnaand)="Jad);

beEB bEB

par ailleurs d’n <‘ 'B) est aussi défini et on a:

d'=d’n(UB)=U(d'nb)=dnd’,

bEB

don & <d et d=(_"JB)na
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ProrosiTion 2. — Un groupoide sous-prélocal § est une
classe sous-prélocale. -
La démonstration de la proposition 2-2, I [2] s’applique
en prenant pour A une sous-classe de § admettant un h-agrégat

h
et en supposant g=fn UA défini.
Etant donnés un groupoide sous-préinductif 9, A et A’ deux
sous-classes de J, nous désignerons par A’A la classe des
pseudoproduits a’a, ou aeA, a’'eA’, a'a défini.

ProrosiTion 3. — Soit ¥ un groupoide sous-prélocal, A
et A’ deux sous-classes de 9; on a:

(Ua)(Ua) s Uaa

Démonstration. — Soient

b g b g'
== v —Un =
tels que e = a(g’)B(g) soit défini; alors g'g est défini et, par
une démonstration analogue a celle de la proposition 3-2, I,

9'9
on montre que: g'g = | ’A’A; donc A’A admet g'g = b'eb
pour b'eb-agrégat.

DeriniTioN 2. — Soit Jo une classe sous-préinductive. Une
sous-classe &' de Jo est appelée sous-classe inductive (respective-
ment partie sous-inductive) (faibled) de b st elle vérifie les
axiomes 1 et 2 (respectivement 1’ et 2) suivants:

. & . , . )

1) Soient aed', a’ e b tels que ana’ soit défini; alors
ana el

1') Soient aeN', a' e l’, a" e’ avec a' < a, a" < a; on
a: a’'nad"el. .

2) &' est (farblement l '-saturée, C’est-a-dire pour toute
sous-classe B de M’ admettant un b-agrégat (ot be '), on a:

b
l |B el

Une sous-classe inductive faible et une partie sous-inductive
faible d’une classe sous-Cprédinductive sont des classes sous-
Cprédinductives pour Pordre induit. L’intersection d’une
classe de sous-classes inductives (respectivement parties sous-
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inductives) (faiblesy d’une classe Jb sous-préinductive est une
sous-classe inductive (respectivement partie sous-inductive)

(faible® de fo.

Deérinition 3. — Soit Mo une classe sous-préinductive, B
une sous-classe de Jo. Si B est la classe des b-agrégats des sous-
classes de B (ot beBY, B est appelée base (faibled de B.
L’intersection $# des sous-classes inductives (respectivement
parties sous-inductives) (faiblesh) de Mo qui contiennent B
est appelée sous-classe inductive (respectivement partie sous-
inductive) (faibley de A engendrée par B.

ProrosiTioN 4. — Soit B une sous-classe d’une classe sous-
prélocale Jo contenant avec deux éléments majorés dans Jo leur
intersection; alors B est une base (faibled) de la partie sous-
inductive (farbleh) B qu’elle engendre dans Jo.

Comme dans la proposition 5-2, I [2], B est la classe des
c-agrégats des sous-classes de B (ou c e B).

CoroLLAIRE. — St B est une sous-classe d’'un groupoide
sous-prélocal 9 telle que Ba(B) c B, alors B est une base (faible)
de B et on a: Bau(R) « B; de plus, a(RB) est une sous-classe inductive
faible de 9,.

La premiére partie se démontre comme le corollaire de la
proposition 5-2, I [2]. Soient ¢ = «(f), f € B, ¢’ € a(B) tels que
ee’ soit défini. La relation fe' € Ba(B) c B entraine

a(fe’) = ee’ e a(R).

Soit E une sous-classe de «(®) admettant un «(g)-agrégat ou
g€ ®; pour tout e E, on a ge e B; par suite :

(JE) =UJer es
et Laf)JE = a(LgJ gE‘) € a(R).

DérinitioN 4. — Soit 9 un groupoide sous-préinductif;
on appelle sous-groupoide sous-préinductif de 9 un sous-
groupoide ' de 9 vérifiant les conditions suivantes :

1) Soient eed,, &' €Y, e"eY, avec & << e, " < e; alors
e’ ne” e,

2) Soient fed’ et eed,, e << a(f); alors on a feed'
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Prorosition 5. — Soit § un groupoide sous-préinductif
et §' un sous-groupoide sous-préinductif de 9; alors 9’ contient
' nf" avec deux éléments f' et " majorés par fed'.

En effet, on a a(f’) < a(f), a(f") < «(f), d’ou a(f’) n «(f") € 9,
et f'nf" = flalf )alf") <"

CoroLrLAIRE. — Y’ est un groupoide sous-préinductif pour
Pordre induit.

Dérinition 5. — Soit 9 un groupoide sous-préinductif;
on appelle sous-pseudogroupe (faibled) de 9 un sous-grou-
poide ' de I stable pour la pseudomultiplication et (faible-

ment) | |-saturée.

Un sous-pseudogroupe faible d’un groupoide sous-préinductif
est un groupoide sous-préinductif pour I'ordre induit.

ProrosiTion 6. — Soit Y un groupoide sous-préinductif;
pour qu’un sous-groupoide ¥’ de J soit un sous-pseudogroupe
fatble de 9, il faut et il suffit que 9, soit une sous-classe inductive
faible de 9, et que 9’ soit un sous-groupoide sous-préinductif
de 4.

En effet, supposons que f'f soit défini, ou fe ¥’ et fed’;
alors e = a(f’)nB(f) e, fleed’, efed, dou f'fed. La
fin de la démonstration est analogue a celle de la proposition

9-2, I [2].

Prorosition 7. — Un sous-groupoide 4’ d’'un groupoide
sous-préinductif 9 qui est saturé par induction est un sous-
pseudogroupe faible de 9.

L’intersection d’une classe de sous-pseudogroupes (faibles)
d’un groupoide sous-préinductif ¥ est un sous-pseudogroupe

Cfaibled de 9.

DeriniTioN 6. — Sott ¥ un groupoide sous-préinductif,
B une sous-classe de ¥; Uintersection $ des sous-pseudogroupes
Cfatbleshy de 9 contenant B est appelée sous-pseudogroupe
(faible®) de 9 engendré par B dans ; si tout élément de B est

un b-agrégat d’une sous-classe de B Cots b € B), alors B est dit base
Cfaibled de .
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Prorosition 8. — Soit B une sous-classe d’'un groupoide
sous-préinductif 9 vérifiant les conditions suivantes :

1) On a 2(B)<B; 3(B)cB; B*=B.
2) SieeBnd,, beB et st be est défini, alors on a beeB.

3) B est faiblement U-saturé.

Alors le sous-groupoide ® engendré par B dans § est un sous-
pseudogroupe faible de 9.
La démonstration est analogue a celle de la proposition

11-2, 1 [2].

Prorosition 9. — Soit ¥ un groupoide sous-prélocal et B
un sous-groupoide de § stable pour la pseudomultiplication;
alors B est une base (faibled) du sous-pseudogroupe (faibled
qu’il engendre dans .

Cette proposition se démontre comme la proposition 12-2, I
[2] et admet des corollaires analogues.

DeEriniTion 7. — Soit § un groupoide sous-préinductif:
on appelle sous-classe compatible de 9 une sous-classe F telle
que, pour tout feF et tout f'eF, ff et f'f~* soient définis
et appartiennent a 9.

En particulier toute sous-classe majorée d’un groupoide
sous-préinductif § est compatible; pour qu’une classe d’unités
de 9 soit compatible, il faut et il suffit que l'intersection de
deux quelconques de ses éléments soit définie.

Prorosition 10. — Soit § un groupoide sous-préinductif,
fed et f' €Y. Pour que Uon ait f'feY,y, il faut et il suffit que
fof' soit défini et que Uon ait: fnf = fa(f’) = f'a(f). Dans
ce cas on a: f'f=4(fnf").

En effet, montrons que la condition est nécessaire : «(f) n «(f’)
étant défini, fa(f’) et f'a(f) sont définis; de plus on a:

= (f'alf) - («(f)f) « %,
d'ou f'a(f) = f alf’) =fnf".

ProrosiTion 11. — Soit § un groupoide sous-préinductif, F
et G deux sous-classes compatibles de J; alors ¢(F), FU et
GF sont des sous-classes compatibles, ot ¢(F) est la classe des
éléments induits des éléments de F. .

2
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En effet, I'existence de (gf)~(g'f’), ou gf « GF et g'f’ € GF,
résulte de celle de g~'g’. On démontre comme a la proposition
42, 1[2]: (gng) (fnf) = gfalgf") = ¢/f'e(gf). Remarquons
que la sous-classe inductive engendrée par F n’est pas néces-
sairement compatible.

DeérinitioNn 8. — Un sous-pseudogroupe (faibled 9’ d’un
groupoide sous-préinductif 4 est dit propre st J' admet une
base (faible) B telle que a(B) et B(B) soient .des sous-classes
compatibles.

En particulier, si $' est formé d’unités, on dira que 4’ est
une sous-classe inductive (faible) propre de 9.

Prorosition 12. — Soit ¥ un groupoide sous-préinductif;
st ¥’ est un sous-pseudogroupe faible propre de 9, alors Y,
est une sous-classe compatible de Y, et le sous-pseudogroupe
engendré par 4' dans § est propre.

En effet, soit B la base faible de 9" telle que «(B) et (B
solent compatibles; toute unité de 4’ étant majorée par un
élément de B, Y, est compatible. Comme ¢’ est une base
du sous-pseudogroupe qu’il engendre, ce dernier est propre.

Remarque. Un sous-pseudogroupe propre n’est pas toujours
un sous-pseudogroupe faible propre.

DériniTion 9. — Soit § un groupoide sous-préinductif,
un sous-pseudogroupe de ¥ et A une sous-classe de ¥. On dit
que A est pseudo-saturé a droite (respectivement a gauche)
relativement & [ st A[' = A (resp. 'A = A). Si A est pseudo-
saturé a droite et & gauche relativement a [, alors A = 'A = Al
est dit pseudo-saturé relativement a ['. St A est pseudo-saturé
relativement 4 9, A est appelé composante inductive faible de 9.

Si A est pseudo-saturé i droite relativement a [, alors a(A)
est contenu dans la classe ¢([')) des éléments induits des élé-
ments de [,.

Soit ¥ un groupoide et soit ¥+ le groupoide inductif obtenu
en adjoignant 4 ¥ un élément 0 et en considérant sur $+
la relation triviale:

f' <[ si, et seulement si, f'={, ou f' = 0.

Pour que A soit un sous-groupoide saturé (*) de 9, il faut

(%) Unsous-groupoide A de § est saturé dans 9 (1-I[1]) si A=A.9 =Y. A.
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et 1l suffit que la classe A+ obtenue en adjoignant 0 a4 A soit
une composante faible de 9+.

Proposition 13. — Soit 9 un groupoide sous-préinductif.
Pour qu’une sous-classe A de § soit une composante inductive
fairble de 9, il faut et il suffit que Uune des conditions équivalentes
sutvantes soit vérifiée:

1) A est un sous-groupoide saturé de 9 et une sous-classe
saturée par induction dans J.

2) Ona: a(A)c A et A est pseudo-saturé a droite relativement
ad.

3) On a B(A) c A et A est pseudo-saturé & gauche relativement
ad.

Démonstration. — Soit A une classe vérifiant la condition 2;
pour tout fe Ajona f! = a(f)f e AY = A et A1 est contenu
dans A. Soit ged tel que gf soit défini; les relations:
gf=(fg1), freA et flg e Af = A entrainent gfeA,
donc YA c A et, puisque Ac¥A pour toute sous-classe
A, on a JA = A; par suite A est une composante inductive
faible de 9. On démontre de méme que si A vérifie la condition
3, alors A est une composante inductive faible de 4. — Soit A
une composante inductive faible de ¥ et soit fe A. Comme
on a: af)=ffedA=A et B(f)=ffreA9=A, Iles
conditions 2 et 3 sont satisfaites et le début de la démonstra-
tion prouve que A~ est contenu dans A. Pour tout hed
tel que fh soit défini, on a fhe A; il en résulte que A est un
sous-groupoide saturé et saturé par induction dans . — Soit A
un sous-pseudogroupe faible vérifiant la condition 1; alors
a(A)c A; soit feA et geY tels que fg soit défini; on a:
fe = (fB(g).(«(f)g); puisque A est saturé par induction,
fB(g) e A; A étant aussi saturé dans 4, on a «(f)ged, et
par suite fge A, c’est-a-dire ASc A et A vérifie la condition
2. Donc A est une composante inductive faible de .

CororLLaIrRE 1. — Pour qu’une sous-classe C, de 9, soit
une composante inductive faible de 9y, 1l faut et il suffit que C,
soit une sous-classe de 9, saturée par induction.

CoroLrrLAIRE 2. — L’intersection d’une classe de composantes
inductives fatbles de § est une composante inductive faible de 9.
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Deérinition 10. — Soit & un groupoide sous-préinductif. Un
sous-pseudogroupe A’ de § qui est engendré par une composante
inductive faible A de 9 est appelé composante inductive de 9.

Prorosition 14. — Soit ¥ un groupoide sous-prélocal, A’
un sous-pseudogroupe de 9; pour que A’ soit une composante
inductive de 9, il faut et il suffit que A’ soit une composante
inductive faible de 9.

Démonstration. — Soit A’ une composante inductive de ¢
engendrée par la composante inductive faible A; puisque ¥
est sous-prélocal, A’ admet A pour base; donc A’ est saturé
par induction dans J. Soit hey et «(h)eA;; il existe une

sous-classe E de A, telle que a(h) e D E. D’aprés la proposition
h

3, on a: h= hE. Comme A est pseudo-saturé, et que
a(he) =ee Ay, on a hee A pour tout ec E, d’ou he A’. Par
suite A’ est saturé dans ¥ et A’ est une composante inductive
faible de 4. La condition est évidemment suflisante.

CoroLratre 1. — Pour qu’une sous-classe C, de la classe
sous-prélocale 9, soit une composante inductive de $,, il faut
et il suffit que Cy soit une sous-classe inductive de 9, saturée
par induction.

CoroLraIRE 2. — L’intersection d’une classe de composanies
inductives de § est une composante inductive de 9.
Ce corollaire résulte du corollaire 2 de la proposition 13.

Deérinition 11. — Soit B une sous-classe d’un groupoide
sous-préinductif $; on appelle composante inductive faible
de B dans 4 Uintersection A des composantes inductives faibles
de § contenant B. Le sous-pseudogroupe A engendré par A
est appelé composante inductive de B dans 9.

ProrositioNn 15. — Soit B une sous-classe d’un groupoide
sous-préinductif 9; la composante inductive faible de B dans
est la composante (°) A dans 4 de la classe ¢(B) des éléments
induits des éléments de B. St J est sous-prélocal, la composante

(5) La composante de C dans ¥, ou Cc ¥, est le plus petit sous-groupoide saturé
de 4 contenant C.
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inductive A’ de B dans 4 est le groupoide saturé de 9 tel que A,
soit la sous-classe inductive de $, admettant A, pour base.

Démonstration. — D’apreés la proposition 13, A est une compo-
sante inductive faible de ¥; comme A contient B, A est la
composante inductive faible de B dans 9. S1 4 est sous-prélocal,
le sous-pseudogroupe A’ admet A pour base et A, admet A,
pour base; la proposition résulte donc de la proposition 14.

‘Cororrarre 1. — La composante inductive faible dans 9,
d’'une sous-classe B, de 9, est la classe ¢(B,).

CoroLLAIRE 2. — La composante inductive de B dans ¢
est Uintersection des composantes inductives de § contenant B.

Remarque. — Les composantes inductives (faibles) d’un
groupoide sous-préinductif ¥ ne forment pas une partition
de ¥; en effet, la relation « f appartient & la composante induc-
tive (faibled) de g» n’est pas une relation symétrique. On
obtient une partition de ¥ en considérant les composantes
surinductives de J, c’est-a-dire les composantes inductives
faibles A de 4 telle que pour tout ee A,, la relation e << ¢’
entraine ¢’ € A;. Une composante surinductive de ¢ est ainsi
une composante inductive de ¥ qui contient avec un élément
tous ses majorants et tous ses minorants.

3. ATLAS COMPLETS
DANS LES GROUPOIDES SOUS-INDUCTIFS

Soit 4 une groupoide sous-préinductif. Si F et G sont deux
sous-classes de ¢, nous désignerons par F—! la classe des
inverses des éléments de F, par G.F la classe des composés
g.[ et par GF la classe des pseudo-produits gf, ou ge G et
feF

Prorosition 1. — Soit F une sous-classe faiblement l ’-

saturée de J telle que Fa(F) = F et B(F)F = F. Alors F est
une partie sous-inductive faible de 9, tandis que a(F) et B(F)
sont des sous-classes inductives faibles. On a: F'F = F1.F;
FF1 = F.F1; les groupoides engendrés par a(F)= F-1F
et b(F) = FF sont des sous-pseudogroupes faibles de 9.
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Démonstration. Soient fe F et f' e F. Si f et f' sont majorés
par f"eF, on a fnf = fa(f’) e F, donc F est une partie sous-
inductive faible; si a(f) n «(f’) est défini, on a:

a(f) n «(f’) = a(fa(f")) e «(F).

Soit E une sous-classe de «(F) admettant un «(f)-agrégat é;
la classe fE est une sous-classe de F majorée par f et admettant
fé pour f-agrégat en vertu de la proposition 7-1; par suite
féeF et é = a(fé) e a(F). Ainsi a(F) est une sous-classe induc-
tive faible. Si f~f’ est défini, il est égal a

@A) (BAf)  FF;

on en déduit F'F = F-1.F. Montrons que a(F) vérifie les
conditions de la proposition 8-2. En effet, comme

«f*.f") = alf') = . « FL.F,
on a a(a(F)) = a(F) ca(F); de méme B(a(F)) = «(F) c a(F);
de plus (a(F))? = (F1.F)?=F1.F =qa(F). Si ec«F) et
si g = (f""1.f)e est défini, alors g = f""I(fe) e F'F. Soit K
une sous-classe de a(F) admettant un f'f’-agrégat k; puisque
a(K) est une sous-classe de «(F) majorée pare = a(f~f’) € «(F),
ona:

e = L:J a(K) e «(F) et k= (ff")e «a(F).

Par conséquent il résulte de la proposition 8-2 que le sous-
groupoide engendré par a(F) est un sous-pseudogroupe faible.
La démonstration est analogue pour b(F).

Dirinition 1. — On appelle atlas (faible) complet de ¥

une sous-classe F de ¥ quu est (fatblement) l ’-saturée et telle
que Uon ait:

Fa(F) ¢ F, ou a(F) = F'F.

Un atlas (faibley complet F qui admet pour base (faibled)
une sous-classe F' telle que a(F') et B(F’') soient des classes
compatibles est dit propre.

Cette définition entraine Fa(F) =F.

Si F est un atlas faible complet propre, alors a(F) et 3(F)
sont des classes compatibles. Un atlas complet propre n’est
pas forcément propre en tant qu’atlas faible complet.
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Si C est une classe d’atlas (faiblesy complets, la classe
intersection des F e C est un atlas (faible®) complet. Par suite
toute sous-classe B de ¥ est contenue dans un plus petit
atlas (faible® complet de ¥, appelé atlas (Cfairbled complet
engendré par B dans 9.

Soient I une classe d’indices et 4 X (I X I) le groupoide
produit de 4 avec le groupoide des couples (I X I); on iden-
tifie avec 0 tous les éléments (0,(7, 7)), ou (j,i)e I X I. Mum
de la relation d’ordre: (f’, (j', ")) <(f, (J, ¢)) si, et seulement
si, f'<<f et (jJ,iU)=(,1), 9 X (I XI) est un groupoide
sous-préinductif. Soient [' un sous-pseudogroupe de ¥ X (I X I)
et F;, la classe des éléments f tels que (f, (7, 7)) e [\

Prorosition 2. — Avec les notations précédentes, F;; est un
atlas complet, F; est un sous-pseudogroupe; on a (F;)™ = F;;
Fo=F,;.F,=F,F,; est un atlas faible complet saturé par
induction dans Fy; et a(F};) est une composante inductive faible
de F;; de plus Fy; est pseudo-saturé a droute relativement & F,

et a gauche relativement o F.

Démonstration. — On a évidemment (F;;)~ = F;;. Un élément
de [ majoré par (f, (j,i)) étant de la forme (f, (j, 1)), ou f' < f
et f' e Fj;, F;; est une partie sous-inductive. Puisque [' est un
sous-pseudogroupe, on a F,F;cF,. Il en résulte que F;
est un sous-pseudogroupe de 4. La relation

F F,F;) e F;F;cF;

ity
entraine que F;; est un atlas complet. On a FyF;, = F,;.F,
car: '

FFic (ijB(Fji)) (a(Fy)Fy) < (ijFjj) : (Fijji) < ij- Fji°
Comme : <FUF.")F" - <Fij' Fji)Fii c Fl}<Flell) c FUFJl [ Fii’ FUFjl
est une composante inductive faible de F;; en particulier
a(F;) est saturé par induction dans «(F;). Soit g << f'f, ou
feF;, f eF, et geF,;lesrelations : a(g) < a(f) et «(g) = a(F)
entrainant :

g = (F'flx(g) = f'(f=(8)) e Fiy(FsFu) « FyF, = Fg,

F,; est saturé par induction dans F,; de plus F; est un atlas
faible complet en vertu de:

FuFy= (F,; . F)F,c Fy(F;F,;) c Fy et F . Fy e Fp.
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Prorosition 3. — Soit F un atlas faible complet de 9.
Alors F est une partie sous-inductive faible de 9; on a

F = Fa(F) = B(F)F

et a(F)=F71F; a(F) e b(F)=FF1=F.F1 sont des
sous-pseudogroupes faibles de ¥ tels que a(a(F)) = o(F) et
a(b(F)) = B(F); de plus b(F)F =F.

Démonstration. — On a Fa(F) c Fa(F) = F, car «(F) c a(F),
et:
B(F)F c (F.F)F c F(F'F) = Fa(F) = F.

D’aprés la proposition 1, F est une partie sous-inductive

faible, a(F) = F1.F et b(F) = F.F-1. Les relations:

(a(F))™ = (F1.F)~! = F.F1 = q(F)
et
(a(F)).(a(F)) = (F1.F).a(F) = F1.F = q(F)

montrent que a(F) est un sous-groupoide, donc un sous-
pseudogroupe faible, d’aprés la proposition 1; de méme b(F)
est un sous-pseudogroupe faible. Comme:

F = B(F)F c b(F)F
° b(F)F = (F.F-)F c Fa(F) = F,

on obtient F = b(F)F.

Cororraire 1. — Si F est un atlas faible complet, F
est un atlas faible complet tel que a(F) = b(F) et b(F1) = a(F).

En effet, F! est une partie sous-inductive faible et on a:
a(F1) = (F1)71F-1 = p(F); b(F1) = F(F1)7! = a(F)

et
F-1g(F1) = (b(F)F)—1 = F1,

Cororraire 2. — Soit I = {1,2}. Si F est un atlas faible
complet de 9, la classe réunion de (F, (2, 1)), (F72, (1, 2)),
(a(F), (1,1)) et (b(F), (2, 2)) est le sous-pseudogroupe faible de
¥ X (I X I) engendré par (F,(2,1)).

ProrosiTioN 4. — Soient B une sous-classe de $ et T
un sous-pseudogroupe faible de ¥ contenant «(B). St on a
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(BO)1(BT) < et st A est la composante inductive faible de
(B[)(BI') dans I', alors BA est un atlas faible complet tel
que a(BA) = A.

Démonstration. — On a:

B-1B c (B«(B))~'(B«(B)) < (B[')(BI') c A
t
’ a(BA) = (BA)%(BA) < (B[)*(BI) c A.

S1 (bf)f est défini, be B, fe A et f'e A, on a, en vertu de

Passociativité partielle du pseudoproduit :

| (N = (b(a(O))f" = b((«(B))f"),
puisque a(bf) n B(f’) est défini; il en résulte:

(BA)A c B((«(B)A)A) « B((AA)A) = BA,
car «(B) c BB c A et AA = A. Donc (BA)a(BA) « (BA)A c BA.

Soit C une sous-classe de BA admettant un f-agrégat ¢, ou
f € BA. Comme «(C) est majoré par a(f) € A et «(C) c a(BA) c A,

et comme A est un sous-pseudogroupe faible, on obtient:

a(f)
a(c) = U «(C) e A,
d’ou ¢ = fa(c) e (BA)A < BA.

Ceci montre que BA est un atlas faible complet de ¥. — Toute
unité de (B[))72(B[') étant majorée par un élément de «(B['), A
est le groupoide engendré par la classe A’ des f' e[ tels qu’il
existe beB et ge[ avec B(f) < «(bg); par conséquent,
pour tout f'eA’; on a:

"= (bg)™(be)f” = (bgB(f")((b8)f")-
Puisque
bgB(f') e B('A) c BA et (bg)f'=b((«(b)g)f’) e B(T'A) c BA,
on en déduit f’ « (BA)71(BA) = a(BA) et par suite A est contenu
dans le groupoide a(BA). Donc A = q(BA).

CororrLaIRE 1. — Soit B une sous-classe de d telle que 3(B)
soit une classe compatible. St [' est un sous-pseudogroupe faible
(resp. faible propre) de § contenant BB et st A est la compo-
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sante inductive faible de |' engendrée par BB, alors BA est
un atlas faible complet (resp. complet propre) tel que a(BA) = A.
En effet, on a «(B)cB'Bc [ et, puisque 3(B) est compa-
tible :
BINBl) = I[(BB)[") « I([T) < T

de plus la composante inductive faible A de BB dans [
contient ['(BB)[' = (I'B)"(B['), donc est identique a la
composante inductive faible A de (B[)*(B[) dans [. Par
suite le corollaire 1 est conséquence de la proposition 4.

CoroLrAIRE 2. — Soit B une sous-classe de 3§ telle que B(B)
soit une classe compatible. Si [' est le sous-pseudogroupe
faible engendré par BB dans 9, alors B[ est Uatlas fazble
complet engendré par B dans 4 et on a: a(B[') =T. :

Ce corollaire résulte du corollaire 1.

CororLrLaIrRE 3. — Soit B une sous-classe de J telle que B*.B
soit un sous-pseudogroupe faible de 9 et que Uon ait:

BB)BcB e B(B.B)cB.

Alors B est un atlas faible complet de 9.
En effet, la condition 3(B)B < B entraine BB = B-1.B;
par suite on a B(B~'B)cB et (B(B7'B))"}(B(B—'B)) < B-'B.

Le corollaire se déduit donc de la proposition 4.

Prorosition 5. — Soient E et E' deux sous-classes inductives
faibles de $,. La classe F des fed tels que a(f) e E, (f) € E,
B(fE) c E' et a(E’f) c E est un atlas faible complet dit mazimal;
a(F) et b(F) sont des atlas faibles complets maximauz; on a

F = FE = E'F.
Démonstration. — Soient ¢’ e E’; fe F et ¢fe E'F. On a:
a(e'f) e E et Be'f) = €'B(f) e E'.
Les relations: ¢" e E’ et f" = ¢"(¢'f) e E'(E'F) entrainent:
B(f") = e'Blef) = E,

donc f" = B(f")fe E'F et a(f”) e E.
Si f"= (e'f)e est défini, ou eeE, on a a(f’) = a(e’flecE,
d’ou f' = fa(f’) e FE et B(f') € E’. Par suite ¢'f € F, ¢’est-a-dire.

E'FcF; on montre de méme FEcF. Comme on a aussi
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FcFE et FcE'F, il en résulte F = FE = E’F. En utilisant
les conditions :

B(F)FcE'F=F et Fa(F)c FE = F,
on obtient G = F(FF) = F.(F1.F),

%(G) c «(F) < E; B(G) < §(F) < E;
GEcF(FYFE)=G e EGcG.

S
On en déduit GcF. Enfin, siUA est défini, ou AcF
et feF, on a
a(f)

UA f(U )>eFEcF,

car E est une sous-classeinductive faible. Donc F est faiblement

| ’-saturée et F est un atlas faible complet.

CororLLaIrE 1. — Soient F un atlas faible complet de 9
et F' une sous-classe de F saturée par induction dans F et
pleine dans F (cest-d-dire telle que B(F').F.a(F') = F')
Alors F' est un atlas complet de 9.

Démonstration. — La classe F; des fe 8’ tels que a(f) e a(F’),
B(f) < B(F), a(B(F)f) < a(F) et B(fa(F") < B(F) est un atlas
faible complet d’apres la proposmon 5; comme la classe inter-
section de deux atlas faibles complets est un atlas faible complet,
la classe F; des fe F tels que fe F; est aussi un atlas faible
complet. On a évidemment F; c F’; inversement si f' € F’, les
classes B(F')f" et f'a(F’) étant majorées par f’, elles sont
contenues dans F’; 11 en résulte F' c F;, d’ou F’ = F,.

CororraIreE 2. — Soit F un atlas complet propre de J;
il existe un atlas faible complet propre Fy, saturé par induction
dans F, formant une base de F.

En effet, soit B une base de F telle que «(B) et 3(B) soient
des classes compatibles; soient E et E’ les sous-classes de «(F)
et B(F) formées des éléments induits des éléments de a(B)
et B(B); la classe F; = E’.F.E étant saturée par induction
dans F, c’est un atlas faible complet d’aprés le corollaire 1;
de plus F; est propre et F,, contenant B, est aussi une base

de F.
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Prorosition 6. — Soit F un atlas faible complet de 9;
st B(F) est contenu dans F, alors F est contenu dans a(F); st
on a F c a(F), alors b(F) c F et b(F) est un sous-groupoide saturé
par induction de a(F), dont a(F) est un élargissement (déf.

3-2, 11 [1] et [4)).

Démonstration. — Si3(F) c F,ona F = B(F)F ¢ F'F = q(F).
Supposons F c a(F); alors b(F) = FF~ c Fa(F) = F; les condi-
tions fe a(F) et B(f) € B(F) entrainent f = B(f)f e FaF) = F;
par suite F = B(F).a(F). De plus: b(F)cB(F).a(F).B(F) et

ﬁ(F).a(F).B(F) c F.a(F).B(F) — F.B(F) < F.F-1 = b(F),

d’ou b(F) = B(F).a(F).B(F) et b(F) est un sous-groupoide
plein de a(F) Pour tout e e a(F) et tout ge b(F) avec e < «(g),
on a ge € F1(Fa(F)) = b(F); donc b(F) est saturé par induction
dans a(F). Comme la composante de b(F) dans a(F) contient
F, elle contient B(F) ainsi que a(F). Par conséquent a(F)
est un élargissement de b(F).

Cororraire 1. — Soient I une classe d’indices contenant 1
et 2 et F un atlas faible complet de 9; soit F le sous-pseudo-
groupe faible du groupoide sous-préinductif § X (I X 1) engen-
dré par la classe des triplets (f, (2, 1)) tels que fe F. Alors (a(F),
(1,1)) et (b(F), (2, 2)) sont des sous-pseudogroupes faibles de F

saturés par induction et dont chacun admet & pour élargissement.

Démonstration. — & est la classe réunion des classes (F, (2, 1)),
(F1, (1, 2)), (a(F), (1, 1)) et (b(F), (2,2)). La sous-classe G
de F formée des triplets (g, (2,1)), ot 1 =1, 2, est un atlas
faible complet de ¥ X (I X I), puisque

(8" (2,7)) ((g's U, 2) (8 (2, 7)) = (g"(g'g), (2, 1)) e G.

Comme B((g, (2, i))) = (B(g), (2, 2))«G, la proposition 6
entraine que a(G) contient G; donc a(G) = % et F est un élargis-
sement de b(G) = (b(F), (2, 2)).

CoroLLAIRE 2. — Soit E’ une sous-classe de 9, saturée
par induction; F = E’Y est un atlas faible complet tel que a(F)
soit la composante inductive faible de E' dans 9.

En effet, on a B(F9) c (F) c E’, car E’ est saturé par induc-
tion; par suite F est un atlas falble complet en vertu de la
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proposition 5, et a(F) est la composante inductive faible
de E" = B(F), d’aprés la proposition 6.

Proposition 7. — La classe #6(9) des atlas farbles complets
de 9 est un groupoide pour la lov de composition définie par:

(G, F) > G.F st, et seulement si, a(G) = b(F).

#(9) admet pour classe d’unités la classe des sous-pseudo-
groupes faibles de 9.

Démonstration. — Soient F e 36(¥) et G e #(¥). Montrons
que, si a(G) = b(F), G.F est un atlas faible complet tel que
a(G.F) = a(F) et b(G.F) = b(G). En effet, les relations:
GF ¢ (GB(F)).(2(G)F) « G.F entrainent GF = G.F et

B(G.F) (GF) < B(G) (GF) c GF.

Comme

a(G.F) = (G.F).(G.F)
= F1.G*.G.F = F1.b(F).F = a(F),

on a (G.F)a(G.F) = G.F et 1l résulte du corollaire 3 de la
proposition 4 que GF est un atlas faible complet tel que
a(G.F) = a(F). De plus, on a:

b(G.F) = (G.F).(G.F) = G.F.F.G
= G.a(G).G = b(G).

— Dans #(9), F admet les pseudogroupes faibles a(F) et
b(F) pour unités a droite et & gauche. D’aprés I'associativité
de la loi de composition dans ¥, on a

H.G.F = H.(G.F) = (H.G).F,

si H.(G.F) est défini dans #6(). Donc #(Y) est une catégorie.
Enfin, d’aprés le corollaire de la proposition 3, F— est un
atlas faible complet, qui est 'inverse de F' dans #(9).

CoroLLAIRE. — La sous-classe de 36(9) formée des atlas
fatbles complets propres de d est le sous-groupoide plein 36'(4)
de 36($) dont la classe des unités est la classe des sous-pseudo-

groupes faibles propres.
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Etant donné un groupoide sous-prélocal ¥, nous désignerons
par F la partie sous-inductive engendrée dans ¥ par la sous-
classe F de 9. Soient G et F des sous-classes de 4. S1 Gc F,
on a GecF. Si F et G sont des bases de F et G resp. on a:

G FcGF, en vertu de la prop. 3-2.

Prorosition 8. — Soit 9 wun groupoide sous-prélocal.
Si F est un atlas faible complet de 9, la partie sous-inductive F
engendrée par F dans 9 est un atlas complet admettant F pour

base et tel que a(F) = a(F).

Démonstration. — Puisque Fa(F) = F, il résulte du corollaire
de la proposition 4-2 que F est une base de F. Soient K, K’ et
L des sous-classes de F admettant des sous-agrégats dans 4;
on a, d’apres la prop. 3-2:

o= (Un)(Ux(Jx) =G,
les relations: K'K'c F1F = g(F) et L(K*K') c Fa(F)=F

entrainent g € F. Par suite Fa(F) c F et F est un atlas complet.

Cororraire 1. — Soient [' un sous-pseudogroupe de ¢
et B une sous-classe de 9 telle que a(B)c ' et (B[')(B[) <}

sotent A la composante inductive faible, et A la composante

inductive, de (BI')=(BT') dans ['; alors la partie sous-inductive BA
engendrée par BA est un atlas complet de § admettant BA pour

base et tel que A soit le sous-pseudogroupe engendré par a(BA)
dans 9.
En effet, d’aprés la proposition 4, BA est un atlas faible

complet de 9 tel que a(BA) = A; par suite BA est un atlas
complet admettant BA pour base; comme a(BA) est une base

de a(BA), c’est aussi une base de a(BA), donc

a(BA) = a(BA) = A.

CororraIrReE 2. — Soit B une sous-classe de J telle que
B-1.B soit un sous-pseudogroupe de 9, que B(B)BcB et que
B(B-1.B) c B. Alors B est un atlas complet pour lequel

a(B) = B1.B.
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Démonstration. — Comme ((B)B<B, on a BB = B1.B,

d’ot B(B'B) = B. Des relations: «(B) c B-1.B<B.B,

B-1B c (B(B—1.B))*(B(B1.B)) = H

et Hc(B(B—B))*(B(B=B)) = BB BB = B*.B,

on déduit que B~1.B est la composante inductive de H dans
BB et, en vertu du corollaire 1 de la proposition 8§,

B(B-1B) = B est un atlas complet tel que a(B) = B-1.B.

Cororraire 3. — Si E et E’ sont deux sous-classes inductives
de 9y, la classe F des fe d tels que a(f) e E, B(f) e E', B(fE) c E’
et a(E'f)cE est un atlas complet de 9.

En effet, d’aprés la proposition 5, F est un atlas faible
complet; montrons que F est U-saturée, d’ou il résultera

en vertu de la proposition 8 que F est un atlas complet. En
effet pour une sous-classe A de F admettant un f-agrégatf, on a

a(f) « E et B(f) < E'; d’aprés la prop. 3-2: (|_JA)E < |_J(AE),
d’ou B(fE)e E’; de méme a(E’'f)eE et fePF.

Proposition 9. — Soit 9 un groupoide sous-prélocal, F un
atlas complet de 9, a(F) et b(F) les sous-pseudogroupes engendrés
resp. par a(F) et b(F). Alors on a Fa(F) =F = b(F)F. De
plus la classe des atlas complets de § est un groupoide Jo(9)
pour la loi de composition:

(G,F) >GoF=GF st, et seulement st, a(G) = b(F).

Démonstration. — On a F = Fa(F)c Fa(F). D’aprés la
proposition 9-2, @(F) admet a(F) pour base. Soit H c a(F)
h

et h =UHeE(F). Si fh est défini, ot feF, on a, d’apres

la proposition 3-2, fh e UfH, comme F est U-saturé
et fHcFa(F)=F, on en déduit fheF, donc Fa(F) =F.
De méme b(F)F =F. — Soit Ge A(Y) avec a(G)= b(F);
montrons que G o F est un atlas complet tel que @(G o F)=a(F)
et 5(Go F) = B(G). En effet, les relations:

GF < (GB(F)).(«(G)F)) < (Gb(F)).(a(G)F)
» = (G&(G)).(B(F)F) < G.F
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entrainent GF = G.F. Il en résulte:

B(G.F) (G.F)<B(G) (G.F) < (B(G)G)F = GF = G.F
et
(G.F)(G.F) = F1.G!'.G.FcF1.5(F).F = F1.F = q(F),
d’our

(G.F) ((G.F).(G.F)) ¢ (G.F)a(F) ¢ G(Fa(F)) = GF
et

(GF).(GF) ca(F).

D’autre part, supposons feF, f'eF et f~1.f défini. Comme
e = B(f) €a(G), il existe une sous-classe E’ de a(G) telle que

eel |E'; on en déduit:

f.f < UJFHE 1) < FalG). F)
= FG™. G.F)c (GF)(GF).
Par suite G(F) = (GF)™(GF). Du corollaire 2 de la proposition 8

il résulte que G.F = GoF est un atlas complet tel que
a(G o F) = @(F). De plus on trouve:

5(Go F) = (G.F).(G.F) = G. (b(F).G™)
= G.(B(F).G) = b(G).

— Dans A(9), F admet resp. a(F) et b(F) pour unités a droite
et & gauche. Soit He A(¥); s1i Ho (Go F) et (Ho G) o F sont
définis, ces atlas complets admettent chacun H.G.F pour
base; par conséquent ils sont égaux et la lo1 de composition ©
est associative. Enfin F1 est inverse de F dans A(9).

CoroLLAIRE. — La classe A'(9) des atlas complets propres
de 9 est le sous-groupoide plein de Mo(9) admettant pour classe
de ses unités la classe des sous-pseudogroupes propres de 9.

Prorosition 10. — Soit F un atlas complet d’'un groupoide
sous-prélocal 9; st B(F)cF, on a Fca(F). S¢ Fca(F), alors
b(F) c F et b(F) est un sous-groupoide plein saturé par induction
de a(F), qui admet @(F) pour composante inductive dans a(F).

La démonstration est analogue a celle de la proposition 6.
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4. GROUPOIDES SOUS-PREINDUCTIFS
DES ATLAS COMPLETS

Soit ¥ un groupoide sous-préinductif. Soient F, G et H
des sous-classes de 9. Si la classe E réunion de a(H) et de B(G)
est compatible, on a, en vertu de I’associativité partielle du

pseudoproduit :
H(GF) c (HG)F;

si la classe E’ réunion de «(G) et B(F) est compatible, on a
de méme:

(HG)F < H(GF);
si E et E’' sont compatibles, on a donc:
(HG)F = H(GF),
et dans ce cas on peut supprimer les parenthéses et écrire:
HGF = H(GF).
La partie sous-inductive faible engendrée par F sera notée F.

TatorimeE 1. — Soit 9 un groupoide sous-prélocal. Le
groupoide #6'(9) des atlas faibles complets propres de $ (propo-
sition 7-3) est un groupoide sous-préinductif lorsqu’il est
munt de la relation:

F'<F s, et seulement s, F' = Fa(F') = B(F')F.

Démonstration. — Soient F € 36'(9), F' € 36'(J) et F" e 36'(9).
On a:
Fa(F) =F = §3(F)F, d’ou F<F;

si FF<F et F"<F', on trouve: a(F") = «(F)a(F") et
F” = F'a(F") = Fa(F")a(F") = Fa(F");

de méme F" = B(F")F, c’est-a-dire F” << F. Les conditions
F' < F et F < F’ entrainent:

F' = Fa(F') = F'a(F)a(F') = F'a(F')a(F) = F'a(F) = F.

Donec la relation << est une relation d’ordre.
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Soit [' un sous-pseudogroupe faible propre de 9. Montrons
que si F << I', F est un sous-pseudogroupe faible de 9. Comme
F = ['a(F) = B(F)[, les relations:

a(F) = a(l)a(F)ce(F) = F et B(F) = BF)B(I)<F

entrainent, d’apres la proposition 6-3, a(F)cFcb(F) et
b(F) ¢ F c a(F) resp., d’ou a(F) = b(F) = F. Donc F e #6'(¥),.
Supposons F’ < F; puisque «(F) et B(F) sont compatibles,
on trouve:

a(F) = F7F" = (F23(F")F" = F~(Fo(F))
= a(F)a(F') = o(F)a(F),
b(F

). On en déduit

et par suite a(F’) << a(F); de méme b(F")
) = Fa(F') = F’; b(F)F = F’;

e
de plus: Fa(F’) = F(a(F)a(F)
b(F')Fa(F') = F'.

— Supposons H << a(F) et montrons que I'on a: FH e #6'(9)
et FH<<F. En effet, comme:

(FH)=*(FH) = HFFH = H-(q(F)H) = HH = H,
B(FH)FH c ((FH).(FH)™) (FH)
< FH((FH)=(FH)) c FHH = FH
t
: (FH)((FH)~*.(FH)) = (FH)H = FH,

FH est un atlas faible complet, d’aprés le corollaire 3 de la
proposition 4-3, tel que a(FH) = H. On a «(FH) = a(H);
tout élément de «(FH) étant majoré par un élément de a(F),
la classe «(FH) est compatible. Par conséquent FH e 36'().
De plus on a les relations :

FH = F(a(F)a(H)) = Fa(H) = Fa(FH)
et
B(FH)F c y(FH)F = ((Fa(H)).(Fa(H))™)F
= Fa(H)F'F = Fa(H)a(F) = FH;

Iégalité fa(h) = B(fa(h))f, ot feF et heH, entrainant
Fa(H) c B(FH)F, on obtient: Fa(FH) = FH = §(FH)F, d’ou
FH < F.

— Soit Ge #'(Y) tel que a(G) = b(F). On a: G.FcGF et

GF < (GB(F)). («(G)F) = (Ga(G)).(B(F)F) = G.F,
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d’ot GF = G.F. Supposons de plus G'e#'(9), F' e ¥'(d),
a(G") =b(F'), F<F et G <G; on a:

G .F = (Ga(G’))F' = G(Q(F')F’) GF’ = (G.F)a(F")
et G'.F' = G'(B(FF) = B(G’) (G.F),
c’est-a-dire G'. F' << G.F. Inversement soit K < G.F; d’apres
le début de la démonstration, on trouve: a(K) << a(F),
F' = Fa(K) € 36'(9), F’ <F, a(F") = a(K),
b(F') < b(F) = a(G);
G = Gb(F') e 3'(9), G <G, a(G’) = b(F');
G".F'<G.F.
De plus:
G'.F' = (Ga(G").(Fa(K)) = GFa(K) = (G.F)a(K) = K.
Ceci prouve que 'axiome (I) est vérifié dans #6'(S).

— Solent H' et H” deux éléments de #6'(¥), majorés par
['e #6'(4)y. Comme a(H') = «([)a(H') et a(H") = a([)a(H"),
la classe a(H")a(H") = a(["a(H")a(H") est compatible. Posons :

H = Il'a(H"a(H");
on obtient :
H = o(H")a(H)[ = «(H")H' = a(H")['«(H') = H"«(H') = H
et

HH c a(H")a(H")['H = o(H")o(H")H
= a(H")a(H")a(Ha(H)[ = H

4 étant sous-prélocal, H est un sous-pseudogroupe faible.
Comme a(H'a(H)) = «(H")a(H) = «(H) est faiblement U—sa-
turé, H'a(H) est faiblement U-saturé. Les relations:

HaH) = [a(H)aH") = H = o(H)H’
et Ha(H) = H = H'a(H)

entrainent H < H’ de méme H < H”. Si K est un minorant
de H' et de H” dans %6’ (9), on a K<< H, car

K = H'a(K) = H'a(H"(K)) = H'a(H")a(K) = Ha(K) ¢ Ha(K)
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et
Ho(K) ¢ Hy(K) = K = K;

par conséquent H = H'n H" et #6'(J) est un groupoide
sous-préinductif.

CoroLrLAIRE. — La classe J(9) des sous-classes inductives
fatbles compatibles de 9 (définition 7-2) est le sous-groupoide
plein saturé par induction de #'(9) dont la classe des unités
est la classe des sous-classes inductives faibles compatibles de 9.

Démonstratwn — Soit Fed(9); on a aFF) = a«(F) et
b(F) = B(F); les conditions fe F et f' € F entrainent
fu(f’) = fnf'eF

o+

d’aprés la proposition 10-2, d’ott Fa(F) = Fa(F) = F e
Fe#'(¥). Réciproquement si Fedb'(d), a(F) = aF ) e

F) = B(F), alors on a ff" e, f'f e, pour tout fe
tout f'eF, donc FeJfY).

P

Tutorime 2. — Soit ¥ un groupoide sous-préinductif;
le groupoide #(J) des atlas faibles complets de § (proposition
7-3) est un groupoide sous-inductif lorsqu’il est muni de la
relation :

F' < F si, et seulement si, F'cF et F' = Fa(F’) = B(F')F

Démonstration. — Soient F e #6(9), F' e #(J) et F"e%(&’).
On a: F «F. Si FFKF et FKF, alors FFcFcF', dou
FF=F.SiFF<FetF «<F,ona: F" c F' c F; les relations :

F” — Fﬂa(F”) c Fa(F”)
et Fo(F") c (Fa(F")a(F") e (Fa(F"))a(F") = F'a(F") =F”"
entrainent F” = Fa(F"); de méme F” = B(F")F; donc F" < F
et la relation € est une relation d’ordre.

— Soit [' un sous-pseudogroupe faible de 9. Montrons que
si F< ', F est un sous-pseudogroupe faible de 9. Comme :

aF) = a(D)a(F)cTa(F) = F et  B(F)<F,

il résulte de la proposition 6-3 que: F = a(F) = b(F) e #(9),.
Supposons F’' < F; alors F' = F.o(F’) = B(F').F, car:

F.«(F') c Fa(F") = F’
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et, pourtoutf' e F',ona:f'=f".a(f’) e F.a(F). Evidemment_:
aF)caF) et  a(F)ca(F)a(F);
par ailleurs :
a(F)a(F) = (F1.F)a(F") c F1F' < (F23(F"))F’
= F'F' = qo(F')
et par suite: a(F') = a(F)a(F’) et a(F') < a(F); de méme
b(F') < b(F). De plus:
Fa(F') = (Fo(F")). (#(F)a(F")) = F'a(F")= F' = b(F"JF,
F.a(F)=F.F21.8(F) F' = b(F).B(F').F' = b(F').F' =F’
et, de méme, F' = b(F’).F |

— Supposons H< a(F) et montrons que F.H est un atlas
faible complet tel que F.H < F. En effet, on a:

F.HcF.a(F) = F;
FH c (FB(H)).(«(F)H) c F.H,

puisque :

ona
F.H=FHet3(F.H) (F.H) < 8(F)(F.H) c (3(F)F)H= FH;
comme
(F.H?*.(F.H =H.F1.FH=H.q«F) H=H
et
(F.H)(FH)*.(FH)) = (F.HH< F(HH) = FH = F. H,
les conditions du corollaire 3 de la proposition 4-3 sont vérifiées
et FH est un atlas faible complet tel que a(FH) = H. Les
relations :
Fa(HyeFH = F.H = F.(a(F)a(H)) c Fe(H) = Fa(FH),
FH = Fa(H)

et
B(F.H)FecbF.H)F = (F.H).(F.H™)F

c(F.H.F)F < F(Ha(F)) = FH
montrent que F.H = Fa(FH) = B(FH)F, donc F.H<F.
— Soit G e #6(J) tel que a( ) = b(F); de la relation:
(G)

G.F < GF ¢ (GB(F)).(«(G)F) = G.F,
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on déduit G.F = GF. Supposons G’'e#(9), a(G') = b(F’),
F'<F et G'<G; on obtient: G'.F' c (G.F)a(F’) et

(G.F)a(F’) c G(Fa(F")) = GF’ = G(«(G').F') c G'.F,

c’est-a-dire G'.F' = (G.F)a(F’); de méme G'.F' = 3(G’) (G.F)
d’ou G'.F" €« G.F. Inversement soit K < G.F; posons;

F' = F.aK)<F e G = G.b(F)<G;

on a:

G'.F = G.b(F").F' = G.F.q(K) = K.

Ceci prouve que 'axiome (I) est vérifié dans #6(9).
La relation : H' < H, ou H et H' sont des sous-pseudogroupes
faibles, équivaut a:

H’ est une composante inductive faible de H.
Par suite toute sous-classe A de #6(¥) majorée par H admet
pour intersection dans #6(Y) la classe intersection (corollaire 2,
proposition 13-2) des sous-pseudogroupes faibles H’'e A,
et #6(9) est un groupoide sous-inductif d’aprés le corollaire
de la proposition 5-1.

Cororraire 1. — J6'(9) est un sous-groupoide saturé par
induction de #6(9) ; muni de la relation d’ordre induite par #6(),
le groupoide #6'(9) est un groupoide sous-inductif, que nous
noterons %6'(4).

CoroLLAIRE 2. — J(9) est un sous-groupoide saturé par
induction de #6(9); muni de la relation d’ordre induite par <,
le groupoide 3/9) est sous-inductif; nous le noterons I Y);
g sidentifie & un sous-groupoide sous-préinductif de JI{9),
en identifiant fe 9 d la classe [~ des éléments induits par f.

En effet, J(9) est évidemment saturé par induction dans
#(Y); lapplication: f— f~ identifie ¥ & un sous-groupoide
de J/(¥6), encore noté J, qui est stable pour la pseudomulti-
plication puisque :

(&) =(g”) (f?), si fed et ged.

DériviTion 1. — Soit 9 un groupoide sous-préinductif;
on appelle sous-classe faiblement compléte, ou complexe, de 4
une sous-classe de 9 saturée par induction dans 9 et compatible.
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Tutortme 3. — Soit 9 un groupoide sous-prélocal. La
classe des complexes de 9 est un sous-groupoide ¥’ saturé de
IA(Y) sur lequel les relations << et < induisent la méme relation
d’ordre, définte par:

F'<F st, et seulement st, F' cF.

9 est la composante inductive de ¥ dans JI(9) et admet
pour base. De plus § est un groupoide local.

Démonstration. — Pour tout fed, soit f> le complexe
des éléments induits par f. Soient Fed’ et F'eJf9); la
relation F' << F entraine: F' = Fa(F')cF, d’ou F’' < F;
comme f'e= (f'e)a(f’) e Fa(F')=F’, ou f'eF' et e<<a(f’),
F’ est un complexe; ainsi 4’ est saturé par induction dans
I(9)- _

— Soit F'eY et F'cF; on a F' cFa(F); s1 feF et
si f'eF’, la relation fa(f')=/fnf" entraine fa(f’)eF’,
puisque F’ est saturé par induction, d’ou F’ < F. Par suite
les relations << et < induisent sur ¥’ la méme relation, a
savoir: F'c F; de plus ¥ est un groupoide inductif, dans
lequel I'intersection d’une classe A de complexes est la classe
intersection des Ge A. B

— Soit FeJ(9) et a(F)ed’; puisque:

fe = f(«(f)e) « Fa(F) = F,

ou feF et e<<a(f), F est un complexe. Donc 4’ est un sous-
groupoide saturé de J(9).

— Pour tout F € 9’ et tout fe F, le complexe f~ est contenu
dans F et F est un majorant de la classe F> des f~ ed’, ol
feF; soit K un autre majorant de F> dans J/(9); des rela-
tions : [~ = Ka(f)~, il résulte F = Ka(F) < K, et F est 'agrégat
de la classe F>. Donc 9 est une base de J'.

— Soit A une sous-classe de 9, admettant un sous-agrégat E’
dans J,(9); tout complexe Ee A est contenu dans la classe
des éléments induits des éléments de E’; par suite la classe E”
réunion des classes E € A est compatible et ¢’est un complexe,
qui est I’agrégat de A dans ¥’. Des relations E = E'E < E'E”,
on déduit E"c E'E”; par ailleurs E'E” ¢ E”, puisque E” est
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saturé par induction; donc E” = E'E” et E" < E’; par
conséquent E’ = E”. Comme ¥’ est saturé dans JIJ9), ceci
entraine que ¥’ est la composante inductive de 9 dans J(9).
Enfin si Be Y, on a:
UAnB = (EnB)

et Paxiome (D) est vérifié dans J’.

Remarque. — Soient f et g deux éléments de ¥ admettant h
pour sous-agrégat dans ¢; alors f et g sont compatibles;

dans 9’ les complexes f~ et g~ ont pour agrégat la classe réunion
de f~ et g7 ; cette classe est différente de la classe A~.

TatortME 4. — Soit 9 un groupoide sous-prélocal; le
groupoide b'(9) des atlas complets propres de 9 (proposition
9-3) est un groupoide sous-préinductif lorsqu’itl est muni
de la relation:

F'<F s, et seulement st, F' = Fa(F') = B(F')F.

- Démonstration. — Pour tout F e '(¥), nous désignerons
par F; une base de F saturée par induction dans F et telle que
a(F;) et B(F,) soient des classes compatibles; si F' < F, on
choisira pour F; la classe des éléments induits des éléments
de F; sur o(F'), c’est-a-dire Fya(F’).

— Ona: F=Fa(F)=3(F)F; s1i F'<F et F<F’, on trouve:

F' = Fol") = Fla(F)a(F) = F, a(F)a(F;) = Fa(F) = F;
si F"<F et F”" << F’, les relations:
Fa(F") = Fa(F'a(F")) = F(a(F)2(F"))

= Fya(F))a(F;) = F'a(F") = F”

et, de méme: B(F")F = F”, entrainent F” << F. Ainsi la rela-
tion << est une relation d’ordre.

— Supposons F < I, ot [ est un sous-pseudogroupe propre
de 9; comme

F = I'a(F) et a(F) c «(["a(F) c ['a(F) = F,
il résulte de la proposition 10-3 que I'on a: b(F) c F ca(F);
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de méme B(F)cF et a(F)cFcb(F); dou F=2a(F) est un
sous-pseudogroupe propre.

— Supposons F’' < F; puisque:
a(F') = F1.F = F(F)F; = F'F;
= F71Fa(F;) = a(F)a(F’') =a(F)a(a(F)),
on trouve @(F') < @(F); de méme b(F") < b(F).
— Supposons H <<@(F) et montrons que FH est un atlas
complet tel que FH < F et a(FH) = H. En effet, on a:

«(FH) c «(F)a(H) « «(Fy) (a(Fy)2(H,)) »
= a(F) (Fe(Hy) = a(Fy«(H,) = H

et

(FH)H)*((FH)H) = H,H,F'F H H, ;
= Hya(F))H; = «(H,)a(F;)a(H,) = H,

de sorte que, d’aprés le corollaire 1 de la proposition 8-3,

(FH)H = F,H,H, = FH

est un atlas complet pour lequel E(_F—FI) = H. De plus, comme

FH = Fa(F,)2(H;) = Fa(H) = Fa(FH); s
FH = Fa(H) c 3(FH)F

et

B(FH)F c F,H,F{'F, = F,H,a(F,) = F,H, = FH,

on obtient: FH < F.

— Supposons GoF et G'oF’ définis dans Jla'(.‘f )y G'<Get
F’ < F. Nous avons déja démontré (propos1t10n 9-3) que
G.F = GF. Comme la classe E, intersection de «(G,) et de
B(F,) ou F; et G, sont des bases propres saturées par induction
de F et G est une base de a(G), les classes EF; et G,E sont
aussi des bases de F et G; c’est de telles bases que nous nous
servirons dans la suite de la démonstration. Les relations:

G o F = (Ga(G)- (B(F)F) = Gra(GUB(FIT,
= G,F" = G,F,«(F;) = (GoF)a(F’)
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et, pour la méme raison, G’'o F' = B(G’) (G o F) entrainent
G'oF' < GoF. Inversement, soit K<< Go F; d’aprés ce qui
précéde, on a: a(K)<< a(F),

F' = Fa(K) = Fo(K) < F; G = Gb(F') < G;
B(F") = a(G)

et G'o F' < GoF; par ailleurs:
G' o F' = (Gb(F))F, = GF’' = G,F,2(K;) = (G o F)a(K) = K.

Donc l'axiome (I) est vérifié dans A'(H).

— Supposons H' <T', et H" <<, ou [' est un sous-pseudo-
groupe propre de 4. Posons: H = [ a(H;)a(H;), ou [, H;
et H; sont des bases telles que la classe réunion de «([}),
a(H;) et a(H;) soit compatible. On trouve:

H7 = «(H)a(Hy)[; = «(H)H' = o(H))[\a(H])
= H"a(H’) = I a(H;)a(H;) = H

et
HH = «(H;)H,H, = «(Hj) («(H;)[1)H; = «(H;)a(H;)H, = H.
Par suite H est un sous-pseudogroupe. Des conditions :
H'a(H) = [Ya(H;)a(H,;) = o (Hy) a(H;) a(Hy) (L)

— Tye(H})a(H]) = H
et, de méme, H'«(H) = H, on déduit H<< H" et H << H".

Si K est un autre minorant de H et de H”, on a:

K = Ha(K) = Ho(H)«(K;) = Ha(K),

ou K, désigne une base de K telle que la classe réunion de «(K,)
et de o(['y) soit compatible, d’ou K << H. Par conséquent
H= H' nH" dans &'(Y) et A'(¥) est un groupoide sous-
préinductif.

CororLLAIRE. — La sous-classe J(%) de H'(9) formée des
sous-classes inductives de 9 admettant une base compatible
est un sous-groupoide plein saturé par induction de Mb'(9).

En effet, on a FeJ(¥) si, et seulement si, F est un atlas
complet propre tel que a(F) et b(F) soient resp. les sous-classes



GROUPOIDES SOUS-INDUCTIFS 39

inductives de 4 engendrées par «(F) et B(F). Par suite la
classe des unités de J(J) est la classe des sous-classes inductives
- de 9 admettant pour base une sous-classe compatible de 9,;
elle est saturée par induction dans A'(¥), puisque F' < E,
ou EeJ(Y), entraine que F’ admet la classe Ea(F;) <Y,
pour base.

Tutortme 5. — Soit § wun groupoide sous-prélocal; le
groupoide Jo(J) des atlas complets de J (proposition 9-3)
est un groupoide sous-inductif lorsqu’il est muni de la relation:

F'<F si, et seulement si, F'cF
et F' = Fa(F') = B(F")F.
Démonstration. — Montrons que la relation F' < F est

équivalente a
F'cF et F' = Fa(F’) = B(F')F,

c’est-a-dire F' < F dans #6(¥) (théoréme 3). En effet, soient
Fel®) et F'eb(d). Si F'<F, on a F'cFa(F')cF', d’ou
F' = Fa(F’); de méme F’' = ((F")F. Inversement, si F'cF
et I’ = Fa(F') = B(F’)F, on a:

F' = F' = Fa(F') = B(F)F.

Il en résulte que la relation < est une relation d’ordre, que, s
F" < F, on a aussi:

F' = F.a(F") = B(F').F

et qu'un élément F de Jo(¥) est majoré par un pseudogroupe I’
si, et seulement si, F' est une composante inductive de I
Par suite toute sous-classe majorée A de f(¥), admet pour
intersection dans J(¥) la classe intersection des He A. Si
F'<F dans &), on a a(F') < a(F) dans #(9), donc

a(F’) c@F) et a(F’) = a(F)a(F’), d’ou
a(F') =a(F)a(a(F’)) < a(F).

De méme b(F') < b(F).
— Soit H < @(F); puisque H est saturé par induction dans
a(F), on a:

Ha(F)cH, ot  FHc (Fa(H)).(«(F)H) < F.H;
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on en déduit :
FH =F.H; B(FH) (FH)CB(F) (F.H cFH=F.Hj;
(F.H)‘l.(F.H) = H.F1.F.H = H.q(F).HcH,
d’ou:
(FH)‘I(FH) =H et (FH) (FH™').(FH))
< (F. H) H < F(HH) = FH.

AlnSl les conditions du corollaire 2 de la proposition 8-3

sont vérifiées et F.H est atlas complet tel que a@(FH) = H;
de plus on trouve:

Fa(H) c FH = F.(a(F).«(H)) c Fa(H) = Fa(FH);
FH = Fo(H) c (FH)F

et
B(FH)F ¢ (F.H).(F.H)?)F=(F. H.F)FcF.(Ha(F))=F.H,

donc
| FH— (FH)F — Fa(FH) et FH < F dans (9).
— Soit G e b(¥), a(G) = b(F); I'atlas complet GoF admet
GF = (GB(F)). («(G)F) = G.F
pour base; soient G’ < G, F' < F et a(G’) = b(F’); on obtient :
G .F c(G.FaG.F)c(G.Fa(F)

et

(G.F)a(F) c G(Fa(F)) = GF < (GB(F))F’
= (G«(G"))F' = G'F,
c’est-a-dire G'o F' = (Go F)a(F’); de méme
G'oF'=4(G') (GoF), d’ot G'oF' < GoF.

Inversement si K < GoF op a, 4 'aide d’un raisonnement
analogue & celui utilisé dans le théoréme 3,

F' = Fa(K) = F.a(K) < F;
G = Gh(F') < Get G'oF’ < GoF.
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Enfin:
G’ oF = (G.B(F)).(F.2(K)) = (GoF).«(K) = K.

Par conséquent M(¥) est un groupoide sous-inductif.

CororLaIRE 1. — Mo(¥) admet M'(9) comme sous-groupoide
saturé par induction; muni de la relation <, A'(Y) est un

groupoide sous-inductif que nous désignerons par M'(9).

Tutorime 6. — J(¥) (corollaire du théoréme 4) muni de la
relation < est un groupoide inductif, que nous noterons J(J).

Démonstration. — J(9) est saturé par induction dans b(¥),
donc est un groupoide sous-inductif. Il suffit de montrer qu’il
est préinductif, car il en résultera qu’il est inductif. Soient
F'eJ(J) et Fed(J). Supposons F'cF saturé par induction
dans F; on a F’' cFa(F’); soit F; une base de F formée par
une sous-classe compatible saturée par induction dans F;
la classe F; intersection de F’ et de F; est une base de F’;
sif'eF,et feF,ona:

fulf’) = fof" =B <T,
d’ou fa(f') « F' et Fa(F’) = Fya(F,) c F’; par suite F' = Fa(F’);
de méme F'=§(F)F et F' < F. — Supposons F” e J(¥) et

montrons que F’ et F” admettent pour intersection dans J(9)
la classe G des g tels que ge F’, ge F" et ga(F') = ga(F").
Soient f'e F', ge G et f' << g; la relation

f = glalf") = ga(F") < F"

entraine :

f'a(F')  g(a(f")2(F’)) c ga(F') = ga(F") < F”,

fa(F') e f'a(f'2(F")) « f'a(F") < f'a(F')
et f’ « G. Soit B une sous-classe de G admettant un sous-agrégat
b; comme ba(f’) e U(Ba(f’)) cF” on a:
ba(f") = ba(ba(f")) = ba(F"),

donc b e G. Soient F; et F; des bases compatibles de F’ et F”,

d’our:
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saturées par induction resp. dans F’ et dans F”. Si geG,
g g9
il existe A'cF; et A" cF; telles que g=l |A’ =l |A";

g
on en déduit g = U A, ou A est laclassedes f'nf”, ou f' e A’
et f”« A”. Ainsi G admet pour base la classe G, des éléments
f'af’, ouf eF, et f"eFj, qui est compatible en vertu de la
proposition 11-2; donc G e J(J) et, G étant saturé par induction
dans F' et F”, ona G € F' et G € F”. Si K est un minorant
de F' et F”, on a, puisque K= F'a(K) = F'.a(K)cF":

Ka(F') = (F'.a(K))a(F') ¢ F'a(K) = K< F”;
il en résulte, si ke K, f'eF’' et si ka(f’) est défini:
ka(f') = ka(ka(f’)) « ka(F");

de méme ka(F")cka(F’), et par suite Kc G et Kec Ga(K);
de plus:

Ga(K)cF'a(K) =K, ot K = Ga(K).

On en déduit que K <€ G et que G est I'intersection de F’
et de F” dans le groupoide inductif J(9).

DeérinitioN 2. — Soit Lo une classe sous-préinductive;
on appelle paratopologie de Jbo ou sur ae b une sous-classe
inductive faible de b admettant a pour plus grand élément.

Tatorime 7. — Soit G(9) la classe des paratopologies sur
un groupoide sous-prélocal J; alors ©(J) est un sous-groupoide
sous-préinductif saturé de I/(9) et de 3(9). Si 9 est sous-local,
©(9) est un groupoide sous-inductif pour la relation <, et 4
en est un sous-pseudogroupe faible saturé par induction.

Démonstration. — Soit T une paratopologie sur ted;
alors a(T) et B(T) sont des paratopologies sur a(t) et sur [3(¢)
et T s’identifie au triplet (B(T), ¢, «(T)). Montrons que ()
est un sous-groupoide saturé de J(J); soit F eI () tel que
a(F) soit une paratopologie sur e; il existe feF tel que
a(f)=-e. S1f"eF, onaalf')<<e, d’ou f"=f"a(f)=[f"nf<],
et F est une paratopologie (B(F), f, a(F)) sur f. Soient T’ et T”
deux paratopologies sur ¢’ et t" resp. majorées par T dans
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J(9); alors T'nT” est une paratopologie sur t' nt”, puisque
T  n T” = Ta(T")a(T") d’apres le théoréeme 1, et que Ta(T")a(T")
contient :

ta(ta(t") = t'a(t") = t' n "

Pour toute paratopologie E sur e telle que E << a(T) (resp.
E < «(T)), TE est une paratopologie sur te. Ainsi 5(¥) est
un sous-groupoide sous-préinductif de J,(¥) (resp. de J|(¥)).

— Supposons ¥ sous-local; soit A une classe de paratopo-
logies T’ sur ¢’ majorée par T dans J,(9); la classe des éléments
t' admet un t-agrégat t" e T; soit T” la classe des éléments
feT tels que f < t”; T” est une paratopologie sur ¢”; comme :

T cT"«(T") e Ta(T') = T, et de méme T = B(T")T",

T” majore T'eA. Soit M € T une paratopologie sur m,
majorant A; on a T"<K M, dot ' <m<tett"<<m Par
suite :

TII — t”d(T”) —_ ma(Tll) c Ma<TII);

inversement, si fe T”, on a ma(f) = fa(m fe T”, de sorte
que Ma(T”) = T”; de méme T” = B(T")M, c ‘est-a-dire T" < M.
Ainsi T” est le T-agrégat de A dans ‘6(9’) et G(¥) est un
groupoide inductif.

— ¥ s’identifie & un sous-groupoide de ©(9), en identifiant
fe ¥ avec le complexe f~. S1 T < f, T est saturé par induction
dans >, donc T =1t et Ted. Par suite § est saturé par
induction dans ().

Remarque. — La congrégation d’une sous-classe de $(Y)
dans G(J) n’est généralement pas la méme que sa congréga-
tion dans J{(9).

5. COMPLETION DES GROUPOIDES PRELOCAUX

Nous allons considérer plus particuliérement dans ce §
le cas ou ¥ est un groupoide prélocal. Alors A'(¥) = Hb(J)
et le sous-groupoide J(¥) de Mo(d) (corollaire du théoréme 4-4)
est la classe de toutes les sous-classes inductives compatibles

de 4.
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TatoreME 1. — St 9 est un groupoide prélocal, I(9) est
un groupoide inductif (pour la relation <).

Démonstration. — D’aprés le corollaire 2 du théoréme 4-4,
J(9) est un sous-groupoide saturé par induction de Jo(J),
donc un groupoide sous-inductif pour l'ordre induit. Nous
allons montrer que c’est aussi un groupoide préinductif,
d’ou résultera qu’il est inductif. Pour que I'on ait: F' < F
dans J(9), 1l faut et il suffit que F' = Fa(F’); en effet cette
condition est nécessaire; si elle est vérifiée, F’' est contenu
dans la sous-classe inductive saturée par induction engendrée
par F; par suite deux éléments f € F etf’ € F’ sont compatibles,
c’est-a-dire :

falf’) = fnf = B(f)f « B(F')F
d’ou B(F)F =F' et F' <F. Soient F et G deux éléments
de J(¥), Hla classe des f n g, ou f € F et g e G; montrons que H
est I'intersection de F et G dans J(¥). Comme H est contenu
dans la classe saturée par induction déduite de F, c’est une
classe compatible, et H est base d’une sous-classe inductive H;
pour tout he H, on a:

h = fn g = fa(h) e Fa(H).
Inversement, si f'€ F et he H, on trouve: h =fn g et
f'a(h) =fa(fng) = (f'nf)ngeH.

Donc H = Fa(H) et H< F; de méme H < G. Soit K un
minorant de F et G dans J(9); alors K admet pour base la
classe des éléments:

= fa(k) n ga(k'), ou keK et kK eK;

puisque /& = (f n g)a(k;), on a K c Ha(K); par ailleurs:
(Fngla(k) = falk)nga(k)=K
d’ott He(K)< K. On en déduit K = Ha(K) et K< H. Ceci

prouve que H est P'intersection de F et G dans J(¥) et que
J(9) est un groupoide inductif.

CoroLrLAIRE. — J s’identifie & un sous-groupoide de JI(Y)
stable pour la pseudomultiplication. St 9 est local, I s’identifie
d un sous-pseudogroupe faible de I(9), saturé par induction.
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Démonstration. — L’application: f—f~, ou fe ¥, identifie §
a une sous-classe de J(¥), que nous noterons encore 4. Des
relations :

of?) = («(f)), B(f?) =B (&) () = (&f),
on déduit que 4 est un sous-groupoide de J(9), stable pour
la pseudomultiplication. — Supposons ¥ local; s1 FeJ(Y) et
F < f?, comme on a F = (f*)a(F), F est saturé par induction
dans 4 et F est majoré par fdans 9. Donc F admet un agrégat
dans 9 et F = (UF)>. Ainsi 4 est saturé par induction dans
J().

Remarque. — Une démonstration analogue a celle du théo-
réme 1 montre que, si § est un groupoide prélocal, alors
J;(9) (corollaire 2, théoréme 2-4) est un groupoide inductif.

Deérinttion 1. — Sott 9 un groupoide préinductif : on appelle
sous-classe compléte de $ une sous-classe inductive de 9 quu
est compatible et saturée par induction.

Si F est une sous-classe compatible de ¥, alors I'intersec-
tion des sous-classes complétes qui contiennent F est appelée
sous-classe compléte engendrée par F dans J.

Prorosition 1. — Soit 9 un groupoide prélocal; la sous-
classe compléte engendrée par une sous-classe compatible F
de ¥ est la sous-classe inductive F' engendrée dans 9 par la
classe F,; des éléments induits des éléments de F, et F' admet F,
pour base.

En effet, d’aprés le corollaire 2 de la proposition 12-2, [2]
la sous-classe inductive F’ engendrée par F, est saturée par
induction. D’aprés les propositions 13-2, [2] et 11-2, F; et F’
sont compatibles, donc F’ est la sous-classe compléte engendrée

par F.

CororLaIrRE. — St F est saturée par induction, la sous-classe
compléte engendrée par F dans 9 est identique a la sous-classe
inductive engendrée par F dans 9.

Proposition 2. — Soit 9 wun groupoide prélocal; la
sous-classe 9 du groupoide préinductif I(¥) (théoréme 1)
formée par les sous-classes complétes de § est un sous-pseudo-
groupe faible de J(9) saturé par induction et admettant
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pour base. De plus g est un groupoide local pour Uordre induit
par J(9).

Démonstration. — Si F et G sont des sous-classes complétes
de 9, les sous-classes &(F), B(F), F* et GF sont saturées par
induction, donc appartiennent & ¥, et § est un sous-grou-
poide de J(d) stable pour la pseudomultiplication et contenant
Y. Soit H un élément de J(J) qui est majoré par un élément F
de ¥; puisque H = Fa(H), la classe H admet pour base la
classe des éléments fa(h), ou fe F et he H; cette base étant
saturée par induction, H est aussi saturé par induction d’apres
le corollaire 3 de la proposition 12-2, I [2], donc Hed et ¢
est saturé par induction dans J(¥). Il en résulte que J est un
sous-pseudogroupe faible de J(¥). Soient Fed et Ged; si
F = Ga(F), F admet pour base la classe des éléments g«(f),
ou ge G et fe F; comme G est saturé par induction, ga(f) e G
et F est une sous-classe de G. Inversement s1 F est une sous-
classe de G, on a F ¢ Ga(F); pour tout ge G et f e F la relation:
ga(f) = gn feF entraine Ga(F) c F. Donc la relation d’ordre
dans J est équivalente a la relation:

F < G si, et seulement si, F est une sous-classe de G.

— L’agrégat d’une sous-classe A de 9 majorée est la sous-
classe inductive engendrée par la classe des f tels que fe F et

F e A. Par conséquent tout élément G de J est ’agrégat dans 9
de la sous-classe de ¥ formée des ge G et ¥ est une base de 9.
Enfin, si B est une sous-classe de 9, et E € 9,, les classes (UB)E
etU (E'E) admettent pour base la classe des éléments e’e, ou

E'€B
el etecE,dou(UBE = U (E’E); par suite 'axiome (D)

est vérifié. E'EB

CoRrOLLAIRE. — J(¥) est une extension inessentielle (5; J(¥))
de 9, ou ¢ est un foncteur de I(¥) vers 9 compatible avec la
pseudomultiplication et Uintersection; ¥ est un groupoide

quotient de J(J) (définitions 5-1, III [1] et 10-2, I [1]).
En effet, soit ¢ 'application qui associe & F e J(d) la sous-
classe compléte I engendrée par F dans 9. Si G e J(¥), les
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classes o(GF) et ¢(G)o(F) admettent pour base la classe
des éléments e'gfe, ou eeY,, 'Y, geG et feF; donc
¢(GF) = ¢(G)o(F). La classe o(GnF) admet pour base la
classe des éléments (gn f)e et la classe 5(G) n o(F) admet pour
base la classe des éléments

(genfe') = (gnfee, d’ou ¢(G n F) = o(G) no(F).

L’injection canonique ¢ de ¥ dans J(4) est un foncteur

section relativement & o (définition 2-2, I [1]) et J est un
groupoide quotient de J(J) d’aprés la proposition 10-1, I [1].

DeriniTion 2. — Un groupoide inductif 9 est dit Crelative-
ment) complet si toute sous-classe compléte F de 9 (telle que
Ua(F) et UB(F) existent) admet un agrégat dans 9.

Un sous-pseudogroupe d’un groupoide inductif (relative-
ment) complet est un groupoide (relativement?) complet pour
la structure d’ordre induite, mais un sous-pseudogroupe
faible peut ne pas étre (relativement) complet.

Remarques. — 1) Soit 4’ un sous-pseudogroupe faible
du pseudogroupe ¥ tel que ¥’ contienne l’agrégat de toute
sous-classe F de 9" majorée dans ¥ et telle que a(F) et B(F)
soient majorés dans 9, Cette condition peut &tre vérifiée
sans que ¥’ soit un sous-pseudogroupe de 9.

2) Soit 9’ un sous-pseudogroupe faible de § tel que toute
classe compatible F de 9’ pour laquelle «(F) est majoré
dans ¥, admette un agrégat dans J; ceci peut arriver sans
que 4 ni 9’ ne soient relativement complets.

TutoriME 2 (de complétion). — Soit  un groupoide prélocal.
Le groupoide local § (proposition 2) est complet et caractérisé
a une équivalence prés par la condition (C) suivante (%) :

(C) St X est un groupoide local complet dont  est une base,
Pinjection canonique de § dans X étant compatible avec I agréga-
tion, il existe un foncteur = de 3 sur X dont la restriction & ¥ est
Uidentité et qui est compatible avec Uagrégation.

Démonstration. — Soit B une sous-classe compatible de J;
la classe des f €Y tels que f e F, F e B est compatible dans

(%) Pour une caractérisation plus canonique de 9, voir [3].
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et la sous-classe compléte qu’elle engendre dans  est 'agrégat
de B dans 9; donc ¥ est complet. Montrons que 4 est carac-

térisé par la condltlon (C). En effet, soit FeJ; la sous-classe
compléte F de I est une sous- classe compatible dans Y, car:

Soient f et g deux éléments de F; désignons par fn g et f‘ Ig
leurs intersections dans 9 et 2 respectlvement Ona

fog<f D 8-
Puisque 4 est une base de 2, il existe une sous-classe H de

de 9 telle que fﬂg —UH pour tout ke H on a b < fet
h<g, d’ouh<fn getUH<fn g;1l enrésultefn g—fﬂg

Donc la classe F admet un agregat dans X; soit © l’appllcatlon

qui associe 3 F e ¥ ’agrégat U F de la sous-classe F dans 2.

Soit A une sous-classe de § majorée; alors UA est Ja classe
compléte A’ engendrée dans J par la classe A” des éléments f

tels que feF et FeA. On a:

Puisque =n(F) = U F, on trouve:

UJ=m = (Ur) = U

FeA FeA
Donc = est compatible avec I'agrégation. — Soit 9’ un grou-
p01de local vérifiant la condition (C); il existe aussi un foncteur
7’ de 9’ sur ¢ compatible avec l’agregatlon et se réduisant a

Iidentité sur 9. Soit f'ed’; on a: f' = UF ou F est une

sous-classe de 4. Par hypothése: 7

M(f) =Us(F) = UF et «((f) ==UF) =|_JF=r;
de méme w'm = identité; donc ©’ = n! et m est une équiva-
lence de 4 sur 4.
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CoroLLAIRE. — Il existe un foncteur section ¢ relativement
a m et X est un groupoide quotient de Y.

. Démonstration. — Soit f' e X et soit F’' la sous-classe de ¥

b
formée des éléments [ tels que f <f' dans X. On a f'= U F’.
La sous-classe F’ est une sous-classe inductive de J saturée
par induction; puisque F’ est majorée dans 2, elle est compa-
tible dans X. A fortiori elle est aussi compatible dans .

Donc F’ est une sous-classe compléte de §. Soit ¢ 'application
qui associe F'ed a f’eX. Solent f' e, g’ e Yet g'.f" défini;
posons G’ = ¢(g’). G'oF’ est défimi et G'oF c¢(g'f’); un
élément de ¥ majoré dans X par g'.f" est de la forme g.f; par

conséquent G'.F’' = ¢(g’.f’) et ¢ est un foncteur de X vers 9.

)
De plus pour tout ' € X, on a: n(¢(f')) = =n(F') = UF' =f,
ce qui montre que ¢ est un foncteur section relativement
a w et, d’aprés la proposition 10-1, I [1], que X est un grou-
poide quotient de 9. Remarquons que ¢ est compatible
avec 'ordre dans X et § mais non avec I’agrégation.

Trtorime 3. — Soit § un groupoide prélocal et soit J le
sous-pseudogroupe faible de 9 engendré par 9 dans le pseudo-
groupe § du théoréme 2; alors 3 est un groupoide local carac-
térisé G une équivalence prés par la condition (C) suivante:

(C) Si Y est un groupoide local contenant 9 et tel que le
sous-pseudogroupe faible engendré par 9 dans 3 soit 3, Pinjec-
tion canonique de § dans Y étant compatible avec 'agrégation, alors
il existe un foncteur % de 9 sur Y dont la restriction a 9 est
Uidentité et tel que, pour toute sous-classe B de § admettant un
agrégat dans ¥, on ait: %(UB) = U (B).

Démonstration. — 9 est le sous-groupoide de § formé
des sous-classes complétes de ¥ majorées dans 9. Soit X
un groupoide local vérifiant (\(") et soit X le groupoide obtenu
par complétion de X, d’aprés le théoréme 2, X contient )
comme sous-pseudogroupe faible et il existe un foncteur =«
de J sur X. Soit % la restriction de = a 9; si Fed, alors =(F)
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est ’agrégat dans X de la sous-classe F de ¢ majoree par fe 9,

donc appartient au sous-pseudogroupe faible X de 3 et %(J) c X.
La fin de la démonstration du théoréme 2 et celle de son corol-

laire s’appliquent en remplagant = par %, ¥ par 3 et ¥ par J.
Par suite:

CororLrARE 1. — Si 9 est un groupoide local, alors J
s'udentifie a .

CoroLLAIRE 2. — Il extste un foncteur ¢ section relativement
a T et X est un groupoide quotient de .

TatoriME 4. — Soit 9 un groupoide local et soit 9 le
sous-groupoide plein de 9 ayant 9, comme classe des unités;
alors 9 est un groupoide local relativement complet caractérisé a
une equwalence prés par la condition (C) suivante:

(C) Si ¥ est un groupoide local relativement complet conte-
nant § comme base et tel que 20 soit identique a 9,, alors il

existe un foncteur % de § sur 3 dont la restriction & 9 est Uiden-
tité et qui est compatible avec Iagrégation.

Démonstration. — § étant saturé par induction est un sous-
pseudogroupe faible de J. Si A est une sous-classe compatible
de § dont les classes d’unités a droite et & gauche sont majorées
dans §, = 9,, alors la sous-classe compléte A engendrée
par la classe A des éléments f de ¥ tels que feF et FeA
est telle que «(A) et B(A) soient des sous-classes maJorees
dans 9y; donc &A)eY,, B(A)eY,, A appartient a I et
lagrégat de A dans § est A. Ainsi 9 est un groupoide local
relativement complet. Si 3 est un groupoide relativement
complet contenant 9 comme base et tel que Sy soit égal a 9,
on peut compléter Sl en un groupoide local complet X et T est

la restriction 4 § du foncteur = de § sur ¥; on a %(J ) = 3.
La démonstration se termine comme celle du théoréme 2.

CoroLLAIRE 1. — Si 9 est complet, on a § = 4.

CoroLLAIRE 2. — [l existe un foncteur § section relativement
a4 T et X est un groupoide quotient de Y.
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Prorosition 3. — Soit 9 un groupoide local et soit § la
composante de § dans 9; alors § est un élargissement de 9

et un sous-pseudogroupe faible de 9§ saturé par induction;
de plus toute sous-classe compatible F de 9 telle que a(F) ou

B(F) admette un agrégat dans 9 admet un agrégat dans 9.

Démonstration. — § est le sous-groupoide de ¢ engendré
par la classe des éléments F de ¥ tels que a(F) appartienne
a 9,. Alors J, est formé des sous-classes complétes E’ de 9,
telles qu’il existe F' e § avec avec a(F’) e 4, et B(F') = E'. Pour tout
EeJo, on a E EF’) = EB(F’) =EE’ et a(EF’) < a(F"), d’ou

#(EF)ed,, EF' eJ et EE'eJ,. Ainsi J, est saturé par
induction. Puisque g est plein dans 9, il est saturé par induc-

tion dans 9. Donc § est un sous-pseudogroupe faible de 9
contenant § comme sous-pseudogroupe faible. Toute sous-
classe compatible F de 9 telle que a(F) ou B(F) admette
un agrégat dans 9, admet Fed comme agrégat, ou F est la
sous-classe complete de 4 engendrée par F.

DeriniTioN 3. — Une sous-classe compléte F d’un groupoide
local 9 est dite réductible s’il existe deux sous-classes complétes

F, et F; strictement contenues dans F et dont Uagrégat dansY est F.
Une classe qui n’est pas réductible est dite irréductible.

Pour qu’une sous-classe F de J soit irréductible, 1l faut et il
suffit que, quelles que soient les deux sous-classes complétes
F; et F, strictement contenues dans F, la sous-classe compléte
engendrée par la classe réunion de F, et F, soit strictement
contenue dans F.

Prorosition 4. — Soit § un groupoide local. La classe des
sous-classes complétes irréductibles de § forme un sous-grou-

poide g plein saturé de 9.

Démonstration. — Soit F une sous-classe irréductible de ¢
et soient E; et E, deux sous-classes complétes strictement
contenues dans «(F). Soit F; = FE, la sous-classe de F ayant
pour éléments les f tels que a(f) e E;; cette sous-classe est
une sous-classe compléte de F; en effet, F; est saturé par induc-
tion; d’autre part, si F’ est une sous-classe de F; admettant
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un agrégat, on a «(UF')= U«(F')eE, dou UF ek,.
De méme la sous-classe F, = FE, est une sous-classe compléte.
Supposons que I'on ait E, v E; = «(F). Alors pour tout feF
on a a(f) = (UE;) u (UE;), ot E; et E; sont des sous-classes de
E; et E; respectivement. C’est-a-dire a(f) = e, ue,, ol
e,=UE;eE, 1t =1,2. Donc f=fe,ufe, et par suite
F=F, uF, dans 94, ce qui est contraire & Iirréductibilité
de F. Ainsi a(F) et B(F) sont irréductibles. Inversement si F
est réductible, 1l existe deux sous-classes complétes F; et F,

strictement contenues dans F et telles que, dans ¥, on ait
F,uF, =F; comme «(F;) v a(F,) = a(F) et comme a(F;) et
o (F,) sont strictement contenues dans «(F), la classe a(F)
est rédutible. Donc § est un sous-groupoide plein saturé

dans 9.

Remarques. — 1) Pour que feJ appartienne a Eof, il faut
et il suffit que lasous-classe f~ soit irréductible; puisque toute
sous-classe compléte contenue dans f> appartient a ¥, f~ est
réductible si, et seulement si, f est I’agrégat d’un ensemble
fini d’éléments de 9.

2) En général  n'est pas un sous-pseudogroupe faible de ¥,
car la sous-classe compléte engendrée par une réunion de
sous-classes 1rréductibles contenues dans une classe irréduc-
tible n’est pas toujours irréductible.

3) La considération des classes irréductibles conduit & une
théorie de la complétion des groupoides inductifs analogue
a la théorie des «bouts» dans les espaces topologiques.

6. GROUPOIDE DES FILTRES

Soit J une classe sous-préinductive.

DerinitioN 1. — On appelle base de filtre sur b une sous-
classe non vide B de Jo telle que, pour tout beB et tout b’ e B,
il existe b" € B satisfaisant a: b" << bet b" << b'.

On appelle filtre sur b une sous-classe F de Jo qui est une base
de filtre et qui, pour tout f e F, contient tout majorant de f dans Jo.

Si un filtre sur & contient le 0 de J, il contient tout élément
de Jo; ce filtre sera appelé filtre trivial de Jo.
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Soit F un filtre sur Jb; soient fe F et f' € F deux éléments
tels que fn [’ soit défini; commeil existe f” € F tel que f” << f et
f"<f'sonaf'<fnf eF; par suite la classe obtenue en
adjoignant a4 F le 0 de Jb, que nous désignerons par F+ est
une sous-classe inductive de Jb.

DeriniTioN 2. — On appelle quasi-Cbase de) filtre sur Jo
une sous-classe de Jo contenant 0 et dont la classe des éléments
différents de O est vide ou est un(e base de) filire sur J.

Prorosition 1. — Soit B une (quasi-Hbase de filtre sur Jo;
la classe F ayant pour éléments CO et) les majoranis des éléments
de B (différents de 05 est un (quasi-dfilire appelé Cquasi-)
filtre engendré par B dans Wb, ou (quasi-dfiltre de (quasi-)
base B.

ProrositioNn 2. — Soit B une quasi-base de filtre sur Jo
qut est une base d’une partie sous-inductive B. Alors B est une
quasi-base du quasti-filtre F engendré par B dans Jo.

Remarque. — En général, une quasi-base de filtre n’est
pas une base du quasi-filtre correspondant, considéré comme
une sous-classe inductive de Jb. Si F est un quasi-filtre, alors F
est une sous-classe inductive dont toute base est une quasi-base
de filtre.

Prorosition 3. — Soient B, o 1t = 1, 2, deux quasi-bases
de filtres sur Jo; pour que les quasi-filtres engendrés par B,
sotent identiques, il faut et il suffit que, pour tout b,e B il

existe bje B, tel que b; < b, j =1,2, 1.

TatorimMe 1. — Soit 9 un groupoide sous-préinductif;
la sous-classe R(J) de 36(9) (théoréme 2-4) formée des atlas
fatbles complets qui sont des quasi-bases de filtres sur J est
un sous-groupoide saturé par induction de ¥6(Y).

Démonstration. — Soit FeX(¥), F=£0; soient fePF,
f'eF, fieF et fieF tels que ff" et fiif, soient définis. Il
existe f'e F, f"s£0tel que f" <f; " <[5 <hetf' <fi;

par suite:

) =< e alf) <[
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ainsi a(F) est une quasi-base de filtre. — Supposons G e K(9),
a(G) = b(F), et montrons que G.F est une quasi-base de filtre;
solent ge G et g'eG tels que g.f et g'.f" soient définis; il
existe 8"« G tel que g" 40, g" < g et g" < g’'; comme a(G)
est une quasi-base de filtre, il existe e e a(G) tel que e =0,
e << a(g") et e<<B(f"); donc:

(g"¢)-(ef") = (Ga(G)) . (a(G)F) = G.F,

et (g"¢).(ef”) est un minorant de g.f et de g'.f’; ainsi
G.Fed(d). Il en résulte que K(J) est un sous-groupoide
de #6(9), car F1 e H(Y). — Soient F e B(¥) et F' < F dans #6(9).
Si F' =0, on a F'eX(¥). Supposons F’ == 0; soient f'eF’
et f, € F'; comme F’ est saturé par induction dans F, il existe

feF tel que f=£0, f<<f" et f<<[i; de la relation:
f=TFaf’) e Fa(F) = F,

on déduit que F’ est une quasi-base de filtre. Par conséquent
A(J) est saturé par induction dans F6(Y).

Tatorime 2. — Soit 9 un groupoide sous-prélocal. La
sous-classe B(9) de H(¥) (théoréme b5-4) formée des atlas
complets qui sont des quasi-bases de filtres sur 9 est un sous-
groupoide saturé par induction de Jo(J).

Démonstration. — Soit F e $(¥). D’aprés le théoréme 1,
a(F) est une quasi-base de filtre, donc @(F) est aussi une quasi-
base de filtre, en vertu de la proposition 2. Si Ge®B(Y) et
@(G) = b(F), comme Go F admet pour base G.F, une démons-
tration analogue 4 celle du théoréme 1 montre que Go F e $(9);
par suite B(J) est un sous-groupoide de Mb(J). De plus B(Y)
est saturé par induction dans A(¥), car F' < F dans b(J)
entraine F’' < F dans #6(9), d’aprés le théoréme 5-4, d’ou
F' e $(9) a aide du théoréme 1.

Prorosition 4. — Un quasi-filire sur un groupoide sous-
préinductif 9 est un atlas complet de 9. —

En effet, soit F un quasi-filtre; alors F est U-saturé;
sif, f' et f” sont trois éléments de F tels que f"(f7f’) soit défim,
il existe un fyeF, i=£0, A <<f, i <[ etfy <[’ Puisque:

f = A H) < (),
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on a f"(f}f')eF, d’ou Fa(F) = F et F est un atlas complet
de 9.

Prorosition 5. — Soit F un filtre sur le groupoide sous-
préinductif 9; «(F) et B(F) sont des bases de filires oa*(F) et
B*(F). St G est un filtre sur 9 tel que «*(G) = B*(F), la classe
GF = G.F est base d’un filtre GxF pour lequel on a : ‘

(GeF)=o*F) et  F(G+F) = f(G).

Démonstration. — Soit F un filtre non trivial sur ¢ (sinon
a*(F) et *(F) sont identiques au filtre trivial) et F+* le quasi-
filtre correspondant. D’apreés la démonstration du théoréme 1,
a(F*) est une quasi-base de filtre, engendrant un quasi-filtre
dont a(F+) est aussi une quasi-base de filtre. Donc «(F) est
une base de filtre et le filtre a*(F) engendré par «(F) admet
ausst F7'F pour base. De plus, pour tout ke a*(F) et tout
feF, il existe e «*(F) tel que e < a(f) et e < h; la relation
fe < fh entraine fheF, d’ou Fo*(F) = F. — Supposons
«*(G) = B*(F); soient feF, f'eF, geG et g'eG tels que
g'f’ et gf soient définis; il existe f" e F tel que f" =0, " <,
f"<<f,etg'eGtel que g"=~0, g" < g et g" < g’'; puisque
a(G) est une base de filtre, i1l existe e e a*(G) vérifiant les
conditions : ¢’ < a(g") et &' << B(f”), et, si G n’est pas le filtre
trivial, ¢’ == 0. Des relations:

(g"¢).(e'f") < gfs  (g"¢).('f") < g&f
(g"¢') . (') = (Ge(G)) . (B*(F)F) = G.F,

on déduit que GF est une base d’un filtre G+ F; de plus on a:
gf=g -1, 8¢ <gietef" <fi,doug eG,fieFetGF=G.F.
Enfin o*(G+F) admettant «(G.F) et a(F) pour bases, il est
identique a o*(F).

et

TatoriMe 3. — Soit 9§ un groupoide sous-préinductif.
La classe F(9) des filtres sur § est un groupoide sous-inductif
pour la lov de composition définie par:

(G, F) > G+F si, et seulement sy, o*(G) = B*(F) (prop. 5)

et la relation d’ordre :

F'<F st, et seulement st, FcF.
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Démonstration. — Soit FeJ(¥). Alors F admet o*(F)
B*(F) pour seules unités a droite et a gauche resp. Si Hx(G«F)
est défini dans F(9), 1l est engendré par la base de filtre
H.(G.F) d’apres la proposition 5; comme H. (G.F)=(H.G).F,
le filtre (H*G) xF, qui admet (H.G).F pourbase, estidentique
a.-H*(G«F). Ainsi la loi de composition * est associative. La
classe F'est un filtre et on'a : F1xF = o*(F) et F « F1 = §*(F).
Donc %(9) est un groupoide. Soit H un filtre admettant une
base E formée d’unités. Le filtre o*(H) admet «(H), et par
suite E, pour base, d’ou «*(H) = H. Ceci prouve que la classe
des unités de F(Y) est la classe des filtres admettant une base
formée d’unités.

— Soit H e #(d)y; soit E une base de H formée d’unités et
soit F"<<H; pour tout f'eF’ et tout ec E, il existe ¢’ e F’
tel que e <<e et ¢ <f'; on en déduit e ea(F’) et
a*(F') = F' € #(¥),. Supposons H < o*(F); si feF, fieF,
ecE et ;e E, 1l existe e’ eE tel que ¢ <e, e <ep, et
faeF tel que f, <f, fo <fi; si H n’est pas trivial, il existe
e"eE tel que ¢"5£0, " < e et " < alfy); st fe et fie; sont
définis, les relations :

f2¢" < fies; fae” < fe et fo¢" €« FE

entrainent que FE est base d’'un filtre (FE)*<<F. On a
a(FE) c «(F)E c H. Inversement soit he H et fe F; 1l existe
ee E tel que e < h, e << a(f) et on trouve fee FE et a(fe) < h,
d’ou heo*(FE)* et Hcoa*FE)*. Ainsi o«*(FE)* = H.

— Supposons G«F et G'«F’ définis, G'<G et F' <F;
comme G+F admet G.F <« G'.F’ pour base, G*F est contenu
dans G'xF’. Inversement si K << G=xF, posons:

F'= (Fa(K)*<F et G = (GB(F))*<G;

d’apres ce qui précéde, ona G’ *F' < GxF et «* (G’ * F') = «*(K);
montrons que G'xF’ admet (G.F)a(K) pour base; en effet soit
he G'«F'; pour tout g.feG.F, il existe A’ e G'+F’ tel que
K < g.f et K" <h; comme a(K) est une base de a*(K), il

existe e e a(K) avece << a(h') et on a:
h'e < h, h'ee G'+ F' et h'e = (g.f)ee (G.F)a(K).

Ainsi (G.F)a(K) < K est une base de G'=F’. Par ailleurs
G.FcKet,pourtout ke K,ilexiste ' e K, i’ < ketk' <g.f;
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il en résulte: k' = (g.f)a(k’) e (G.F)a(K) et (G.F)a(K) est
aussi une base de K. Donc K=G'*F’ et F(J) vérifie 'axiome (I).
— Soit A une classe de filtres F;, ou ¢ € I, majorée par IF € 5(¥);
soit M la classe des élémentsl lf,, ou f;eF; et ou I est une
iel,
sous-classe finie de I; soient' If,-EM et' |f,'eM Pour
. iel, iEIé
tout f e F et tout ¢ appartenant a la classe réunion I; de I, et
de I, il existe fieF; tel que fi <f, fi<<fiet fi <[f; par
suite ‘ lf:’ est défini et on a ' If’,’e M; donc M est une base
iel) iel)
de filtre. Soit M* le filtre engendré par M; ce filtre contient F,
pour tout t € L et, st N est un filtre contenant tout F;, N contient
aussi M, puisque N est saturé par intersection finie. Donc M*
est I'intersection de A dans F(J). Remarquons que M* peut
évidemment &tre le filtre trivial de ¥, lequel est 1'élément 0
de ().

Cororraire. — 4 s’udentifie @ un sous-groupoide plein

+
saturé § de F(J), saturé par intersection finie, en identifiant
f €9 au filtre f< des majorants de f dans 9. St ¥ est sous-inductif,
“+

9 est un sous-pseudogroupe de F(9).

Démonstration. — Soient F e F(J) et a*(F) =€<, ou
eedy; puisque a(F) est une base de «*(F), 1l existe feF
avec a(f) = e; pour tout geF, il existe f e F tel que f' < g,
f'<<fete<<a(f); par suite a(f') =e¢, f'=f<< getF =f<
Ainsi 9 est un sous-groupoide saturé de #(¥). — Pour que 'on
ait g< < f< dans (), il faut et il suffit que l'on ait g <f

-+
dans ¥; donc 4 est isomorphe a ¥ et peut lui étre identifié.
-+ -+
Sif<edetgced,ona:g<nf<=(gnf)<.— Si ¥ estsous-induc-
+
tif, soit A une sous-classe de § admettant un sous-agrégat F
dans #(9); tout élément f de F appartient 4 h<e A; donc
la classe A’ des h tels que h<e A est majorée par feF et
admet un f-agrégat g(f) dans 9. Pour tout f;eF, il existe
f' < Ftel que f’ < fetf” < f,; parsuite on a g(f) = g(f") = g(fh),
d’ou g(f) = g < f pour tout feF, et g< < F. Par ailleurs,
comme h < g, pour tout he A’, le filtre g= est un majorant
de A et il existe un g<-agrégat F’' de A d’aprés le théoréme 3.
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La relation g< << F entraine F' = F = g<. Par conséquent
-
¥ est un sous-pseudogroupe de F(9).

Remarque. — En général F(¥) n’est pas un groupoide
inductif.

Si F et G sont deux filtres tels que G*F soit défini, GoF
n’est pas toujours défini. Inversement si GoF est défim,
G *F est défini, mais peut étre différent de Go F.

TutorimME 4. — Soit ¥ un groupoide sous-préinductif;
F(9) est un groupoide quotient de R(J) relativement au fonc-
teur § qui associe a 0 le filtre trivial et a FeX(Y), F=£0,
le filire 4(F) tel que {(F)* admette F pour quasi-base; de plus
F’ < F entraine ¢(F) < {(F’) st F' 50, et {(0) = 0.

Démonstration. — Si F e R(J) et s1 la classe des éléments de
F différents de O est une base du filtre F’, nous dirons pour
simplifier que F est une base de F’. Soient F € K(J) et G e X(Y)
tels que G.F soit défini; le filtre {(G.F) admet GF pour base;
il en est de méme pour le filtre {(G)«}(F), de sorte que
Y(G.F) = {(G)«L(F). Soit HeRK(Y)y; soit he H; comme H
est un groupoide, 1l existe A’ € H tel que 2’ < h et b’ << a(h),
d’ou A’ = a(h’) et a(H) est une base de ¢(H). Par suite J(H)
est une unité de F(¥) et ¢ est un foncteur.

— Soit F e (9), F =~ 0. Montrons que I'on a a(F*) < a*(F)*;
pour tout ke a*(F), il existe e € a(F) tel que e << h; on a aussi
e<< hl, d’ou Atea*(F); il en résulte que «*(F)* est un
sous-groupoide de 9. On a a(F*) c «*(F)* et a(F*) c o (F)ta(F);
par ailleurs, soient fe F et hea*(F); si fh™ est défini, les
relations: fhl e Fa*(F)c F et

ha(f) = h(f.f) = (fh*)*f < FF — a(F)
entrainent : o(F)a(F)ca(F); on en déduit:

a(F*) = «*(F)*a(Ft) et a(Ft) < «*(F)* dans K(Y).
De méme b(F+) < B*(F)* dans H(Y).

— Soient F’ et G’ deux filtres tels que «*(G’)=B*(F')5%0;
d’aprés ce qui précéde, a(G'*) et b(F't) sont majorés par
«*(G')* dans K(¥). Soit K P'intersection de a(G'*) et b(F'*)
dans R(), qui existe d’aprés le théoréme b5-4; soit ge G';
puisque K est contenu dans a(G'*) et que a(G’) et a(G’) sont
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des bases de a*(G’), pour tout ke K il existe g’ G’ tel que
a(g') < k et a(g’) < «(g). Puisque K est saturé par induction
dans a(G'"), on a a(g’) e K. Donc K est une base de o*(G’)
et, de méme, de B*(F'). Posons F”" = KF'+ et G" = G'tK;
d’aprés le théoréme 5-4, on a

F' < F'+, G" < G'tet b(F") = a(G") = K;
en vertu du théoréme 1, F” et G” sont des quasi-bases de
filtres; le filtre {(G”) admettant G’'K pour base, il est identique
a G’; de méme {(F") = F’ et:

{P(Gll. F/I) — GI*F/.

Ceci prouve ([3], [4]) que F(J) est un groupoide quotient de
R().

TratorkmMe 5. — Soit I un groupoide sous-prélocal; F(9)
est un groupoide quotient de B(Y) relativement & la restriction
de { a B(J) (théoréemes 4 et 3).

Une démonstration analogue a celle du théoréme 4 montre
que la restriction §’ de ¢ a B(Y) est un foncteur de B(J) sur
F(9) et que, si FeB(Y), on a a(F) < o (F)* et b(F)<p*(F)*.
Supposons G'«F’ défini; soit K I'intersection de a(G’) et de

b(F’) dans %(4); on montre comme dans la démonstration du
théoréeme 4 que K est une base du filire «*(G'); de plus

F” = KF’ et G” = G’K appartiennent & $(9) et on a:
LL(G”O Fll) j— G/ * FI'
Dans la fin de ce paragraphe, nous supposons que ¢ est un
groupoide préinductif.

Tutorkme 6. — Si ¥ est un groupoide préinductif, F(9)
est un groupoide inductif.

En effet, si F;e &) pour tout teI et F;, <F dans F(),
soit F’ la classe intersection des F;, qui est non vide. 51 f' e F’
et f"eF’, on a f'nf"eF,; pour tout iel, d’ou f'nf"eF'.
Ainsi F est un filtre, qui est P'agrégat de la classe (F,)iq
dans J(9).

ProrositioNn 6. — La classe A~ des minorants d’une classe A
de 9 est une sous-classe compléte, la classe A< de ses majorants
est un filtre su elle n’est pas vide.
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- Remarque. — Si ¥ est un groupoide sous-préinductif,
la classe des minorants d’un filtre n’est généralement pas une

sous-classe compléte de ¥, puisqu’elle n’est pasl '-saturée
et la classe des majorants d’un complexe peut ne pas étre
un filtre.

__Tutorkme 7. — Soit 9 un groupoide prélocal; la classe
+

-saturée 9§’ engendrée par 9§ (corollaire théoréme 3)

dans (9) est le groupoide plein saturé de F(§) formé des filtres F

tels que F = (F>)<. De plus 9’ est un groupoide inductif quotient
de 4 (théoréeme 3-5).

+
Démonstration. — Comme ¢ est un sous-groupoide saturé
de #(J), stable pour la pseudomultiplication, 4’ est un sous-

+
groupoide de #(J) plein et saturé et admettant § pour base;

soit B une sous-classe de J admettant un agrégat F dans
F(9). Pour tout beB, on a Fcb< cest-a-dire beF~; soit
he (F>)<; alors b<<het b<h<, dou F=uB<h<, heF et
(F*)<cF. Comme on a évidemment F < (F>)<, il en résulte
F = (F>)<. Inversement, supposons Fe &) et F = (F*)<
tout élément de I'agrégat H de la classe des fitres g<, ou g e F~,
appartient & g<, donc a (F*)*=TF, et HcF; comme tout
élément fe F majore g, on doit avoir g< << [f<, ou encore

H<f<etFcH. On en dedultF“Het Fed' Tout Fe¥

est majoré par f<e$5’ ou feF, donc § est une base faible
de ¥’. La démonstration du théoréme 3-5 prouve que 9’ est un
groupmde quotient de J relativement au foncteur % qui associe
a CeJ le filtre C<, qui est I'agrégat dans FJ) de la classe
des ¢, ou ceC.
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