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COMPACTIFICATION VIA LE SPECTRE REEL
D’ESPACES DES CLASSES DE
REPRESENTATION DANS SO(n,1)

par
Taoufik BOUZOUBAA

Introduction.

La démarche et les constructions exposées ici sont dans la continuité
du travail de Brumfiel pour la compactification de 1’espace de Teichmiiller
d’une surface [Brl], [Br2]. La premiére compactification de cet espace est
due & Thurston, ou les points du bord sont les classes de mesures dans
l’espace projectif des feuilletages mesurés sur la surface [FLP]. Dans [MS],
Morgan et Shalen trouvent une nouvelle description des points du bord
du compactifié de Thurston. Brumfiel lui-méme avait été motivé par les
travaux de ces derniers. Le trait commun est le suivant : aux points idéaux
ajoutés dans la compactification sont associées des représentations du 7
de la surface dans les groupes d’isométries d’arbres. Morgan et Shalen
utilisaient des valuations pour compactifier, Brumfiel utilise les techniques
du spectre réel.

Soit I" un groupe de type fini non élémentaire. On note D™(I") ’ensem-
ble des structures hyperboliques de dimension 7 sur I'. Les points de D™(TI")
s’identifient aux classes d’équivalence des représentations I' — SOE (n, 1),
discretes et fideles, ou deux représentations sont équivalentes si et seulement
si elles sont conjuguées dans SO (n, 1). L’ensemble D™(I") peut se réaliser
comme fermé dans un espace semi-algébrique, espace qui admet une com-

pactification naturelle par le spectre réel. On note D™(I")P le compactifié
via le spectre réel de D™(T"). L’objet de cet article est de décrire les points
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Classification A.M.S. : 14P10 — 51M10 - 05C05 - 57Q15 — 20G99.
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ajoutés dans D”—(]_")SP. La compactification obtenue de cette maniére permet
d’interpréter «les points frontieres» comme des représentations de I' dans
SOL(n,1) out F (contenant R) est un corps réel clos non archimédien. De
13 on peut retrouver, en utilisant une certaine construction d’arbre comme
quotient de l’espace n-hyperbolique sur F', une interprétation semblable &
celle de Morgan [M1] pour les points de sa compactification, ﬁn(f‘), ie.
comme représentations dans le groupe des isométries d’un arbre.

Dans la section 1, on étend la construction d’arbre associé a un plan
hyperbolique [Br2] au cas des espaces de dimension n quelconque, et on
montre que l’on retrouve, de cette maniére nettement plus géométrique, les
arbres construits par Morgan [M1] au moyen des treillis unimodulaires. La
section 2 traite la compactification via le spectre réel d’un semi-algébrique
fermé. Par ailleurs des résultats, comme ceux de Shiota [Sh], permettent de
voir le compactifié via le spectre réel d’un semi-algébrique réel localement
fermé W, comme limite projective de toutes les compactifications semi-
algébriques de W. Dans la section 3, on utilise l’arbre construit dans la
section 1 et les techniques du spectre réel pour compactifier D™(I"). Un
point frontiere de D_(IT)SP, s’interprete ainsi comme une représentation
de T" dans le groupe d’isométries d’un R-arbre 7. L’action qui en découle
est sans point fixe dans T, et est telle que le stabilisateur de tout segment
non dégénéré de T est un sous groupe élémentaire de I'. Ceci est en parallele
de ce qu’a fait Morgan dans [M1], avec comme différence la méthode de
compactification et la construction d’arbre.

Les résultats ci-dessous font partie de notre thése [Bo], dirigée par
Michel Coste. Nous le remercions chaleureusement pour son aide. Nous
remercions aussi I'Institut de Recherche Mathématique et Applications de
Rennes, ou cet article a été rédigé.

1. Géométrie hyperbolique et arbre.

On se fixe F' un corps réel clos non archimédien, v une valuation sur F'
compatible avec I’ordre de F' (c’est-a-dire 0 < a < a’ implique v(a) > v(a')),
A = v(F*) le groupe de valuation, © ’anneau de valuation et m son idéal
maximal. On convient que v(0) = +o00.

Ici, on travaille avec le modele «nappe d’hyperboloide» de ’espace
hyperbolique HF™. Ce dernier est la nappe x¢ > z; de

q(zo,Z1,...,Tn) = ToZT1 + %(m%-i—'--—{—a:i) =-1.
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La forme bilinéaire symétrique associée a ¢ est :

Toy= 1 (3301/1 + 1Yo + ToY2 + - + TnYn)-

Par ailleurs, on fera appel au modéle « demi-espace supérieur » de 1’espace
hyperbolique :

= {1, ya) € F" | y1 > 0}.

L’application de changement de modele est de la forme ¥ : UF™ — HF™,

+62 —e2 -1
y:(yl,.”,yn)k_)(“y 2 _ly—el® sus .. s5¥n lul? )

2y 21 n N V2
ot e=(0,1,0,...,0) € F*. L’application inverse est ¥~! : HF™ — UF",

($0,$1,...,$n) — V(l’w,ﬂ,...,in___l_)
2 V2 V2

o v = ((xo — 21)/2 — zn/V2)"L.
On a aussi le modele «disque unité» de I’espace hyperbolique :

On note :
EF":{(yl,...,yn)EF"|y%+...+y,21§1}.

On note SOp(nm,1) le sous-groupe de SL,41(F) des matrices
(n+1)x (n+1) qui préservent g et SO}.(n, 1) le sous-groupe de SO (n, 1) des
matrices qui préservent HF™. Comme HF™ est I’'une des deux composantes

semi-algébriquement connexes de {x € F"*! | g(z) = —1}, il en résulte
que SO%(n,1) peut étre décrit comme {g € SOr(n,1) | g € HF"},
oué = (1,-1,0,...,0) appartient & HF™.

L’action de SO}(n, 1) sur HF™ est transitive puisque

To 0 0 0 1 To
z1+1/zg 1/xz0 —x2/T0 -+ —Tn/Zo -1 1
T2 0 1 0 0 = T2
Tn 0 0 1 0 T,

et la matrice est dans SO;(n, 1) si (zg, 21, . .,Zn) appartient & HF™.
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Dans HF™, les droites hyperboliques sont les intersections de HF™
avec les sous-espaces vectoriels de F™**1 de dimension 2.

Si x # y, sont deux éléments de HF™, on note L(z,y) la droite
hyperbolique, intersection de HF™ avec le sous-espace vectoriel de F™+1
engendré par z et y, et L, C L(z,y) I'arc hyperbolique qui joint = & y.

Soient 1 < m < n et P, ’ensemble des couples (z,V), ol V est un
sous-espace vectoriel de F*t! de dimension m et x € VNHF™. On a ’action
(z,V) — (gz,9V) de g € SOL(n,1) sur Py, Cette action est transitive. En
effet, si (x,V), (', V') appartient & Pp,, alors les formes quadratiques g|y
et q|y sont de signatures (m — 1, 1), et par suite V' et V' sont isométriques
avec T qui s’envoie sur z’. D’aprés le théoréme de Witt, cette isométrie se
prolonge en une isométrie de F+1,

Ceci affirme en particulier que SO} (n,1) opére transitivement sur les
droites hyperboliques de HF™. Si z appartient & L (ou L est une droite
hyperbolique passant par z), de méme si z’ appartient & L', alors il existe
g € SO} (n,1) telle que gz = 2’ et gL = L'. Une conséquence immédiate
de ce qui vient d’étre dit est : pour tous x,y € HF",onazxzoy < —1 avec
égalité si et seulement si z = y. Ceci se vérifie facilement en se ramenant & :

6075 = (av—a_l)o)‘“ 70) S LO = L(&Ov&) =HF"nN (1‘0)1"1)‘

Dans le cas réel (F' = R), la distance hyperbolique dans H" est donnée
par la formule

coshdy(z,y) = —zoy

Oou encore par

1+t vV-1—-zoy
d][{[(x,’y) = 10g<1—_—t), avec t= —\/T—T)_—E_

C’est cette derniere expression de la métrique qu’on utilisera pour construire
une pseudo-métrique dans HF™.

Soit D l'application

HF" x HF* — F
1+¢

(x,y) L D(‘T’y)=1__t’

out=+-1T—-2zo0y/v/T—zoy (0 <t <1). L'application D vérifie les
propriétés suivantes :
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1) D est SO} (n, 1)-invariante.

2) D(z,y) > 1 avec égalité si et seulement si z = y, D(&,§) =
sup{a,a~1} pour tout £ = (o, —a71,0,...,0) € Lo.

3) D(z,y)D(y, z) > D(z,z) avec égalité si et seulement si y est dans
I’arc hyperbolique joignant z & z.

La fonction D et la valuation v définissent une pseudo-métrique dans
HF™ & valeurs dans Ay = {A € A | A > 0}. Soit d,, : HF™ x HF™ — A,
telle que (z,y) — dy(z,y) = —v(D(z,y)). La compatibilité de v avec
I'ordre de F entraine que vig=0et v(1+1t) =0 pour tout 0 <t < 1. D'on
I’expression simplifiée de d,, :

dy(z,y) = _v(%) _ _v((ifif)

1
= *U(‘—“l - tz) =-v(l-zoy)=—v(zoy).
Soit ~ la relation d’équivalence :
z,y e HF", z~y<>zoycO* (<= zoy€0O).
On note T,F™ l'espace quotient HF™/~. Le couple (T,F™,d,) est un
espace A-métrique, au sens que d,([z], [y]) = —v(z oy) définit une métrique

sur T, F™ a valeurs dans A, . Dans ce qui suit, on va montrer que T, F™ est
un A-arbre.

1.1. DEFINITIONS (cf. [AB]). — Soit T un espace A-métrique.
1) Un segment fermé de A est une partie de la forme :
A1, 2] = {/\ EA|INM <AL )\2}.
Un segment de A est une partie convezre de A(c’est-a-dire une partie S de A

vérifiant A1, Ay € S = [A1, A2] C S) dont l'intersection avec tout segment
fermé de A est ou bien un segment fermé de A, ou bien 1’ensemble vide.

2) Un segment (fermé) de T est une partie de T isométrique & un
segment (fermé) de A.

3) T est un A-arbre 8'il vérifie les trois conditions suivantes :

(i) Deux points de T' déterminent un segment fermé unique de T'. Les
deux points sont appelés les extrémités de ce segment.

(ii) Si S; et Sy sont deux segments fermés avec une méme extrémité,
alors S; N Sy est un segment fermé.

(iii) Si Sy et Sy sont deux segments fermés avec Sy N Sy = {p} et si p est
une extrémité de Sy et de Sz, alors S; U Sy est un segment fermé. O
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On propose ici une preuve purement algébrique de la structure d’arbre
de T, F™. Pour cela on passe par le modeéle « demi-espace supérieur » UF™.
La métrique dans U F™ est donnée par

d(z,y) = —'v(

1+t
)
14 k(z,y)
1+ k(z,y)

= — y]|?
211!1 Y1

d(z,y) = —v(k(z,y))-

Remarquons que l'on a k(z,y) = —¥(x) o ¥(y) pour tous z,y € UF™
et par suite d(z,y) = d,(¥(x), ¥(y)). Ainsi ¥ réalise une isométrie de
(TyF™,d,) sur (UF™/~,d), ol z ~ y équivaut & k(z,y) € ©*.

avec t = et k(z,y)=1+ , Ou encore par

L’espace UF™/~ s’identifie & son tour & un espace A-métrique dont
la structure d’arbre découle facilement.

Pour A € A, soit :
0" '(A) ={(z1,...,Tn-1) € F" | v(z1) 2 A,...,0(Tp-1) > A}
Alors ©"~1()) est un sous-groupe additif de F™~!.

1.2. DEFINITIONS

e Pour tout corps valué F', on définit I’ensemble :

PF™ = | J{A} x FPt/@m 1 (=)).
AEA
Si A < ) appartiennent & A, on note m|y 'image de m € F"~1/@"~1(-))
par la projection F"~1/@"~1(—-)) — Fn=1/@"~1(-\).

e Dans PF™, on définit la relation d’ordre :
Am) <N, 7)== A< Netmy =7 O
Pour cet ordre, le sup de deux éléments quelconques existe.
1.3. PROPOSITION.

1) Soient (A1, 1), (A2, m2) deux éléments de PF™. Alors il existe un
plus petit élément A € A tel que Ay < A, Az < X et ), = |

2) L’application
d:PF* x PF* — At

(()‘17771)7()‘2,7"2)) — 2\ — /\1 —AQ,
définit une A-métrique sur PF™.
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Démonstration. — Le nombre

A= sup {—v(m —ma;), A1, A2}
1<j<n—1

ne dépend que de m = (m11,...,Min—1) € F?71/O""1(=);) et de
Ty = (7721,...,7T2n_1) € Fn—l/@n—l(—)\g), et vérifie 1) Ainsi ()\,7l'1|>\)
est le sup de (A1, 71) et (A2, 72), ce qui montre 1).

Le point non trivial dans 2) est I’inégalité triangulaire. Soient (A;, m;),

i=1,2,3avecn; = (m;),j=1,...,n—1, et

(>‘a 7TI|)\) = SUP{()\I, 71—1)’ ()\2,7\’2)},
(}\/,7T2|)\/) = Sup{(AQ’ﬂ-2)7 ()‘3a 7T3)},
(N, m1a) = sup{ (A1, m1), (A3, 73) }.

On veut montrer que 2\ — A\; — A3 < 2XA — A1 — Ay +2) — A3 — A3,
soit encore A/ < A+ X —X.On a:

“A > =A=N4X, “A3>-A=XN+ ).
D’autre part, pour tout j =1,...,n—1,ona:

v(myj-T35) > inf{v(wlj_7r2j),v(7r2j_773j)}
>inf{-X, =X} > A=)+ Ao

Dot inf {v(mj-73;), —A1,—As} = —A — X' + Ay, ou encore
1<j<n-1

)\+/\,—)\2 2 sup {—’Z)(ﬂ'lj—ﬁz]‘),)\l,)\g} =)\”. 0O
1<j<n-1

Soient z; = (A\;,m), ¢ = 1,2, et z = (A\,7) = sup{z1,22}. De la
définition de d, on tire :

d(z1,z2) = d(z1,z) + d(z2, 2).

Pour i = 1,2, 'ensemble [z;,z] = {y € PF" | z; < y < =} est un segment
fermé de PF™ puisque [z;,z] = {(Ao,T1»,) | A < Ao < A}. Comme z
est aussi le sup de deux éléments quelconques y; € [z1,z] et Y2 € [z2, 2],
lensemble [z1,z] U [22,z] est un segment fermé de PF™, d’extrémités
{z1,z2}. On le note [z1, 7).
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1.4. PROPOSITION.

1) Tout segment fermé de PF" est de la forme [z, 2], ot {z1,z2}
sont ses extrémités.

2) (PF™,d) est un A-arbre.

Démonstration. — Le 1) est immédiat & partir de 1’équivalence
suivante : quels que soient z; = (\;,m;) € PF*,i=1,2,3,0ona

* d(z1,z3) = d(z1, 22) + d(22, 23) <> 22 € [21, Z3).

Démonstration de (*).

Soient =’ = (XN, m1|y) = sup{z1, 22}, " = (X, ma|\») = sup{z2, z3}
et = (A, 1)) = sup{z1,z3}. Remarquons que les majorants d’un point
de PF™ forment un segment isométrique a A .

Supposons par exemple ' < z” : alors £ < z'. Dans ce cas, on a. :

d(z1,73) = d(z1,22) + d(22, 73)
e 20— A = Ag = 20 — Ap — Az +2(N = Ag)
S A= N+ (N = Ag)
= A=XN et N =X
—z=1"et 1 =1,

— T2 € [.’171,213].
Le 1) de la proposition entraine le (i) de la définition d’un arbre.
Soient S1 = [z1, 2] U [z2,z], S2 = [z1,2'| U [z5,2]] :
ez #1' =z <1 ouz’ <z,et dans ce cas Sy NSy = [z1,inf{z, z'}].

e z = ' = [r3,z] N [z5,2'] = [sup{xe,z5},z] et par suite
S1N Sy = [z1,z] U [sup{z2, 24}, 2] = [1,sup{z2, z5}].

Ce qui démontre (ii).

Si 81N Sz = {z1}, alors inf{z,z'} = z; et donc z, ou x2 est inférieur
3 z1; de méme z; < sup{zz,z5}. D’olt S; U Sy = [z2,z5]. D’out (iii). a

L’identification de UF™/~ & PF™ se fait au moyen de I’application

‘Ill : [(y17 LR yn)] — (_U(yl)) (y2’ teey yn))
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L’application ¥’ est bien définie et c’est une isométrie puisque
2 sup §—v(z; —y;), —v(z1), —v(yl)} +v(z1) +v(y1)
2<j<n
(z1 — y1)2 + -+ (T —yn)?
2z1y1

= (14 ) = —v(k(z,v)).

Maintenant, si v = ((zo — 1)/2 — z./V2)"},

O owl. [(xo,ml,...,xn)] — (—v(u)ﬂ,, (:vo-;m’%,m,wnq))’

identifie T, F'™ & PF™.

Notons que ¥’ o U~! envoie le projeté dans T, F"™ de chaque arc
hyperbolique L, C HF™ sur le segment

[0 0 = ([a]), ¥ 0 w1 ([g})] < PF™

En effet, en se ramenant & z = (1,—1,0,...,0) et y = (ap, —aal,O, ...,0),
on obtient

Lyy= {(a, ——aal,O, ..,0) |inf{l,ap} <a < Sup{l,ao}}
et par suite :
¥ ou ! ([(,—a71,0,...,0)]) = (~[o(a)] (ﬁ_—l 0,...,0))
b b 1 ’ a2+17 100 M

a’-1 a2-1
a?+1 o2+1

2.1
On a v( ) > |v(a)| et D(ZQ +1> > 0, et par suite :

(~lo(eo), (%—ioo)) < (~lot@), (gj—;—%oo)) < (0,0).

Par conséquent :

a§+1,o,...,o)),(0,0)]. O

/ -1 af -1
Vo w ({[g] 1€ € Ly }) = [ (~[v(eo)], (
Remarquons que si z et y sont deux points de HF™ tels que
[z] = [y] € T, F™, alors pour tout autre point z de HF™, les projetés dans
T,F™ des deux arcs hyperboliques L, , et L, , coincident. Par conséquent,
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le triangle hyperbolique reliant x, y et z se projette sur le segment [[2], [z]].
De fagon plus générale on a le calopse des triangles hyperboliques sur les
tripodes de T, F™ (voir figure ci-dessous), puisque le centre d’un triangle
hyperbolique est & une D-distance inférieure & v/3 et v(v/3) = 0.

y z [v]

On obtient ainsi le résultat suivant :

1.5. TaEOREME. — L’espace métrique (T,,F™,d,) est un A-arbre. Un
segment fermé de T, F™ d’extrémités {[z], [y]} est le projeté dans T, F™ de
I'unique arc hyperbolique dans HF™ joignant x a y. a

Le groupe SO}(n,l) agit sur T, F™ par des isométries, et ’action
est transitive. On étudie dans ce qui suit la structure de ces isométries
g: [z] — gla] = [gz].

11 est bien connu dans le cas réel (F = R) que chaque transformation
de Moebius ® de la boule unité B", applique B™ sur B™ et posséde au
moins un point fixe dans B™ en vertu du théoréme de point fixe de Brouwer.
Cependant, comme ® est semi-algébrique, ceci reste vrai pour n’importe
quel corps réel clos, d’apres le principe de Tarski-Seidenberg. Ainsi, dans
le modele hyperbolique BF™, chaque isométrie admet au moins un point
fixe BF™. D’autre part, ceci correspond dans le modele HF™ & : si g est
dans SO}.(n,1), alors g fixe un point dans HF™ ou bien une droite sur
I’hypercone g = 0. Plus précisément, on a la description suivante :

1.6. PROPOSITION ET DEFINITION. — Soit g € SO;(n, 1), g # Id.
Alors on est dans 'un des trois cas :
1) g fixe au moins un point dans HF™. On dit alors que g est elliptique.

2) g fixe une seule droite sur g = 0, et aucun point dans HF™. On dit
alors que g est parabolique.

3) g fixe exactement deux droites sur ¢ = 0, et aucun point dans HF™.
On dit alors que g est hyperbolique.
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Démonstration. — Soit g € SO} (n, 1) telle que I’on ait g(z) #  pour
tout £ € HF™. Alors g fixe au moins une droite sur ¢ = 0. Maintenant,
soient u,v € F™*! non colinéaires tels que q(u) = q(v) = 0, g(u) = au
et g(v) = B, avec o, 3 € F*. Alors on a uov = g(u) o g(v) = afuow.
On a certainement u o v # 0, car puisque ¢ est de signature (n,1) (F
est réel clos), son indice de Witt (c’est-a-dire la dimension maximale d’un
sous-espace totalement isotrope) est égal 4 1. D’ou af = 1. Comme g
préserve HF", le cas @ = 3 = —1 est exclus. Le cas @ = § = 1 entraine que
g est l'identité sur le sous-espace propre associé & la valeur propre a = 1,
lequel intersecte HF™. Donc a, 3 # £1 et par conséquent g fixe au plus
deux droites propres associées aux valeurs propres o et a1, avec a # *1
et a>0. m|

1.7. ProposITION. — Tout élément parabolique de SO}.(n, 1) admet
un point fixe dans T, F™.

Démonstration. — Soient g € SOf(n,1) parabolique, ug € F"*1,
a € F* avec q(ug) = 0 et g(ug) = aug. Choisissons {ug, u1,...,u,} une
base de F™*! avec q(u1) = 0, ug o u; = % et u;ou; =6 pour 0 <i<net
2 < j < n. Soit :

g(u1) = vouo +11uU1 + ... + Ynln.
Alors de la relation ug o u; = g(up) © g(u;) on tire y; = a~1. On a g # 0,

car si vy était nul, on aurait v, = --- = 7, = 0 puisque ¢(g(u;)) = 0,
ce qui correspond au cas hyperbolique. La matrice de g dans la
base {ug, U1, - .,un} est donc de la forme '

(6] Yo X

0 ! Y

0 Z A

avec 70 # 0, A€ SO(n—1) et *Z = (y2,...,n)-

OnaY =0, car upou; = 0 pour i > 2. On a ensuite, @ = 1 car si
a # 1, alors g posséde un vecteur propre de valeur propre o~ !, puisque
a—al y X
det(g — a~'1d) = det 0 0 0|=0
0 zZ A
et ce vecteur propre est forcément sur ¢ = 0 puisque g préserve q, ce qui
correspond au cas hyperbolique.

Maintenant, soit w, = aug — a‘lul, avec a > 0. Alors w, est un

élément de HF™ et g(w,) o we = 5(a™2y0 — 2). Ainsi g fixe tout élément
[wg] € T, F™ ol a est tel que a=2v € O. a
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1.8. PROPOSITION. — Soit g un élément de SO} (n, 1) tel que g fixe
un point dans T, F™. Alors trace g appartient a ©.

La démonstration se fait en appliquant plusieurs fois le lemme suivant :

1.9. LEMME. — Soit y = (yo,¥1,---,Yn) un élément de F™*! tel que
q(y) € © et y — yo € ©. Alors y appartient 3 ©"1,

Démonstration. — Supposons que ’on ait :

1) yoy1 + 3 (5 +---+32) €6,

2) Y1 — Yo € O.
Deux cas sont a distinguer :

e v(yo) + v(y1) > 0. D’aprés 1), on a v(y2) > 0,...,v(yn) > 0.
D’aprés 2), ni v(yo), ni v(y;) n’est négatif.

® u(yo) +v(y1) < 0. D’aprs 1), on a v(yoy1) = v(3(¥3 + ... +42)).
D’apres 2), on a v(ye) = v(y1)- Ainsi 2v(yp) = 2inf{v(y2),...,v(yn)}

Pour i = 1,...,n, soit 7; 'image de y;/yo dans le corps résiduel
k=0O/m.Alors i+ (3 +---+712) =0d’apres 1) et 7y — 1 = 0 d’aprés 2).
Ceci ne peut étre vrai dans un corps réel clos, ce qui est le cas de k. Il en
résulte que ’on a v(yo) + v(y1) > O et donc y est un élément de O™+, O

Démonstration de la proposition 1.8. — Soit g = (aij)o<i,j<1
comme dans la proposition. L’action transitive de SO;(n, 1) sur T,F"
et Pinvariance de la trace par conjugaison, permettent de supposer que
g([&o]) = [éo], ou & = (1,-1,0,...,0), c’est-a-dire g(§p) 0o € ©. On a:

9(60) © & = 3 ((a10 — a11) — (ao0 — a01)) €O, q(g(&)) = -1 € 6.
D’ou, avec le lemme 1.9,
9(%0) = (aoo — 01,810 — @11, - - -, @no — Gn1) € O
Si J est la transformation (xzg,z1,Z2,...,Zn) — (Z1,%0,Z2,.-.,Zn),

tgJg = J entraine que g appartient & SO} (n,1) et par conséquent les
lignes de g vérifient :

n
1 2 ; .
aioai + 3 ) a} =0, i=1,2;
i=2

n
aioai1+%2a§j=%, 2<i<n.
=2
En appliquant & nouveau le lemme pour chaque %, on obtient que a;; est un
élément de © pour tout j. Ce qui montre que g est dans SOg(n, 1). O
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1.10. ProprosITION. — Soit g # Id un élément hyperbolique
de SO};(n,l) tel que g laisse invariante la droite hyperbolique Lo =
HF™ N (xg,x1). Alors g est de la forme :

a 0 0 100
0 o' 0 01 0],
0 0 Ini/ \0O 0 A

ot a >0, a # 1 et la seconde matrice est dans SO (n, 1).

Démonstration. — Soit g = (asj)o<i,j<n comme dans la proposition.
Alors ses deux droites fixes sur ¢ = 0 sont de directions ey et e; ou
{ei}i=o,... n est la base canonique de F™*1. Il en résulte qu'il existe a > 0,
a # 1 tel que g(eg) = aeg et g(e1) = a~le; (voir la démonstration de la
proposition 1.6). Pour j = 2,...,n, des relations

0=¢ejo0er=g(e;)og(en) = %aalj,
1

-1

0=c¢ejoe; =g(ej)ogler) = 5a "ag;,

2

on tire a1; = ap; = 0. Alors, de g(e;) = ¢(g(e;)), on tire Z a =1 et par

suite 22i<nf< (v(as5)) = 0. D’ou le résultat. i=2 O
<i<n

Maintenant, soit g € SO} (n,1), hyperbolique sans point fixe dans
T,F™. Alors g laisse invariante une droite hyperbolique unique, L, C HF™.
Cette droite est obtenue comme intersection de HF™ avec le sous-espace
vectoriel engendré par les deux droites sur ¢ = 0, fixes par g. Dans T, F™,
g laisse invariant alors le projeté m(L,) de L,. L’action de SO} (n, 1) sur les
droites hyperboliques est transitive, donc 7(Lg) est isométrique & m(Lo),
lequel est isométrique & A, puisque Lo = {(a, —a~1,0,...,0) | @ > 0}.

Si Ly = Ly alors, pour tout £ € Ly, on a d,([£], 9[§]) = |v(ay)], ol ag
est celui de la proposition 1.10. Si L, # Lo, soit h € SOk(n,1) tel que
h(Lg) = Lo. Alors, pour tout z € Lg, on a dy([z], g[z]) = |[v(apgn-1)|- Il en
résulte que g est une translation sur m(Ly) et la distance de translation
est |[v(apgn-1)|, ot B € SOk (n, 1) avec h(Ly) = L. Il est facile de voir, en
remontant & HF™, que |v(apgp-1)| = qeiT‘ifpnd“(q’ 9q), et par suite :

m(Lg) = {p €TF" | du(p,gp) = inf dv(Q:QQ)}-

Remarquons que le segment m(Lgy) est 'axe de g, sur lequel g est une
translation de distance de translation notée 7, = 1nf _dv(g,99) (voir

[AB], chap. II). Le résultat suivant donne le lien de Tg avec la trace de g.
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1.11. PROPOSITION. — Soit g un élément de SO}.(n,1). Alors on a
7, = max(0, —v(traceg)).

Démonstration. — Soit g € SOf.(n,1). Avec les propositions 1.7
et 1.8, le cas qui reste est celui de g hyperbolique sans point fixe dans T, F™.
Dans ce cas, g est conjuguée dans SO} (n, 1) & une matrice de la forme

a 0 0
0 a! 0],
0 0 A

avec |v(a)| = 74, (Proposition 1.10).

On a donc traceg = o+ a~! +trace A, avec trace A € ©. Il en résulte
v(@+a!) < 0 et v(trace A) > 0 et donc v(traceg) = v(a + 1) =
inf{v(a),v(a"1)}, d’ott —v(traceg) = |v(a)| = 7,. O

Terminons cette section en donnant une comparaison avec ’arbre T}
construit par J.W. Morgan. Aux valuations v : FX — A et SO} (n, 1), est
associé un A-arbre 7T,'. Les points de T sont les treillis unimodulaires
de F™*+1, c’est-a-dire les ©-modules libres L C F™*1 de rang n + 1, tels que

L=L*={z€eF"'|z0LCO}.

La distance d(L,L’) € A, est définie comme suit. Si L,L’ € T, alors
L/LNL est un ©-module cyclique et par suite L/LNL ~ ©/aO. On
pose :

d(L,L") = v(a).

Le groupe SO}.(n, 1) agit transitivement sur 7 et, pour tout g € SO (n, 1),
Papplication T} — T, définie par L — g - L est une isométrie. Pour les
différents détails on peut se référer a [M1].

1.12. DEFINITION. — Dans F™t1, on considére les sous-ensembles :

L(z)={ye€ F""' | q(y) € O et zoy € O}. O

Il est clair que pour tout g € SO(n,1), on a g- L(z) = L(g(z)).

1.13. ProposSITION. — On a L € T' si et seulement s’il existe
xz € HF™ tel que L = L(z).
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Démonstration. — Le groupe SO} (n, 1) agit transitivement sur HF™
et Tpr. Il suffit donc de montrer que L(£;) appartient & T, ou

v

& = (1,-1,0,...,0). Le lemme 1.9 entraine que L(£) C ©™*!; l'autre
inclusion est claire. Dot L(&p) = O"F! = @"F1* = [(&))*. ]

Pour tout z,y € HF™, I’équivalence suivante est immédiate & partir
de la définition 1.12 :
zoy € © < L(z) = L(y).
On a une correspondance bijective entre T, F'™ et T,

1.14. ProposiTIiON. — L’injection T, F'™ — T définie par [z] — L(z)
est une isométrie SOt(n, 1) invariante.

Démonstration. — Soient x,y € HF™. Alors il existe g € SOf(n,1)
telle que g(x) = (1,-1,0,...,0) et g(y) = (o, —a~1,0,...,0) avec o > 0.
On a donc :

dy([z], [y]) = —v(z o y) = —v(g(z) 0 g(y)) = — inf{v(a), —v(e)} = |v(a)|,
d(L(z), L(y)) = d(g- L(z), g - L(y)) = d(L(g(x)), L(g(y))),

L(g9(y)) = ce)®@ ®a 'e10 @ @ €0,
=2
la démonstration étant la méme que celle de I’égalité L(&) = ©™*! dans la
proposition 1.13. Ainsi :
0/00 sia <1,

Lo(e))/2a@) 0 Llow) = { )77 S
Dot d(L(e), L)) = lo(@)] = du((e) o). o

2. Compactifié via le spectre réel d’un semi-algébrique réel.

Soit A un anneau commutatif unitaire. On se réfere & [BCR] pour
la définition et les propriétés de base du spectre réel de A, noté Spec, A.
Un point o de Spec, A est un cone premier de A, c’est-a-dire un élément
a € 24 vérifiant les conditions :

(i) a+acCa, a-aCa;
(i) f? € o, pour tout f € A;
(ii) -1 ¢ a;

(iv) pour tout f,g € A, fg € a implique (f € @ ou —g € ).
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La topologie de Spec, A est donnée par la base d’ouverts formée des

f((fl,...,fg)={a€SpecrA|—fl ¢a,..,—fi¢a},
avec f1,..., fe € A.

Une combinaison booléenne des ﬁ( f), avec f € A, est appelée un
constructible de Spec, A. La topologie dont la base d’ouverts formée des
constructibles de Spec, A s’appelle la topologie constructible de Spec, A.
Elle est plus fine que la topologie ordinaire. L’application qui & o associe
P'ultrafiltre

Fa = {C constructible de Spec, A | a € C}

est un homéomorphisme de Spec, A avec la topologie constructible sur
P’espace de Stone de l’algebre de Boole des constructibles de Spec, A. De
ce fait, Spec, A avec la topologie constructible est un espace compact,
totalement discontinu, dont les ouverts fermés sont précisément les
constructibles de Spec, A. En particulier, Spec, A est quasi-compact pour
la topologie ordinaire.

Si o, 3 sont dans Spec,. A, on dit que a tend vers 8 ou bien que 3 est
une spécialisation de o si 3 € {a} (équivalent dans 24 & a C ).

On note Spec;" A l’ensemble des points fermés de Spec,. A. Un céne
premier de A définit un ordre total sur le corps de fraction de A/ Supp(a),
ot Supp(a) = aN —a. Cet ordre est caractérisé par

f>0<= f€apourtout f € A,

ot f désigne la classe de f dans le corps de fraction de A/Supp().
Chaque corps ordonné K a une cléture réelle. Si F et F’' sont deux
clétures réelles de K, il existe un K-isomorphisme unique : FF — F’. Ceci
conduit & interpréter un point de Spec, A comme une classe d’équivalence
d’homomorphismes a : A — F(c), ou F(a) est un corps réel clos algébrique
sur a(A), par la relation d’équivalence engendrée par a ~ o’ quand il existe
un diagramme commutatif d’homomorphismes

A —— F(a)

F(o)
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Si f appartient & A, on note f(a) I'image de f par o : A — F(a).
Avec la derniére description des points de Spec,. A, la topologie ordinaire
est donnée par la base d’ouverts formée des

U(f1,..., fo) = {@ € Spec, A| fi(a) >0,..., fo(a) > 0},
ou fi,..., fe sont dans A.

2.1. PROPOSITION

(a) Si a tend vers (3 et si o tend vers v, alors 8 tend vers v ou bien vy
tend vers (3.

(b) Pour tout a € Spec, A, il existe un unique 3 fermé dans Spec,. A tel
que o tend vers (3. En particulier, tout recouvrement d’ouverts de Spec;" A
recouvre Spec, A et donc Spec;" A est quasi-compact.

(c) Si o ne tend pas vers o' et si & ne tend pas vers a, alors il existe
f € A avec f(a) > 0 et f(a') < 0. Donc Spec;" A est Hausdorff.

(d) L’applicationr : Spec, A — Spec,* A, r(a) = 3, 'unique point fermé
spécialisation de a, est une rétraction, continue, fermée.

(e) a appartient & Spec]* A si et seulement si F(a) est archimédien
sur a(A) (c’est-a-dire si tout élément de F(a) peut étre borné par un
élément de a(A)).

Démonstration.

Pour (a), (b), (c) et (d), voir les propositions 7.1.22, 7.1.23, 7.1.24
dans [BCR].

Montrons que (e) est nécessaire. Si F'(a) est non archimédien sur a(A4),
il existe alors h € F(a) tel que h > f(a) pour tout f € A. L’élément h
étant algébrique dans a(A), il existe donc fo, fi dans a\ — a tels que
hfo(a) < fi(a) (fo, f1 sont par exemple déterminés & partir d’un polyndme
de a(A)[X] s’annulant en k). Il en résulte qu’il existe fo € o\ —a tel que
fola)f(a) < 1 (ou encore 1 — fy € o\ —a), pour tout f € A. Il s’ensuit
que a[—fo] = {a — fob | a,b € a} est un cdone propre de A contenant
strictement a. D’aprés le lemme de Zorn, a— fo| est contenu dans un cone
premier 8 de A. Ainsi, il existe 8 € Spec,. A tel que a g B. On en déduit
donc que a n’est pas fermé.

Montrons que (e) est suffisante. Soient , 8 € Spec,. A tels que a G 8.
Choisissons fy € (a\—a)N—B C BN—L. Alors 1 — f fy appartient & o\ —a
(ou encore f(a)fo(c) < 1) pour tout f € A. Ainsi, fo(a)~! € F(a) est plus
grand que tout élément de a(A). O
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Les assertions (b) et (c) dans la proposition montrent que Spec;” A est
compact pour la topologie ordinaire. Soient X C R™ une variété algébrique
et A(X) =R[Xy,...,X,]/I(X) Panneau des polynémes sur X. Alors le (e)
de la proposition montre que X C Spec;, A(X), puisque z € X définit
I’homorphisme surjectif, z : A(X) — R, z(f) = f(z). La topologie induite
sur X est la topologie ordinaire de X, puisque, pour tout f1,..., fi € A(X),

U(fr,- - f)N X ={z € X | fi(@) >0,..., folx) > 0}.

Si W est une partie de X, on note WP I’adhérence de W dans Spec™ A(X)
avec la topologie ordinaire. Le cas o W une partie semi-algébrique fermée
de X conduit & une description intéressante des points frontieres de W*P,
Si W est une partie semi-algébrique de X, on note WP le e constructible de
Spec,. A(X) tel que WnX=W. L’isomorphisme W — W est une simple
conséquence du principe de transfert de Tarski-Seidenberg (voir [BCR],
7.2.3). Si W est une partie semi-algébrique fermée de X, alors W est une
union finie de

{zeX]| filx) >0,..., fe(z) >0},

avec fi,..., fe € A(X) (théoréme de finitude). Par conséquent, comme 7%
est quasi-compact, on voit que W est fermé si et seulement si W' est fermé.
On note Max(W) ’ensemble des points fermés de W.

2.2. PROPOSITION [Brl]. — Soient X C R™ une variété algébrique, W
une partie semi-algébrique de X fermée. Alors :

(a) W* = Max(W);

(b) WP\ W = W N {a € Spec, A(X) | 3 z%(a) > r}, ou I; est
reR i=1
l'image de la variable x; dans A(X). En particulier, W est ouvert dans W*P.

Démonstration. — Comme W est dense dans W, un fermé de
Spec,. A(X), on a donc W = WW = W et par suite

W* = W N Spec™ A(X) = W N Spec™ A(X) = Max(W),

ce qui prouve (a).

Soit @ un élément de W*P = Max(W) Alors F'(a) est algébrique
et archimédien sur a(A) = R[Z1(),...,Zn(@)]. Si F(a) est archimédien
sur R, il est clair que F'(a) = R. Il en résulte que F(a) = R si et seulement
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n
si chaque Z;(a) et borné par un réel ou encore si Y ZZ(a) < r pour un
certain r € R. D’ot (b). =1 ]

2.3. Remarques m
(a) Supposons que I’on ait W = |J Wj, avec
Jj=1
W; ={z € X | fij(z) 20,..., fm;j(z) > 0}.

— m — —
Alors WP = |J W3® et pour tout 1 < j < m, les points de W3” sont les
Jj=1
homomorphismes a : A(X) — F(a) vérifiant :

(i) fij(a) >0 pour tout 1 < i < mj.

(ii) F(a) = R ou bien il existe 1 < k < n tel que |Zx(a)| € F(a) est
infiniment grand relativement & R, et tout élément de F(a) est borné
par une puissance convenable de |Zi(a)| (un tel élément est dit un grand
élément de F(a)). |

(b) Si W est une partie semi-algébrique compacte de X, alors on a
WP = W = Max(W). O

Dans ce qui suit, nous donnons une vision un peu plus géométrique
qu’il en a I'air du compactifié W*P d’un semi-algébrique fermé (localement
fermé) W C X C R™. Pour cela, nous montrons que W*P s’obtient comme
limite projective des compactifications semi-algébriques de W avec la
propriété du collier semi-algébrique aux frontieres. Une compactification
semi-algébrique de W est la donnée d’un couple (¢, K) oit K est un compact
semi-algébrique et ¢ : W — K un homéomorphisme semi-algébrique sur
son image avec i(W) ouvert dense dans K. Le compactifié d’Alexandrov
(voir [BCR], 2.5.9) not¢ W = W U {w} en est un exemple. D’autres
compactifications qui nous intéressent ici sont telles que K \ i(W) admet
un collier semi-algébrique dans K.

2.4. DEFINITION. — La compactification K \ i(W) admet un collier
semi-algébrique si, pour un certain voisinage ouvert U de Y = K \ i(W)
dans K, il existe un homéomorphisme semi-algébrique ® : U — Y x [0,1]
avec ®(Y) =Y x {0}. a

Ces dernieéres s’obtiennent en appliquant le théoréme de Hardt
(voir [BCR], 9.3.2) dans un cas trés particulier.

2.5. ProposSITION. — Soit W un semi-algébrique fermé dans R™.
Alors il existe une compactification semi-algébrique (i, K) de W telle que
K \ i(W) admet un collier semi-algébrique.



366 TAOUFIK BOUZOUBAA

Démonstration. — On choisit une application semi-algébrique conti-
nue propre f : W — R™ (par exemple 1 + ||z||). Le théoréme de Hardt
appliqué & f montre qu’il existe a > 0 et un homéomorphisme semi-
algébrique h de f~!([a,+oo[) sur f~!(a) x [a,+oo[ tel que poh = f,
ou p est la projection qui oublie le premier facteur. Notons h = (hq, f) et
0 : [a,+00[— [a,a + 1] un homéomorphisme semi-algébrique avec 8(a) = a.
Soit i : W — f~1([a,a + 1[) tel que

N si f(z) < q,
@) = {h‘l(hl(x),o( f(z)) sinon.

Alors i est un homéomorphisme semi-algébrique. On pose :

K = f71([0,a+1)).

Alors (i, K) est une compactification semi-algébrique de W avec K\ (W) =
f~Y(a+1). L’espace f~}(a+ 1) a un collier dans K. En effet, la restriction
de h; & f~!(a+ 1) est un homéomorphisme semi-algébrique sur f~!(a) et
par suite 'application f~!(Ja,a + 1]) — f~(a+ 1) x [0, 1[ définie par

T — ((hllf—l(a,_*_l))——l o hl(z),a +1- f(.’L‘))

est un homéomorphisme semi-algébrique qui envoie f~(a + 1) sur
f~Ha+1) x {0}. O

On a un résultat d’unicité pour ce genre de compactification.

2.6. ProrosiTioN. — Soient (i, K), (¢, K’) deux compactifications
de W, avec la propriété du collier semi-algébrique aux frontiéres. Il
existe alors un homéomorphisme semi-algébrique h : K — K' avec
h(K\ i(W)) = K"\ #(W).

La démonstration utilise le lemme suivant.

2.7. LEMME. — Soit (i, K) comme dans la proposition 2.5. Alors il
existe une application semi-algébrique continue ¥ : W = W | J{w} — [0, 1]
avec ¥~1(0) = {w} et, pour tout 0 < e < 1, un homéomorphisme semi-
algébrique h : K — ¥~1([¢, 1]), avec h(K \ i(W)) = ¥~ 1(¢).

Démonstration. — Soient U un voisinage ouvert de Y = K \ i(W)
dans K et h = (hy,@) : U 225 Y x [0,1], avec A(Y) =Y x {0}.

Alors ¢ : U — [0, 1] est semi-algébrique, continue avec 3~1(0) =Y. En
posant p(z) = 1si z € K'\U, on voit que @ se prolonge en ¢ semi-algébrique
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continue sur K. Donc @ o3 : W —]0,1] est semi-algébrique continue. En
posant ¥(w) = 0, on voit que ¢ o i se prolonge en ¥ semi-algébrique
continue sur W. L’application ¥ : W — [0, 1] est semi-algébrique continue
avec ¥=1(0) = {w}, et pour tout 0 < & < 1, i définit un homéomorphisme
semi-algébrique i : ¥~ 1[e, 1] =25 o1 e, 1] avec i(¥~1(g)) = ¢~ (¢). Soient
0 < e < ¢ < 1, 8 Papplication affine 0 : [0,&'] === [e,€’] avec §(0) = ¢
et O(¢') = €. L’application h définit un homéomorphisme semi-algébrique
h:p1([0,€']) 225 Y x [0,€']. Il en résulte que I’application

h: K ——— ¢ (1))

{ z si p(z)

>¢
’ R (ha(2), 0(p()))  si p(x) <&,

est un homéomorphisme semi-algébrique avec h(Y) = ¢~!(). Maintenant,
h=i"loh:K — ¥~!([e 1]) complete la démonstration. O

Démonstration de la proposition 2.6. — Le raisonnement est
essentiellement dii & M. Shiota. Soient ¥, ¥’ : W — [0,1] comme dans le
lemme 2.7. Le théoréme de triangulation de fonction semi-algébrique [Sh]
appliqué & ¥ et ¥’ donne

L — Wl

‘ H¢
[0, 1]

ou L, L' sont des complexes simpliciaux finis et 7,7’ des homéomorphismes
semi-algébriques tels que u = Yot et v’ = ¥’ o7’ soient linéaires sur chaque
simplexe. Ceci peut étre choisi de sorte que 77!(w) et 7/} (w) soient des
sommets. Ainsi L et L’ sont deux triangulations semi-algébriques de W. Le
théoréme d’unicité de triangulation d’ensemble semi-algébrique [ShY] donne
o : L — L', un P.L. homéomorphisme (c’est-a-dire un homéomorphisme
linéaire par morceaux). On peut choisir o avec o(t71(w)) = 7/"(w)
et, quitte & subdiviser les simplexes de L et L', on peut supposer que
o est un isomorphisme simplicial (c’est-a-dire un homéomorphisme qui
envoie de fagon linéaire simplexe sur simplexe). Alors v : L — [0,1]
et W' oo : L — [0,1] sont linéaires sur chaque simplexe de L avec
u~}(0) = (v 0 0)71(0) = 771 (w), sommet de L. Dans ce qui suit, nous
allons montrer que pour ¢ assez petit, u~![¢, 1] est P.L. homéomorphe 3
(u' o)~ Y([e, 1]) avec u~1(e) qui s’envoie sur (u’ o o) ~1(¢).
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Soient 0; = [T~} (w), @1, - - -, Ain,], avec 1 < 4 < k, les simplexes de L
contenant 771 (w) et

0<e< inf{u(b),u'(a(b)) | b# 77 (w) et b sommet de L}.

Pour tout 1 < i < ket 1 <j < ny, il existe b;; et bg]- dans [771(w), a;;] tels
que bj, bj; # ai;, 771 (w) et u(bij) =€, v 0 g (b;) = e.

Vu ’hypothese sur €, on a :

k
[0 E] U w) b‘Ll? b’mz u- U[bzh zn,
i=1
De méme :
k k
(W'oo) 7 0,e] = | [r7H (W), by -y by )5 (w'00)7H(E) = by - - - bl -
i=1 i=1

- k _ k
L’ensemble L = |J o; \ u1([0,€[) (resp. I’ = |J 0; \ (v 0 0)~1([0,€[)) se
i=1 i=1
décompose en des simplexes dont les sommets sont les a;; et b;; (resp. a;;
et b/;). Suivant une décomposition convenable de L et L', I'application

linéaire sur chaque simplexe
L — I’
Qij Gy
bij +— by
définit un P.L. homéomorphisme de L sur L’ qui envoie chaque [Bi1, - - bml]
sur [b};,...,b},,]. En prolongeant par 'application identité sur L \ U g,

=1
on obtient ainsi un P.L. homéomorphisme de u~1[¢, 1] sur (v 0 0)~ 1[6 1],

qui envoie u~1(g) sur (u’ 0 o) "1(e).

Maintenant, avec le lemme 2.7 on a les homéomorphismes semi-algé-
briques suivants :

K 2 07([e,1)) —>u‘1[e 1] 255 (W 0 0) Ve, 1]

oo, - e, 1] —»K’
avec dans ’ordre :

Y S50 e) Suml(e) S (v oo)THe) S5 W) S Y. 0
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L’homéomorphisme qu’on obtient n’induit pas forcément l'identité
sur W. Par contre, ces compactifications forment un systéme projectif
filtrant. On note I l’ensemble de toutes les compactifications semi-algé-
briques de W et J C I, celles avec la propriété du collier semi-algébrique
a la frontiere. Sur I on définit le préordre (i, K) < (i/,K’) sl existe
h: K’ — K, continu, semi-algébrique tel que h o i’ =i.

2.8. ProposITION. — J est une partie cofinale filtrante de I. Par
conséquent lim K est homéomorphe a lim K.
(,K)el (i,K)eJ

Démonstration. — 11 suffit de montrer que (i) I est filtrante et que
(ii) J est cofinale dans I.

(i) Soient (i, K) et(i’,K') € I. Alors l'application ¢’ : W — K x K’
définie par i"”(z) = (i(z),%(z)) est un homéomorphisme semi-algébrique
sur son image. L’ensemble /(W) \ i’/(W) est fermé. En effet, supposons
que (y1,y2) est dans I’adhérence de "/ (W) \ i (W). Alors (y1,y2) appartient
a4"(W) et, puisque (W) x i'(W) est ouvert dans K x K’, on a y; ¢ i(W)

ouyg ¢ ¢/(W) et donc (y1,y2) ¢ " (W).

Posons K" = i"(W). Alors (i, K") appartient & I, (3, K) < (i, K"'),
avec h; : K" — K la projection qui oublie le deuxiéme facteur et
(#,K') < (i",K") avec hy : K" — K la projection qui oublie le premier
facteur.

(ii) Soit (i,K) € I et montrons qu'il existe (i',K’') € J tel que
(t,K) < (¢/,K'). 11 suffit (grace & la triangulation d’ensemble semi-
algébrique compact) de considérer le cas ou K est un complexe simplicial
fini, ¢ une inclusion et K \ W un sous-complexe de K. Le reste de la
démonstration est de la P.L. topologie élémentaire. Notons L = K \ W.
On peut supposer (quitte & faire une subdivision barycentrique) que L
est un sous-complexe plein de K (ce qui signifie que si tous les sommets
d’un simplexe sont dans L, alors le simplexe est dans L). Soit f la
fonction affine sur chaque simplexe qui vaut 0 aux sommets de L et 1 aux
autres sommets. Alors f~1(0) = L. Soit h : f~!([3,1]) — K Dlapplication
définie comme suit : supposons que x € f‘l([%,l]) est un point du

simplexe [ao,...,0p,apt1,---,0n), OU Qo,...,ap € L €t api1,...,an ¢ L,
de coordonnées barycentriques Ag,...,Ap, Apt1,...,Ap. Alors h(z) est le
point de [ao, - . ., a,] de coordonnées barycentriques
2f(x) —1 2f(z) —1
2X0, .-+, 2Xp, (2) (z)

W)\p_{.l,...,—f(—x)—)\n.
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(Remarquons que f(z) = Apy1 + ...+ A, > 1.) La restriction de h &
f71(3,1]) est un P.L. homéomorphisme sur K \ L, donc un homéomor-
phisme semi-algébrique.

Considérons D'application ® : f~([3,3)) — f~3(3) x [0,1[ telle

que ®(z) = (W' (z),4f(z) — 2), ot h'(z) est définie comme suit (comme
au-dessus). Si z € Jag,...,an] est de coordonnées barycentriques
A0y - +s Aps Apg1y .-y Ap alors A/(x) est le point de [ao,...,an] de coor-
données barycentriques

-1 -1 1
—‘_—'—_‘A A A ) A 7""_—"A.
2f(@)-2""" 2f(@) 27" 2f(@)"" T 2f(@) "
L’application ® est un homéomorphisme semi-algébrique avec
13y = (Id4-14),0)-
Pour terminer, posons K’ = f~*([3,1]), ' = (hjs-1q1,1)""- Alors on a
(#,KYe J, (i,K)< (i',K')avech: K' — K. O

1
T

Pour une partie W semi-algébrique de X C R", fermée, on aboutit au
résultat suivant :

2.9. ProposiTION. — L’espace W*P est homéomorphe & lim K. En
particulier, W*P est homéomorphe & lim K. (1,K)el
(6,K)eJ

Démonstration. — Soit (¢, K) un élément de I. De i: W — K on
en déduit 7 : W — K un homéomorphisme sur son image. Notons
rg: K — Max(I? )= K la rétraction continue fermée de la proposi-
tion 2.1 (d). L’application rx o7 : W — K est donc continue fermée.
Soit ¥ : W — [[ K telle que ¥(@) = (rx oi(a))i Kyer- 1l est clair

i,K)el

que ¥ est continu(e et) fermée.

1) On a Im¥ C lim K. Soit (i,K) < (¢/,K’) avec h : K' — K.

(i,K)el

Montrons que pour tout & € W®P, on a h(rgs oi’'(a)) = rx o i(a). Comme
i'(a) tend vers 7 (i’ (@), on en déduit que h(i'()) tend vers h(rg: (i’ (a));
or h(i'(a)) = hoi'(a) = i(a) et h = h sur K’, dolt h(rg:(i'(c))) est une
spécialisation de () et par unicité h(rg: (i’ (@))) = ri(i(a)).

2) On alim K C Im V. Soit (yx)(,k)er € lim K. Notons

(i, K)el (i,K)el

Qi) ={ace W i(a) tend vers YKk }-

L’ensemble §)(; k) est un proconstructible dans W (c’est-a-dire une inter-
section de constructibles), donc un fermé pour la topologie constructible.
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La famille {Q(; )}, k)er forme un systeme filtrant & gauche pour l'inclu-

sion En effet, comme I est filtrant, pour tout (i, K ) (7, K') € 1, il existe
i",K") € I avec (i,K) < (i",K") et (', K') < (3", K") et par suite on

verlﬁe facilement que Q;» gy C Qs k) N Qv k1) L'espace W est compact

pour la topologie constructible, donc ﬂ Qi,x) # ¢ et est fermé dans w.

(:,K)erl
Un point fermé de ﬂ i, k) aura (Yi )i, k)er comme image par .
(i,K)el

3) L’application ¥ est injective. Soient a, 3 € W*P tels que « 75 ﬂ
et montrons qu'’il existe (i, K) € I tel que rx(i(e))) # rx(i(8)). L
proposition 2 dans [CC] assure qu’il existe deux fermés seml—algebrlques
Vo,V de W disjoints tels que o € V et B € Vg Choisissons une fonction
semi-algébrique f : W — RT continue et propre, et une trivialisation (3
l’aide du théoréme de Hardt) de f

9= (h,f): f7([a, +o00]) =55 F~}(a) x [a, 00|
telle que
9(f 7 (la, +00) NVa) = (Va N f71(a)) x [a, +o0],

g(f-l([a, —|—oo[) NVg) = (Vﬁ N f_l(a)) x |a, +o0l.
On pose K = f~1[0,a+ 1] et i : W — K comme dans la démonstration de
la proposition 2.5. Alors (i,K) € J, rx oi(a) € f~X(a+1)NV, C K et
rgoi(B) € f~Ya+1)NVz C K. m]

Un semi-algébrique localement fermé (intersection d’un fermé et d’un
ouvert) est homéomorphe semi-algébriquement & un semi-algébrique fermé
(cf. [BCR), 2.2.9). Avec les résultats précédents nous aboutissons & :

2.10. TuHEOREME. — Soit W une partie semi-algébrique localement
fermée d’une variété algébrique réelle X. Alors I’ensemble des compactifi-
cations semi-algébriques (i, K) de W (respectivement les compactifications
telle que K \ i(W) a un collier semi-algébrique dans K), est un systéme
projectif. La limite projective est homéomorphe & ’adhérence de W dans
I’ensemble des points fermés de Spec, A(X ) (muni de la topologie ordinaire).

3. Compactification via le spectre réel de D™(I").

On se fixe un groupe I' de présentation finie. Ce groupe a
un nombre fini de générateurs vy,...,v, vérifiant un nombre fini
(éventuellement nul) de relations 71,...,7s, non élémentaire (c’est-a-dire
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ne contenant pas de sous-groupe abélien d’indice fini) et sans torsion. Pour
tout corps F' de caractéristique nulle, la donnée d’une représentation de I’
dans SOg(n,1) est la donnée de k matrices dans SOg(n,1), une pour
chaque v;, satisfaisant les équations polynomiales données par les relations
T1,...,7s (chacune des r; donne lieu & (n + 1)? équations polynomiales
a coeflicients dans Z). Dans ce sens et pour n > 2, on définit la variété
algébrique affine définie sur Q,R™(I'). Pour tout corps F' contenant Q,
Pensemble R7(I') C F*"+1)” est canoniquement identifié & 'ensemble des
représentations de I' dans SOp(n,1).

Soient O(n, 1) le groupe algébrique linéaire des matrices de GLy+1(C)
qui préservent la forme ¢ = moz; + 3(z2 + -+ + z2) et SO(n,1) =
O(n,1) N SLy4+1(C). Les groupes O(n,1) et SO(n,1) operent algébri-
quement par conjugaison sur Rg(I) et sont réductifs. Par conséquent,
les espaces quotients RE(I')/ O(n, 1) et RE(I)/ SO(n, 1) s’identifient & des
variétés algébriques affines (définies sur Q), notées respectivement X¢(T')
et X¢(T') (voir [S], 2.4.9). L’action de O(n, 1) sur RE(T") induit une action
sur son anneau de coordonnées A(RE(T)). La sous-algebre laissée fixe
par cette action est isomorphe & I’anneau de coordonnées de X¢(I'). Cet
anneau est engendré par les fonctions trace,, avec v € I', ou pour toute
représentation p € R™(I'), on a trace,(p) = tracep(v). On peut donc
identifier A(X¢(T')) avec la C-algébre Cltrace, ; v € I'| (voir [M1], 3.1).
Les applications quotients m : RE(T) — Xc(T') et 7' : RE(T) — X¢(T)
sont surjectives polynomiales définies sur Q. La variété X¢ (') est aussi
obtenue comme ’espace quotient de l’action induite de O(n,1)/SO(n,1)
sur X¢(T'). L’application quotient p : X¢(I') — X¢(T') est polynomiale et
définie sur Q, propre de fibres finies (card(p~!(z)) < 2 pour tout z), avec
pon’ = 7. En restriction aux points réels de ces variétés, les applications
7R RR(T) — Xr(T) et 7 : RE(T) — Xg(T') sont algébriques et non
surjectives en général, et lapplication pg : Xgp(I') — Xgr(I') est semi-
algébrique continue propre de fibres finies. On note Z et Z’ les ensembles
images respectifs de mr et mg. Il est facile de voir que Z' C Xg(T') et
Z C Xgr(T') sont des parties semi-algébriques fermées. L’ensemble Z' est
appelé Iespace des caractéres des représentations réelles de I' dans SO(n, 1).
Il est important de signaler que 1’anneau de coordonnée de Xg(I') est
engendré, comme R-algebre, par les fonctions trace,” pour v € T'. Le
résultat (voir [P], 7.1) permet de constater que A(Xgr(T")) est isomorphe &

R[trace,,{i,_“,u;l 1< <. < < 2k]

N r_ . I —1
ouuj—ujoublenu]—yj .
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Notons R} C RR(T) l'ensemble des représentations de I' dans
SOf (n, 1), et R C R, les représentations discrétes et fideles. Alors ey
est une partie semi-algébrique fermée de RE(T). Et RO est fermé (voir [Wi]).
Dans le cas particulier n = 2 et ou I est le groupe fondamental d’une surface
de Riemann, R est une partie fermée ouverte de Rt (voir [SS], [He]), donc
un semi-algébrique. Pour n > 2, on ne sait pas si une telle structure
existe sur RC. Via lidentification de D™(I') avec l’espace des orbites
SO;t (n,1) \ R°, D™(I') s’envoie de maniére propre et finie sur un fermé
de Z. L’application ¢r : D™(I') — Z’ définie par ¢r([p]) = nx(p),
est continue, propre et & fibres finies (voir [M1], 1.3). Et par suite,
Papplication pg o ¢r : D*(I') — Z' — Z est continue propre de fibres
finies. On compactifie D™(I") et Z’ en compactifiant leurs images dans Z.
On note respectivement D™(T')*P = g (RO)P et Z’sP = Z*P les adhérences
dans Spec;” A(Xr(T")) (avec la topologie ordinaire du spectre réel) de
pr © pr(D™(T)) = mr(R°) et pr(Z’) = Z. Un premier résultat concernant
les points frontieres de Z’*P est :

3.1. ProposiTION. — Tout point o de Z'P \ Z donne une
représentation p, de I' dans SOp(y)(n,1) ou F(a) O R est un corps
réel clos non archimédien, algébrique et archimédien sur la R-algébre

Rltrace po (Vi1 -+ Vi) ; 1 < i1 < ... <ip < 2Kk].

Démonstration. — Soit o € Z'** \ Z'. D’apres 2.1 (e) et 2.3,
il existe un homomorphisme a : A(Xg(I)) — F(a), avec F(a) D R
réel clos non archimédien, algébrique et archimédien sur a(A(Xg(T))).
De 7r : RR(I') — Z, on en déduit 'extension mp(y) : m’;(a)(r) — Zp(a)
olt Zp(a) C F(a)’“("“)2 et ’ensemble semi-algébrique défini par le méme
systeme d’équations définissant Z (Zp (o) est bien défini, c’est une consé-
quence du principe de transfert de Tarski-Seidenberg, voir [BCR], 5.1.1).
L’application mp(4) est surjective comme l'est mg. En regardant o comme
un point de Zp(y), on a donc p, € ER’}(Q)(I‘) tel que Tp(q)(pa) = o
Maintenant, F'(«) est algébrique et archimédien sur

a(A(Xg(T))) = a(R[trace,,;lm,,zgl; 1<idy <...<ip <2Kk])
=Rtracepa (V1 - Vip); 1 <1 < ...<ig<2k]. O

Le groupe Aut(I') des automorphismes de I' agit sur RE(I') par
p-p=pop~tsipue Aut(T) et p € RE(T). Cette action préserve RC. La
formule p1- f(p) = f(u~! - p) définit une action de I' par automorphisme sur
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I’anneau de coordonnées A(RR(I')). En restriction au sous-groupe Int(T")
des automorphismes intérieurs de I', I’action est triviale sur les fonctions
trace,, avec v € I'. D’oll une action de Out(I') = Aut(I')/Int(T") par
automorphisme sur A(Xg(I')), et par suite une action de Out(T') par
homéomorphisme sur Spec, A(Xg(T')) ou [p] € Out(l'), o : A(Xg(T)) —
F(a), [¢] - a(f) = a(p - f) € F(a). En résumé, le groupe Out(l') agit
par homéomorphisme semi-algébrique sur Xgr(I') en préservant Z et
mr(M®). Cette action s’étend en une action par homéomorphisme sur
Xg(T)*® en préservant Z°P et mgr(9R0)*P. Lorsque n = 2 et I' = m1(S,)
o S, est une surface de Riemann fermée orientée de genre g > 2,
'espace des orbites D%(T") a deux composantes connexes, qui sont toutes
les deux des modeles de l'espace de Teichmiiller Ty de la surface S.
De ce fait et au moyen de ¢r, T, s’identifie au semi-algébrique fermé
R(R°) ~ mr(M°) (Laction de O(n,1)/SO(n,1) sur X¢(T) est triviale si
n est pair et par conséquent X¢(I') ~ Xc¢(I')). Ainsi 'action du groupe
des classes d’isotopie de difféomorphismes de S, (identifié dans ce cas 1a
a4 Out(I")) par homéomorphisme semi-algébrique sur T, = mr($R?), s’étend
par homéomorphisme sur T5P.

Soit F' un corps réel non archimédien. Supposons que F' possede un
grand élément, c’est-a-dire un élément b > 1 tel que pour tout a € F, il
existe n € N* tel que a < b". Alors sur F** = {a € F | a > 0} on a la
fonction logarithme & base b, noté log,, ot pour a > 0, le nombre log,(a)
est le réel défini par la relation

si b <a" <™,

m' m
— <1 < —
n = ogy(a) < n

avec m,m’ € Z, n € N*. Voici quelques propriétés de cette fonction.

Si b’ est un autre grand élément de F, alors log, = log,(b') log, .
La fonction log, est croissante et elle est un homomorphisme du groupe
multiplicatif F** dans le groupe additif R, triviale sur Q* C F** (puisque
F est non archimédien, pour tout » € Q% et pour tout » € N, on a
b=! < r™ < b et par suite log,(r) = 0). En posant log,(0) = —oo, ceci
fait de v, = —logy, | - | une valuation de F' compatible avec ’ordre d’anneau
de valuation ©,, = {a € F; log,(a) < 0} et de groupe de valuation
vp(F*) C R, donc de rang 1. Notons que les anneaux de valuations de F
compatibles avec 'ordre forment une chaine totalement ordonnée pour
Pinclusion dont ©,, est 1'élement maximal, et que si v en est une (non
triviale) alors v et log, sont liées par la relation suivante : pour tout a € F*,
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ona:

Max (0, log, |a|) = {p €Q*; pu(d) < qv(a)}

EN qGN*
Si F contient R, une autre valuation de F compatible avec 'ordre —
et qui nous sera particulierement utile par la suite — est celle dont
I’anneau de valuation est ’enveloppe convexe des réels dans F', c’est-
a-dire ©, = { € F; 3r € R, |z|] < r}, son idéal maximal est
= {z € F; Vr € R**, |z| < r} (voir [BCR], 10.1.11). En général,
cette valuation est de rang strictement supérieur & 1 ou encore O, ;Ct Oy, -

3.2. ProposITION. — Tout point a de Z'*P \ Z donne une action sans
point fixe de I' par isométrie sur un R-arbre T, quotient de HF(a)™.

Démonstration. — D’apres 3.1, une des |trace po(v)| est un grand
élément dans F(«), soient b = | trace po(v0)| et vp = —log, | |. Considérons
le vy (F(c)*)-arbre T, F' ()™ (défini dans la section 1), avec I’action :

*) verl, [z]e€T,F(a)", v-lz]=[(-1)**=tD . pa(v)al,

oll ¢ est ’homomorphisme SO (n, 1) — Z/2 de noyau SO} (n,1).

C’est bien une action par isométrie sur T, F(a)™, qui est sans point
fixe puisque vp(b) = —1 et avec la proposition 1.11. 7,0 = 1. Le groupe
vp(F(a)*) est contenu dans R. Par [MS], 2.2.13, on a un R-arbre T,
extension de T, F(a)", avec une action extension de (*) par isométrie
sur T, sans point fixe. a

Remarquons que si a provient de D"(T)%? \ 7 (fR°), alors p, peut étre
choisi dans R, Fa puisque %;{ est un semi-algébrique fermé et RO C ZR{R'T.
L’action (*) devient alors v - [z] = p,(v)[z]. Dans ce qui suit on va montrer
que p,, peut étre choisi de sorte que cette action vérifie la propriété du « petit
stabilisateur ». Pour les points frontieres de D—"(T)Sp, on a la description un
peu plus précise suivante :

3.3. TugoriME. — Tout point de D™(T)*® \ mg(?R°) donne un R-
arbre T et une action de I" par isométrie sur T', sans point fixe, telle que le
stabilisateur de tout segment fermé non dégénéré de T (c’est-a-dire segment
fermé avec des extrémités différentes) est un sous-groupe élémentaire de T

L’application 7g : RE(I') — Z n’est pas propre. Pour la démons-
tration du théoreme, une premiere difficulté sera surmontée lorsqu’on se
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placera dans le cas d’une application propre. Rappelons que la distance hy-
perbolique dans H"” peut étre donnée par 1'une des deux formules suivantes :
cosh(dy(z,y)) = —z oy ou dy(z,y) = log D(z, y), si

1+t Vv-1-
D(x, y) — _-i___ et t = —xOy .
1-1 vi—zoy
3.4. ProOPOSITION. — Soit s un entier supérieur ou égal 4 2. Alors,

pour tout K > 0, il existe Cs(K) > 0 tel que pour tous gi,...,gs dans
SO4 (n, 1), on ait I'implication :

Sup {|traceg;|,|tracegg;|} < K
1<i,j<s i

= il existe £ € H" tel que ZD(x,gi(x)) < C4(K).

i=1

Nous proposons ici une démonstration utilisant les constructions de
la section 1, ainsi que les techniques du spectre réel. Pour cela on a besoin
du lemme suivant :

3.5. LEMME. — Soient ¢1,...,gs des isométries d’un A-arbre T avec
la propriété que chacune des isométries g; et g;g;, pour 1 <i < j < s, fixe
au moins un point de T. Alors g1, ...,gs ont un point fixe commun.

Démonstration. — Le cas s = 2 est le lemme 12 dans [M2]. Raisonnons
par récurrence sur s. Supposons que le lemme est vrai pour s > 2 et
soient gi,...,gs+1 comme dans le lemme. Soient z; un point fixe commun
a g1,...,0s, T2 un point fixe commun a gs,...,gs+1 et  un point fixe
commun & gi,¢gs+1. Dans 'arbre T il existe un segment fermé unique
reliant  au segment [z1,z2]. Il en résulte qu’il existe y € [z1, 2] avec
[1,z2]) N [y, z] = {y} et [z1, 2] N[22, 2] = [y, z]. Une isométrie de T qui fixe
les deux extrémités d’un segment fermé de T', fixe tous les point du segment.
A P’aide de cet argument, y est un point fixe commun a gi,...,gs+1- O

Démonstration de la proposition 3.4. — On fait un raisonnement
par Pabsurde. Le contraire entraine qu’il existe K > 0, des isométries
(gim, - - -+ gsm) € (SOF (n,1))® et une suite infinie telle que :

Sup {l trace gim‘v | trace gimgjml} <K,
1<4,j<s

lim inf {Zzzi D(x,gim(x))} = +00.
i=1

m—oo xeHn”
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L’ensemble W = (SO (n, 1))* est un semi-algébrique fermé dans la variété
algébrique X = (SOgr(n,1))* C R¥™+D* On considere la famille B des
semi-algébriques S C W tel que (gim,---,9sm) € S sauf pour un nombre
fini de m. Alors B est une base de filtre de ’algébre de Boole des parties
semi-algébriques de X. On a donc un ultrafiltre § avec § O B et pour
tout A € §, il existe S ' € B tel que S C A. A Dultrafiltre § correspond
un point @ = az € X. 1l est clair que a € w. L’interprétation de

A(X) — F(a) donne des isométries g;(a),...,9s(c) de HF(a)",
vérifiant les deux conditions suivantes :

1) Sup {] trace gi(a)g;(a)|} < K;

1<4,5<s

IR SCCVIOR) S0

est 1nﬁn1ment grand relativement & R C F(a).
En effet, ’ensemble

S={(g1,...,gs)€W Sup< {|trace gi|, |traceg,gg}<K}
i,j<s

est un semi-algébrique avec S € B C §. D’ou a € S et par conséquent 1).
Si 2) n’est pas vrai, on a un entier N tel qu’il existe x € HF(a)"

avec i D(z, g;(a)z) < N. En posant
=1
S = {(gly“"gs) € Wa Jr € Hn) ZD(x,gzx) < N}?
=1

on voit que « est dans S, ce qui est contraire & la définition de a.

Soit maintenant v la valuation de F'(«) dont anneau de valuation ©,
est Penveloppe convexe des réels dans F'(«). Alors g1 (@), . .., gs(a) sont des
isométries de T, F'(a)™ avec :

(a) v(traceg;(a)) = v(traceg;(a)gj(a)) =0, pour 1 <i < j<s;
) v(,_nf {3 D@ g(@)}) <o.
La condition (a) entraine que chacune des isométries g; (), g;(a)g;(a)
fixe un point dans 7, F ()™ (voir proposition 1.11).

La condition (b) entraine que pour tout z € HF(a)", il existe 7 tel
que v(D(z, gi(a)z)) < 0 ou encore d,([z], g;(a)[z]) # 0. Ceci contredit le
lemme 3.5. O
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La fonction Cs(K) dans la proposition peut étre choisie semi-
algébrique continue. En effet, Cs(K) est obtenue & partir d’une formule du
premier ordre du langage des corps ordonnés (voir [BCR], 2.2.4 et 2.6.1). Soit
Cr : RY — R une fonction semi-algébrique continue telle que pour tout
K > 0, la fonction Cx(K) vérifie la proposition. Considérons ’ensemble :

k
Lo, = {p € RE(T); Y D(o, p(v:)é0)
i=1

< Cx( Sup {|tracep(1/i)|,|tracep(z/i1/j)|})}.
1<i,j<k

Alors L, est une partie semi-algébrique fermée de RE(T).

3.6. ProPosITION. — L’application 7g| Lo, Lc, — Z est semi-
algébrique continue propre et surjective avec mg(R°) = mgr|, o (Lc, NRO).

Démonstration. — Le groupe SO (n, 1) opére transitivement sur H"
et Ck(-) vérifie la proposition 3.4. Donc, pour tout p € RE(T), il existe
h € SOf(n,1) tel que h~lph soit dans Lg,. Ceci montre d'une
part que mr(Lc,) = Z et donc la surjectivité de 7g| Le,» €t d’autre part
que mr(M°) = 7R Lo, (Law N MO) puisque RO est stable par I’action par
conjugaison de SO (n,1) sur RE(T). Par un calcul simple en géométrie
hyperbolique, on montre que si g = (a;;) € SOf (n, 1) alors

lgl? = Z laij|* = n+ 1+ 4sinh® (du(g&o, &o))-

ij
Ceci montre que 7g|, c, €st propre. O

Le résultat qui suit concerne les fonctions semi-algébriques propres
continues.

3.7. ProposiTiOoN. — Soient X,Y deux variétés algébriques réelles,
W C X une partie semi-algébrique fermée et f : W — Y une application
semi- algébrique propre continue. Alors pour tout sous-ensemble A de W
ona: e f(APP\ f(A) entraine qu’il existe a € A \ A tel que f(o) =
et F(a) est une extension de F'(f), archimédien sur F(3).

Démonstration. — On considére la famille B formée par toutes les
parties semi-algébriques de W contenant A et par tous les f “1(U), o1 U est
une partie semi-algébrique ouverte de Y avec 8 € U. La famille B est une
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sous-base de filtre de ’algeébre de Boole des parties semi-algébrique de X,
et engendre un ultrafiltre §. A cet ultrafiltre correspond un az € X qui
vérifie les deux conditions :

1) az € ZVT/,
2) f(ag) tend vers g.

Soit o = r(ag) € Max(W) (voir la proposition 2.1. d)). Alors de 1),
on tire o € A% et de 2), on tire f(a) = B (puisque f est fermée comme f) et
par suite o appartient & AP\ A. Les corps F(a) et F(3) peuvent étre choisis
de sorte que F'(a) contienne F'(8) et F(c) soit archimédien sur F(5). En
effet, tout élément de F(3) (resp. F(c)) est la valeur en 3 (resp. o) d’une
fonction semi-algébrique continue sur Y (resp. W) (voir [BCR], 7.3.5). La
composition avec f induit un homomorphisme injective F(8) — F(a) et
comme f est propre, on a F'(a) archimédien sur F(3). O

Le lemme qui suit est annaloge au lemme 2.7 dans [M1]. Avec les
notations de la section 1 on a :

3.8. LEMME. — Si un élément g de SO} (n, 1) fixe deux points distincts
[z], [y] de T, F™, alors il existe h € SO%(n, 1) ne dépendant que de [z] et [y]
tel que I'on ait :

h~'gh = (aij)o<i<no<j<n € SOG(n,1),

dy([z], [y]) < 251271 {3 v(a01),v(aos), v(@i1) }-

2<5j<n

Démonstration. — Le groupe SO}.(n, 1) opére transitivement sur les
droites hyperboliques de HF™ et sur HF™. 11 existe donc h € SO;(n, 1) tel
que h(z) = & et h(y) =€ = (o, —a™1,0,...,0) avec v(a) > 0 et

v(e) = dy([z], [y]) = du([€o], [€])-

Les égalités g([z]) = [z] et g([y]) = [y) impliquent h*gh([&]) = [£o] et
h=tgh([€]) = [€] ou encore h™*gh(L(&o)) = L(&o) et h~*gh(L()) = L(£).
11 en résulte que 'on a :

1) h=tgh(e;) € L(&) pour 0 < i < m;
2) h='gh(a~te;) € L(¢);
3) h=1gh(e;) € L(€) pour 2 < i < n.
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Si (aij)o<ij<n = h™'gh, alors la propriété 1) implique v(a;;) > O pour
tous 4,j; la propriété 2) implique v(a~lag;) > v(a) et v(a"ta;) > 0
pouri = 2,...,n et la propriété 3) implique v(ag;) > v(a) pour j =2,...,n.
D’ot le résultat. O

Démonstration du théoréme 3.3. — En s’accordant avec les proposi-
tions 3.6 et 3.7, 4 8 € Dn(T)*P\mg(9R°) est associé a € Lg, NROP\ L, NRO
avec g(a) = B. Donc a appartient 3 R0 \ RO C ‘JT]?{SP \ Rt et & a cor-
respond une représentation p, : I' — SO;E(a)(n,l), ot F(a) D R est
non archimédien, archimédien sur Rltrace p,(v); v € T] C F(B). Si on
désigne par v la valuation de F(a) dont l’anneau de valuation ©, est
Penveloppe convexe des réels dans F(a), alors I' agit sans point fixe sur
le F(a)*/©X-arbre T, F(a)" par v € T, [z] € T, F(a)", v|[z] = pa(v)[z].
Soit [[z], [y]] € T F ()™ un segment fermé avec [z] # [y]. On va montrer
que Iy = st([[z], [y]]) est un sous-groupe élémentaire de I

Soit h € SO;(Q)(n, 1) comme dans le lemme 3.8. Le point ay, € ﬁﬁ,
qui correspond & la représentation h~1p h : I' — SO;(Q) (n,1) définie par
v+ h™1p,(v)h, est dans I'adhérence de R° dans Ry .

En effet h € SO;(Q)(n, 1) correspond & H : S — SOf(n,1), avec
a € §, H semi-algébrique continue et H (a) = h. On peut supposer S
ouvert dans Ri. On a alors k : S — R, k(p) = H(p) 'pH(p), semi-
algébrique continue qui vérifie k() = ap. Si U est un ouvert de 5%%
contenant ay. Alors IE"I(U) C S est un voisinage ouvert de o dans iﬁﬁ,
donc k~1(U) rencontre R, et U rencontre RP. Le reste de la démonstration
est un raisonnement par l’absurde. Supposons que I'y est non élémentaire.
Le sous-groupe

To={vel|v-(z]=la]etv-[y] = [y]}
est d’indice au plus deux dans I'g, donc non élémentaire et par conséquent
contient un sous-groupe libre de rang 2, soit (vy1,72) C T'o. Vu la définition
de v, on a ©,/m, = R. La fonction h vérifie : pour tout v dans Ty,
= pa(v)h = (aij(v)(an))o<i,j<n est dans SOgv(n, 1) avec

ao1(V)(an), agj(¥)(an), an(v)(ar) €my, 2<i<n, 2<j5<n.

Donc pour tout v € T, la matrice h=2pa()h = (aij(v)(h))o; j<p> OO

a;j(v)(ap) est le projeté dans R de a;;(v)(a), est de la forme
p 0 O
r p ! Y | eSOt(n1).
X 0 A
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Autrement, pour tout v € T, la transformation h—lp,(v)h appartient
au sous-groupe parabolique standard de SOg(n,1), noté P. Soit poo :
(71,72) — SOg(n,1) telle que poo(v) = h~lpy(v)h. Alors poo({71,72))
est contenu dans P. Le groupe I' est finiment engendré, donc les a;;(71),
a;j(y2) sont des fonctions polynomiales sur Rg(I"). Pour tout entier n > 0,
considérons Pouvert de Ry

Un = {B € RE 5 Jag(w)(B) — a(m)(en)| < =, k=12, 0<irj <n}.

On a ap € U,. En faisant tendre n vers l'infini, on obtient une suite
pn € RO telle que liI}_l Pn(Yk) = Poo(Yk) Pour k = 1,2. On en conclut
n—-+0oo

que poo appartient a ’adhérence de I’ensemble des représentations discretes
et fideles de (71,72) dans SOf(n,1). Ce dernier étant un fermé [Wi],
conduit a la contradiction puisque les seuls sous-groupes discrets de P sont
les groupes élémentaires [Wi] et que (71,72) ne 'est pas. Il reste & passer
d’un A-arbre & un R-arbre : c’est le lemme 3.9 qui s’en charge. 0O

Le lemme qui suit permet le passage d’'un A-arbre & un R-arbre
(pour A assez régulier). Nous suivons la démonstration de 3.7 [M1], en la
complétant sur un point qui n’est pas évident.

3.9. LemMmE. — Soit T' C SO (n, 1) un sous-groupe discret de type
fini non élémentaire. Supposons donnée une action de I' par isométrie sur
un A-arbre T ot A est de rang fini et 2A = A, vérifiant les deux propriétés :

(i) laction est sans point fixe

(ii) laction est telle que le stabilisateur de tout segment non dégénéré
de T est un sous-groupe élémentaire de I'.

Alors il existe une action de I" par isométrie sur un R-arbre, extension
d’un arbre quotient de T, vérifiant les propriétés (i) et (ii).

Démonstration. — A chacune des isométries v € T', sont associés : la
distance de translation 7, = infyerd(z,vz) € A (voir [AB], chap. 2)
(Phypothése 2A = A supprimant le cas d’une inversion), et son axe
A, ={z €T |d(z,vz) = 7,}. Alors A, est un segment non vide de T, qui
est [-invariant, et qui rencontre tout segment [z, vz], z € T (voir [AB], 6.6).
A Taction de I" sur T est associée la fonction longueur 7 : I' — A définie
par v — 7,. D’apres le lemme 3.5, cette action a un point fixe si et seulement
si 7 est identiquement nulle. Soit A; le plus petit sous-groupe isolé de A
contenant tout les 7,. Alors A; # (0) est de rang fini avec 2A; = A;. On
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a un A/A;-arbre quotient T' — T ou [z] = [y] si d(z,y) € A;. L’action
induite sur T a pour fonction longueur 7/ : ' s A — A/A;. Ona 7/ = 0.
Soit T7 P’espace A;-métrique, image réciproque par la projection T' — T”,
d’un point fixe dans T”. Alors T} est une partie convexe de T', I-invariante.
La restriction de ’action de I' & T} a pour fonction longueur r, = 7
(voir [MS], 2.2.12). Maintenant, T' et l’action de I' dans le lemme sont
remplacés par le Aj-arbre T; et l’action restriction de I' & Tj. Soient
Ao C A; le plus grand sous-groupe isolé de Aj, et Tp le A;/Ax-arbre
quotient ou [z] = [y] si d(z,y) € Az. On a une action induite sur T avec la
fonction longueur 75 : T’ —» A; — A1 /As. Vu le choix de Ay, on a 79 # 0.
Le groupe archimédien A; /A, s’identifie & un sous-groupe de R et par [MS],
2.2.13, on a un R-arbre Tog, extension de T5, et une action extension de I
sur Togr. Maintenant, pour montrer le lemme il suffit de montrer que ’action
de T sur T vérifie la propriété (ii).

Supposons par ’absurde qu’il existe z,y € T avec t = d(z,y) ¢ As
tels que T'o = st([[z],[y]]) C T n'est pas élémentaire. Le sous-groupe
To = {v €T; v[z] = [z] et v[y] = [y]} est au plus d’indice 2 dans T,
donc non élémentaire et par conséquent contient un sous-groupe libre de
rang 2, soit (y1,72) C I'g. Notons & = ‘sulp2{d(:c,'yix),d(y,'yiy)} € As.

=1,
Supposons par exemple t > 5e. Les segments [z,71z] et [y,71y] ne se
rencontrent pas, tous deux contiennent un point de A,;. Par convexité,
le segment S,; connectant ces deux points est contenu dans A.;. Puisque
~;z est proche de z et v;y est proche de y pour 7 = 1,2, les segments
Sy1 et S,2 ont une intersection avec [z,y] de longueur strictement
supérieure & 3e. Ainsi Ay; N A,2 contient un segment de longueur > 3e.
Avec 27141 + Ti42 < 3e, on conclut que l'un des deux sous-groupes
libres ([v1,72], [v2,72]), (v, 2], [71 2, 72]), fixe un segment non dégénéré
dans Ay; N Ay, C T1 (on a l'un ou 'autre sous-groupe suivant le sens
de déplacement des deux translations ¥1|a41 €t 72|ay2).- Ceci contredit
I’hypothese. a

3.10. Remarque. — Dans la démonstration du théoréeme 3.3, un
tel choix de valuation sur F(a) sert en particulier & visualiser la
propriété (ii) du lemme 3.9 pour l’action de I'. Une autre valuation
(compatible avec l'ordre) donnera (modulo les constructions du lemme)
un R-arbre isométrique avec une action semblable. En effet, avec les
notations du lemme 3.9, soient v;, ¢ = 1,2 deux valuations de F(a)
compatibles avec I'ordre d’anneaux de valuation ©,;. Alors par exemple

©,1 est contenu dans ©,2. On a donc la projection entre les groupes
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de valuations F(a)*/©; = Ay, — Ay, = F(a)*/©,, préservant l'ordre
au sens large. Comme F'(a) est archimédien sur R[tracep,(v); v € T,
on a (Ay)1 = Ay et par suite (Th,F(@)”); = T F(a)™. L’application
composé Ay; — Ayz — Aya/(Ay2)2 a pour noyau le plus grand sous-groupe
isolé de A,1, comme lest (Ay2)2 C Ay2. Les deux groupes archimédiens
Ayi/(Ayi)2, sont donc isomorphes pour i = 1,2, et par suite les deux
R-arbres (T, F(a)™)2r sont isométriques. a

Terminons cette section en donnant une comparaison entre D"—(l")sp
(resp. Z’°P) et le compactifié de Morgan D\"(F) (resp. 7' dans [M1].
La famille {traces}sc,, olt ¢ est I’ensemble des classes de conjugaison
dans I, engendre A(Xg(T')) comme une R-algébre. De ce fait, si 'on désigne
par P¥ l'espace projectif [0, +oo[?—0/~, ol 'on a (z¢)eep ~ (Ye)ee, 8'il
existe A € R tel que (z¢)ecp = (Aye)eey, 'application 6 : Xg(I') — P¥
définie par = + log(| traces | + 2)¢c,, est continue, et 'adhérence de son
ensemble image est compacte (voir [MS], § 1). L’espace hE (T") (resp. VA ) est
ladhérence de 8(mr(R°)) (resp. 6(Z)) dans P¥. L’idée est de prolonger 6
3 Xgr(T)® = Spec A(Xg(T')) de fagon continue. Soit r = 2 + Y f2,
ou {fi}i1,.,~ est un systéme générateur de A(Xgr(I')), choisi parmi les
traceg, pour £ € . Pour tout £ € ¢, notons pour o € Xg(T)*® \ Xg(I)

£y(c) = Max (0, log,.(4) (trace, al))
(r(a) est un grand élément dans F'(a)) et pour a € Xg(T'),
log(| traceg a| +2)
log(r())

3.11. ProposITION. — L’application 0 : Xgr(T)? — P¥ telle que
0(a) = (fe(e))sey est bien définie, indépendante du choix de r et continue.
Par conséquent, elle envoie Z'P sur Z' et Dn(T")*P sur D"( ).

(@) =

Démonstration. — Pour tout o € Xg(T)*® \ Xg(T'), 1'élément
(Ye(@))eeyp € [0, +00[? est différent de 0 puisque 'une des |trace; a| € F(a)
est un grand élément. Donc 6 est bien définie. Le choix d’un autre 7’ revient
a multiplier (£¢(c))eep € [0, +00[® par log,()(r(a)) > 0. Pour tout £ € ¢,
Papplication £, : Xg(T')*® — [0, +00] est continue puisque

¢o,s= ) { € Xg(T)® /(| trace, | +2)" Sr"‘(a)},

m/n>s

£ s, 400 = n {a € Xr()*® /(| trace, o +2)" > rm(a)}.

m/n>s
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Par conséquent, 'application £ : a — (€s(a))ec, € [0,+00[? est continue.
Comme ¢ est un relevé de 6,cela montre que 8 est continue. O

Remarquons que I'action sur le R-arbre, obtenue & partir d’un point
a € D*(T)*° \ mg(R°) (resp. o € Z'P \ Z) (voir les démonstrations de 3.3
et 3.9) a pour fonction longueur 7, vérifiant 6(a) = (7¢)ec, € P¥. A noter
aussi que Out(T') agit sur P¥ par [u] - (Te)ecp = (Tu(e))eey, €t que 6 est
Out(I')-invariante, c’est-a-dire vérifie 6([u] - @) = [y] - 6().
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