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COMPACTIFICATION VIA LE SPECTRE REEL
D^ESPACES DES CLASSES DE

REPRÉSENTATION DANS S0(n,l)

par
Taoufik BOUZOUBAA

Introduction.

La démarche et les constructions exposées ici sont dans la continuité
du travail de Brumfiel pour la compactification de l'espace de Teichmùller
d'une surface [Bri], [Br2]. La première compactification de cet espace est
due à Thurston, où les points du bord sont les classes de mesures dans
l'espace projectif des feuilletages mesurés sur la surface [FLP]. Dans [MS],
Morgan et Shalen trouvent une nouvelle description des points du bord
du compactifié de Thurston. Brumfiel lui-même avait été motivé par les
travaux de ces derniers. Le trait commun est le suivant : aux points idéaux
ajoutés dans la compactification sont associées des représentations du 71-1
de la surface dans les groupes d'isométries d'arbres. Morgan et Shalen
utilisaient des valuations pour compactifier, Brumfiel utilise les techniques
du spectre réel.

Soit F un groupe de type fini non élémentaire. On note D^F) l'ensem-
ble des structures hyperboliques de dimension n sur T. Les points de D^F)
s'identifient aux classes d'équivalence des représentations F —^ S0^(n, 1),
discrètes et fidèles, où deux représentations sont équivalentes si et seulement
si elles sont conjuguées dans S0j^(n, 1). L'ensemble D^F) peut se réaliser
comme fermé dans un espace semi-algébrique, espace qui admet une com-
pactification naturelle par le spectre réel. On note D^F)815 le compactifié
via le spectre réel de Dn(^). L'objet de cet article est de décrire les points

Mots-clés : Structures hyperboliques — Arbres — Spectres réels — Compactification.
Classification A.M.S. : 14P10 - 51M10 - 05C05 - 57Q15 - 20G99.
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ajoutés dans D'^ÇF)^. La compactification obtenue de cette manière permet
d'interpréter « les points frontières » comme des représentations de F dans
S0^(n, 1) où F (contenant M) est un corps réel clos non archimédien. De
là on peut retrouver, en utilisant une certaine construction d'arbre comme
quotient de l'espace n-hyperbolique sur F^ une interprétation semblable à
celle de Morgan [Ml] pour les points de sa compactification, D^F), i.e.
comme représentations dans le groupe des isométries d'un arbre.

Dans la section 1, on étend la construction d'arbre associé à un plan
hyperbolique [Br2] au cas des espaces de dimension n quelconque, et on
montre que l'on retrouve, de cette manière nettement plus géométrique, les
arbres construits par Morgan [Ml] au moyen des treillis unimodulaires. La
section 2 traite la compactification via le spectre réel d'un semi-algébrique
fermé. Par ailleurs des résultats, comme ceux de Shiota [Sh], permettent de
voir le compactifié via le spectre réel d'un semi-algébrique réel localement
fermé IV, comme limite projective de toutes les compactifications semi-
algébriques de W. Dans la section 3, on utilise l'arbre construit dans la
section 1 et les techniques du spectre réel pour compactifier 2^ (F). Un
point frontière de D^fT)^, s'interprète ainsi comme une représentation
de F dans le groupe d'isométries d'un R-arbre T. L'action qui en découle
est sans point fixe dans T, et est telle que le stabilisateur de tout segment
non dégénéré de T est un sous groupe élémentaire de F. Ceci est en parallèle
de ce qu'a fait Morgan dans [Ml], avec comme différence la méthode de
compactification et la construction d'arbre.

Les résultats ci-dessous font partie de notre thèse [Bo], dirigée par
Michel Coste. Nous le remercions chaleureusement pour son aide. Nous
remercions aussi l'Institut de Recherche Mathématique et Applications de
Rennes, où cet article a été rédigé.

1. Géométrie hyperbolique et arbre.

On se fixe F un corps réel clos non archimédien, v une valuation sur F
compatible avec l'ordre de F (c'est-à-dire 0 < a < a' implique v(a) > v(a'))^
A = vÇF^^) le groupe de valuation, G l'anneau de valuation et m son idéal
maximal. On convient que z?(0) = +00.

Ici, on travaille avec le modèle «nappe d'hyperboloïde » de l'espace
hyperbolique IHLF71. Ce dernier est la nappe XQ > x\ de

q(xQ,x^...,Xn} =XQX^ + ̂ (^|+ • • •+^) = -1.
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La forme bilinéaire symétrique associée à q est :

x o y = ^ (a:o2/i + x^yo + ̂ 2 + • • • + XnVn).

Par ailleurs, on fera appel au modèle «demi-espace supérieur» de l'espace
hyperbolique :

U F n = { ( y ^ . . ^ y ^ ç F n \ y , > 0 } .

L'application de changement de modèle est de la forme ^ : UF71 —> ELF71,

y = ( y , , . . ,^(I^,JiÇjC,^,., ̂ ,M!̂
)•

v ^yi 2yi i/i yi ^2^ ^
où e = (0,1,0,..., 0) e F". L'application inverse est ^f-l : HLF" —> (7F"

fa;., „.. „; ') i_,..(-, XQ+XI X2 Xn-i\^J.0> ̂ -li • • • ï •fn^ l——* r i 1, ——-——; ——) • • • , ——— 1 ,
v 2 V2 V2 1

où v = {{XQ - xi)/2 - Xn/V2)-\

On a aussi le modèle « disque unité » de l'espace hyperbolique :

BFn={(y,,...,y^çFn\y2,+...+y2,<l}.

On note :

BFn={(^...^)e^|^+...+^l}.

On note S0^(n,l) le sous-groupe de SL^+i(^) des matrices
(n+1) x (n+1) qui préservent q et S0^(n, 1) le sous-groupe de S0^(n, 1) des
matrices qui préservent ELF". Comme HLF71 est l'une des deux composantes
semi-algébriquement connexes de {x e F7^1 | ç(^) = -i}^ il çn résulte
que S0^(n,l) peut être décrit comme {g e S0^(n,l) | ^o e ELF71},
où ^o = (1, -1,0,..., 0) appartient à IHLF71.

L'action de S0^(n, 1) sur ELF71 est transitive puisque

XQ 0 0 ... 0 / 1 \
-1

0

l oy
=

/XQ\

Xl

X2

\Xn]

:ri + l/a;o l/^o -a'2/^o • • - -Xn/xo
X2 0 1 ... 0

\ Xn 0 0 . . . 1

et la matrice est dans S0^(n, 1) si (xo, x^ . . . , Xn) appartient à ELF71.
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Dans IHLF71, les droites hyperboliques sont les intersections de B.F71

avec les sous-espaces vectoriels de F^1 de dimension 2.

Si x ^ y , sont deux éléments de HLF72, on note L(x,y) la droite
hyperbolique, intersection de B.F71 avec le sous-espace vectoriel de F^1

engendré par x et y , et L^^y C L(x, y) l'arc hyperbolique qui joint x à y.

Soient 1 < m < n et Pm l'ensemble des couples (x, V), où V est un
sous-espace vectoriel de F^1 de dimension metx ç VnfflLF71. On a l'action
(x, V) ̂  (gx.gV) de g e S0^(n, 1) sur P^. Cette action est transitive. En
effet, si (x,V), (x'\V) appartient à Pm, alors les formes quadratiques q\y
et q\y sont de signatures (m - 1,1), et par suite V et V sont isométriques
avec x qui s'envoie sur x ' . D'après le théorème de Witt, cette isométrie se
prolonge en une isométrie de F7^1.

Ceci affirme en particulier que S0^(n, 1) opère transitivement sur les
droites hyperboliques de HF^. Si x appartient à L (où L est une droite
hyperbolique passant par x), de même si x ' appartient à V\ alors il existe
g C S0^(n, 1) telle que gx = x ' et gL = L ' . Une conséquence immédiate
de ce qui vient d'être dit est : pour tous x, y e ELF^ on a x o y < -1 avec
égalité si et seulement si x = y . Ceci se vérifie facilement en se ramenant à :

ÇQ^= (Q,-a- l,0,...,0) eLo=L^o^)=mFnn{xo,x^.

Dans le cas réel (F = R), la distance hyperbolique dans ET1 est donnée
par la formule

coshdmÇx.y) = -xoy

ou encore par

, / x , / 1 + ^ \ \/—1 — x o ydm(x,y) =log( .——- , avec t=——===--
M — t/ ^/l — x o y

C'est cette dernière expression de la métrique qu'on utilisera pour construire
une pseudo-métrique dans MF71.

Soit D l'application

EIF71 x HLF71 —. F
( x ^ y ) ^ D{x,y)=^

où t = ^/-l - x o y / V l - x o y (0 ^ t < 1). L'application D vérifie les
propriétés suivantes :
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1) D est S0^(n, l)-invariante.

2) D{x,y) > 1 avec égalité si et seulement si x = î/, D(^o,$) =
sup{a, a-1} pour tout ç = (a, -a-1,0,..., 0) e LQ.

3) D(x,y)D(y,z) > D{x,z) avec égalité si et seulement si y est dans
l'arc hyperbolique joignant x à z.

La fonction D et la valuation v définissent une pseudo-métrique dans
HF71 à valeurs dans A+ = {A € A | A > 0}. Soit dy : MF71 x MF71 -^ A+
telle que (x,y) ^ dy{x,y) = -v(D(x,y)). La compatibilité de v avec
l'ordre de F entraîne que v\q = 0 et v(l +1) = 0 pour tout 0 <, t < 1. D'où
l'expression simplifiée de dy :

)̂.-.(̂ ).-̂ )

= -^(^-^2) = -'y(l - x ° y) = -v^ ° y ) '
Soit ~ la relation d'équivalence :

x.yçmF71, x ^ y ^ = ^ x o y ç Q X (<^ x o y ç Q).

On note T^F71 l'espace quotient IHLF71/^. Le couple (T^F71,^) est un
espace A-métrique, au sens que dy([x], [y]) = -v(xoy) définit une métrique
sur TyF71 à valeurs dans A+. Dans ce qui suit, on va montrer que TyF71 est
un A-arbre.

1.1. DÉFINITIONS (cf. [AB]). — Soit F un espace A-métrique.
1) Un segment fermé de A est une partie de la forme :

[ A i , À 2 ] = = { A e A | À i < A ^ Â 2 } .
Un segment de A est une partie convexe de A(c'est-à-dire une partie S de A
vérifiant Ai ,Â2 e S =^> [Ai,Â2] C S) dont l'intersection avec tout segment
fermé de A est ou bien un segment fermé de A, ou bien l'ensemble vide.

2) Un segment (fermé) de T est une partie de T isométrique à un
segment (fermé) de A.

3) T est un A-arbre s'il vérifie les trois conditions suivantes :

(i) Deux points de T déterminent un segment fermé unique de T. Les
deux points sont appelés les extrémités de ce segment.

(ii) Si 5i et S^ sont deux segments fermés avec une même extrémité,
alors 5'i H S^ est un segment fermé.

(iii) Si 5i et S^ sont deux segments fermés avec 5i H S^ = {p} et si p est
une extrémité de 5i et de 62, alors 5l U S^ est un segment fermé. D
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On propose ici une preuve purement algébrique de la structure d'arbre
de Tv F71. Pour cela on passe par le modèle «demi-espace supérieur» UF71.
La métrique dans UFn est donnée par

<!(»•, !/)=-»(^)

- ' = VTÏ^ et k^ = 1 + ̂ f. ou encore P"

d(x,y)=-v(k(x,y)).

Remarquons que l'on a k{x, y) = ~^f(x) o ̂ (y) pour tous x, y e UF71

et par suite d(x,y) = dv(^(x),^(y)). Ainsi ^ réalise une isométrie de
(T^, dy) sur (UF71/^, d ) , o ù x ^ y équivaut à k(x, y) ç Qx.

L'espace UF71/^ s'identifie à son tour à un espace A-métrique dont
la structure d'arbre découle facilement.

Pour A ç. A, soit :

œ-^A) = {On,... ,^-i) e F7 1-11 v(x,) > A, . . . , î;(^-i) > À}.
Alors e^^À) est un sous-groupe additif de F71-1.

1.2. DÉFINITIONS

• Pour tout corps value F, on définit l'ensemble :

TF71 = (J {A} x F^/Q^Ç-X).
ÀçA

Si À <: A' appartiennent à A, on note TTJY l'image de TT e F'^/Q^^-A)
par la projection F^Ve^-^-A) —^ Fn-l/9n-l(-A/).

• Dans TF71, on définit la relation d'ordre :

(A,TT) -< (A^TT') ^==> A < V et 7r|v = TT'. n
Pour cet ordre, le sup de deux éléments quelconques existe.

1.3. PROPOSITION.

1) Soient (Ai, 71-1), (A2,7r2) deux éléments de VF71. Alors il existe un
plus petit élément A e A tel que Ai < A, \^ < A et 71-11^ = TT^^.

2) L'application

d : VF71 x VF71 —> A+

((Ai,7ri) ,(A2,7T2)) «—> 2 A - A i - Â 2 ,
définit une A-métrique sur VF71.
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Démonstration. — Le nombre

A = sup {-v(7r^ -7T2^) ,Ai ,A2}
^j'^—i

ne dépend que de TTI = (TTn, ... ,7r^_i) e F^-i/e^-^-Ai) et de
7T2 = (7T2i, . . . ,7r2n-i) G F^-i/e71-1 (^2), et vérifie 1). Ainsi (A, 7^)
est le sup de (Ai, 71-1) et (Â2, ^2)5 ce qui montre 1).

Le point non trivial dans 2) est l'inégalité triangulaire. Soient (À,, TT,),
i = 1,2,3 avec TT, = (TT^-), j = 1,.. . , n - 1, et

(^llA) =SUp{(Ài ,7r i ) , (À2,7T2)},

(A^lA7) =SUp{(A2,7T2),(A3,7r3)},

(^^i |A")=sup{(Ai,7ri),(A3,7r3)}.

On veut montrer que 2A" - Ai - A3 < 2A - Ai - Â2 + 2A' - Â2 - A3,
soit encore A" < A + A' - Â2. On a :

-Ai ^ -A - A' + Â2, -A3 ^ -A - V + Â2.

D'autre part, pour tout j = 1,.. . , n - 1, on a :

^TTlj-TTSj) ^ mf{î;(7r^-7r2j)^(7r2^-7r3j)}

> inf{-A, -A7} > -A - A' + Â2.

D50Ù K^n-i^13'^' -A1' -A3^ ^ -À - A/ + ^2, ou encore

A + A ' - A 2 > sup {-^(7r^-7r2^),Ai,A3} = \". D
l^j^n-l J

Soient ^ = (A,,7r,), î = 1,2, et ^ = (A,7r) = sup^i,^}. De la
définition de d, on tire :

d{x^,x^) = d(x^,x) +d(x2,x).

Pour i = 1, 2, l'ensemble [rr,,a:] = {?/ G 9^ | a-z ^ 2/ -< a-} est un segment
fermé de VF71 puisque [x^x] = {(Ao,7Ti|;J | A, < Ao ^ A}. Comme x
est aussi le sup de deux éléments quelconques y^ ç [x^,x\ et y^ ç. [x^,x],
l'ensemble [x^,x] U [x^x\ est un segment fermé de TF71, d'extrémités
{^15^2}. On le note [^1,^2].
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1.4. PROPOSITION.

1) Tout segment fermé de VF'^ est de la forme [x-^^x^}^ où {^1,^2}
sont ses extrémités.

2) (TE^d) est un A-arbre.

Démonstration. — Le 1) est immédiat à partir de l'équivalence
suivante : quels que soient Xi = (Az, TT^) e TF71, i = 1,2,3, on a

(*) d(.ri,a;3) = d(a;i,a;2) +^2,^3) <==^ ^2 e [^1,^3].

Démonstration de (*).

Soient x ' = (A^Ti-iiy) = sup^i,^}, ^" = (A",^^) = sup^,^}
et a; = (A,7Ti[^) = sup{a;i,a;3}. Remarquons que les majorants d'un point
de yi7171 forment un segment isométrique à A-)-.

Supposons par exemple x ' -< x" : alors x -< x " . Dans ce cas, on a :

d(x\^x-ï) = d(x-^^x^) + dÇx^^x^)

4==^ 2À - Ai - A3 = 2A" - Ai - A3 + 2(A' - Â2)
<==^ A = A" + (A7 - Â2)
4===^ A = A" et A' = Â2
^==>- x = x" et x ' = x'2
^==^X2 C [X^X^}.

Le 1) de la proposition entraîne le (i) de la définition d'un arbre.

Soient Si = [x\^x\ U [^2^]? S^ = [^i,^'] U [a^,^7] :

• x -^ x ' =^ x -< x ' ou x ' -< x, et dans ce cas Si D S^ = [.TI, inf{rc, X1}}.

• x = X' =^ [x'2,x] n [a:^^7] = [SUP{a;25•î:2}îa;] et P21 smte

Si n52 = [a;i,a;] U [s\ip{x2,x^},x] = [.z;i,sup{a;2^2}]-

Ce qui démontre (ii).

Si 5i n 62 = {^i}? alors ^{a;,^'} = x\ et donc ̂  ou x^ est inférieur
à x\ ; de même a;i -< sup{a;2, ̂ 2}- D'où -Si U S^ = [3*2? ^2]' D'où (iii). D

L'identification de U F ' " ' / ^ à VF71' se fait au moyen de l'application

^ [(î/l,...,î/n)] —— (-^/l), (2/2,...,^)).
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L'application ^/ est bien définie et c'est une isométrie puisque

^^Pj--^ - Vj). -^l), -v{yi)} + v(x^) + v(y^}

'' =-<l+(I••'")2+^("-''n)^)-^.»))-
Maintenant, si i/ = ((a;o - a;i)/2 - Xn/V2)~1,

^o^ =[(.o,^,..,^)]^ (-.(.),. .(^,^,.,__!)),

identifie T^^ à y F'1.

Notons que v^ o ^r-1 envoie le projeté dans T^F71 de chaque arc
hyperbolique L^^y c W sur le segment

[^o^-1^]),^^-1 ([,/])] cyr".
En effet, en se ramenant à x = (1, -1,0,..., 0) et y = (ao, -Oo"1,0,..., 0),
on obtient

^,z/ = {(^-Q^O,...^) |inf{l,ao} ̂  a ^ sup{l,ao}}

et par suite :

^o^([(a,-a-l,0,.,0)])=(-|.(a)|,(^,0,.,o)).

on a "(^ - Irl) ̂  1^)1 e t "(ïri) >0 'et ̂  ̂  ••

(-1^01, (|̂ ,0.... .0)) . (-|.(a)|, (^,0,...,0)) . (0,0).

Par conséquent :

^ "^({[C] 1 ̂  L.,,}) = [(-|^ao)|, ("l"1^^)),(0,0)1. D
L v v OÎQ ~^ - / / -I

Remarquons que si x et î/ sont deux points de M.F71 tels que
[x] = [î/] e Ï^F71, alors pour tout autre point z de EF^ les projetés dans
T^F71 des deux arcs hyperboliques L^ et L^y coïncident. Par conséquent,
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le triangle hyperbolique reliant x, y et z se projette sur le segment [[z], [x]}.
De façon plus générale on a le calopse des triangles hyperboliques sur les
tripodes de TyF71 (voir figure ci-dessous), puisque le centre d'un triangle
hyperbolique est à une D-distance inférieure à V3 et ^(\/3) = 0.

On obtient ainsi le résultat suivant :

1.5. THÉORÈME. — L'espace métrique (T^F71^ d y ) est un A-arbre. Un
segment fermé de TyF71 d'extrémités {[.r], [y}} est le projeté dans TyF71 de
l'unique arc hyperbolique dans M.F71' joignant x à y. D

Le groupe S0^(n,l) agit sur TyF71 par des isométries, et l'action
est transitive. On étudie dans ce qui suit la structure de ces isométries
g : [x] ̂  g[x] = [gx\.

Il est bien connu dans le cas réel (F = R) que chaque transformation
de Mœbius <Ï> de la boule unité B71, applique B71 sur Bn et possède au
moins un point fixe dans B71 en vertu du théorème de point fixe de Brouwer.
Cependant, comme <î> est semi-algébrique, ceci reste vrai pour n'importe
quel corps réel clos, d'après le principe de Tarski-Seidenberg. Ainsi, dans
le modèle hyperbolique BF71, chaque isométrie admet au moins un point
fixe BF71. D'autre part, ceci correspond dans le modèle M.F71 à : si g est
dans S0^(n,l), alors g fixe un point dans MF71 ou bien une droite sur
l'hypercône q == 0. Plus précisément, on a la description suivante :

1.6. PROPOSITION ET DÉFINITION. — Soit g G S0^(n, 1), g ^ Id.
Alors on est dans l'un des trois cas :

1) g fixe au moins un point dans ELF". On dit alors que g est elliptique.

2) g fixe une seule droite sur q = 0, et aucun point dans M.F71. On dit
alors que g est parabolique.

3) g fixe exactement deux droites sur q = 0, et aucun point dans M.F71.
On dit alors que g est hyperbolique.
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Démonstration. — Soit g ç S0^(n, 1) telle que l'on ait g(x) -^ x pour
tout x € BLE71. Alors g fixe au moins une droite sur q = 0. Maintenant,
soient u^v € F71'^1 non colinéaires tels que q{u) = ç(î;) = 0, g(u) = au
et ^(î;) = (3v, avec a,/3 € F^. Alors on a u o î; = ^(n) o g(v) = a(3u o v.
On a certainement ZA o v -^ 0, car puisque g est de signature (n, 1) (F
est réel clos), son indice de Witt (c'est-à-dire la dimension maximale d'un
sous-espace totalement isotrope) est égal à 1. D'où a(3 == 1. Comme g
préserve ELF71, le cas a = (3 = -1 est exclus. Le cas a = f3 = 1 entraîne que
g est l'identité sur le sous-espace propre associé à la valeur propre a = 1,
lequel intersecte HLF71. Donc a, f3 ^ ±1 et par conséquent g fixe au plus
deux droites propres associées aux valeurs propres a et a""1, avec a ̂  ±1
et a > 0. D

1.7. PROPOSITION. — Tout élément parabolique de S0^(n, 1) admet
un point fixe dans TyF71.

Démonstration. — Soient g e S0^(n,l) parabolique, UQ ç. F7^1,
a ç. Fx avec q(uo) = 0 et g(uo) == auo. Choisissons {uo^i? • • • ?^n} une
base de F^1 avec 9(^1) = 0, UQ o u\ = ^ et Ui o Uj = 6ij pour 0 < i < n et
2 < j < n. Soit :

g(u^} = 70^0 + 71^1 + . . . + 7n^n.

Alors de la relation UQ o u\ = g(uQ) o g(u\) on tire 71 = a~1. On a 70 7^ 0,
car si 70 était nul, on aurait 72 = • • • = 7n = 0 puisque q{g{u\)) = 0,
ce qui correspond au cas hyperbolique. La matrice de g dans la
base {uo, n i , . . . , Un} est donc de la forme

' a 70 X ~
0 a-1 Y

,0 Z A _
avec 70 7e 0, A e S0(n - 1) et *Z = (72,... ,7n).

On a Y = 0, car UQ o u\ = 0 pour i > 2. On a ensuite, a = 1 car si
a 7^ 1, alors (7 possède un vecteur propre de valeur propre a"1, puisque

a—a 70 X
0 0 0det^-a ' Id) = det
0 Z A

et ce vecteur propre est forcément sur q = 0 puisque g préserve g, ce qui
correspond au cas hyperbolique.

Maintenant, soit Wa = auo — a"1^!, avec a > 0. Alors Wa est un
élément de ELF^ et g(wa) o Wa = ̂ (a'^o — 2). Ainsi g fixe tout élément
[wa\ C TvF71 où a est tel que a'^o € 0. D
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1.8. PROPOSITION. — Soit g un élément de S0^(n, 1) tel que g fixe
un point dans TyF71. Alors tracer appartient à Q.

La démonstration se fait en appliquant plusieurs fois le lemme suivant :

1.9. LEMME. — Soie y = (î/o, 2 / i , . . . , y-n) un élément de F714-1 tel que
q(y) eQ e t y ^ - y o C Q . Alors y appartient à 9714-1.

Démonstration. — Supposons que l'on ait :
1) 2 / o 2 / i + j ( 2 / 2 + ' - - + 2 / r D ^ © ,

2) 2/i - 2/o e e.
Deux cas sont à distinguer :

• ^(2/0) + v(yi) > 0. D'après 1), on a v(y^) ^ 0,...,î;(^) > 0.
D'après 2), ni v{yo), ni v(y^} n'est négatif.

• v(Yo) + v(yi) < 0. D'après 1), on a î;(î/o2/i) = ̂ (2/2 + ... + ̂ )).
D'après 2), on a v(yo) = v(yz). Ainsi 2v(yo) = 2inf{î;Q/2),... ,^(î/n)}.

Pour i = l , . . . ,n, soit r, l'image de yi/yo dans le corps résiduel
k = Q/m. Alors 7-1 + ̂ (r^ + • • • +r^) = 0 d'après 1) et 7-1 -1 = 0 d'après 2).
Ceci ne peut être vrai dans un corps réel clos, ce qui est le cas de k. Il en
résulte que l'on a v(yo) + v(y^) > 0 et donc y est un élément de e^. D

Démonstration de la proposition 1.8. — Soit g = (a^)o<z,^i
comme dans la proposition. L'action transitive de S0^(n,l) sur TyF71

et l'invariance de la trace par conjugaison, permettent de supposer que
^(Ko]) = Ko], où $o = (1, -1,0, ...,0), c'est-à-dire p($o) oÇo e 6. On a :

9^o) o $o = \ ((ûio - an) - (aoo - aoi)) e 6, q(g^o)) = -1 e 6.
D'où, avec le lemme 1.9,

g(^o) = (aoo -aoi,aio - an,.. . ,0^0 - Oni) ç G714'1.
Si J est la transformation (rco,^i,^2,. . . ,^n) •-̂  (^1,^0,^2, . . • ,^n),
t g J g = J entraîne que tg appartient à S0^(n,l) et par conséquent les
lignes de g vérifient :

7l

azoan+j^a^.=0, 2 = 1 , 2 ;
J==2
n

ctioan + ^ ̂  a .̂ = j, 2 < 2 < n.
J'=2

En appliquant à nouveau le lemme pour chaque î, on obtient que a^ est un
élément de 9 pour tout j. Ce qui montre que g est dans SO^n, 1). D
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1.10. PROPOSITION. — Soit g -^ Id un élément hyperbolique
de S0^(n,l) tel que g laisse invariante la droite hyperbolique LQ =
HLF71 H (rco^i). Alors g est de la forme :

' a 0 0 \ /l 0 0 '
0 a-1 0 0 1 0

,0 0 I n - ^ ) \0 0 A ^

où a > 0, a -^ 1 et la seconde matrice est dans SO^Çn, 1).

Démonstration. — Soit g = (a^)o<î,j^n comme dans la proposition.
Alors ses deux droites fixes sur q = 0 sont de directions eo et e\ où
{ejî=o,...,n est la base canonique de F71^1. Il en résulte qu'il existe a > 0,
a ̂  1 tel que p(eo) == OLCQ et p(ei) = a'^i (voir la démonstration de la
proposition 1.6). Pour j = 2 , . . . , n, des relations

0 = ej o eo = g(ej) o g(eo) = jaa^-,

0=^-oe i =g{ej)og(e^) = ja-1^-,
n

on tire a^ == aoj = 0. Alors, de q(ej) = q(g(ej)), on tire ^ a^. = 1 et par
suite 2 inf (v(dij)) = 0. D'où le résultat. i=2 n

2<î<n

Maintenant, soit g e S0^(n,l), hyperbolique sans point fixe dans
TyF71. Alors g laisse invariante une droite hyperbolique unique, Lg C M.F71.
Cette droite est obtenue comme intersection de ŒUF71 avec le sous-espace
vectoriel engendré par les deux droites sur q = 0, fixes par g. Dans TyF71,
g laisse invariant alors le projeté ^(Lg) de Lg. L'action de S0^(n, 1) sur les
droites hyperboliques est transitive, donc 7r(Lg) est isométrique à 7r(Lo),
lequel est isométrique à A, puisque I/o = {(a, —a~ 1 , 0 , . . . , 0) | a > 0}.

Si Lg = LQ alors, pour tout $ e Lg, on a dy([^g[£]) = \v(ag)\, où Og
est celui de la proposition 1.10. Si Lg ^ LQ, soit h ç S0^(n,l) tel que
h(Lg) = LQ. Alors, pour tout x e Lp, on a d,;([a;],^[.r]) = Ka^-i)|. Il en
résulte que g est une translation sur 7r(Lg) et la distance de translation
est h(û^-i)|, où h e S0^(n, 1) avec /i(L^) = LQ. Il est facile de voir, en
remontant à B.F71, que Ka^-i)| = inf dy(q,gq), et par suite :

ççT.u.F'71

^r(Lg)={pçT^Fn\d^(p,gp)= inf ^(9,99)}.
v qç.TvF71 )

Remarquons que le segment 7r(Lg) est l'axe de p, sur lequel g est une
translation de distance de translation notée Tg = inf dy(q,gq) (voir

[AB], chap. II). Le résultat suivant donne le lien de ïg avec la trace de g.
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1.11. PROPOSITION. — Soie g un élément de S0^(n, 1). Alors on a

Tg = max(0, -v(tî8Lceg)).

Démonstration. — Soit g ç S0^(n,l). Avec les propositions 1.7
et 1.8, le cas qui reste est celui de g hyperbolique sans point fixe dans TyF71.
Dans ce cas, g est conjuguée dans S0^(n, 1) à une matrice de la forme

/a 0 0 \
0 a-1 0 ,

\0 0 A)

avec \v(a)\ = Tg, (Proposition 1.10).

On a donc trace g = a 4- a~1 + trace A, avec trace A e 6. Il en résulte
v(a + a"1) < 0 et î;(traceA) > 0 et donc vÇtrsî.ceg) = v(a + a~1) =
mî{v(a),v(a~1)}, d'où --y(trace^) = \v(a)\ = Tg. D

Terminons cette section en donnant une comparaison avec l'arbre T^
construit par J.W. Morgan. Aux valuations v : ̂  —^ A et S0^(n, 1), est
associé un A-arbre 7^. Les points de T^ sont les treillis unimodulaires
de F7^1, c'est-à-dire les 6-modules libres L c F^1 de rang n+ 1, tels que

L = L* = {^ e F^1 | a; o L C e}.

La distance d(L,L') e A+ est définie comme suit. Si L,L' e T^, alors
L/L H L' est un 6-module cyclique et par suite L / L H L' ^ Q/aQ. On
pose :

d(L,L/)=v(a).

Le groupe S0^(n, 1) agit transitivement sur T^ et, pour tout g e S0^(n, 1),
l'application T^ —^ T^ définie par L \-> g ' L est une isométrie. Pour les
différents détails on peut se référer à [Ml].

1.12. DÉFINITION. — Dans F7^1, on considère les sons-ensembles :

L(x) ={yç F7^1 | q(y) e Q et x o y e 9}. D

II est clair que pour tout g ç S0^(n, 1), on a g ' L(x) = L(g(x)).

1.13. PROPOSITION. — On a L e T^ si et seulement s'il existe
x e HLF71 tel que L = L(x).
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Démonstration. — Le groupe S0^(n, 1) agit transitivement sur M.F17'
et T^. Il suffit donc de montrer que L(^o) appartient à T^, où
^ = (!,-!, 0 , . . . ,0 ) . Le lemme 1.9 entraîne que L(^o) C Q71^1 ; l'autre
inclusion est claire. D'où L($o) = ©n+l == ©n+l* = ^tô))*. D

Pour tout x ^ y ç. HLF77', l'équivalence suivante est immédiate à partir
de la définition 1.12 :

x o y ç 0 4=^ L(x) = LÇy).
On a une correspondance bijective entre TyF71 et T^.

1.14. PROPOSITION. — L'injection TyF71 —> T^ définie par [x} ̂  L(x)
est une isométrie S0^(n, 1) invariante.

Démonstration. — Soient x ^ y € HLF". Alors il existe g e S0^(n, 1)
telle que g{x) = (1, — 1 , 0 , . . . ,0) et g(y) = (a, — Q / ~ 1 , 0 , . . . ,0) avec a > 0.
On a donc :

^([^Lb]) = -vÇxoy) = -v(g(x)og(y)) = - mî{v(a), -v(a)} = |^(a)|,

d(L(x), L(y)) = d(g • L(.r), g • L(z/)) = d(L(g(x)), L(^))),
n

^(^(?/)) =aeoe©a- lelee^e^e,
î=2

la démonstration étant la même que celle de l'égalité I/($o) = e71'̂ "1 dans la
proposition 1.13. Ainsi :

f ©/û6 si a < 1,
£(,(,))/L(<,(,))nL(,(,)).{^_^ -̂

D'où d{L{x)^L(y)) = \v{a)\ = d,([rr], [y}). D

2. Compactifié via le spectre réel d'un semi-algébrique réel.

Soit A un anneau commutatif unitaire. On se réfère à [BCR] pour
la définition et les propriétés de base du spectre réel de A, noté SpeCy, A.
Un point a de SpeCy, A est un cône premier de A, c'est-à-dire un élément
a ç. 2A vérifiant les conditions :

(i) a + a C a, a - a C a ' ,

(ii) f2 C a, pour tout / € A ;

(iii) -1 ̂  a;

(iv) pour tout /, ̂  e A, f g E a implique (/ 6 a ou —g e a).
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La topologie de SpeCy. A est donnée par la base d'ouverts formée des

Û(/i,..., f^) = {a e SpeCy. A | -A ^ a,.... -/^ a},

avec/i,..., A €A.

Une combinaison booléenne des ÎX(/), avec / e A, est appelée un
constructible de SpeCy. A. La topologie dont la base d'ouverts formée des
constructibles de SpeCy. A s'appelle la topologie constructible de SpeCy. A.
Elle est plus fine que la topologie ordinaire. L'application qui à a associe
l'ultrafiltre

Sa = {C constructible de SpeCy. A | a ç. C}

est un homéomorphisme de SpeCy.A avec la topologie constructible sur
l'espace de Stone de l'algèbre de Boole des constructibles de SpeCy. A. De
ce fait, SpeCy. A avec la topologie constructible est un espace compact,
totalement discontinu, dont les ouverts fermés sont précisément les
constructibles de SpeCy, A. En particulier, SpeCy. A est quasi-compact pour
la topologie ordinaire.

Si a, (3 sont dans SpeCy. A, on dit que a tend vers (3 ou bien que (3 est
une spécialisation de a si (3 € {a} (équivalent dans 2A à a C /?).

On note SpeCy^ A l'ensemble des points fermés de SpeCy. A. Un cône
premier de A définit un ordre total sur le corps de fraction de A/ Supp(a),
où Supp(a) = a H —a. Cet ordre est caractérisé par

7^0 -<=>- f ça pour tout / e A,

où f désigne la classe de / dans le corps de fraction de A/Supp(a).
Chaque corps ordonné K a une clôture réelle. Si -F et F' sont deux
clôtures réelles de K, il existe un J^-isomorphisme unique : F —^ F ' . Ceci
conduit à interpréter un point de SpeCy. A comme une classe d'équivalence
d'homomorphismes a : A —> F Ça), où F (a) est un corps réel clos algébrique
sur a(A), par la relation d'équivalence engendrée par a ~ a' quand il existe
un diagramme commutatif d'homomorphismes

A -^—— F(a)

a'

F(a')
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Si / appartient à A, on note /(a) l'image de / par a : A —>• F (a).
Avec la dernière description des points de SpeCy. A, la topologie ordinaire
est donnée par la base d'ouverts formée des

Ù(/i,... ,/^) = {a e SpeCy.A | /i(a) > 0,... ,^(a) > 0},
où /i,..., ft sont dans A.

2.1. PROPOSITION

(a) Si a tend vers (3 et si a tend vers 7, alors (3 tend vers 7 ou bien 7
tend vers (3.

(b) Pour tout a ç SpeCy, A, il existe un unique f3 fermé dans SpeCy. A tel
que a tend vers (3. En particulier, tout recouvrement d'ouverts de Spec^ A
recouvre SpeCy, A et donc SpeCy" A est quasi-compact.

(c) Si a ne tend pas vers a' et si a' ne tend pas vers a, alors il existe
f e A avec /(a) > 0 et /(a7) < 0. Donc SpeCy71 A est Hausdorff.

(d) L ̂ application r : SpeCy. A —> SpeCy^ A, r(a) = /?, Punique point fermé
spécialisation de a, est une rétraction, continue, fermée.

(e) a appartient à Spec^A si et seulement si F(a) est archimédien
sur a(A) (c^esé-à-dire si tout élément de F (a) peut être borné par un
élément de a (A)).

Démonstration.

Pour (a), (b), (c) et (d), voir les propositions 7.1.22, 7.1.23, 7.1.24
dans [BCR].

Montrons que (e) est nécessaire. Si F {a) est non archimédien sur a(A),
il existe alors h € F(a) tel que h > f(a) pour tout / e A. L'élément h
étant algébrique dans a(A), il existe donc /oi/i dans a\ — a tels que
hfo(a) < /i(a) (/Oî A sont par exemple déterminés à partir d'un polynôme
de a(A)[X] s'annulant en h). Il en résulte qu'il existe fo ç: a\ —a tel que
fo(a)f(a) < 1 (ou encore 1 — fo ç. a\ —a), pour tout / € A. Il s'ensuit
que a[—/o] = {a — fob \ a, b G a} est un cône propre de A contenant
strictement a. D'après le lemme de Zorn, a[—/o] es^ contenu dans un cône
premier (3 de A. Ainsi, il existe (3 ç SpeCy. A tel que a ^ f3. On en déduit
donc que a n'est pas fermé.

Montrons que (e) est suffisante. Soient a, f3 € SpeCy, A tels que a ^ /3.
Choisissons /o ç (a \ -a) H -/3 C /3 H -/?. Alors 1 - //o appartient à a \ -a
(ou encore f(a)fo(a) < 1) pour tout / € A. Ainsi, fo(a)~1 ç. F(a) est plus
grand que tout élément de a(A). D
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Les assertions (b) et (c) dans la proposition montrent que Spec^ A est
compact pour la topologie ordinaire. Soient X c R71 une variété algébrique
et AÇX) = M[Xi, . . . , Xn}/I(X) l'anneau des polynômes sur X. Alors le (e)
de la proposition montre que X C Spec^A(X), puisque x e X définit
Phomorphisme surjectif, x : AÇX) —> M, ;z;(/) == f(x). La topologie induite
sur X est la topologie ordinaire de X , puisque, pour tout /i,..., jn e A(X),

û(/i,..., /,) n x = {x e x \ A (x) > o,..., fe(x) > o}.

Si W est une partie de X, on note W^ l'adhérence de W dans Spec^ A(X)
avec la topologie ordinaire. Le cas où W une partie semi-algébrique fermée
de X conduit à une description intéressante des points frontières de PP13.
Si W est une partie semi-algébrique de X, on note W^ le constructible de
SpeCy. A(X) tel que W H X = W. L'isomorphisme W \-> W est une simple
conséquence du principe de transfert de Tarski-Seidenberg (voir [BCR],
7.2.3). Si W est une partie semi-algébrique fermée de X, alors W est une
union finie de

{^eX|/ iCzO>0,. . . , / ,Or)>0},

avec /i,.. . , jt e A{X) (théorème de finitude). Par conséquent, comme W
est quasi-compact, on voit que W est fermé si et seulement si W est fermé.
On note Max(TY) l'ensemble des points fermés de W.

2.2. PROPOSITION [Bri]. — Soient X C V une variété algébrique, W
une partie semi-algébrique de X fermée. Alors :

(a) W^ = Max(ÎY) ;

(b) W^ \ W = W^ H {^ C Spec^A(X) | f; x^a) > ri, où ^ est
rGR l i=l ^

rîmage de la variable xi dans A(X). En particulier, W est ouvert dans TV^.

Démonstration. — Comme W est dense dans W, un fermé de
SpeCy. A(X), on a donc W = Ww = W et par suite

W^ = W H Spec^ A(X) = W H Spec^ A(X) = Max(W),

ce qui prouve (a).

Soit a un élément de W^ = Max(W). Alors F (a) est algébrique
et archimédien sur a(A) = R[^i(a),... ,^n(a)]. Si F (a) est archimédien
sur M, il est clair que F(a) = M. Il en résulte que F(a) = M si et seulement
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n
si chaque Xi(a) et borné par un réel ou encore si ^ x'j(a) < r pour un
certain r € R. D'où (b). î=l D

2.3. Remarques ^
(a) Supposons que l'on ait W = U W^ avec

j=i
^ = [x e x | f^(x) > o,..., /^Or) > o}.

_ m _ _
Alors W^ = U H^ et pour tout 1 < j < m, les points de W^ sont les

j=i
homomorphismes a : A(X) —> ^(a) vérifiant :

(i) fij(a) > 0 pour tout 1 <: i < mj.

(ii) F {a) = M ou bien il existe 1 < k <: n tel que |^fc(^)| ^ F {a) est
infiniment grand relativement à R, et tout élément de F{a) est borné
par une puissance convenable de ^(ûQI (un tel élément est dit un grand
élément de F (a)).

(b) Si W est une partie semi-algébrique compacte de X, alors on a
W^ = W = Max(HQ. D

Dans ce qui suit, nous donnons une vision un peu plus géométrique
qu'il en a l'air du compactifié W^ d'un semi-algébrique fermé (localement
fermé) W C X C M71. Pour cela, nous montrons que W^ s'obtient comme
limite projective des compactifications semi-algébriques de W avec la
propriété du collier semi-algébrique aux frontières. Une compactification
semi-algébrique de W est la donnée d'un couple (î, K) où K est un compact
semi-algébrique et i : W —> K un homéomorphisme semi-algébrique sur
son image avec i(W) ouvert dense dans K. Le compactifié d'Alexandrov
(voir [BCR], 2.5.9) noté W = W U {c<;} en est un exemple. D'autres
compactifications qui nous intéressent ici sont telles que K \ i(W) admet
un collier semi-algébrique dans K.

2.4. DÉFINITION. — La compactification K \ i(W) admet un collier
semi-algébrique si, pour un certain voisinage ouvert U de Y = K \ i(W)
dans K^ il existe un homéomorphisme semi-algébrique <I> : U —^ Y x [0,1[
avec<S>(Y) =Y x {0}. D

Ces dernières s'obtiennent en appliquant le théorème de Hardt
(voir [BCR], 9.3.2) dans un cas très particulier.

2.5. PROPOSITION. — Soit W un semi-algébrique fermé dans W1.
Alors il existe une compactification semi-algébrique (î, K) de W telle que
K \ i(W) admet un collier semi-algébrique.
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Démonstration. — On choisit une application semi-algébrique conti-
nue propre / : W -^ M71 (par exemple 1 + \\x\\). Le théorème de Hardt
appliqué à / montre qu'il existe a > 0 et un homéomorphisme semi-
algébrique h de /-^[a.+ool) sur /^(a) x [a,+oo[ tel que p o h = /,
où p est la projection qui oublie le premier facteur. Notons h = (h^,f) et
6 : [a, +00 [—)• [a, a + 1[ un homéomorphisme semi-algébrique avec 0(a) = a.
Soit i'.W -> /-^([a, a + 1[) tel que

f . si/(.)<a,
U-^i(^W^)) sinon.

Alors i est un homéomorphisme semi-algébrique. On pose :

^/-'([O^+l]).

Alors (î, K) est une compactification semi-algébrique de W avec J^^) =
f~^{a + 1). L'espace /^(a + 1) a un collier dans K. En effet, la restriction
de fai à f~l(a + 1) est un homéomorphisme semi-algébrique sur f~l(a) et
par suite l'application /"^ja, a + 1]) —^ /"^(a + 1) x [0,1[ définie par

x h-^ ((/îi|/-i(a+i))~1 o h^x), a + 1 - f(x))

est un homéomorphisme semi-algébrique qui envoie /^(a 4- 1) sur
/-^a+^x^}. D

On a un résultat d'unicité pour ce genre de compactification.

2.6. PROPOSITION. — Soient (i,K), ( z ' , K 1 ) deux compâctificâtions
de W, avec la propriété du collier semi-algébrique aux frontières. Il
existe alors un homéomorphisme semi-algébrique h : K —> K ' avec
h(K\^(W))=K/\^/(W).

La démonstration utilise le lemme suivant.

2.7. LEMME. — Soit (î, K) comme dans la proposition 2.5. Alors il
existe une application semi-algébrique continue ̂  : W = W \J{uj} —^ [0,1]
avec ^^(O) = {ce;} et, pour tout 0 < e < 1, un homéomorphisme semi-
algébrique h : K -^ ^-l([£, 1]), avec h(K \ i(W)) = ̂ (e).

Démonstration. — Soient U un voisinage ouvert de Y = K \ i(W)
dans K et h = (fti, f) : U -^4 Y x [0,1[, avec h(Y) = Y x {0}.

Alors (p : U —> [0,1[ est semi-algébrique, continue avec ̂ "^O) = Y. En
posant (p(x) = 1 si x € K\U, on voit que (p se prolonge en (p semi-algébrique
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continue sur K. Donc y? o i : W —^]0,1] est semi-algébrique continue. En
posant ^(o;) = 0, on voit que ^ o i se prolonge en ^ semi-algébrique
continue sur W. L'application ^ : W —^ [0,1] est semi-algébrique continue
avec ^^(O) = {a;}, et pour tout 0 < e < 1, i définit un homéomorphisme
semi-algébrique i : ̂ -l[£, 1] -±^ ̂ -l[^ 1] avec î^-1^)) = ̂ (e). Soient
0 < e < e1 < 1, 0 l'application affine (9 : [0,£'] -^4 [^/] avec (9(0) = e
et 0(é:7) = e ' . L'application h définit un homéomorphisme semi-algébrique
h : (^([O,^]) -^^4 Y x [0,£']. Il en résulte que l'application

h: K ————— ^-KM)

f x si (p(x) > e ' ,
^ \h-\h^(x)^{x))) s i^)<^,

est un homéomorphisme semi-algébrique avec h(Y) = y?"1^). Maintenant,
h = i~1 o h : K —^ VI/-1([£, 1]) complète la démonstration. D

Démonstration de la proposition 2.6. — Le raisonnement est
essentiellement dû à M. Shiota. Soient v^,^' : W —> [0,1] comme dans le
lemme 2.7. Le théorème de triangulation de fonction semi-algébrique [Sh]
appliqué à ̂  et ^' donne

L ———^ W^—— L'

^ ^ '

[0,1]

où L, L' sont des complexes simpliciaux finis et r, r' des homéomorphismes
semi-algébriques tels que u = ̂ or et u' = Y^'OT' soient linéaires sur chaque
simplexe. Ceci peut être choisi de sorte que r"1^) et r'"1^) soient des
sommets. Ainsi L et L' sont deux triangulations semi-algébriques de W. Le
théorème d'unicité de triangulation d'ensemble semi-algébrique [ShY] donne
(T : L —>• L', un P.L. homéomorphisme (c'est-à-dire un homéomorphisme
linéaire par morceaux). On peut choisir a avec o•(r~l(u})) = r'"1^)
et, quitte à subdiviser les simplexes de L et Z/, on peut supposer que
a est un isomorphisme simplicial (c'est-à-dire un homéomorphisme qui
envoie de façon linéaire simplexe sur simplexe). Alors u : L —>' [0,1]
et u' o a : L —^ [0,1] sont linéaires sur chaque simplexe de L avec
^"^(O) = (u' o cr)"1^) = r"1^), sommet de L. Dans ce qui suit, nous
allons montrer que pour e assez petit, îA""1^,!] est P.L. homéomorphe à
{u' o a)""1^, 1]) avec u"1^) qui s'envoie sur (u' o a)""1^).
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Soient o~i = [r"1^), a ^ i , . . . , a^nj, avec 1 < î < k, les simplexes de L
contenant r"1^) et

0 < e < infîn(&),î/(^W) I ^ 7e 'T""1^) et & sommet de L\.

Pour tout 1 <, i < k et 1 <_ j < r^, il existe bij et ^- dans [r~1 (uj), aij] tels
que ^•,6^ ^ dij, r-1^) et ÎA(^) = e, u1 o a{b^) = e.

Vu l'hypothèse sur £, on a :

k k

^'([M) = U [T-1(^^ • • • ̂ -J, u-\e) = J^i,... ,6^].
î==l î=l

De même :

O/oa)-1^] = J [r-1^)^^,..., ̂ J, (^oa)-1^) = U[6^,... ̂ J.
2=1 î=l

_ fc _ fe

L'ensemble L = U ^ \ ^([O^D (^P- L/ = U ^ \ (n/ ° ̂ "^[O^D) se
î=l î=l

décompose en des simplexes dont les sommets sont les a^ et bij (resp. aij
et b-). Suivant une décomposition convenable de L et L', l'application
linéaire sur chaque simplexe

L —> U
Ctij ' > O'ij

bi, ^ ^

définit un P.L. homéomorphisme de L sur U qui envoie chaque [^i, . . . , 6m J
A;

sur \b^... ,&mJ. En prolongeant par l'application identité sur L \ (J cr^,
î=l

on obtient ainsi un P.L. homéomorphisme de u~l[£^ 1] sur {u' o a)"1^, l],
qui envoie n"1^) sur (^/ o cr)"1^).

Maintenant, avec le lemme 2.7 on a les homéomorphismes semi-algé-
briques suivants :

K -^ ^-\[e, 1]) ̂  ̂ -l[£, 1] ̂ 4 (u' o a)-^, 1]

^^-l[^l]^^,
avec dans l'ordre :

Y -^ f-1^) -^ u-^e) -^ (u' o a)-1^) ̂ ^ ̂ -l(£) -^ Y', n
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L'homéomorphisme qu'on obtient n'induit pas forcément l'identité
sur W. Par contre, ces compactifications forment un système projectif
filtrant. On note 1 l'ensemble de toutes les compactifications semi-algé-
briques de W et J C I , celles avec la propriété du collier semi-algébrique
à la frontière. Sur 1 on définit le préordre ( i ^ K ) < { z ' ^ K ' ) s'il existe
h '. K ' —> K^ continu, semi-algébrique tel que h o i' = i.

2.8. PROPOSITION. — J est une partie cofinale filtrante de I . Par
conséquent lim K est homéomorphe à lim K.

Çi^K)^! (î,ÎOeJ

Démonstration. — II suffit de montrer que (i) I est filtrante et que
(ii) J est cofinale dans I .

(i) Soient (z,K) et^.JC') e I . Alors l'application î" : W -^ K x K '
définie par ï"{x) = (z{x\z'{x)) est un homéomorphisme semi-algébrique
sur son image. L'ensemble i"(W) \ z"{W) est fermé. En effet, supposons
que (1/1,1/2) est dans l'adhérence de z"(W) \i"(W). Alors (1/1,1/2) appartient
à i"(yV) et, puisque i(W) x i'(W) est ouvert dans K x K ' ^ on a 1/1 ^ i(W)
ou 1/2 i i\W) et donc (1/1,1/2) (JE i^W).

Posons K11 = ï'7^). Alors ( z " , K " ) appartient à J, (î, K) < ( z " , K " ) ,
avec h\ : K" —> K la, projection qui oublie le deuxième facteur et
{ z ' . K ' ) < ( z " , K f t ) avec h^ : X" —^ K la projection qui oublie le premier
facteur.

(ii) Soit (i^K) G J et montrons qu'il existe ( z ' ^ K ' ) ç J tel que
( z ^ K ) < { z ' ^ K ' ) . Il suffit (grâce à la triangulation d'ensemble semi-
algébrique compact) de considérer le cas où K est un complexe simplicial
fini, i une inclusion et K \ W un sous-complexe de K. Le reste de la
démonstration est de la P.L. topologie élémentaire. Notons L = K \ W.
On peut supposer (quitte à faire une subdivision barycentrique) que L
est un sous-complexe plein de K (ce qui signifie que si tous les sommets
d'un simplexe sont dans L, alors le simplexe est dans L). Soit / la
fonction affine sur chaque simplexe qui vaut 0 aux sommets de L et 1 aux
autres sommets. Alors /^(O) = L. Soit h : /^([j, 1]) —^ K l'application
définie comme suit : supposons que x G /^([^l]) est un point du
simplexe [ao, . . . , ûp, ûp+i , . . . , a^], où ao , . . . , dp e L et âp+i , . . . , dn ^ L,
de coordonnées barycentriques Ao? • • • î^p^p+i; • • • ^n' Alors h(x) est le
point de [ao , . . . , cin} de coordonnées barycentriques

9 X 9X ^ - 1 ̂  2/(^) - 1 ,
Ao' • • • ' Ap' /(.a.) Ap+1' • • • ' f(x) "•
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(Remarquons que f(x) = Àp+i + ... + \n >. j.) La restriction de h à
/^GH, 1]) est un P.L. homéomorphisme sur K \ L, donc un homéomor-
phisme semi-algébrique.

Considérons l'application <S> : /"^[^jD -^ /"^(j) x [0,1[ telle
que ^(x) = (h'{x),4:f(x) - 2), où h\x) est définie comme suit (comme
au-dessus). Si x ç. [ao,. . . ,ayi] est de coordonnées barycentriques
^o? • • • ) Â p , A p + i , . . . ,Ayi alors /^(a;) est le point de [ao, . . . ,an] de coor-
données barycentriques

2^) -2 A O ' • • • '2 / (aO-2 A P ' 27(x) A P + l ' • • • '27( ï ) À "•
L'application <Ï> est un homéomorphisme semi-algébrique avec

^/-'(^ (^.r^^o)-
Pour terminer, posons K ' = /"Kilî1])? î7 = (^/-^(p,!]))"1- Alors on a
(î', ̂ ') e J, (î, K) < { î ' , K ' ) avec h : K ' -^ K. 2 ' n

Pour une partie W semi-algébrique de X C M71, fermée, on aboutit au
résultat suivant :

2.9. PROPOSITION. — L'espace W^ est homéomorphe à lim K. En
particulier, W81^ est homéomorphe à lim K. (i,K)ei

(Î,ÎO(EJ

Démonstration. — Soit (î, K) un élément de I . De i :W —^ K on
en déduit z : W —>• K un homéomorphisme sur son image. Notons
TK '' K —> MoxÇK) = K la rétraction continue fermée de la proposi-
tion 2.1 (d). L'application TK ° ï '- W^ —> K est donc continue fermée.
Soit ^ : W^ -^ ]"[ K telle que ^(a) = (TK o î(a))^ j<)ej. Il est clair

(Wçi
que ^ est continue et fermée.

1) On a Im^ C lim K. Soit (2,^) < { z ' , K ' ) avec h : K ' -^ K.
(Wei_

Montrons que pour tout a ç W^, on a /i(rj</ o ï\a)) = rj< o ^(a). Comme
ï \a) tend vers ̂ /(^(o;)), on en déduit que h(z '{a)) tend vers ̂ (r^^'(a)) ;
or h(ï\a)) = ho i'Ça) = ï (a) et h = h sur J^', d'où h(rK'(z'{oi))) est une
spécialisation de ï(a) et par unicité ^(^^/(^'(Q!))) = ^(^(a)).

2) On a lim K C Im^. Soit (yK){i,K)ei ^ lim Jf. Notons
(z,X)çJ (î,^)€J

^(î,j<) = {û/ (=- W [ î(a) tend vers VK\-

L'ensemble ^(^A:) est un proconstructible dans W (c'est-à-dire une inter-
section de constructibles), donc un fermé pour la topologie constructible.
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La famille {^-(i,K)}{i,K)çi forme un système filtrant à gauche pour l'inclu-
sion. En effet, comme 1 est filtrant, pour tout (î,-?Q, (î'\K') ç. 7, il existe
( z " , K " ) e 1 avec (i,K) < (t^K") et ( z ' , K ' ) < (z",^") e^par suite on
vérifie facilement que ^îçi'^K") C ^(%,K) n^^x7)- L'espace W est compact
pour la topologie constructible, donc | ] ^(z,x) 7^ <^> et est fermé dans W.

(z,x)ej
Un point fermé de ( j ^(z,x) aura (î/x)(^,J<)eJ comme image par ^.

(î,K)çj
3) L'application ^ est injective. Soient a,/3 ç VF^ tels que a ^ f3

et montrons qu'il existe (î,^C) € 1 tel que rj<(î(a))) 7^ r?<(î(/3)). La
proposition 2 dans [CC] assure qu'il existe deux fermés semi-algébriques
Von Vp de W disjoints tels que a ç. Va et j3 € Vp. Choisissons une fonction
semi-algébrique f \ W —> R"^ continue et propre, et une trivialisation (à
l'aide du théorème de Hardt) de /

9 = (h^f) : /-'([^ooO ̂ 4 f-\a) x [a,+oo[
telle que

(7(rl([^+oo[) ny,) = (v, n/-1^)) x [a,+oo[,

^(/-1 (k +oo[) n ^3) = (Vo H /-^a)) x [a, +oo[.
On pose K = /-1[0, a + 1] et i : W —> K comme dans la démonstration de
la proposition 2.5. Alors Çi^K) ç. J, TK ° iW ê /-l(û + 1) H Va C K et
rKoï(f3) e / - l ( a+ l )n^C^ . D

Un semi-algébrique localement fermé (intersection d'un fermé et d'un
ouvert) est homéomorphe semi-algébriquement à un semi-algébrique fermé
(cf. [BCR], 2.2.9). Avec les résultats précédents nous aboutissons à :

2.10. THÉORÈME. — Soit W une partie semi-algébrique localement
fermée eTirne variété algébrique réelle X. Alors Pensemble des compactifi-
cations semi-algébriques (î, K) de W (respectivement les compactifications
telle que K \ i(W) a un collier semi-algébrique dans K\ est un système
projectif. La limite projective est homéomorphe à F adhérence de W dans
V ensemble des points fermés de SpeCy. A(X) (muni de la topologie ordinaire).

3. Compactification via le spectre réel de -D^F).

On se fixe un groupe F de présentation finie. Ce groupe a
un nombre fini de générateurs v\,..., ̂  vérifiant un nombre fini
(éventuellement nul) de relations r i , . . . , r g , non élémentaire (c'est-à-dire
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ne contenant pas de sous-groupe abélien d'indice fini) et sans torsion. Pour
tout corps F de caractéristique nulle, la donnée d'une représentation de Y
dans S0^(n,l) est la donnée de k matrices dans S0^(n,l), une pour
chaque ^, satisfaisant les équations polynomiales données par les relations
r i , . . . , 7-s (chacune des r^ donne lieu à (n + l)2 équations polynomiales
à coefficients dans Z). Dans ce sens et pour n > 2, on définit la variété
algébrique affine définie sur (^^(r). Pour tout corps F contenant Q,
l'ensemble Wp (F) C F^71"^1)2 est canoniquement identifié à l'ensemble des
représentations de F dans S0^(n, 1).

Soient 0(n, 1) le groupe algébrique linéaire des matrices de GLn+i(C)
qui préservent la forme q = XQXI + ^(^j + • • • + x^) et S0(?z, 1) =
0(n,l) D SLn+i(C). Les groupes 0(n, 1) et S0(n, 1) opèrent algébri-
quement par conjugaison sur ^(F) et sont réductifs. Par conséquent,
les espaces quotients ̂ (r)/0(n, 1) et ^(T)/SO(n, 1) s'identifient à des
variétés algébriques affines (définies sur Q), notées respectivement Xc(F)
et Xc(F) (voir [S], 2.4.9). L'action de 0(n, 1) sur 9^ (F) induit une action
sur son anneau de coordonnées A^^F)). La sous-algèbre laissée fixe
par cette action est isomorphe à l'anneau de coordonnées de Xc(F). Cet
anneau est engendré par les fonctions trace^, avec v 6 F, où pour toute
représentation p € 9^ (F), on a tracer) = trace p{v). On peut donc
identifier A(Xc(F)) avec la C-algèbre C[trace^ ; v € F] (voir [Ml], 3.1).
Les applications quotients TT : 9lg(F) -^ Xc(F) et TT' : 9^ (F) -^ X^(r)
sont surjectives polynomiales définies sur Q. La variété Xc(F) est aussi
obtenue comme l'espace quotient de l'action induite de 0(n, l)/SO(n, 1)
sur X^(r). L'application quotient p : X^(r) —^ Xc(F) est polynomiale et
définie sur Q, propre de fibres finies (card^"^)) < 2 pour tout x), avec
p o TT' = TT. En restriction aux points réels de ces variétés, les applications
TTR : 9^(F) -> XR(F) et < : ^(F) -^ X^(r) sont algébriques et non
surjectives en général, et l'application p^ : X^(r) -^ XR(F) est semi-
algébrique continue propre de fibres finies. On note Z et Z ' les ensembles
images respectifs de TTR et TT^. Il est facile de voir que Z ' C ^(F) et
Z C X]R(F) sont des parties semi-algébriques fermées. L'ensemble Z' est
appelé l'espace des caractères des représentations réelles de F dans S0(n, 1).
Il est important de signaler que l'anneau de coordonnée de XK(F) est
engendré, comme M-algèbre, par les fonctions tracer pour v 6 F. Le
résultat (voir [P], 7.1) permet de constater que A{X^{T)) est isomorphe à

]R[trace^,.^ ; 1 < %i < . . . < ^ ^ 2fc]

où z/- = Uj ou bien v^ = v~- 1.
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Notons 9^ C 9îg(r) l'ensemble des représentations de r dans
S0^(7i, 1), et 9Î° C 9^, les représentations discrètes et fidèles. Alors 9^
est une partie semi-algébrique fermée de 9^ (F). Et 9Î° est fermé (voir [Wi]).
Dans le cas particulier n = 2 et où r est le groupe fondamental d'une surface
de Riemann, 9^° est une partie fermée ouverte de 9^ (voir [SS], [He]), donc
un semi-algébrique. Pour n > 2, on ne sait pas si une telle structure
existe sur 9^°. Via l'identification de Z^F) avec l'espace des orbites
SO^(n.l) \ 91°, ^(F) s'envoie de manière propre et finie sur un fermé
de Z. L'application (pr '' ^(F) -^ Z1 définie par y?r([p]) = ^(p),
est continue, propre et à fibres finies (voir [Ml], 1.3). Et par suite,
l'application pp o (p^ : IT^F) —> Z1 —^ Z est continue propre de fibres
finies. On compactifie .D^F) et Z ' en compactifiant leurs images dans Z.
On note respectivement Z^F)^ == 71^(91°)^ et Z^P == Z^ les adhérences
dans Spec^A^i^F)) (avec la topologie ordinaire du spectre réel) de
PR o ̂ (Dn(^)) = 71-̂ (91°) et P]R(Z') = Z. Un premier résultat concernant
les points frontières de Z'8? est :

3.1. PROPOSITION. — Tout point a de Z'^ \ Z donne une
représentation pa de F dans S0j?(^)(n, 1) ou F(a) D M est un corps
réel clos non archimédien, algébrique et archimédien sur la ̂ .-algèbre

R[trace^(^i • • • ̂ ) ; 1 < h < • . . < n ̂  2/c].

Démonstration. — Soit a ç Z^P \ Z ' ' . D'après 2.1 (e) et 2.3,
il existe un homomorphisme a : A{X^(T)) —> F(a), avec F(a) D M
réel clos non archimédien, algébrique et archimédien sur a(A(X]R(r))).
De TIR : 9lg(F) -^ Z, on en déduit l'extension TI-J^) : 9î^,Jr) -> Z^),
où ZF{Q.) C FÇa)^^ et l'ensemble semi-algébrique défini par le même
système d'équations définissant Z {Zpç^ est bien défini, c'est une consé-
quence du principe de transfert de Tarski-Seidenberg, voir [BCR], 5.1.1).
L'application TT^) est surjective comme l'est TIR. En regardant a comme
un point de Z^), on a donc pa e 9 c l^^(^) tel que TTp^Çpa) = a.
Maintenant, F (a) est algébrique et archimédien sur

a(A(XR(r))) == a(R[trace^ ...^ ; 1 <, îi < ... < ^ < 2k])

== R [trace pa(y'n • • • ̂ ) ; 1 ̂  îi < . • . < n < 2A;]. D

Le groupe Aut(r) des automorphismes de F agit sur 9^ (F) par
u ' p = p o ^ ~ l s ï f ^ ç Aut(r) et p e 9îg(r). Cette action préserve 9^°. La
formule p, ' f{p) = f(p.~1 ' p) définit une action de F par automorphisme sur
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l'anneau de coordonnées A(W^(T)). En restriction au sous-groupe Int(r)
des automorphismes intérieurs de F, l'action est triviale sur les fonctions
trace^, avec v ç F. D'où une action de Out(r) = Aut(r)/Int(r) par
automorphisme sur A(X^(T)), et par suite une action de Out(F) par
homéomorphisme sur Spec^A(XR(r)) où [p} e Out(F), a : A{X^{F)) ->
F(a), [/z] • a(f) = a(fjL • /) e F(a). En résumé, le groupe Out(r) agit
par homéomorphisme semi-algébrique sur Xp(r) en préservant Z et
THR^0)- Cette action s'étend en une action par homéomorphisme sur
XRfT)^ en préservant Z^ et TTR^)^. Lorsque n = 2 et F = 7Ti(5g)
où S g est une surface de Riemann fermée orientée de genre g > 2,
l'espace des orbites D2^) a deux composantes connexes, qui sont toutes
les deux des modèles de l'espace de Teichmùller Tg de la surface S g .
De ce fait et au moyen de y?r? Tg s'identifie au semi-algébrique fermé
Tr^0) c± TTR^0) (l'action de 0(n, l)/SO(n, 1) sur X^(T) est triviale si
n est pair et par conséquent X^(T) ^ Xc(r)). Ainsi l'action du groupe
des classes d'isotopie de difféomorphismes de S g (identifié dans ce cas là
à Out(F)) par homéomorphisme semi-algébrique sur Tg = ̂ (9^°), s'étend
par homéomorphisme sur T^.

Soit F un corps réel non archimédien. Supposons que F possède un
grand élément, c'est-à-dire un élément b > 1 tel que pour tout a e F, il
existe n G N* tel que a < ^n. Alors sur F*"^ = {a € F | a > 0} on a la
fonction logarithme à base 6, noté log^,, où pour a > 0, le nombre log^(a)
est le réel défini par la relation

^ < logb(a) < m si ^ < ̂  < ̂ m,
n n

avec m, m' e Z, n ç. N*. Voici quelques propriétés de cette fonction.

Si b' est un autre grand élément de F, alors log^, = log^^log^.
La fonction log^, est croissante et elle est un homomorphisme du groupe
multiplicatif F*4" dans le groupe additif R, triviale sur Q'̂  C -F*4' (puisque
F est non archimédien, pour tout r ç. (Q^ et pour tout n ç. N, on a
b~1 < ̂  < b et par suite log^(r) = 0). En posant log;,(0) = —oo, ceci
fait de Vb = — log^, | • | une valuation de -F compatible avec l'ordre d'anneau
de valuation 6^ == {a 6 F; log^a) < 0} et de groupe de valuation
Vb{F*) C R, donc de rang 1. Notons que les anneaux de valuations de F
compatibles avec l'ordre forment une chaîne totalement ordonnée pour
l'inclusion dont ©^ est l'élément maximal, et que si v en est une (non
triviale) alors v et log^ sont liées par la relation suivante : pour tout a € F*,
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on a :

Max(0,log, H) = mf {p ç Q+ ; pv(b) < qv(a)}.
pt:r<i,9tr^l ^ Ç )

Si F contient M, une autre valuation de F compatible avec l'ordre —
et qui nous sera particulièrement utile par la suite — est celle dont
l'anneau de valuation est l'enveloppe convexe des réels dans F, c'est-
à-dire Ov = [x e F; 3r e R, |a;| < r}, son idéal maximal est
my = [x e F; Vr e R*+, |a;| < r} (voir [BCR], 10.1.11). En général,
cette valuation est de rang strictement supérieur à 1 ou encore 9-y c 6^.

3.2. PROPOSITION. — Tout point a de Z'^ \ Z donne une action sans
point fixe de F par isométrie sur un R-arbre T, quotient de fflil^a)71.

Démonstration. — D'après 3.1, une des | trace po.{y}\ est un grand
élément dans F(a), soient b = | trace po(^o)| et Vb = - log^ | |. Considérons
le i;b(F(a)*)-arbre ^^bF(a)n (défini dans la section 1), avec l'action :

(*) ^ e r , ^er^F^)71, ^ . [x} = [(-i)^^)) .p,(^],

où £ est l'homomorphisme S0^(n, 1) ̂  Z/2 de noyau S0^(n, 1).

C'est bien une action par isométrie sur T^FÇa)71, qui est sans point
fixe puisque v^Çb) = —1 et avec la proposition 1.11. r^o = 1. Le groupe
Vb(F(aY) est contenu dans R. Par [MS], 2.2.13, on a un R-arbre F,
extension de Ty^FÇa)71, avec une action extension de (*) par isométrie
sur F, sans point fixe. D

Remarquons que si a provient de ̂ (I^^TrR^0), alors pa peut être
choisi dans ^H^^) puisque 9^ est un semi-algébrique fermé et 9^° C 9^.
L'action (*) devient alors v • [x] = pa(^)[x}. Dans ce qui suit on va montrer
que po, peut être choisi de sorte que cette action vérifie la propriété du « petit
stabilisateur ». Pour les points frontières de JD^r)^, on a la description un
peu plus précise suivante :

3.3. THÉORÈME. — Tout point de D71^)^ \ ̂ (9^°) donne un R-
arbre T et une action de F par isométrie sur T, sans point fixe, telle que le
stabilisateur de tout segment fermé non dégénéré de T (c'est-à-dire segment
fermé avec des extrémités différentes) est un sous-groupe élémentaire de F.

L'application TTR : 9^(r) —^ Z n'est pas propre. Pour la démons-
tration du théorème, une première difficulté sera surmontée lorsqu'on se
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placera dans le cas d'une application propre. Rappelons que la distance hy-
perbolique dans W1 peut être donnée par l'une des deux formules suivantes :
cosh(dM(x,y)) == -x o y ou d^(x,y) =\ogD(x,y), si

r-»/ \ 1+^ . ^ \/~1 — x o yD{x,y)=-——- et t =—====-'
1 -t ^/1—xoy

3.4. PROPOSITION. — Soit s un entier supérieur ou égal à 2. Alors,
pour tout K > 0, il existe Cs(K) > 0 tel que pour tous ^i , . . . ,^s dans
S0^(n, 1), on ait rimplication :

Sup { | trace ̂  |, | trace gigj \} <, K
Ki,j<s ._

==^ il existe xçW1 tel que ^D(x,gi(x)) < Cs(K).
i=l

Nous proposons ici une démonstration utilisant les constructions de
la section 1, ainsi que les techniques du spectre réel. Pour cela on a besoin
du lemme suivant :

3.5. LEMME. — Soient Q\, ... ,^s des isométrîes d'un A-arbre T avec
la propriété que chacune des isométrîes gi et g^g^ pour 1 < ï < j < s, fixe
au moins un point de T. Alors g\,..., g s ont un point fixe commun.

Démonstration. — Le cas s = 2 est le lemme 12 dans [M2]. Raisonnons
par récurrence sur s. Supposons que le lemme est vrai pour s > 2 et
soient ^ i , . . . ,ps+i comme dans le lemme. Soient x\ un point fixe commun
à g\^...,Qsi ^2 un point fixe commun à (^•••^s+i et x un point fixe
commun à ^i.^+i. Dans l'arbre T il existe un segment fermé unique
reliant x au segment [.TI,;^]. Il en résulte qu'il existe y e [^1,^2] avec
[.ri, x^] H [y, x] = {y} et [x^,x] H [0-2, x] = [y, x}. Une isométrie de T qui fixe
les deux extrémités d'un segment fermé de T, fixe tous les point du segment.
A l'aide de cet argument, y est un point fixe commun à ^ i , . . . , ̂ s+i. D

Démonstration de la proposition 3.4. — On fait un raisonnement
par l'absurde. Le contraire entraîne qu'il existe K > 0, des isométries
(gim, • • • ï gsm) ê (S0^(n, l))5 et une suite infinie telle que :

Sup {| trace gim \, | trace gim9jm \ } < K,
l<:i,j<s

i=s

m1^^"^^'5""^} = +00-
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L'ensemble W = (S0^(n, l))5 est un semi-algébrique fermé dans la variété
algébrique X = (SO^n,!))5 C R^^1)2. On considère la famille B des
semi-algébriques S C W tel que (^im, • . . ,gsm) ^ 5' sauf pour un nombre
fini de m. Alors B est une base de filtre de l'algèbre de Boole des parties
semi-algébriques de X. On a donc un ultrafiltre y avec î D B et pour
tout A e y, il existe S G 5 tel que S C A. A Pultrafiltre S correspond
un point a = a^ e X. Il est clair que a e TV. L'interprétation de
a : A(X) —> F(a) donne des isométries ^1(0),... ,^(a) de M.FÇa)71,
vérifiant les deux conditions suivantes :

1) Sup {| trace ^(a)^-(a)|}<^;
l<,ij<s2) .j^ul^'5^}6^
est infiniment grand relativement à R C F {a).

En effet, l'ensemble

S= { (^ i , . . . ,^ , ) ê W ' , Sup { | trace^U trace ̂ ;[} ̂  K\
l^j^5

est un semi-algébrique avec S ç B C S- D'où a € S et par conséquent 1).
Si 2) n'est pas vrai, on a un entier N tel qu'il existe x e BiFÇa^

i=s
avec ^ D{x,gi(a)x) <^ N . En posant

z=i
s

S={(gi,...,g,)çW; 3xçW1, ̂  D(x,gix) < N],
i=l

on voit que a est dans 5, ce qui est contraire à la définition de a.

Soit maintenant v la valuation de F (a) dont l'anneau de valuation Oy
est l'enveloppe convexe des réels dans F (a). Alors ^i(o') , . . . , ̂ s(a) sont des
isométries de TyFÇa)71 avec :

(a) v (tracer (a)) = v (trace ̂ (a)^-(a)) = 0, pour 1 < i < j< s;

(b) ^( mf {iD(x,gi(a)x)])<0.
\xçM.FÇa)n ̂ i^ J /'(cQ-l^i v ' — — ' U

La condition (a) entraîne que chacune des isométries ̂ (a), gi{a}gj(a)
fixe un point dans TyFÇa)11 (voir proposition 1.11).

La condition (b) entraîne que pour tout x ç HI^a)71, il existe i tel
que v(D(x,gi(a)x)) < 0 ou encore ^([^.^(a)^]) 7^ 0. Ceci contredit le
lemme 3.5. D



378 TAOUFIK BOUZOUBAA

La fonction Cs(K) dans la proposition peut être choisie semi-
algébrique continue. En effet, Cs(K) est obtenue à partir d'une formule du
premier ordre du langage des corps ordonnés (voir [BCR], 2.2.4 et 2.6.1). Soit
Ck : M^ —> R^ une fonction semi-algébrique continue telle que pour tout
K > 0, la fonction Ck{K) vérifie la proposition. Considérons l'ensemble :

rLe, = {p e ̂ (r) ; ^P(&,p(^o)
i=li=l

<Ck\
'^<iJ<:k

<Ck( Sup {|tracep(^)|,|trace/?(^,)|})}.
Ki,i<k }

Alors Le, est une partie semi-algébrique fermée de fHg(r).

3.6. PROPOSITION. — L'application TTR|^ : Lc^ —^ Z est semi-
algébrique continue propre et surjective avec ̂ (91°) = Ti-R^ç (LC^ n M0).

Démonstration. — Le groupe S0^(n, 1) opère transitivement sur HT1

et Cfc(-) vérifie la proposition 3.4. Donc, pour tout p e 9lg(r), il existe
h € S0^(n,l) tel que h~^ph soit dans L^. Ceci montre d'une
part que TT^LC^) = Z et donc la surjectivité de TTR|^^ , et d'autre part
que 71^(9^°) = 7TR|LcJ^Cfc n^H0) puisque 9^° est stable par l'action par
conjugaison de S0^(n,l) sur 9^(r). Par un calcul simple en géométrie
hyperbolique, on montre que si g = (a^-) C S0^(n, 1) alors

l l ^ l l 2 = ̂  1%-12 =n+l + 4sinh2(dH(^o^o)).
îj

Ceci montre que 7TR|^ç est propre. D

Le résultat qui suit concerne les fonctions semi-algébriques propres
continues.

3.7. PROPOSITION. — Soient X,Y deux variétés algébriques réelles,
W C X une partie semi-algébrique fermée et f : W —> Y une application
semi- algébrique propre continue. Alors pour tout sous-ensemble A de W
on a : /? e TÇA)^ \ f(A) entraîne qu'il existe a€ ASP\A tel que f(a) = (3
et F (a) est une extension de F(l3)^ archimédien sur F(f3).

Démonstration. — On considère la famille B formée par toutes les
parties semi-algébriques de W contenant A et par tous les /^(U), où IX est
une partie semi-algébrique ouverte de Y avec /3 e U. La famille B est une
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sous-base de filtre de l'algèbre de Boole des parties semi-algébrique de X,
et engendre un ultrafiltre 3'. A cet ultrafiltre correspond un a^ € X qui
vérifie les deux conditions :

1)0^6^;

2) /(ûf^) tend vers f3.

Soit a = r{arg} ç. Max(lV) (voir la proposition 2.1. d)). Alors de 1),
on tire a e A^ et de 2), on tire f(a) = /3 (puisque / est fermée comme /) et
par suite a appartient à ASP\A. Les corps F (a) et F ((3) peuvent être choisis
de sorte que F (a) contienne F ((3) et F (a) soit archimédien sur F{/3). En
effet, tout élément de F((3) (resp. F(a)) est la valeur en (3 (resp. a) d'une
fonction semi-algébrique continue sur Y (resp. W) (voir [BCR], 7.3.5). La
composition avec / induit un homomorphisme injective F((3) —>• F(a) et
comme / est propre, on a F (a) archimédien sur F(/3). D

Le lemme qui suit est annaloge au lemme 2.7 dans [Ml]. Avec les
notations de la section 1 on a :

3.8. LEMME. — Si un élément g de S0^(n, 1) fixe deux points distincts
[x], [y] de Ty.F71, alors il existe h € S0^(n, 1) ne dépendant que de [x] et [y]
tel que l'on ait :

h^gh = (dij)o<i<n0<j^n ^ SO^U, 1),

^([^Lb]) < ^n^{^(aoi)^(aoj)^(ûzi)}.
2<J<n

Démonstration. — Le groupe S0^(n, 1) opère transitivement sur les
droites hyperboliques de M.F71' et sur ELF71. Il existe donc h ç. S0^(n, 1) tel
que h{x) = $o et h(y) = $ = (a, —a~ 1 , 0 , . . . , 0) avec v{a) > 0 et

v(a)=d^[y})=d^}^}).

Les égalités g([x}) = [x] et g([y\) == [y] impliquent h^gh^o}) = [$o] et
^"^(Kl) == K] ou encore h-1 gh(L{fio)) = L(^) et h^g^L^)) = L(Q.
Il en résulte que l'on a :

1) h-^gh^i) e L($o) pour 0 < i < n\

Ï}h-^h{a-^e^^L^Y

3) h~^gh(ei) e L^) pour 2 < i <: n.



380 TAOUFIK BOUZOUBAA

Si (a^)o<z,j<n = h~lgh, alors la propriété 1) implique v(aij) > 0 pour
tous i , j ' , la propriété 2) implique v(a~^a^) > v(a) et vÇa^o^) > 0
pour i = 2 , . . . , n et la propriété 3) implique v(aoj) > v(a) pour j = 2 , . . . , n.
D'où le résultat. Q

Démonstration du théorème 3.3. — En s'accordant avec les proposi-
tions 3.6 et 3.7, à (3 e ̂ (r)^^^0) est associé a e_Lck nW^I^n^0

avec 7TR(a) = /?. Donc a appartient à WP \ 9^° C ̂ sp \ 9^ et à a cor-
respond une représentation pa : F —^ SO^Jn,!), où F(a) D R est
non archimédien, archimédien sur M[tracepo;(^) ; y ç. F] C ^(^). Si on
désigne par v la valuation de ^(a) dont l'anneau de valuation ô-y est
l'enveloppe convexe des réels dans F(a)^ alors F agit sans point fixe sur
le F(a)*/9^-arbre T^F(a)71 par v e F, [^] e T^FÇa)71, y[x\ = p^)[x].
Soit [[a;], [^/]] C Ty^a)72 un segment fermé avec [x] -^ [y\. On va montrer
que Fo = st([[.r], [y}}) est un sous-groupe élémentaire de F.

Soit /i G SO^/Jn, 1) comme dans le lemme 3.8. Le point a^ e 9^,
qui correspond à la représentation h~~lpoth : F —^ SO^^Jn, 1) définie par
v ̂  h^paÇ^h, est dans l'adhérence de 9^° dans ̂ .

En effet h e S0^^(n,l) correspond à H : S -> S0^(n,l), avec
a ç. S, H semi-algébrique continue et H(a) = h. On peut supposer 5'
ouvert dans 9^". On a alors k : S —> 9^, k(p) = HÇp^pHÇp), semi-
algébrique continue qui vérifie k{a) = a^' Si U est un ouvert de 91̂
contenant o^. Alors Â^CU) C 6' est un voisinage ouvert de a dans 9^,
donc ^^(U) rencontre 9^°, et U rencontre 9î°. Le reste de la démonstration
est un raisonnement par l'absurde. Supposons que Fo est non élémentaire.
Le sous-groupe

Fo = [y C r | v • [x] = [x] et v • [y\ = [y}}

est d'indice au plus deux dans Fo, donc non élémentaire et par conséquent
contient un sous-groupe libre de rang 2, soit (71,72) C Fo. Vu la définition
de v, on a Oy/niy = M. La fonction h vérifie : pour tout v dans Fo,
h^paÇ^h = (aîj(^)(û^))o<z,j<n est dans SO^n, 1) avec

aoi^Xû^), aoj^Xû^), aa(^)(o^) e m^, 2 < î < n, 2 < j ^ n.
Donc pour tout z/ e Fo, la matrice h-^p^v)h = (a^(î/)(o^)) ̂ ^^ .^^, où
aij(v)(ah) est le projeté dans R de a^(^)(Q^), est de la forme

' p 0 0 \
r p-1 Y\ eSO^(n,l).

,X 0 A /
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Autrement, pour tout v ç Fo, la transformation h-^pa^h appartient
au sous-groupe parabolique standard de S0^(n,l), noté P. Soit poo :
(71,72) -^ S0^(n,l) telle que poo(^) = h-^p^h. Alors poo((7i,72))
est contenu dans P. Le groupe Y est uniment engendré, donc les 0^(71),
^'(72) sont des fonctions polynomiales sur 9^(1"). Pour tout entier n > 0,
considérons l'ouvert de 9^

U,={/3e^; |^(7fc)(/?)-a^(7fc)(^)|<^, A; =1,2, 0 < i j < n}.

On a a/i e 1X71. En faisant tendre n vers l'infini, on obtient une suite
pn e 91° telle que lim pn(7fc) = Poo(7fc) pour A; = 1,2. On en conclut

n—>'+oo
que poo appartient à l'adhérence de l'ensemble des représentations discrètes
et fidèles de (71,72) dans S0^(n,l). Ce dernier étant un fermé [Wi],
conduit à la contradiction puisque les seuls sous-groupes discrets de P sont
les groupes élémentaires [Wi] et que (71,72) ne l'est pas. Il reste à passer
d'un A-arbre à un R-arbre : c'est le lemme 3.9 qui s'en charge. D

Le lemme qui suit permet le passage d'un A-arbre à un R-arbre
(pour A assez régulier). Nous suivons la démonstration de 3.7 [Ml], en la
complétant sur un point qui n'est pas évident.

3.9. LEMME. — Soit F C S0^(n, 1) un sous-groupe discret de type
fini non élémentaire. Supposons donnée une action de F par isométrie sur
un A-arbre T où A est de rang fini et 2A = A, vérifiant les deux propriétés :

(i) Faction est sans point fixe

(ii) Faction est telle que le stabilisateur de tout segment non dégénéré
de T est un sous-groupe élémentaire de r.

Alors ii existe une action de F par isométrie sur un R-arbre, extension
d'un arbre quotient de T, vérifiant les propriétés (i) et (ii).

Démonstration. — A chacune des isométries v e F, sont associés : la
distance de translation Ty = mî^çT d(x^ vx) e A (voir [AB], chap. 2)
(l'hypothèse 2A = A supprimant le cas d'une inversion), et son axe
Ay = {x ç T 1 d(x, vx) = ïy}. Alors Ay est un segment non vide de T, qui
est r-invariant, et qui rencontre tout segment [x, vx\^ x e T (voir [AB], 6.6).
A l'action de Y sur T est associée la fonction longueur r : F —>• A définie
par v \—> ïy. D'après le lemme 3.5, cette action a un point fixe si et seulement
si T est identiquement nulle. Soit Ai le plus petit sous-groupe isolé de A
contenant tout les Ty. Alors Ai ^ (0) est de rang fini avec 2Ai = Ai. On
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a un A/Ai-arbre quotient T —»• T ' où [x] = [y] si d(x^y) e Ai. L'action
induite sur T ' a pour fonction longueur r ' : F -J—> A —> A/Ai. On a r ' = 0.
Soit TI l'espace Aï-métrique, image réciproque par la projection T —> T",
d'un point fixe dans T ' ' . Alors Ti est une partie convexe de T, r-invariante.
La restriction de l'action de F à Ti a pour fonction longueur r\ = r
(voir [MS], 2.2.12). Maintenant, T et l'action de F dans le lemme sont
remplacés par le Aï-arbre T\ et l'action restriction de F à Ti. Soient
As C Ai le plus grand sous-groupe isolé de Ai, et Ts le Ai/As-arbre
quotient où [x] = [y] si d(x, y) € As. On a une action induite sur Ts avec la
fonction longueur TS : F -7J-^ Ai —^ Ai/As. Vu le choix de Ai, on a TS 7^ 0.
Le groupe archimédien Ai/As s'identifie à un sous-groupe de M et par [MS],
2.2.13, on a un M-arbre TSR, extension de Ts, et une action extension de F
sur TSR. Maintenant, pour montrer le lemme il suffit de montrer que l'action
de F sur Ts vérifie la propriété (ii).

Supposons par l'absurde qu'il existe x, y € T\ avec t = d(x^ y) ^ As
tels que Fo = st([[a*], [y}}) C F n'est pas élémentaire. Le sous-groupe
Fo = \y e F ; v\x\ = [x] et v[y\ = [y}} est au plus d'indice 2 dans Fo,
donc non élémentaire et par conséquent contient un sous-groupe libre de
rang 2, soit (71,7s) C Fo. Notons e = sup {d(x^ix),d(y^iy)} ç As.

1=1,2
Supposons par exemple t > 5e. Les segments [x, 71 x] et [î/,7i2/] ne se
rencontrent pas, tous deux contiennent un point de A^i. Par convexité,
le segment 5^i connectant ces deux points est contenu dans A-yi. Puisque
7^ est proche de x et 7^ est proche de y pour i = 1,2, les segments
&Yi et 6'̂ s ont une intersection avec [.r, y} de longueur strictement
supérieure à 3e. Ainsi A^i D A/ys contient un segment de longueur > 3e.
Avec 2ri/yi + ïi/ys < 3e, on conclut que l'un des deux sous-groupes
libres ([71,72], [7?, 72]), (b"1,^], ̂ F2^]), fixe un segment non dégénéré
dans A^i D A/ys C T\ (on a l'un ou l'autre sous-groupe suivant le sens
de déplacement des deux translations 7i|A7i e^ ^IA-)^)' Ceci contredit
l'hypothèse. D

3.10. Remarque. — Dans la démonstration du théorème 3.3, un
tel choix de valuation sur F{a) sert en particulier à visualiser la
propriété (ii) du lemme 3.9 pour l'action de F. Une autre valuation
(compatible avec l'ordre) donnera (modulo les constructions du lemme)
un R-arbre isométrique avec une action semblable. En effet, avec les
notations du lemme 3.9, soient î;i, i = 1,2 deux valuations de F {a)
compatibles avec l'ordre d'anneaux de valuation 6^. Alors par exemple
6vi est contenu dans 6-ys- On a donc la projection entre les groupes
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de valuations F(o;)*/6^ = A^ —> A^ = F(a)*/9^, préservant l'ordre
au sens large. Comme F (a) est archimédien sur R[tracepa(i/) ; v e F],
on a (A^)i = A^ et par suite {TyiF^aY)^ = T^i^a)7'. L'application
composé A^i —> A^2 —> A^2/(A^2)2 a pour noyau le plus grand sous-groupe
isolé de A^i, comme l'est (A-y2)2 C A^- Les deux groupes archimédiens
A^/(A^)2, sont donc isomorphes pour i = 1,2, et par suite les deux
R-arbres (T^FÇa)71)^ sont isométriques. D

Terminons cette section en donnant une comparaison entre D^r)815

(resp. Z^P) et le compactifié de Morgan ^(F) (resp. Z' dans [Ml].
La famille {tracer }^çy,, où (p est l'ensemble des classes de conjugaison
dans F, engendre AÇX^ÇT)) comme une R-algèbre. De ce fait, si l'on désigne
par P^ l'espace projectif [0,+oo[^-0/~, où l'on a (a^)^ ~ {y^eçy s'il
existe A e R^ tel que (xe)eçy = (Xy^)^, l'application 6 : X^{r) —> P^
définie par x ̂  log (| tracer x \ + 2)^ est continue, et l'adhérence de son
ensemble image est compacte (voir [MS], § 1). L'espace ̂ (r) (resp. Z') est
l'adhérence de ^(^(îSH0)) (resp. 0(Z)) dans P^. L'idée est de prolonger 0
à ^(r)^ = Spec^A^R^)) de façon continue. Soit r = 2+^;/?,
où {/î}zi,...,Ar est un système générateur de A(XR(r)), choisi parmi les
tracer, pour t ç. ip. Pour tout £ ç </?, notons pour a G ̂ (F)^ \ X]R(r)

it{a) = Max(0,log^(^ (tracerai))

(r(a) est un grand élément dans F(a)) et pour a G X^F),

log(| tracerai+2)
^(a) = log(r(a)) •

3.11. PROPOSITION. — L'application 0 : X^T)^ —> P^ telle que
0(a) = (^(a))^ est bien définie^ indépendante du choix de r et continue.
Par conséquent, elle envoie Z'^ sur Z7 et ̂ (F)^ sur D^ (F).

Démonstration. — Pour tout a e ^(F)8? \ XR(r), l'élément
(^(o;))^ç^ ç [0, +oo [v? est différent de 0 puisque l'une des | tracer o;| e F(o^)
est un grand élément. Donc 0 est bien définie. Le choix d'un autre r ' revient
à multiplier (^(a))^ e [0,+oo[^ par logy,/(^(r(a)) > 0. Pour tout £ ç. (p,
l'application ̂  : X^r)^ —> [0, +cx)[ est continue puisque

^(O.5^ D {ae^WVOtrace.Q^)"^"1^)},
m/n>s

Çl[s,+oo[= F| {Q€^R(^)sp/(|trace^a|+2)"^rm(a)}.
m/n>s
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Par conséquent, l'application t : a ̂  (^(a))^ € [0,+oo[^ est continue.
Comme £ est un relevé de 6',cela montre que Ô est continue. D

Remarquons que l'action sur le R-arbre, obtenue à partir d'un point
a ç Z^T)^ \ Ti-R^0) (resp. a e Z^ \ Z) (voir les démonstrations de 3.3
et 3.9) a pour fonction longueur r, vérifiant 0(a) == {ïe)eç.y ^ P^' ^ noter
aussi que Out(r) agit sur P^ par [fi] ' (xt)iç_y = (x^^)^^, et que 0 est
Out(r)-invariante, c'est-à-dire vérifie 0{[p\ ' a) = [/z] • 6{a).
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