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SUR LE GENRE ARITHMETIQUE DES
COURBES RATIONNELLES

par Daniel PECKER
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(8]

1. Introduction.

Une courbe irréductible C de I’espace projectif P, a un genre géomé-
trique g(C) qui est un invariant birationnel (le genre géométrique d’une
courbe rationnelle est nul). Elle a aussi un genre arithmétique p,(C) défini
algébriquement & 1’aide du polynéme de Hilbert de C C P,.. La formule du
genre nous dit que la différence p,(C)—g(C) est le nombre de points doubles
de C (correctement comptés). Castelnuovo a trouvé une borne C(d, r) pour
le genre des courbes irréductibles de degré d, non dégénérés dans P, (i.e. qui
ne sont contenues dans aucun hyperplan). Harris et Eisenbud ont trouvé
des nombres 7, (d, r) avec o < r—1 qui, pourvu que d soit assez grand, sont
des bornes pour le genre des courbes irréductibles de degré d non contenues
dans une surface de degré < r+a—1, et on a mo(d, r) = C(d, ). Chiantini,
Ciliberto et Di Gennaro ont montré comment généraliser les bornes de
Harris-Eisenbud pour a quelconque. Ils ont aussi démontré que les bornes
ainsi obtenues sont optimales.

Mots-clés : Courbes algébriques gauches — Genre des courbes.
Classification math. : 14 — 14H — 14P.
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Nous montrons ici que méme si 'on se restreint aux courbes
rationnelles, les bornes de Harris sont optimales pour a = 0,1,...,7r — 2.
Dans le cas ou o = 0 I’existence des courbes rationnelles gauches de degré d
et de genre mo(d,r) avait déja été établie par Tannenbaum en 1980 en
utilisant la théorie des déformations (cf. [T1], [T2], [T3] et [P1], [P2], [P3]).
Notre méthode, tres différente, consiste & dénombrer les points doubles de
courbes rationnelles images polynomiales de courbes planes simples. On
fournit ainsi des exemples concrets illustrant I’étude du schéma de Hilbert
exposée par Harris et Eisenbud.

Toutes les courbes construites ici n’ont que des points multiples
ordinaires a tangentes réelles; dans le cas a = 0, 1, on construit des courbes
nodales, quand elles existent. Dans le paragraphe 2 nous rappelons la
formule du genre pour les courbes irréductibles de P,, et le moyen de
compter un point multiple ordinaire dans cette formule (d’aprés Hironaka).
Comme application nous donnons un exemple trés simple de courbe
rationnelle de degré d dans P; et de genre maximum, ayant un seul
point singulier.

Nous donnons aussi un moyen de construire des courbes rationnelles
planes avec des symétries, ce qui permettra de construire certaines courbes
gauches.

Dans le paragraphe 3 nous décrivons les genres des courbes rationnelles
situées sur une surface rationnelle lisse de degré (r — 1) de P,. Dans le
paragraphe 4 nous construisons des courbes de grand genre sur une surface
de degré r + a — 1 avec @ < r — 2. On en déduit 'optimalité des bornes
7a(d, ) pour @ < 7 — 2; on voit aussi, que toute composante du schéma de
Hilbert dont la courbe générale est réduite, irréductible, et non dégénérée
et de genre m(d,r) posseéde une courbe rationnelle (alors que certaines
composantes ne possedent pas de courbe lisse).

2. Comment calculer le genre d’une courbe singuliére gauche.

Soit C une courbe algébrique nodale (ses seuls points singuliers sont
des points doubles ordinaires). Projetons C sur un plan de telle sorte que
les A points doubles aient des projections distinctes qui sont elles-mémes
des points doubles de 7(C').

En plus de ces A points doubles, la projetée de C' admet aussi X
points doubles ordinaires, appelés points doubles apparents. La formule du
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genre pour les courbes planes s’écrit :

T@d-1)@-2)-X=g(C)+A
ou ¢g(C) est le genre géométrique de C (ou de w(C)).

Cette formule montre déja que le nombre X ne dépend pas de la
projection ainsi choisie. Le nombre

Pa(C) = 2(d-1)(d-2)- X

est le genre arithmétique de C et la formule du genre pour une courbe
gauche nodale s’écrit donc :

Pa(C) = 9(C) + A.

On a toujours

9(C) < pa(C)

avec 1’égalité si et seulement si C est lisse. Dans ce travail, nous aurons
a calculer le genre des courbes ayant des points multiples ordinaires et
nous aurons besoin de la formule du genre pour une courbe irréductible
quelconque (d’aprés Hironaka)

Pa(C) =9(C) + Y_6(P.C)
peC
ou 6(P,C) est la contribution du point P au genre de la courbe C
(intuitivement, c’est le «nombre de points doubles ordinaires concentrés
en Py). Si C est localement plane en P, la contribution §(P, C) se calcule
comme dans le cas plan. Par contre, si P est un point multiple ordinaire
d’ordre k avec k tangentes linéairement indépendantes, alors :

§(P,C)=k-1.
Montrons briévement comment calculer ce nombre pour un bouquet

de droites passant par un point P. D’aprés Hironaka, si 'on note
dy + ds + - - - + di 1a réunion de ces droites, on a :

>
|

1
6(dy+dy+ - +di, P) = i(dy +da+ -+ dn,dhy1, P)
1

>
Il

ot i(dy +da+ -+ + dp, dpt1, P) est 'indice d’intersection en P des courbes
(di +dg + -+ + dp) et dpt1. La définition algébrique de cet indice en
terme d’anneaux locaux permet de voir que c’est le degré minimum d’une
hypersurface contenant (d; + - - - + d) et ne contenant pas dp41.
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LEMME 1. — Soient d;,ds,...,dn+1 des droites contenues dans une

surface conique de degré (r — 1) de P,, (o n > ). On suppose aussi que r
quelconques de ces droites sont linéairement indépendantes; alors :

e h—1
Z(,;dk’dhﬂ”’) = [;=5]+

h—1
Démonstration. — Soient g = [r ] et e =(h—1)—g(r—1). Soit
h

-1
i le degré minimum d’une hypersurface contenant Y di et ne contenant
k=1
pas dp+1. D’apres le théoreme de Bézout, comme les h droites dy,ds, . .. ,d
sont aussi contenues sur une surface conique de degré (r — 1), on a
i(r=1)>h=q(r—1)+e+1>¢q(r-1),
ce qui montre que i > q.

D’autre part, soient L;,Ls,...L; des formes linéaires s’annulant
chacune sur (r — 1) droites d; et pas sur dpy1, et soit Lgi1 s’annulant
sur les e + 1 < r — 1 droites restantes et pas sur dj4;. Alors le produit

h
LiLy -+ Lpyq s’annule sur Y dy et pas sur dp41 d’olt i < g+ 1 et par suite

k=1
i=q+1.

LEMME 2. — Soient dy,...,dx des droites contenues dans un céne
de degré (r — 1) de P, et passant par le sommet P de ce céne. Soit
k—1=¢g(r—1)+eavec0<e<r—1.Alors:

k
6(Zdi,P) = %(q+1)((r— 1)q + 2¢)
1

Démonstration. — Ce nombre est en effet égal a la somme

1414+ +14+2424---+24+---+g+qg+---+gq
~ —_—

-~

(r—1) fois (r—1) fois (r—1) fois
+@+)+-+(qg+1):
€ ;;is
Exemple 1. — Soit C; la complétée projective de la courbe affine

paramétrée par

Ci(t) = (U®), U, .., U@)E)
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ol U(t) est un polynoéme de degré (d+ 1 — r) qui a ses racines distinctes et
réelles. Soit (d —1) =m(r —1) +e avec 0 < e < r—. Alors :

pa(C1) = %m((r —1)(m — 1) + 2¢).

Démonstration. — Cette courbe n’a qu’un seul point singulier, qui est
un point multiple ordinaire d’ordre d — (r — 1). Toutes les tangentes en ce
point sont situées sur le cone construit sur la courbe (1,t¢,...,t""!) et par
suite on obtient le résultat en utilisant le lemme 2.

Le genre p,(C1) est précisément égal & la borne de Castelnuovo C(d, r)
ce qui montre que cette borne est optimale. Donnons la définition des bornes
de Harris-Eisenbud qui la généralisent (C(d,r) = mo(d,r)).

DEFINITION. — Soient « = 0,1,...,7 —2 et

d-1)=ma(r+a—1)+e, avec 0<eq<r+a-1.
Alors :

To(d,r) = (n;"‘)(r—i—a— 1) + ma(eq + @) + Vg

ou v, = max(0, [% (a—7r+2+¢,)]).

o Harris et Eisenbud ont aussi défini 7._;(d,r); ils montrent que
le genre d’une courbe de degré d non contenue dans une surface de
degré < r + a — 1 est borné par 7, (d, ) pourvu que d soit assez grand.

o Chiantini, Ciliberto et Di Gennaro ont obtenu des bornes pour «
quelconque (le cas de la dimension 3 étant dii & Gruson et Peskine [G.P.2]).

Nous allons construire des courbes rationnelles qui montrent que
ces bornes sont optimales. Ces courbes sont paramétrées par des courbes
rationnelles planes présentant certaines symétries.

ProposiTioN 1. — Soient a,e,b, h < [-;-a] des entiers naturels avec
(a —e,b) = 1. II existe des polynémes A, E, B de degrés respectifs a,e,b
tels que la courbe affine plane paramétrée par C(t) = (B(t), A(t)/E(t)) ait
%(b —1)(a + e — 1) points doubles réels, coupe I’axe des « en h couples de
points symétriques par rapport & lorigine et (a — 2h) autres points sans
symétrie particuliére.
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Démonstration. — Par le théoreme de Bézout, on peut voir qu’une
courbe ainsi paramétrée ne peut avoir plus de %(b —1)(a + e — 1) points
doubles (cf. [P3]).

Par conséquent, si une telle courbe admet %(b —1)(a + e — 1) points
doubles, elle conservera le méme nombre de points doubles si I’on modifie
légerement le polyndome A. Il suffit donc de démontrer le résultat pour
h = [%a]; il sera facile par la suite de supprimer certaines symétries de
points sur ’axe des z en modifiant les racines de A.

« Etudions tout d’abord le cas a > e. Supposons pour commencer,
que ¢ = a — e et e ne sont pas impairs tous les deux. Considérons la courbe
de Lissajous paramétrée par

z=Ty(t),y =Tc(t) — %o
ot T,(t) = cos(nArcost) est le n-iéme polynome de Tchébycheff de
premiere espece. Cette courbe a pour équation T.(z) = Tp(y + yo) et
si 'on choisit yo tel que Ty(yo) = 0, elle coupe 'axe des z aux points
d’abscisses z tels que T.(xz) = 0. Ces points sont bien symétriques par
rapport a l’origine.

Notons B(t) = Ty(t), C(t) = Te(t) — yo. Soit E(t) un polynéme de
degré e ayant toutes ses racines t; réelles et telles que les (B(t;) soient
symétriques deux & deux et distincts des abscisses des points ou la courbe
précédente coupe ’axe des z. Considérons enfin la courbe paramétrée par

E(t)
E(t)—¢
Si € est assez petit cette courbe aura

lo-1c-1D+e-1)=10b-1)(a+e-1)

points doubles et de plus, elle coupera ’axe des x en a points distincts
symétriques par rapport a l’origine.

z = B(t), y=C’(t)< ) ot e€Rt.

Si ¢ = a — e et e sont impairs tous les deux, il suffit de remplacer
la racine 0 de C par un nombre « tel que B(a) = p et de prendre un

nombre o, tel que B(a’) = —p comme racine de E en plus des [% €] couples
de racines symétriques déja choisis.

o Lecasa < eest plus simple : on considére une courbe paramétrée par
1 E(t)
T = B(t , = —\=
O v=26 (50 )
avec deg(C) = e — a, deg(E) = a.
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Pour conclure ce paragraphe, montrons comment on peut utiliser
cette proposition pour obtenir d’autres exemples de courbes rationnelles de
genre maximum dans P.(C).

Exemple 2 (cf. [P1]). —Soit d—1=m(r—1)+eavec0 < e <r—1let
soient A(t), E(t), B(t) des polynémes de degrés respectifs d, £ et m donnés
par la proposition 1. Alors la complétée projective de la courbe paramétrée
par

Ca(t) = (X(t), X2(t),... X771 (t), Y (¢))

ou X (t) = B(t), Y(t) = A(t)/E(t) est une courbe de degré d, non dégénérée
dans P.(C). Elle a %(m —1)(d + a — 1) points doubles & distance finie
et un point multiple & l'infini ol les € + 1 tangentes sont linéairement
indépendantes (déterminant de Vandermonde). Elle est donc de genre

Pa(C2) = 3(m—1)(d+e—1)+e=C(d,r).

Dans le paragraphe suivant, on montrera ’existence de courbes rationnelles
nodales de genre C(d, 7). Les propriétés de symétrie ne seront utilisées qu’au
paragraphe 3 de maniére a faire apparaitre de nouveaux points doubles sur
nos courbes dans ’espace, par des applications polynomiales identifiant des
points symétriques.

3. Courbes situées sur une surface rationnelle lisse de degré (r — 1)
dans P,.(C) (scroll).

TuEOREME 1. — Soient d > n > 3 et p > 0 des entiers. Il existe une
courbe de degré d et de genre p, située sur une surface rationnelle lisse de
degré (r — 1) si et seulement si

(i) il existe un entier b > 1, b[37] < d

p=30b-1)(2d-b(r—1)-2)

ou bien
(i) r=5d=2kp=3(k—1)(k—2).

De plus, on peut trouver de telles courbes rationnelles ayant p points
doubles ordinaires réels comme seuls points singuliers.
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Démonstration. — Les conditions sont nécessaires (cf. [HEi], p. 100).
Supposons-les remplies et supposons b # 1 (le cas b = 1 étant clair.)

(i) Soit o = [%(r— 1)]. Commep >0,onad—1> b(%(r— 1)) > bry.
Soit ry +ro =r—1.

o Si (r — 1) est pair on a r; = r et par suite on a aussi d > bry.

o Sir—1 est impair on a [37] =1+ [%(r —1)] = 71 et par suite
I’hypothese sur b implique que d > br;.

On peut donc choisir des entiers a > 0, e > 0 tels que
bro+e=d-1, bri+a=d.

Comme (a — €) + (r; — m2)b = 1, on voit que (a — e,b) = 1. D’apres la
proposition 1, il existe des polynémes A(t), E(t), B(t) de degrés respectifs
a,e, b tels que la courbe C(t) = (A(t)/E(t), B(t)) ait p points doubles
ordinaires réels. La courbe C(B,B?,...,B™,A/E,AB/E,...,AB"/E) a
aussi p points doubles.

(i) Sin =5 et d = 2k, considérons la courbe C = (X,Y, X?,Y?2, XY)
avec deg(X) = k — 1, deg(Y) = k des polynoémes tels que la courbe
(X(t),Y(t)) ait p = %(kz — 1)(k — 2) points doubles; la courbe C aura p
points doubles.

COROLLAIRE 1. — Soit d > r > 3, il existe une courbe rationnelle
nodale, non dégénérée dans P, de degré d, ayant C(d,r) points doubles
ordinaires réels (& tangentes réelles).

Démonstration. — 1l suffit de prendre b = m + 1 dans la proposition
précédente ot (d —1) = m(r —1)+¢, 0 < e < r —1 (c’est possible car
(m = 1)(r — 2) + 2¢ > 0). Rappelons que la premiere construction de
courbes nodales rationnelles non dégénérées de genre C(d,r) a été donnée
par Tannenbaum qui utilisait la théorie des déformations. Comme de plus
nos courbes sont situées sur une surface rationnelle lisse de degré (r — 1)
de P,, on peut lissifier leurs points doubles un par un (cf. [T1], [T2]
et [P1], [P2]).

Remarquons encore que si d < 2r, on a C(d,r) = d — r par exemple

C2p+1,p+1)=p.
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4. Genre des courbes situées sur une surface réglée de

degrér+a—1poura<r—2.

Soient a, e, b des entiers vérifiant :
2ab+e=d-1, (r—a-1)+b+a=d, hg[%a].

Soient A(t), B(t), E(t) des polynomes donnés par la proposition 1.
Soit C' la complétée projective de la courbe paramétrée par

C(t) = (X%, X4,., XY, YX,.., YX"%)

ot X(t) = B(t), Y(t) = A(t)/E(t).

A cause de la symétrie de la courbe (X (t),Y (t)), on voit qu’en plus de
ses % (b—1)(a+ e —1) points doubles, la courbe plane C(t) a aussi h points
doubles pour lesquels Y = 0. Le nombre total de points doubles de C est
donc :

p(C) = %(b— (a+e—-1)+h, h< [%a].
On a donc établi :

ProPoOSITION 2. — Soient
a<r—-2, b

Alors il existe une courbe rationnelle nodale & points doubles réelles de
genre :

p(C)=2(b-1)@2d- (r+a—1)b—2)+h.
Cette courbe est située sur une surface réglée de degré (r + oo — 1) qui n’est

pas un céne (si & = 1 c’est une surface de « Del Pezzo» ayant une droite
double).

COROLLAIRE 2. — Sigy > 17— a — 2 ou €4 = 0, il existe une courbe
rationnelle nodale de genre 7, (d, r) située sur une surface de degré r+a —1.

Démonstration. — Le cas a = 0 a déja été étudié au paragraphe
précédent. Supposons donc o > 1.
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« Etudions d’abord le cas €q > T — a — 2. Un calcul simple montre
que
d—125a—12r—a—1>w~
r—o—1
Par suite (en utilisant encore ¢4 > r —a —2) :
(d-1)-2a(me+1) > (ma+1)(r—a-1)—2a-1
d-1

m(r—a—l)—2a>0.

Sime > 1, on a aussi

d—(r—a—-1)(mg+1)=2ams—1+ (6o — T+ 2+ )
>2am, —12>0,

ce qui est vrai méme si m, = 0. On peut donc appliquer la proposition 2
avec b = mq + 1. On a alors

a=2mqo+ (e —r+2+a)

Sil’on prend h = [%a] =mya+ [% (ea — T + 2+ )], on obtient une courbe
de genre

P= §ma((ma = 1)(r+a - 1) +2c0) + h = ma(d,r).

« Etudions maintenant le cas € =0.0Ona:

d—1=mqu(r+a—-1)

et par suite my < —— et my < et on peut donc appliquer la
r

o
proposition 2 avec b = m,. On obtient alors des courbes de genre

p= (n;a)(r+a—1)+h

avec h < [% (d—(r —a—1)my)] = maa. Sion prend h = mqa, on obtient
bien une courbe de genre 7, (d, ).

Remarquons qu’on peut lissifier les points doubles des courbes ainsi
obtenues, sauf peut-étre les h situés sur la courbe double.

En fait, si l'on utilise la description de Harris-Eisenbud des
composantes du schéma de Hilbert dont la courbe générale est réduite,
irréductible, non dégénérée dans P, et de genre g = m(d,r) (cf. [HE]],
p. 102), on obtient :
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CoroLLAIRE 3. — II existe dans P.(C), ot r > 10, des courbes
rationnelles nodales qui ne sont pas lissifiables.

Démonstration. — Harris et Eisenbud ([HEi], p. 102) montrent qu’il
n’y a aucune courbe lisse de genre m;(d, ) pour r > 10 si m1(d, ) n’est pas
de la forme %(b— 1)(2d—b(r—1)—2) et sid > 2r + 3 et €1 # 0 (ce qui est
le cas par exemple si d = 21, r = 10, 71 (21, 10) = 12). La courbe rationnelle
nodale de genre 7;(d, r) située sur une surface de degré r dans PP, ne peut
donc pas étre lissifiée.

5. Courbes situées sur un cone de degré » + a — 1
poura=1,...,r—2.

Soit b un entier tel (r + a — 1)b < d. On peut alors trouver des entiers
a et e tels que

(r+a—1b+e=d, a=d-1.

Il existe alors des polyndmes B(t), A(t), E(t) de degrés respectifs
b, a, e tels que la courbe affine plane paramétrée par

z(t) = B(t), y(t) = A(t)/E(t)
ait exactement %(b —1)(a+ e — 1) points doubles réels et coupe 'axe des z
en a points distincts et ’axe des y en b points distincts.

Soit P un polynome de degré (oo + 1) en X dont les racines distinctes
sont proches de 0. Alors ’équation P(B(t)) = 0 a (a+1)b racines distinctes,
qui se rangent en b groupes de (a + 1) racines proches d’une racine de
B(t) = 0. Soient

11,151,255 t1,a41, 021, E225 - - s 2 ad 1y - o+ 5 BB 15 TB,2y -+ - s Bt 1

ces racines. Comme (o + 1)b < a, on peut trouver pa.r~la formule
d’interpolation de Lagrange un polynome A(t) proche de A(t) tel que
A(ti;)/E(tij) = A/E(7;) ou 7; est la racine de B(t) = 0 proche de t;;.

La courbe affine (B(t), A(t)/E(t)) a alors %(b —1)(a + e — 1) points
doubles dans le plan affine en dehors de ’axe des y.

Considérons la courbe

C(t) = (P(z),XP(z),...,X"2P(X),Y)
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ou X = B(t),Y = A(t)/E(t). En plus des points doubles de la courbe plane
(B(t), A(t)/ E(t)), la courbe C(t) a des points multiples de multiplicité o+ 1
en nombre b sur ’axe des y. En ces points, les tangentes sont linéairement
indépendantes (déterminant de Vandermonde d’ordre r —1 > @+ 1). On a
donc montré la :

ProposITION 3. — Pour tout b < d/(r+a—1),0 < h; < (a+ 1),
il existe une courbe rationnelle de degré d sur un céne de P, de degré
r+ o —1 ayant %(b —1)(2d — (r + o — 1)b — 2) points doubles ordinaires;
pour chaque i compris entre 1 et b un point multiple d’ordre h; sur 'axe
des y avec des tangentes linéairement indépendantes, et aussi un point de
multiplicité d — (r + a — 1)b & I'infini.

CoRrROLLAIRE 4. — Il existe des courbes de degré d et de genre

p= (n;a)(r+a—1)+ma(a+€a)

situées sur un céne de degré r + o — 1 de P.(C) avec o = 0,...,r — 2 si
Eat+1<Tr

Démonstration. — Prenons b = my, e = €4 + 1 et h; = a+ 1 dans la
proposition précédente; on trouve :

p=3(ma—1)(2ma(r+a—1)+ 24 —ma(r+a—1)) + eq + maa

D=

dotlp = (n;a)(r+a— 1) + ma(a + €q).

COROLLAIRE 5. — Pour a = 0,...,r —2 et ¢, < r — a — 1, il existe
une courbe rationnelle de degré d et de genre m,(d,r) située sur un céne de
degré (r + a — 1) de P,.

Finalement, en utilisant le corollaire 2, on obtient :

THEOREME 2. — Sid > r — a — 1 > 0 il existe une courbe rationnelle
& points multiples ordinaires de degré d et de genre m,(d,r) située sur une
surface de degré r + a — 1 de P.(C).

Remarquons que si d > 3(r + @ — 2), ces courbes qui sont situées sur
une surface qui est une intersection d’hypersurfaces de degré au plus 3, ne
peuvent étre aussi sur une surface de degré inférieur & r + o — 1 (par le
théoréme de Bézout).
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Une derniére remarque. — Si a = 1 et £ = 7 — 1, dans la construction
de C, choisissons la r-ieme tangente au point multiple de Pinfini en dehors
de Phyperplan déterminé par les (r — 1) autres tangentes. Le point de I'infini
interviendra alors pour § = (¢; — 1) 4+ 2 dans le calcul du genre de C qui
sera aussi donné par

a

p=p=("y)r+a-1)+mala+ea) +m

avec

{ 1 sigg=r-1,
"= .
0 sinon.

Par conséquent, on voit que si g = m(d, r), toute composante du schéma de
Hilbert dont la courbe générale est non dégénérée réduite irréductible et de
genre g contient une courbe rationnelle (en comparant avec [HEi], p. 102).

(A]

[B.C.C]

[B.C.R]
[B.R]
(C]
[G.P]
[G.P2]
(G]
[HEi]
[Hal]

[Ha2]
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