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GROUPES DU PING-PONG
ET GÉODÉSIQUES FERMÉES EN COURBURE -1

par F. DAI/BO et M. PEIGNÉ

INTRODUCTION

Munissons la boule unité ouverte B^ de la métrique de Poincaré
4|dd2

- — , ' - et choisissons N isométries a \ . ' - ' a N de B^ satisfaisant les(1 - |.r|2)2

conditions suivantes :

1. Le groupe F engendré par ai, • • • ON contient des transformations
paraboliques.

2. Il existe 2N demi-boules fermées euclidiennes

îai, •^1 ' ' " ̂ ^N ^a^1

dans B^, orthogonales a S^""1, deux à deux tangentes ou disjointes et telles
que pour tout 1 < i <, N on ait

az(B^) =^•i\^o.i) — ^ ~a~

La condition 1 entraîne que les boules B^^B^-i, • • • ,Bc^,B^-i ne sont
pas toutes deux à deux disjointes. De la condition 2 et du lemme du Ping-
Pong de Klein [9] on déduit que F est discret, libre et géométriquement
fini; nous dirons que F est un groupe du Ping-Pong. La présence de
transformations paraboliques dans F revient à supposer que l'ensemble

Mots-clés : Isométrie parabolique — Point cuspidal — Opérateur de transfert — Théorème
du renouvellement harmonique.
Classification math. : 53C22 - 60K05.
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des géodésiques fermées de la variété M = B^/F n'est pas inclus dans un
compact. Le groupe F étant géométriquement fini, le nombre de géodésiques
primitives fermées de M de longueur inférieure à a est fini. Notons du la
distance hyperbolique sur B^ et 6 l'exposant critique de la série de Poincaré
^ e-sdjj(o,-y0) associée à F; nous démontrons le
7er

THÉORÈME A. — Le nombre de géodésiques primitives orientées et
çdb

fermées de M dont là longueur est inférieure à a est équivalent à —- quand
ao

a tend vers +00.

De nombreux résultats dans ce sens ont déjà été publiés; citons par
exemple [5], [10], [13], [15]. Si d = 2, le théorème A est une conséquence
d'un résultat de L. Guillopé sur les surfaces géométriquement finies de
courbure —1 ([6]). En revanche, lorsque d > 2, ce résultat est nouveau
et généralise celui de S. Lalley [12] établi pour les groupes F purement
loxodromiques; la méthode qu'il utilise pour établir ce théorème consiste à
traduire le problème géométrique initial en un problème de dénombrement
d'orbites périodiques pour un flot spécial sur un sous-décalage de type fini,
puis à relier ce problème de dénombrement à la théorie du renouvellement
pour une marche de Markov transiente sur M. Deux propriétés essentielles
permettent dans ce contexte d'appliquer la théorie des opérateurs de
transfert de Ruelle : le caractère dilatant du décalage assuré par l'absence
de transformation parabolique dans le groupe et la régularité hôldérienne
de la fonction plafond définissant le flot spécial. Nous adaptons ici cette
méthode pour démontrer le théorème A; la présence de transformations
paraboliques dans T nous amène pour coder les géodésiques de M à
introduire un alphabet infini et donc à sortir du cadre du formalisme
thermodynamique de Ruelle. Pour pallier à cette difficulté, nous utilisons
fortement la géométrie du problème en nous appuyant sur une étude précise
de la dynamique des éléments de F.

Nous remercions Y. Guivarc'h pour nous avoir souligné l'intérêt
d'établir l'asymptotique du nombre de géodésiques fermées en présence
de transformations paraboliques dans le groupe F. Nous avons également
bénéficié d'une lecture détaillée de notre première rédaction par M. Babillot
et des remarques de E. Le Page; nous les remercions tous les deux.
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I. TRANSFORMATIONS PARABOLIQUES
DE F ET A-DÉVELOPPEMENT.

Fixons un entier N > 2 et choisissons N isométries orientées
^i^" • •> C^N de B^ satisfaisant les conditions 1 et 2 citées dans l'introduction.

NOTATIONS. — Pour tout 1 < i < N , on note B^ la trace de BQ,
sur S^"1, S^ le bord de B^ et Von pose A = {û^1, • • • , û^1}.

On note A l'ensemble limite de F, D l'ensemble B^ - |j (Ba - Bo)
açA

et 9 A = A n D l'ensemble des points limites cuspidaux [15].

L'ensemble D est un domaine fondamental pour l'action du groupe F
engendré par A. Nous supposons désormais que l'origine 0 appartient à D\
ainsi, pour toute suite ai, • • • ,ai d'éléments de A tels que a^+i ^ af1 on
a ai • • • a^(0) e ^a-1' O11 déduit de cette propriété que A est un système
libre de générateurs de F.

I.a. Transformations paraboliques de F
et points limites cuspidaux.

L'ensemble A formant un système libre de générateurs de F, à tout
élément 7 de F on associe de façon unique une suite finie 0:^(7) = a\, • • • , ai
de A définie par 0102 • • ' ai = 7 et a^+i -^ a^1 pour tout 1 < i < l — 1.

NOTATION. — On note P Pensemble des éléments p paraboliques et
primitifs (i.e. p -^ 7^ pour tout 7 e F — {Id} et pour tout n > 1) de F tels
que

uj^(p) = ai, • • • , ai avec l^ 2, ai 7^ a^1 et o^+i -^ a^1 pour 1 < i <, l - 1.

Nous avons le

LEMME 1.1. — Si 7 est une transformation parabolique primitive
de F, elle est conjuguée à un élément de A U V.

Démonstration. — Supposons que 7 ne soit pas conjugué à un
élément de A\ ainsi 0^(7) = ai, • • • ,ai avec l > 2. S'il existe 1 < i < l
tel que û^ == o^+i, on peut, quitte à conjuguer 7, supposer que ai = 03 et
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ai -^- a^1. Soit x^ le point fixe de 7; on a x^ = lim 7n(0) = lim ^"""(O)
n—>+oo n—»'+oo

d'où ̂  6 ^a~1 ̂ ^ar En appliquant le même raisonnement à ûÇ^ai et en
utilisant l'égalité a\ =02? on obtient a^1^^) ç Soi ̂ S^-i. Par conséquent,
a^ ç Soi n S^-i n S'a; ce qui est impossible car ai ^ a^1. D

L'ensemble limite de F contient les points fixes de tous les éléments
de F; comme r contient des transformations paraboliques, on a 9 A ^ 0
d'après le lemme précédent.

LEMME 1.2. — Si x ç. 9 A il existe exactement deux transformations
paraboliques (7 et ̂ -1) de A U P fixant x. De plus si L^A^) = a!? • • • 5 o'i
(avec l >1 et ai ^ a^1) alors x ç. S^-i D S'a;.

Démonstration. — Ce lemme découle de l'étude des points cuspidaux
d'un groupe discret ([17] théorème 12.3.4) et du fait que A forme un système
libre de générateurs de r. D

COROLLAIRE 1.3. — L'ensemble V est non vide si et seulement si il
existe ai et ai dans A, ai ^ a^1, tels que S^-i n Sa; H A 7^ 0.

I.b. ^4-développement des points de A°.

NOTATION. — On note A° l'ensemble A privé des orbites sous F des
points fixes des éléments de A U P.

L'ensemble A formant un système libre de générateurs de F, nous
avons la

PROPOSITION 1.4. — Soit x G A°. Il existe une unique suite (a^>i
de A, notée ^^(rr) et appelée A — développement de x telle que

(i) la suite (ai • • • an(0))n>i converge vers x en distance euclidienne;

(11) a^+i 7^ a^~1 pour tout i > 1.

NOTATION. — On note S^ l'ensemble {(a^>i : a^ G A, a^+i ^
^}.

La proposition précédente établit une injection ujj^ de A° dans SJ^; cc^
n'est pas surjective car A° ne contient pas les points fixes des éléments de
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AUP. Munissons S^ de la métrique D définie par V(0î)^i, V(c^>i 6 S^

-D((<^),>i, (^)^i) = -„: avec N = mî{n > 1 : dn ^ Cn}. L'application UJA
de A° muni de la distance euclidienne sur (o;^(A°),D) est bicontinue d'où
le

LEMME 1.5. — Soient x G 9A et 7 Pun des deux éléments de A U V
fixant x. Posons ^.4(7) = ai, • • • , ai. Si (xn)n>i Gst une suite de A° H B^-i
convergeant vers x alors la suite (^(xn))n>i converge vers la suite uj de
période ai, • • -a;.

Démonstration. — Posons u^A^n) = (ûm)z>i avec dni = ai pour
tout n > 1. Raisonnons par l'absurde et supposons que la suite (cj^(xn))n>i
ne converge pas vers cj; il existe donc un entier k > 2 et une sous-suite
(xnp)p>i tels que a^i = o'i pour tout 1 <_ i < k et ânpk ¥- a k ' La
suite (a^i •••ar^np^i converge vers y = ûÇ_^ • • -a^x, point fixe de
la transformation d k " ' a^i • • • ûfe-i- On a y ç. S^-i D Sak-i et pour tout
p ^ 1 la suite ̂ (a^ • • • a^Xnp) commence par anpk ¥- ûfc; ainsi, pour
p assez grand on obtient dnpk = o'k^-i ce (lul es^ absurde, car anpÇk-i)
=ak-i. a

II. CODAGE DES GÉODÉSIQUES FERMÉES DE M
LORSQUE P = 0

II. a. Codage des points de A° et des géodésiques fermées de M.

NOTATIONS. — On note A* Pensemble {an/a € A^n > 1} et SJ^
l'ensemble des suites (a^)î>i de A* telles que a^+i -^ af1.

Soit x e A°; on note uj^ {x} la suite (o^ tp )p>i construite à partir de
uj^(x) = (ûî)î^i de la façon suivante :
a^ = ai et n\ = max{n> 1/ai = • • • = an}
^p = Ûrip-i+l et ^P = max{?2>l/anp_i+i = Onp.i+2 = • • • = Û^.i+n}-

La suite uj^ (x) est appelée A* — développement de x.

On obtient ainsi une bijection de A° sur S^. Notons T^ l'application
sur A° induite par le décalage sur SJ^ et définie par T^{x} = a^^x où
a1^1 est le premier terme de uj^(x).
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Soient x un point TA* -périodique de A° et pA*{x} l3- P^ petite
puissance strictement positive de TA* fixant x. Si a; est T^* -périodique
alors UJA* (a;) est périodique, de période a^1, a^2, • • • , a PA^X), et l'on note

.̂(̂ oM2,...̂ ;̂ .
Dans ce qui suit, Per^4*(A°) désigne l'ensemble des points TA* -périodiques
de A°.

Soit 7 une transformation loxodromique de r; la projection sur M de
son axe, orienté du point répulsif vers le point attractif, est une géodésique
fermée et orientée de M notée ̂ . Notons G M l'ensemble des géodésiques
fermées primitives orientées de M privé des géodésiques ̂  avec a € A; la
démonstration du lemme suivant est laissée au lecteur.

LEMME 11.1. — Soit ^4* l'application de Per^(A°) sur G M qui a
x associe la géodésique ^A*^) = ^a71!...̂  où p = pA*(x} e^ ^A^W =

a^1,^2, • • • ,0^. Cette application est surjective; de plus, si ^A^^i) =

^^(0:2)? alors pA^^i) = PA*(X2) Qt il existe 1 < k < pA^^i) ̂  q^
x^=T^{x^).

Si 7 est une transformation loxodromique primitive de F, la lon-
gueur l(ç^) de la géodésique ^y est donnée par l(ç^) = —Log\Y(x^)\ =
Log^a^-i)! (*) où x^ = lim 7n(0).

n—^+00

NOTATIONS. — Notons /A* 1' application de A° dans R définie par
\/xçA° fA^x)=-Log\W^nlx)\

où a^1 est le premier terme de UJA* (x) et posons Sn/A* = /A* +fA^ °'^4* +
• • • + ÎA- ° T^1 pour tout n > 1.

Remarquons que /^(a*) = Log\(a~[nl)f(x)\ = Log\T^(x)\ et donc
SnfA^x) = Log \(T^V(x)\. On déduit de (*) que si ^ € GM et x ç
Per^*(A°) sont tels que ^ = ̂ (.r) alors l(ç) = Sp^ç^fA-(x).

COROLLAIRE 11.2. — Pour tout a > 0, le nombre TTM(û) de géodési-
+00 ]_

ques de G M de longueur inférieure à a est donné par TTMW = S ~^{x ç=-
n=l n

Per^(A°)/p^(^) = n et SnfA-(x) <: a}.

Le groupe F étant géométriquement fini, Tr^û) est fini.
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II.b. Propriétés de T^.

NOTATIONS. — On note S^ rensemble des suites bilatères (a^)^z
de A" telles que o^+i 7^ a^1 pour tout i ç. Z.

Pour tous x- et x e A° avec uj^{x) = o^o^2 • • • e t uj^(x-) ==
ûo'77'0, ol^"1 • • -, on note cj^*(a;_, x) la suite bilatère ' ' - a77^15a?0 ?a?1 ?a^2 " ••

Posons A° x^. A° = {(x-,x) e A° x A%;(a;_,:r) e S^}; pour
tout a71 e A* notons (A° x^. A°)a^ (resp. A^n^ l'ensemble des points
{x-,x) e A° x^ A° fresp. x ç. A°) tels que le premier terme de UJA^W
soit a71.

Remarquons que uj^{x-^x) € S^* si et seulement si ai 7^ ûg • Le
lemme qui suit est essentiel pour montrer que T^ est dilatante et construire
sur A° une mesure de probabilité Tj^ -invariante.

LEMME 11.3. — L'ensemble A° x^ A° est relativement compact
dans A° x A° privé de la diagonale.

Démonstration. — Supposons que A° x^* A° contienne un couple de
la forme {x, x) où x e A° et considérons une suite (^, Xn)n>i de A° x^ A°
convergeant vers (x^x). Quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer
qu'il existe deux éléments ai et 02 de A, ai ^ a^1, tels que pour tout n > 1
on ait Xn e A^ et yn G A^. Le point x appartient donc à 5ai H 6^2 n A ce
qui est absurde car 9A ne contient que les points fixes des transformations
paraboliques de A. D

COROLLAIRE 11.4. — II existe Tvi eN* tei que inf Kr^)'^)! > 1;
xç:A°

en d'autres termes, l'application Tj^ est dilatante sur A°.

Démonstration. — Raisonnons par l'absurde et considérons un réel
f3 > 1 et une suite (xn)n^i de A° tels que \(T^y(xn)\ < 0 pour tout
n > 1; posons UJA- (^n) = (^r)^>i et 7n = û^1 • • • <^. Quitte à extraire
une sous-suite on peut supposer que pour tout n > 1 on a dni = ûi et
Ûrm = Û2.

Si ai 7^ a^1 la transformation 7^ est loxodromique. Notons x^
le point répulsif de 7^ et posons ^/n = T^{xn}\ on a a*^ — Xn\ =

VT^(^)ll^(^)11^7n - ̂ 1- risque ai ^ a^1 le couple {x^yn) ap-
partient à A° x^* A° si bien que d'après le lemme 11.3 il existe A > 0
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_ A I—————tel que pour tout n > 1 on ait 2 ^ \x^ - Xn\ > -^^Yn^Ji' L^ axes
des transformations 7^ se projettent sur M en des géodésiques fermées
dont la longueur est Log|7^(;zÇj|; comme le nombre TTM(a) est fini pour
tout a > 0 on a nécessairement lim |7^(:zÇ^)| = +00 ce qui contredit
l'inégalité précédente.

Si ai = a^1 choisissons a ç A - {a^1} et posons Xn^i == axn\ on a
\(T^Y(Xn)\ < Cfî avec C = sup Ka"1)'^)]. Le raisonnement précédent

xçA°
s'applique en remplaçant Xn par Xn. D

Le décalage sur S^ induit sur A° x^ A° l'application T^ définie
par TA* (x-, x) = (a^x-.a^x) où a^1 désigne le premier terme de
ujA-(x). La famille ((A° XA- A°)an)anç^ forme une partition de A° x^.
A° et l'action sur (A° x^* A°)an correspond à la multiplication par
a~71 de chaque coordonnée. La mesure de Patterson-Sullivan ([16], [19])

/ i , x a(dx-)a(dx) , n nm(da;_ dx) = — — — . ^ sur A0 x^ A0 étant r-invariante, elle est aussi
\x— — x\

T^ -invariante. Comme l'ensemble A° x^ A° est relativement compact
dans A° x A° privé de la diagonale, la mesure m(cb_ dx) est finie. Notons
alors q l'application de A° x^ A° dans A° définie par q(x-,x) = x', la
mesure q(m) est finie et Tj^ -invariante sur A°. On pose alors ç(m)(A°) =
1/Ci et

h^x)=cJ ^——.
./{a;-eAO/(a;-,a;)(=AOx.4*AO} \X- - X^0

COROLLAIRE 11.5. — La mesure y^{dx) = h^ (x)a(dx) est une
mesure de probabilité T^-invariante sur A°. De plus

\^A*(x) — h A * ( y ) \sup sup ' •A \ /———^-21 < +00 avec 60 = inf(l,^).
a^çA- .,yçA^ \X-y\60 v ' /

x^

Démonstration. — La première assertion découle des propriétés de
m et du choix de la constante Ci. Fixons un élément a71 e A* et deux
points distincts x et y de A^n ; on a
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|/u*(^) -hA-{y)\
<^ ̂ i / 1————r^7 ~ 1———TÎÂ"

J{x,çAO/(x-,x)çA^x^AO} \X-X-\26 \y-X-\26
a(dx-)

r \\rr ^ I0 \ii ^r \°\^+i^ / \\x — x-\ — \ y — x - \
< 2 ' Ci / —————F.-F]————-7-^-<j[dx-.)

J{x-çAO/{x-,x}^x^A^} \X - ̂ -r|?/ - a-l20

+1/^ r
-^— \ \\x - x-\6 -\y- x-^aÇdx-)

26+lCl
< ——46—

^ ^{x- çA°/{x- ,x)eA° x.4* A0}^ Jix-çAO/(x-,x}(-Aox A*A°}

avec eo = inf{|z- - ̂ |/(^-,^) e A0 x^ A0} > 0 d'après le lemme 11.3. Si
6 < 1, on a \\x — x-\6 — \y — x-\6 < \x — y\6'^ sinon, il existe A > 0 tel que
||a; - x-\6 - \y - a;-]6! < A\x - y\. D

III. UN NOUVEAU SYSTÈME DE GÉNÉRATEURS

Dans ce paragraphe, nous supposons que F contient des transfor-
mations paraboliques primitives n'appartenant pas à A. On rappelle que
les transformations paraboliques primitives de F sont conjuguées à des
éléments de A U V. Fixons un sous-ensemble PQ de P satisfaisant les pro-
priétés suivantes :

(1) si p e Pô alors p~1 C PQ,

(2) si pi et j?2 appartiennent à Pô alors pi et p^ ne sont pas conjugués.

En d'autres termes, PQ est un système symétrique de représentants
des classes de conjugaison d'éléments paraboliques primitifs de F n'appar-
tenant pas à A Posons PQ = {TT-I.TI-I, • > • -,^-L^L} avec TT-^ = Tr^"1.

La présence dans Y de transformations paraboliques non conjuguées
aux générateurs entraîne que Tj^ n'est plus dilatante; pour retrouver
cette propriété de dilatation, il faut prendre en compte les puissances des
éléments de P.

III.a. Les chaînes.

NOTATION. — Soient 71 et 72 deux éléments de T. On suppose que
le dernier terme, noté a, de là suite €(^4(71) coïncide avec le premier terme
de la suite (^^(^2)' On note 71 V^4 72 Pélément 71 a"3^ de F.
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DÉFINITION III.1. — Soient pi ,p2," ' ,Pz des éléments de Pô; on
pose ^A{pi) == o^i, • • • , o^ et on suppose a^ = a'çi-\-i)i pour tout 1 <i < l.
Là transformation pi ̂ AP2 VA ' ' ' ̂ APi es^ appelée chaîne d'éléments de Pp
(ou plus simplement chaîne).

Puisque 0^1 -^ a^, si pi \/A P2 ^A ' • • ^A Pi es^ une chaîne alors
Pw ¥" Pi pour 1 < i < l — 1. De même, comme au -^ o^1 on a p^+i 7^ p^1.
Remarquons enfin que si 7 = pi VA P2 VA ' ' ' VA Pi es^ une chaîne, il en est
de même pour 7~1 et l'on a 7"1 = p^1 \/A • • • V^PF1'

NOTATION. — On note C l'ensemble des chaînes de F.

PROPRIÉTÉ III.2. — Soit 7 une chaîne. Il existe une unique suite
pi, • • • ,pi de Pô telle que ^ = pi \/AP2 V A ' " \ / A Pi-

Démonstration. — Cette propriété découle du fait que F est un
groupe libre et du lemme suivant

LEMME III. 3. — Soient pi et p^ deux éléments de P. Posons
^A(pi) = ai i ,"^ûiA; et ujA(p2) = û 2 i , - " , û 2 z . Si (011,012) = (021,022)
alors pi ==p2-

Démonstration du lemme. — Supposons on = 021 = 01 et 012 =
022 = 02. Notons respectivement x\ et x^ les points fixes de pi et p2.
Les points O]"1^!) et O]"1^) sont fixés respectivement par o^piai et
o^^oi; ces deux points appartiennent donc à S^-i D Sa^ ce qui entraîne
x\ = x ' z . Les points fixes des transformations paraboliques de F étant de
rang 1, on a pi = p2. û

III.b. Décomposition canonique des éléments de F.

Choisissons un ordre sur PQ = {TT-I, 71-1, • • • , TT-L, ̂ L} en posant par
exemple

7Ti < TTj si et seulement si \i\ < \j\ où i == —j et i < 0.
On a donc TT-I < TTi < Tr-2 < TT^ < ' ' • < TT_^ < TT^. Remarquons que si
ni < 7Tj avec \i\ ̂  \j\, alors TT-^ < TT-J.

DÉFINITION III.4. — S'oit 7 = pi \/A • ' ' V.4 pi avec l > 2. On dit
que 7 est une chaîne élémentaire si et seulement si
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i) pi <p2 < ' " <Pi (i-e' 7 est croissante),

ii) pi > p'z > ' ' ' > Pi (i'G- 7 est décroissante),
iii) ii existe 1 < s < l tel que pi > p2 > " ' > Ps et ps < ps+i < • - • <

pi (Ï.e. 7 est brisée).

NOTATION. — On note CQ Pensemble des chaînes élémentaires de T.

De par le choix de l'ordre sur T^o? on a :

PROPRIÉTÉ III. 5. — Si 7 est une chaîne croissante (resp. décrois-
sante), alors 7~1 est une chaîne décroissante (resp. croissante). Si 7 est une
chaîne brisée, il en est de même pour 7~1.

DÉFINITION III.6. — Soient 7 e F et c<;^(7) = W^KKI' Suppo-
sons qu'il existe 1 < k < r < l tels que rik = n/c+i = • • • = rir == 1 et
Ofc • • • dr € C (resp. Co). La chaîne dk ' ' • o'r est une chaîne maximale de 7
(resp. chaîne élémentaire maximale de 7^ si pour tous entiers k ' et r ' tels
que ( k ' , r ' ) -^ (k,r) eil <k1 <k <r <r' <l, la transformation a^ • • • dr'
n'appartient pas à C (resp. Co).

Nous allons associer à chaque transformation 7 G F deux suites,
l'une D(7) = (A(7))i<^ à valeurs dans A* U Pô U Co et l'autre €(7) =
(ez(7))i<z<s-i à valeurs dans l'ensemble de symboles {V,V} (la suite 6(7)
prendra toute sa signification dans la proposition III.8).

Posons 01:^(7) = W^Ki^i'
Construction de 2)1(7).
On considère le plus grand entier 1 < s < l tel que a7^1 " • a^3 e

A* U Pô U Co et l'on pose Di (7) = a ^ l " ' a ^ s .

Construction de 2^2(7) et €1(7).

Si ^1(7) = 7, autrement dit si 7 € A*U'PoUCo, alors ^(7) = (^1(7))
et 0(7) est la suite vide. Sinon, on pose 71 = ^1(7) et on distingue trois
cas.

• 7i t Co : on pose alors 2)2(7) = ̂ ^FS) et el(7) = V-
• 7i ^ Co et 71 est une chaîne maximale de 7 : on pose de même

2)2(7) ̂ I^rS) et 61(7) =V.
• 7i ^ Co et 71 n^est pas une chaîne maximale de 7 : dans ce cas, 71 est

soit une chaîne croissante, soit une chaîne brisée : 71 = pi V^ • • • \/APk' On
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pose alors ^2(7) = D\(pk^1^) et 61(7) = V. Remarquons que 2^2(7) est
alors une chaîne élémentaire décroissante ou brisée : -^2(7) = çi^^- • '^AQr
avec q i = p k '

En réitérant ce procédé, on construit deux suites ^(7) et 0(7)
associées à 7; ces deux suites constituent la décomposition canonique de 7.

Exemples.— 1. Si 01^(7) = (a^Kî^ avec rii >_ 2 pour tout
1 < î < Z alors ^(7) = c^^* (7) et ej = V pour 1 <, j < l — 1.

2. Si 7 == j?i V.4 - • • V.A pfc est une chaîne, on considère la suite
d'entiers k\ = 1 < k^ < • • • < ki == k telle que pour tout 1 ̂  i < l — 1
la chaîne p^ v^ • • • V^ Pki+i soit élémentaire et maximale dans 7. On
obtient alors ^(7) = (A(7))i^<z avec A(7) = Pki V^ • • • V^ p^+i
et 6(7) = (ei(7))i^î<^-i avec 6^(7) = V. Remarquons que P(7~1) =
D,-^^, • • . , D-,\^ et e(7-1) = 0-1(7), 0-2(7), • • • , €1(7).

PROPOSITION III.7. — Soit 7 e F; posons D[^) = (7z)i<î<; et
^(7) == (^)i<z<z-i. On a D(7-1) = 7^1^̂ --ll • • ' ^ 1 et e^-1) =
e^-i,e^-2, • • • ,ei.

Démonstration. — Si 7 G A* U T^o U C, la proposition est facile à
vérifier. Sinon, notons uj^ (7) = (û^K^ et considérons la suite ̂ i, • • • , g?
des chaînes maximales de 7 ou des éléments de Pô (n'appartenant pas à
une chaîne de 7) apparaissant dans la décomposition de 7 et classés dans
leur ordre d'apparition. Pour tout 1 ̂  j < p, on a gj = o^.3 • • • ds]3 avec
1 < A;i < 5i < k-z < 52 < • • • < kp < Sp < l. Notons D(gj) = (Ate))i<^^,
et e(gj) = (^i(9j))i<i<,ij-i la décomposition canonique de chaque gj. Les
suites D(^) et 0(7) sont construites à partir de la décomposition canonique
D(gj), e(gj) de chaque g^ 1 < j < p de la façon suivante :

D(7)=a?^•..,a^^Dl(^),P2(^),•••,^^l),<siï^•••,

^ri1^!^)--
et

€1(7) =•••=^1-1(7) =V^i(7) =ei(^i),e^+i(7)
= €2(^1), • • • , Cfci+Zi-2(7) == Oi-i(^i)

6fei+Zi-i(7) = V ' - - .

Si on considère maintenant 7~1, la suite des chaînes maximales de 7~1 ou
d'éléments de PQ (n'appartenant pas à une chaîne de 7~1) apparaissant
dans la décomposition de 7~1, et classés dans leur ordre d'apparition est
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^o1?'' '?^!'1 '^'3 ' proposition III.7 résulte alors du fait que pour tout 1 < j<
p, onaj9(^~1) = D ^ l { g j ) , " ' , D ^ l ( g j ) et e(^~1) = Q,-ite), • • • ,6i(^-).D

On se propose à présent de retrouver 7 à partir de sa décomposition
canonique.

NOTATION. — Soient 71 = pi V^ • • • V^ py. et 72 = 9l V^ • • • V^ Çg
deux chaînes telles que pr = qi' On note 71 V-p 72 là chaîne pi V^ • • • V^
Pr^AQ2 V A - - - V ^ ^ .

La proposition suivante découle directement de la construction des
suites D(^) et 6(7).

PROPOSITION III.8. — Soit 7 e F; on pose ^(7) = (7î)i^<z et
6(7) = (e^)i<^-i. OB a 7 = 71 * 72 * • • • * 7r, avec :

7z * 7î+i = 7î7z+i si e, = V,

7î * 7î-i-i = 7^ V-p 7î-(-i si €î = V (dans ce cas 7% est une chaîne élémen-
taire croissante ou brisée et 7^+1 est une chaîne élémentaire décroissante
ou brisée).

III.c. jB-développement des éléments de F.

NOTATION. — On pose B = A* UPo.

Nous construisons ici un algorithme, basé sur la décomposition cano-
nique des éléments de F, associant à chaque élément 7 e F une suite finie de
6, notée ^0(7) = 6i, 62? • " 5 bi et appelée B-développement de 7, vérifiant
les propriétés suivantes :

i) 7=&i. . .^ 2) ^(7- l)=^•••^^ l 3) c^rS)^,-^.
Par convention ù;^(Id) est la suite vide.

Commençons par construire le ^-développement d'un élément 7 G
^*UPoUCo.

Cas ou 7 e A" U T^o : on pose 0:̂ (7) = 7.

Cas où 7 ç CQ : il existe alors pi, • • • , pk e Pô e^ k > 2 tels que
7 = Pi VA • • • V^pfc; pour tout 1 < i < k, notons c^(p^) = (a^)i^^^.
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Si 7 est une chaîne décroissante, on pose

^6(7) =Pl^22,-", ^2(^2-1)^3, Û 4 2 , - - - , a 4 ( ^ _ i ) , p 5 • • • .

Si 7 est une chaîne croissante, 7~1 est une chaîne décroissante; on
note ^(7~1) = 61, • • • , bi et on pose 0^(7) = ^-1, • • • , 6]~1.

Si 7 est une chaîne brisée, il existe 1 < s < k tel que pi V^ • • • V^ ps
soit décroissante et ps \/A ' • • V^ Pfc soit croissante. Notons Ci = pi V^
•• •VAPs- i ,C2 ^s+iY.A'- 'V.APfc et g = a^-'-a^.i); on a 7 = C^gC^.
Remarquons que si s = 2 (resp. s = k - 1) la transformation C\ (resp. 62)
est un élément de Pô et sinon Ci (resp. 62) est une chaîne décroissante
(resp. croissante). Les ^-développements de C\ et de 62 ont donc déjà été
définis : notons-les respectivement (&n)i<^i et (&2z)i<z<r2- Deux cas se
présentent selon la parité de s et de k.

1) Si s et k sont impairs, les décompositions canoniques des chaînes
Ci et 62 font intervenir un nombre pair d'éléments de Pô. On a donc
^in = a(s-i)is-i = asl et ^21 = CLsi, = û(s+i)i; on pose alors

(^(7) = 6 i i , ' - ' ,& i (^_ i ) , p5 ,622 , - " , ^2 r2 -

2) Sinon, on a b^ = Ps-i ou ^21 = Ps+i et l'on pose

^0(7) = ̂ ll? • • • ^lri,Ûs2, • • • ,as(Z^-l),^21, • • • ^2r2-

Remarque. — Soit 7 e A* U Pô U Co; notons 0:^(7) = 6i, • • • , bi. Par
construction de 0^(7), on a 7 = 6i • • • ̂  et o;̂ ""1) = ^-1, • • • , b~[1.

Avant d'expliciter le B-développement d'un élément quelconque 7 de
F, introduisons la

NOTATIONS. — Soient 0:1 = (bu)i<i<i^ et 0:2 = (^Kz^ deux

suites d'éléments de B.

On jiotea;iVa;2 la suite ^11,^12, • • • ^iZi,^2i^22, • • • ,^2-
Si &ni = 621, on note o;^ Vo;2 la suite 611,612, • • • ,bu^b^, ' " ,^2-

DÉFINITION III.9. — Soient 7 e F et ^(7) = (7z)i^z<r,e(7) ==
(^î)i<î<r-i sa décomposition canonique. Pour 1 < i < r la transformation
^appartient à A* UPoUCo et 0^(7^) a déjà été définie; on pose alors

^(7) = ^^(7l)^1^0(72)e2 • • • Cr-l^(7r).

Nous avons le



GROUPES DU PING-PONG 769

LEMME III. 10. — Soient 7 e F et 0^(7) = &i, • • - , bi. On a

i) ^ = b - i ' " b i

ii) ^(7- l)=^•••^^ l

iii) ^((ÇS) = b 2 , ' " , b i

iv) c^ (7) = c^4. (&i)V • • • Vou. (bz).

Démonstration. — Les propriétés i), ii), et iv) découlent de la décom-
position canonique de 7. Démontrons maintenant la propriété iii). Si 7 € Co,
cette propriété est une conséquence directe de la construction de ù;^(7). Si-
non, on considère la décomposition canonique D(^f) = (7z)i<î<r,e(7) =
(e^K^r-i de 7; pour alléger les notations, cette décomposition canonique
est notée 716172 • • • Cy—i7r.

- Si 71 e .4* U Pô, alors &i == 71 et ci == V; on a ^(ft^) =
^(^rS^v^^rS) = ̂ 2, • • • , ^fc.

- Si 71 G Co, alors 71 = p\ V^ • • • V^ p/c est une chaîne élémentaire,
on pose uJA(pi) = ûa, • - • 0,^. Deux cas se présentent :

1) si b\ = pi, alors 71 est soit une chaîne décroissante, soit une
chaîne brisée, soit encore une chaîne croissante avec k impair; on a alors
^"^i = 022 • •-û2(;2-i)P3 ^A ' " ^APk et la décomposition canonique
de b~[1^ est 022 • • • ̂ (^-i)^^ ^ A ' " ^ A Pk}^2 • ' ' 7r. On obtient alors
^(^r^) = b 2 , ' " , b i .

2) si &i = un G A alors la décomposition canonique de b~^1^ est

012 V • • • Vai(^_i)V(p2 VA • • • V.4 Pfc)ei72 • • • 7r

et on conclut de même, ce qui achève la démonstration du lemme. D

La propriété iv) montre que si ^((7) = c^(/i) alors g = h\ par
conséquent, la suite ^^(p) détermine de façon unique la transformation
g. En appliquant les propriétés ii) et iii), on obtient le

COROLLAIRE III.11. — Soit 7 e F. Si 0:5(7) = b - i , " - , b k avec
k >_ 2, alors pour tout l < s < l < k o n a i^aÇbs • ' • bi) = &s, • • • , bi.

NOTATIONS. — Soit 7 e F. On note |<^^(7)| (resp. |ci;^*(7)| et
|(^^(7)|^ Je nombre de termes de la suite U^A^) (resp. ci;^*(7) et UJB^))'
On pose lo = sup 1^^(7)1-

^ePoUCo
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PROPRIÉTÉ III. 12. — Soient g et h deux éléments de F et k un
entier >_ 1.

i) Si les suites ujj^* (g) et uj^ (h) coïncident jusqu'au rang kio, alors
les suites (^^(9) et ^^W coïncident au moins jusqu'au rang k.

11) Si les suites UJBW et uj^W coïncident jusqu'au rang fc, alors les
suites ujj^ (g) et 0^4* (A) coïncident au moins jusqu'au rang k.

Démonstration. — Ï ) Si uj^* (g) et 0^4* (h) coïncident jusqu'au rang
kio, les suites D(g) et D(h) (resp. e(g) et e(h)) coïncident au moins jusqu'au
rang k (resp. A;— 1). En revenant à la définition de ^^(9) et ^eW on vérifie
alors que ces deux suites coïncident au moins jusqu'au rang k.

L'assertion (ii) découle directement du lemme III. 10 (iv). D

DÉFINITION III. 13. — Une suite 61, • • • , bk d'éléments de B est dite
B-admissible s'il existe ^ ç.T tel que 0:^(7) = 6i, • • • , bk.

NOTATION. — L'ensemble des suites finies B-admissibles est noté
^.

Soit fl.^ l'ensemble des suites finies (a^)i<î<r, r >, 1 de A* telles
que di -^ û^1!. L'application / de f^- dans ^5 définie par /((a^)i<î<fe) =
c<;^(a^1 • • • a^) est une bijection de ^lj^ sur ^2g et son application récipro-
que est définie par /"^(ft^i^^fc) = ^A- (^i)V • • • Vo;̂  (bk).

IV. CODAGE DES GÉODÉSIQUES FERMÉES DE M
LORSQUE P ^ 0

IV.a. B*-développement d'un point de A°.

NOTATION. — Notons S^ l'ensemble des suites uj = (^)^>i d'élé-
ments de B dont tous les blocs finis (^)i<î<n appartiennent à f^; nous
dirons qu'une telle suite est B-admissible.

Si (&î)i<z<z € ^B la suite décalée (^)2<i<z appartient aussi à f^
d'après le lemme III.10 (iii); par conséquent, si (^)^>i appartient à S^ il
en est de même pour la suite (^)î>2-
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PROPOSITION IV. 1. — La bijection f : f2^* —> ^B définie par
/((a^)i<î<fc) = ̂ BW1 • ' • o^) s'étend de façon unique en une bijection f
de SJ^ sur S^g définie de la façon suivante :

Va;=(a^),>ieS^ 7^)=(b^

où bj est le j-ième terme de la suite ̂ (a^ • • • a^J° ).

Démonstration. — Montrons que / est surjective sur Sg. Fixons
(bj)j^ G Sg et considérons la suite uj = (o^1)^! = ^A* (^i)Vci;^* (&2)V • • ••
Pour tout entier i > 1 on a uj^ (^i • • • buo) = a;^* (^1)^ • • ' V^.4* (^o) et

|̂ 4* (&i • • • ^fo) l ^ ^o; les suites a^, • • • , a^° et uj^ (^i • • • ^^o) coïncident
ainsi jusqu'au rang UQ, ce qui entraîne d'après la propriété III. 12 que
uJaW1 " ' a ^ l i l o ) et b ] , , ' " , b u Q coïncident au moins jusqu'au rang i. Par
conséquent, le î-ième terme de /(^) est ^; l'entier i étant arbitraire, on a
finalement f{uj) = (^)z^i.

Montrons maintenant que / est injective; si uj\ = (û^)^i et 0^2 =
(cml)^! sont des éléments de S .̂ tels que 7(^i) = /(cc;2), les suites
^BW1 • ••a^°) et 0:5 (c^1 •••c^°) coïncident au moins jusqu'au rang
H il en est de même pour les suites a^1, • • • , a^° et c^1 , • • • , c^10 d'où
^1 = ̂ 2- [:]

COROLLAIRE IV. 2. — L'application UJB de A° dans Sg qui à a; G Ao
associe UJB (x) =J(^^(x)) est bijective.

NOTATIONS. — Soit B* l'ensemble {^/fS € B et n > 1}. On note
ÇÏB- (resp. S^J l'ensemble des suites finies (^^^)l^<^ de K* fresp. des
suites infinies (b^)^) telles que la suite

ni fois 7i2 fois n^ fois

^1,"-^1^2^"^2^35" '^3 ' - '

appartienne à f^ fresp. à S^.

Soit .r € A°; on note uj^{x) la suite (/î^^fc^i de S^ construite à
partir de ^(rr) = (^)i>i de ia façon suivante :

- fti = bz et ni = max{n >_ 1/b-t = ' • • = &n}

- f3^ = &nfc_i+i et nfc = max{n ^ l/6nfc-i+i = = • • • = ^-1+71}.

La suite cx;^* (.r) est appelée B* — développement de x.

Soit 7 e F; 021 note UJB* (7) ^ suite de ^2^* construite à partir de
0^(7) par le procédé ci-dessus.
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Fixons x ç A° et posons ujB^(x) = (6^)fe^i; on a x = lim ^(0)
fc—>-+00

avec ̂  = 6?1 • • •^fc. Ainsi b^x = lim fer711^^) avec ̂ (b^gk) =

b^2 ' • • 6^; par conséquent ^.(fc]-711^) = K^3 . . . . Notons T^ la trans-
formation induite sur A° par le décalage sur E^. et définie pour tout x e A°
par Ta^{x) = b^Çx) où bf1 est le premier terme de la suite c^(rr).

IV.b. Points T^ -périodiques et géodésiques fermées.

Soit x € A° un point T^ -périodique et p^ (x) la plus petite puissance
non nulle de TQ* fixant x.

LEMME IV.3. — Soit 7 une transformation primitive loxodromique
de F non conjuguée à un élément de A. Il existe 70 G F tel que

i) 70 soie conjugué à 7,

ii) UJB-{X^) = (6^)î>i soit périodique et 70 = b^l"'btpp avec
P=PB-(x^).

De plus, si 71 satisfait également les conditions i) et ii), alors il existe
1 < k < p tel que 71 = b^ • . • b^b^1 .. • ̂ 1.

Démonstration. — Notons x^ le point attractif de 7 et posons
C^AN. (;z^) = (a^)^>i. Quitte à conjuguer 7 on peut supposer que le premier
terme de la suite 01^4(7) est différent du dernier terme de ̂ (7) et de son in-
verse; ainsi, la suite u}^ (x^) est périodique. Notons p la période de uj^ (^7);
on a 7 = d^1 ' ' ' o^. Considérons l'ensemble P^ = [g e PO / il existe 1 ̂
5 < p et t > s tels que ris = n^+i = • • • = rit et o^* (^) = a^, • • • , aj. Sup-
posons Pa-^ = 0 (c'est le cas par exemple si riz > 2 pour tout 1 < i < p);
on a alors (jj^(x^) = a;^(a^) et par conséquent 7 satisfait les conditions
i) et ii). Sinon, fixons g ç P^ et notons l = \u;^(g)\. Comme 7 n'est pas
conjugué à un élément de PQ on a l -^ p. En utilisant le lemme III.3, on
vérifie que pour tout s < i < j < t - 1 on a (a,, a^+i) -^ (a^, o^+i) si bien
que / < p - 1; il s'ensuit que si ûg • • • ai e PQ alors 0 < t - s < p - l .
Soit po = aso • • • dto le plus grand élément (au sens de l'ordre mis sur Pô)
de Px^ : comme to < SQ — 1 + po on peut supposer to = p quitte à conju-
guer 7. Posons 0:^(7) = (^)i<-Kr; de par le choix de po on a b^ = p^
et ù;^^71) = cc^(7)V--'Va;^(7) pour tout n > 0. On en déduit que
0:0* (x) est périodique de période r et que les r premiers termes de uj^ (x)
sont b^1 ' " b ^ .
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Supposons à présent que 70 et 7l satisfassent les conditions i)
et ii). Notons 0:^(70) = (ûDi^g; n existe 1 <: k <, q tel que
ou. (71) = g^,..., q^, q^,..., q^1. Notons ̂  (70) = ^ l,•••,6?p;

par hypothèse 0:^(^0 ) = &?1, • - • ̂ p. Si P^ = 0 alors o;^(^J =
o;̂  (^) et donc UJB* (71) = ^fe, • • • ̂  ^?1 ̂  • • 5 C î1 • Sinon, considérons
le plus grand élément po de Px^ on peut supposer b^ = ^p. De
par le choix de po? le terme p^ apparaît nécessairement dans la suite
UJB* (^71 )• Notons ^A^ÇP^) = us, • • • ,ag; puisque ^^(a;^) est périodique,
on a 71 = a^ •••a^a1,11 •••o^1 avec A; < s - 1 et donc a;0.(^) =
^0. (a^ • • • â .-i1 )Vp^V6î1 • • • b^. Comme cj^(^i) est périodique, on
obtient ̂  «fc • • • ̂ l~i1 ) = ^•••Çï1 avec 1 < t < p - 1 et donc
^=^...&^i...^1. a

Notons Per^* (A°) l'ensemble des points T^*-périodiques de A° et rap-
pelons que QM est l'ensemble des géodésiques fermées orientées primitives
de M privé des projections sur M des axes des transformations de A. On
déduit du lemme précédent le

COROLLAIRE IV.4. — Soit ^g* l'application de Perg*(A°) dans G M
qui à x associe la géodésique ̂ ni ...^p où p = PB* (x) et UJB* (x) = b'^1 " - bp71.
Cette application est surjective; de plus, si ^{^i) = ^(^2)? alors
PB* (^i) = PB* (^2) et ii existe 1 <, k <. pa* (^i) tei que x^ = T^ (a;i).

On rappelle que si x ç Per^^(A°), la longueur ^(^-(^)) de la
géodésique ^(x) est l^B*(x)) = -Log |7'(7~1^)1 = Log |(7-l)/(a;)|.
Notons fa* l'application de A0 dans M définie par fa*(x) = Log \(Tj3*y(x)\
et Snfa* = /^ + • • • + /^ °^~1; on a donc 5n/^(a;) = Log |(r^)'(a;)|.

+00 ]_

COROLLAIRE IV.5. — Pour tout a > 0 on a ̂ (a) = S "H^ e

n=l ^
Per^(A°)/p^(a;) = n et 5^/5-(^) ^ a}.

IV.c. Propriétés de Tjg*.

NOTATIONS. — On note S^* i'ensemble des suites bilatères (ô^^ez
de 6* teiies que pour tous entiers s <t la suite b^3, • • • , b^ appartienne à
^•

Pour tous x- et x e A° avec 0:0* (rc) = b^.b^2 ' " e t (jja*(x-) =
fto710^^?"1--'^013 note ̂  (x- ̂ x ) la !suîte bilatère • • . b^1, b^0, ̂ 1, 6^2 • • •.



774 F. DAL'BO & M. PEIGNÉ

Posons A° XB. A° = {(a:-,a;) e A° x A°/uj(x-,x) ç S^}; pour
tout b71 e B* notons (A° x^* A0)^ (resp. A^ Pensemble des points
(x-,x) e A° x^* A° (resp. a; € A°^ tels que le premier terme de ujjs* (x) soit
y1.

Le décalage sur S^ induit une transformation TB* sur A° x^ A°
définie par : V(a;_, x) € A° x ̂  A° T^. (a;-, x) = (6?1 ̂ -, ̂ nl x) où fr?1

désigne le premier terme de o^g* (x).

LEMME IV. 6. — L'ensemble A0 x^* A° est relativement compact
dans A° x A° prive de la diagonale.

Démonstration. — Raisonnons par l'absurde et supposons qu'il exis-
te une suite (yniXn)n>i de A° x^x. A° convergeant vers un point ( z ^ z ) .
Quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer qu'il existe ai G A
(resp. 02 G A) tel que pour tout n >, 1 le premier terme de la suite
(j^A^n) (resp. ^A^Vn)) soit ai (resp. 02). Puisque Q/n,^n) 6 A° x^* A°,
on a ûi 7^ a^1; de plus, les suites (xn)n>i et (î/n)n^i convergent vers
z d'où z € 5'-i D 5-1 n A. On déduit du lemme 1.2 l'existence d'un

"'1 "2
élément p € P fixant ^ et vérifiant donc p = a^ • • • a^ avec a^ = ai et
o^ = a^1. Soit TT l'unique élément de Pô conjugué à p; il existe 1 < q < l
tel que TT = a^ • • • o^a^ • • • a^_i. Considérons ri, 7-2 € N, r2 < ^ tels que
/o + 1 = lr\ 4- r2. La suite (xn)n>i converge vers z et le premier terme de
^A{xn) est a^ ; d'après le lemme 1.5 pour n assez grand, les /o +1 premiers

ri fois

termes de (^A(xn) sont a^, • • • , a^, a^, • • • , a^^. Si q = 1, autrement dit si
p = TT, le premier terme de uj^ (xn) est une puissance de TT; sinon, les ç — 1
premiers termes de UJB^ (x) sont a^, • • • , Q^_i, le ç^7716 étant une puissance
de TT. Le même raisonnement appliqué à yn entraîne que si q = 1 le premier
terme de uj^ (y-n) est une puissance de 7r~1 et sinon les / — q + 1 premiers
termes de ̂ ^(xn) sont û^1,^1^, • • • , cÇ1, le (l—q)^^ étant une puissance
de 7r~1 ce qui contredit le fait que (yn^Xn) ê A° Xjg* A°. D

COROLLAIRE IV. 7. — II existe N^ ç ̂  tel que inf Kr^2)'^)! >1.
a;eA°

Démonstration. — Raisonnons par l'absurde et considérons un réel
f3 > 1 et une suite (xn)n>i de A° tels que \{T^)'{xn)\ < 0 pour tout
n > 1; posons uJi3*{^n) = (^nÏ)i>i et 7n = ̂ 1 • • 'V^ . Quitte à extraire
une sous-suite on peut supposer que pour tout n > 1 on a bni = &i et
bnn = ̂ 2; notons uJA^i) = un, • • • ,ai^i et 0:^(^2) = û^i? • • • 5 0^2-
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Si an 1=- a^ posons gn = a?iûi^7n et Xn = a^a^Xn. Les
transformations gn sont loxodromiques et le 23* -développement de leur
point répulsif Xg^ est périodique de période ^B*(9n)- Par conséquent, si
Vn = T^(Xn), le couple (x~g^yn) appartient à A° x^* A° et l'on a

\9n{yn)\ = \(a^y(xn)Wyn)\ > ̂ ^\(a^alJ(z)\.

D'après le lemme IV.8 il existe donc une constante B > 0 telle que
pour tout n ^ 1 on ait \Xg^ - Xn\ > ^|^n(^n)lf- Le groupe r
étant géométriquement fini on a lim |p^(aÇ^)| = +00 ce qui contredit

l'inégalité \x~g^ — Xn\ < 2.

Si un = a^1 on choisit a ç. A — {a^1} et on applique de nouveau le
raisonnement précédent en remplaçant gn par a2^ et Xn par o^Xn' D

Pour tout x ç. A° posons

h ( \ r ( ^-)ne* [ x ) = C-2 / i————TOÀ
J{x-çAO/{x-,x>)çAOXB^O} \x- "^1

^-1 f a(dx)a(dx-) _ . , . 1 1avec Co = / ——-————-. En reprenant les arguments de la
— 1 /y* rf\ZOJA°XB*A0 \x- ~ x\

démonstration du corollaire 11.5 on obtient le

COROLLAIRE IV.8. — La mesure ^(dx) = h^{x)a{dx) est une
mesure de probabilité T^-invariante sur A°. De plus

\ha-(x) -ha-{y)\ „ ,sup sup -—————rj,——— < +oo
b-e^ .^A^ \x-y\60

x^y

avec ÔQ = inf(l,<$).

V. DEMONSTRATION DU THEOREME A

e016

Dans ce paragraphe, nous montrons que TTM^) Gst équivalent à ——
lorsque a tend vers +oo. Nous utilisons le codage des points x G A° par les
suites o^* (x) introduites dans le paragraphe précédent; lorsque P = 0 on
a 23* = A* et c^g* (x) = uj^ (x). Pour alléger le texte, introduisons les

NOTATIONS.
VB* = v-

On note u^a* = ̂  TB* = T, h^ = h, fa* = î et
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+00 ^
Posons N(a) = ^ -^ e A° / T^x) = x et 5n/(.r) < a}; on a

n==l 7l

^(a) - ̂ (a/2) < 7TM(a) < N{a). Pour établir le théorème A, il suffit de
pd6

montrer que N(a) est équivalent à —-. Nous reprenons ici une idée deaô
S. Lalley et approchons N(a) par des quantités de la forme

+00 .

^(.,a)(A) = ̂  -î{y e A/T^) = x et Snf(y) <, a}
i ^71=1

où {x, a) e A° x R'^ et A est un ouvert de A°. En exprimant A^a) comme
potentiel d'un certain opérateur positif et en utilisant un théorème du
renouvellement harmonique, on montre le

THÉORÈME B. — Soit a là mesure de Patterson-Sullivân sur A.

Si jjAUPo > 5 alors, pour tout ouvert A C A° de a-mesure strictement
pCLÔ

positive, TV(^)(A) est équivalent à h(x)—a(A) lorsque a tend vers +00,
uniformément par rapport à x € A°.

Si jjA U PQ = 4 on pose A^ = {x ç A0/ le premier terme de ̂ (a;) est
af1} avec e ç {1,2}. Pour tout ouvert Aç C A^ de a-mesure strictement

ça6
positive, A^a)(Ag) est équivalent à h(x)——a(Ae) lorsque a tend vers +00,
uniformément par rapport à x € A^.

Dans les paragraphes V et VII, nous utiliserons de façon essentielle la

PROPRIÉTÉ V.l ([14]). — Soit G un groupe discret non élémentaire
d^isométries de B^. Si G contient des transformations paraboliques, l'expo-
sant critique de la série de Poincaré associée à G est strictement supérieur
à 1/2.

V.a. Perturbation des points T-périodiques.

NOTATIONS. — Soient x e A° et (6^)z>i son B*-développement.
Pour tout k >_ 1, on note cJk(x) la suite finie (^^^)l^^^A;• De même, si 7 e F
et ^(7) = (^K^, pour tout 1 < k < l on note 0^(7) la suite (6^)i<i<fc.

Nous reprenons ici des arguments de [2] et [11]. Soit ko > IQ. Notons
Sïko = {^ko{x)/x e A0} et fixons une suite (7^>i d'éléments distincts de
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F telle que Q^o = M7î)A > 1}- Posons A^ = [x G A0/^^) = ^(7^)};
la famille (A^)^>i forme une partition de A°. Dans chaque ensemble A^
on se fixe un point Xi. Soit x € A^ tel que r^rr) = x. On associe à
x le point ^ e A° dont le B*-développement est uj{x} = a;n(^)Va;(a^);
on a ^ ç A° et ^n+fcoC^) = ^n+fcoO^)- Notons alors Fix^^ l'ensemble
{x ç. AO/Tn(x) = x}. L'application qui bx € Fix(r71) associe a: établit une
bijection entre les ensembles Fix^) H A^ et T"71^) H A^,î > 1.

LEMME V.2. — II existe No e N,A,B e R*+ et p 6]0,1[ tels que
pour tout entier s > NQ et pour tous x, y e A° vérifiant 0:5 (a;) = ^s(y), on
ait \f(x) - f(y)\ < A\Tx - Ty\ < Bp8.

Démonstration. — Voir paragraphe V.d.

Ajustons le choix de fco en supposant ko > NQ'^ si x ç. Fix^"^ alors
+00

^n+ko(x) = ^+fco(^) d'où \Snf(x) - Snf(x)\ < 0^ avec 6^ = B Y, p8

s=ko
d'après le lemme V.2. On a d'une part

^{y ç A^/Tny=Xi et Snf(y)<^a-e^}^{x € Fix^nA^/^/O^a}

et d'autre part

^{x ç Fix(^n)nA^/5n/(^)<a}<tt{2/ e A^/T^^Xi et Sr,f(y) <a+^J.

On en déduit les

INÉGALITÉS V.3. — Pour tout ko > No, on a
+00

i) EN^a-e^W<NW
i=l

+00

ii) ^(û) < E ̂ ,,+^)(A^).
î=l

V.b. Le théorème A se déduit du théorème B.

Commençons par le cas où ^A U Pô > 5. D'après le théorème B,
ç0,8

Nçxi,a-0k )(^i) est équivalent à h(xi)——cr(A^) lorsque a tend vers +00.
En appliquant le lemme de Fatou dans l'inégalité V.3.i), on obtient

+00 /.

e-^o ̂ h{x,)a^) ̂  Um^f^(a).
i=l '~^

a—^+00 ea
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Le passage à la limite dans l'inégalité V.3.ii) est plus délicat et nécessite
l'utilisation du théorème de la convergence dominée de Lebesgue, d'où le

LEMME V.4. — II existe une série à ternies positifs convergente
C016

(Q)î>i telle que pour tout a > 0 on ait TV^^A^) < Ci—.
CLO

Démonstration. — Voir paragraphe V.d.
c +00

Nous obtenons donc limsup -^N(a) <: e60^ V^ h(xi)a(A°). Finale-
a—>+oo (3a —"^

ment, pour tout ko > M)? o11 a
+00 ^ ^

e-^° ̂ h(xiMA^) < lim^f-Ar(a) < limsup— N(a)
•^-. a—^-i-oo e a,_>.-(-Qo C

+00

<e^"^(^(A^).
i=l

On achève alors la démonstration du théorème A en remarquant que
lim 0ko = 0 et que

ko-^oo

+00

lim y h(xi)a(A°) = \ h(x)a(dx) = 1
ko~^oo t^. ^AO

car la mesure a n'a pas d'atome ([19]).

Considérons maintenant le cas où ^A U PQ = 4. On pose 7TM(a) =
Tî'i(û) + ^2(0) avec

+00 ^

7r,(a) = Y^ -^{x e PeT(A°,)/p(x) = n et 5n/(a;) < a}, e = 1,2.
r^i71

On a T(A?) = A^ et T(A^) = A?; si x e A^ est T-périodique, la période
+00 \

p(x) est donc paire d'où 7Te(a) = ^ ^-tt{^ C Per(A^)/p(a;) = 2n et
71=1 ^^

S^nfÇx) <, a}, e = 1,2. De la même façon si Aç est un borélien de
+00 1

A^ et x e A^, on a ^,a)(Ae) = E ̂ {v € A^/^2»(y) = .r et
n=l ̂

S2nf(y) < û}, e = 1,2. Le reste de la démonstration se calque alors sur
le cas précédent. D

II reste à démontrer les lemmes V.2 et V.4; pour cela, nous avons
besoin de contrôler précisément la dynamique des éléments de B.
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V.c. Dynamique des éléments de B.

NOTATION. — Soit b71 G B; on note A^n l'ensemble des points x € A°
dont le B*-développement commence par b71.

LEMME V.5. — II existe C > 0 tel que pour tout b e A U PQ, pour
tous n > 1 et x e A^n on ait

\Tx - Xb\ > C et \Tx - Xb-i | > C
où Xb = lim bk(x).

fc—»-+00

En d'autres termes, l'ensemble |j r(Agn) est inclus dans un compact
n>,l

ne contenant ni Xb ni a^-i.
Démonstration. — Soit b e A U Pô- Supposons qu'il existe une

suite (a;fe)fe>i de |j Agn telle que ̂  = T^ converge vers ^. D'après le
n>l

lemme 1.5 pour k assez grand le B* -développement des points yjç commence
alors par une puissance de b ce qui contredit l'égalité Txjç = Vk- D

LEMME V.6 (Lemme P). — -Soit b une transformation parabolique
de AU PQ. Il existe une constante Cb > 0 telle que

i) Vn > l^x e Aï. -^ < K^)'^)] < ̂ .

ii) Vn > l^y C Aï. IK^y^)!-!^)'^)!! < ̂ Tx-Ty}.
Tli

Démonstration. — En utilisant le lemme V.5 et en faisant un calcul
explicite sur tf on établit l'existence d'une constante C > 0 telle que

1 C
Vn > l,V.r e AÏn — < \x - x^\ < —. La double inégalité i) s'en déduit

i n 12/y* __ /y», Al

grâce à la relation [(^/(ra;)! = 1 _ 1 ^ . Pour établir l'inégalité ii),
|JL ^ ^b |

fixons x^ y € A^n ; on aiiOTwi-iOT-TOii»^,-^^
d'où

||OT-(r,)|-|OT-(r,)||î ,-^^
l |a;-a;b|2 |y-.E(>|2

|Ty-a;(,|2 ITy-a-bl2
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On conclut alors en utilisant la relation

\x - y\ = ̂ WWW^yWx - Ty\. D

De la même façon on établit le

LEMME V.7 (Lemme L). — Soit b une transformation loxodromique
de AU Pô. Il existe Cb > 0 et 0 < r^ < 1 tels que

i) Vn ̂  1,W e Ag. —7f < ̂ (Tx^ < C,rf.
^b

ii) Vn > 1,V^ G Ag. H^yCT^I - K^TOH ̂  C^\Tx-Ty\.

V.d. Démonstrations des lemmes V.2 et V.4.

Démonstration du lemme V.2. — Pour tout entier s > 1 et tous
x, y € A° tels que ujg {x) = ^s(y)i on a

\T\x) - r5^)! = ̂ Kr^'^iK^y^ii^ - 2/1.
Comme inf^ [^^^(z)} > 1, il existe 0 < p < l e t ^ i > 0 tels que pour

tous x,y ç. A° satisfaisant ujs{x) = ^s{y) on ait \x — y\ < K^p8 (*). Par
ailleurs, d'après les lemmes P et L, il existe K^ > 0 tel que si a-, y ç A^n
alors

IKM^I-KMm)!! . „ ,̂  „ ,———^^———<^|T.-T,|.

Le lemme découle alors de la majoration | Log(l +n)| <, 2\u\ pour \u\ assez
petit. D

Démonstration du lemme V.4. — Supposons ^A U PQ > 5. On a
+00

^,a)(A^) = ̂  ̂  ^ lA^)W5n/(2/)).
n=l y/Tny=Xi

En combinant les lemmes P et L, on établit l'existence d'une constante
K\ > 1 telle que pour tout b71 e B* et tout point y e T(A^n) on ait

K^)'^)! < ̂ -; ainsi, si a;(î/) = (^),>i alors 5^/(2/) > 2Log(^i " ' p n ) ~

nLog K,. Posons ̂ ,.)(A^) = ̂ ,,)(A^) + ̂ ^)(A^) avec

^,a)(A^)=^^ ^ lA^(2/)l[0,a](^/(2/))
n=l y/Tny=Xi
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et
+00 .

^,a)(A^)= E ^ E IA^)W^/Q/)).
n=fco+l 2//^T^2/=a;^

Fixons î > 1 et posons ^(7^) = (^)i<z^fco5 P01111 tout 1 < n < ^o, si
2/ ç A^ et ^{y) = x, alors cc;Q/) = (^)i<^<nVa;(^) et donc 5n/Q/) >
2Log(pi ' "pn} — nLog K\. Par conséquent

kp .

^a^) < E -^O^+nLog ^](2Logpi . • •Pn).
n^

çX

La fonction x ̂  ——— étant croissante sur R^ on a pour tout réel A positif
1 4- x

^x6 çA6 ^ i ^g

I[O,A](^) ^ i[o,^](r^) ^ n^ ̂ ^
- ,̂(A;.).̂ .v-;-5^1±^ .̂

Par ailleurs, on a

^.,o)(A^.)
+00 1

= E ^ E E lA°,,(y)l[0,a](5n-fco/(^)+-W(y)).
n=fco+l z/Tn-kOz=Xi y/TkOy=z

Si y ç A^ alors 0^0 (2/) = ^(^z) d'où Skaf{y) > A, avec A, =
2Log(pi • • -pfeo) — koLogK^. Remarquons que Ai est strictement positif
sauf peut-être pour un nombre fini d'indices. En minorant Skof(y) par Ai
dans l'expression de N^^(A^) on obtient

^^(A^)<^,,-A.)(A0).
Ainsi N^. ^)(A^) = 0 si a ^ A,; de plus, d'après le théorème B, il existe
K'2 > 0 tel que pour tout i > 1 et tout a > Ai on ait A^a^^z) ^

e<?(a-A,)
j^————————. Comme 1 - 6 Ai > 0 sauf peut-être pour un nombre fini

1 + 6{a - Ai)

d'indices î, on obtient A^^(A^) < cf-^ avec Cf = ̂ e-^^.

Comme 6 > 1/2, les sommes

\^ 1 . V^ Log^r-pn)

^^•••p^ e .À- (pl-pîl)2^

+00 +00

sont finies et les séries ^ C[ et ^ Cf sont donc convergentes.
i=l i=l
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Supposons maintenant jJAUPo ^ 4. Les Nç^^(^) s'expriment alors
de la façon suivante :

+00 -i ___

A^,a)(A^) = E 2n E ^(^[o^WQ/)).
n=l y/T2ny=Xi

Soulignons que si A^ c A^ avec e = 1,2 et T271^ = n alors ^/ e
A^. En reprenant la démonstration précédente, on obtient en particulier
Nf(fx^,a}^Q1^) ^ NÇxi,a-Ai)Ç^) et on peut alors appliquer le théorème B
pour obtenir la majoration souhaitée. D

VI. THÉORIE DU POTENTIEL
ET DÉMONSTRATION DU THÉORÈME B.

VI. a. Un théorème du renouvellement harmonique
pour une marche de Markov transiente sur R.

Soient (X, d) un espace métrique, X la tribu des boréliens de X et
Boo(X^C) l'ensemble des fonctions boréliennes bornées de X dans C. On
considère une probabilité de transition sur X, c'est-à-dire une application
Q de X x X dans [0,1] telle que :

- pour tout A e <Y, l'application x i—^ Q(x, A) soit borélienne,

- pour tout x e X, l'application A i—^ Q(x^A) soit une mesure de
probabilité sur X.

On associe à Q l'opérateur (noté encore Q) défini, pour tout (p e
£?oo(^C),par

VrreX Q^(x)= [ ^(y)Q(x,dy).
Jx

Fixons une fonction borélienne g de X dans M et introduisons le noyau
de transition Q sur X x R dont l'opérateur associé est défini, pour toute
fonction borélienne bornée ^ sur X x R, par

V(^, t) e X x R W(x, t) = [ ^Q/, t + g(y))Q(x^ dy).
Jx

Pour étudier Ç, nous introduisons la famille d'opérateurs de Fourier
(Q\)\çR définis par Q\(p = QÇe^9^). On note Cc(X) l'espace des fonctions
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continues à support compact de X dans C et |.|oo la norme de la conver-
gence uniforme sur X. Nous introduisons un espace de Banach (E, \\.\\E)
formé de fonctions boréliennes bornées sur X et vérifiant les propriétés
suivantes :

1) 1 e E.

2)^çE Moc<|Mb.

3) E H Cc(X) est dense dans (Ce PO, l- loo) .

Nous avons le

THÉORÈME VI. 1. (Théorème du renouvellement harmonique
[3]). — On suppose que le couple (Q^g) vérifie les hypothèses suivantes :

Hl) Q opère sur (E,\\.\\E)'
H2) II existe sur X une unique mesure de probabilité Q-invariante ^

et le rayon spectral sur (E, [|.||^) de l'opérateur R = Q - ̂  est strictement
inférieur à 1.

H3) Les opérateurs Q\, X e R, opèrent sur (E, \\.\\E) et pour tout X ̂  0
le rayon spectral sur (E^ \\.\\E) de Q\ est strictement inférieur à 1.

H4) sup Qg^Çx) < +00 et 0 < ii{g) < +00.
xçx

H5) L'application \^—>Q\ est de classe C3 de (R, |.|) dans l'espace de
Banach (^(-E'), ||.||r(£;)) des applications linéaires continues sur (E, \\.\\E)
muni de la norme usuelle.

Sous ces hypothèses, lorsque a tend vers +00, la famille de mesures
/ +00 \ ^ \
[a Y^ —(^((.z^a),^^)) converge vaguement et uniformément par
\ ^=1U /a>0
rapport à x ç. X vers la mesure produit ^ 0 l sur X x R où l désigne
la mesure de Lebesgue sur M.

En particulier si u est une fonction non nulle de R"*" dans R4' continue
et croissante et si (p est une fonction borélienne de E dans R dont l'ensemble
des points de discontinuité est fjL-négligeable telle que ^{(p) > 0, on a

+00 ^

E W^^W^o)
lim sup ^——T——Ta——————-1 =0.AJ.AAJ. OtAj^ / x ..Q

-+°°^1 tM n(t)dt
a Jo
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VI.b. Construction de l'opérateur de Perron-Frobenius
associé à T.

Rappelons que la mesure v{dx) = h(x)a(dx) est une mesure de
probabilité T-invariante sur A° et que pour toute fonction (p borélienne
bornée de A° dans M et tout 7 e F on a

(*) / ^~\x))a(dx) = / ^)|7'Q/)|^W
JA° JA°

Notons L^A0,;/) l'espace des fonctions boréliennes de A° dans R de carré
^-intégrable. La mesure v étant T-invariante, la transformation T agit
isométriquement sur L^A0, v) de la façon suivante :

v^eL^A0,^) r(^)==^or.
Soit P l'opérateur adjoint de T dans L2(AO^) ([2), [3], [6], [16]); pour
toutes fonctions boréliennes bornées (p et ^ ce L^A0,^), on a

/ T(^(x)^(xMdx) = / ^x)P^(x)^(dx).
JA0 JA0

En revenant à la définition de T et de v, on obtient pour ^-presque tout x

p^)- E ^-W2/)^).
y^/Ty=x aw

A priori, P'0 est défini dans L2(AO, ̂ ); nous étendons l'action de P à l'espace
des fonctions boréliennes bornées sur A° en posant la

DÉFINITION VI. 2. — Pour toute fonction borélienne bornée y? sur
A° et tout point x e A°, on pose

^W- E ^^^(y).
y^/Ty=x n{x)

Notons que la fonction P(p est clairement définie (dans R+ ) lorsque
(p est positive; le fait que cette définition reste valable lorsque y? n'est pas
de signe constant est une conséquence de l'étude qui suit.

Les itérés de P sont donnés par la formule

PW = E ^-^"^(y)
ye\°/T"y=x n(x)

pour tout n >_ 1.
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Associons maintenant au couple (P, /) l'opérateur P défini par

P^t) = ^ l^e-^^t+fÇy)).
yçA^/Ty=x w

Pour toutn > lonaP^^t) = E ^e-^^^y.t+SnfW).
y^\o/Tny=x

VI.c. Démonstration du théorème B.

Cas où ^A U Pô > 5. Remarquons que
+00 -.

A^c,a)(A) = h(x) ̂  -P^A ^Xa)(^0)
1 nn=l

avec ^A^/) = —^) pour tout ?/ e A° et ^a(^) = l^a]^)^ pour tout
t e M. Pour pouvoir utiliser le théorème du renouvellement harmonique,
nous montrons dans le paragraphe VII qu'il existe un espace de Banach
(L, ||. ||) de fonctions de A° dans C vérifiant les trois conditions suivantes :

1) 1 e L,

2 ) V ( ^ ç L |^|oo< IHI,

3) L H Cc(A°) est dense dans (Cc(A°), |.|oo)

et que le couple (P, /) satisfait sur (L, ||.||) les hypothèses du théorème VI.l
(avec en particulier la mesure v comme unique mesure de probabilité T-
invariante sur A°). Nous pouvons donc appliquer ce théorème aux fonctions
^ = 9A(x) et u(t) = e^ d'où la première assertion du théorème B.

Cas où ^A U Pô == 4. L'hypothèse H2 est satisfaite par le couple
(P2,/ + / o F) sur chacun des ensembles AÇ et A^. Le reste de la
démonstration se calque sur le cas précédent. D

VII. ÉTUDE SPECTRALE DES OPÉRATEURS PA

Rappelons que A;o est un entier fixé supérieur à lo et No (voir
Lemme V.2). Remarquons que pour toute fonction borélienne bornée (/?
sur A° et tout x € A° on a

P^(x)= ̂  Pb-W^x) avec p^{x) = l^J&^^^l^y^)^h(x)b^e^*
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Le lemme suivant permet d'expliciter la condition V^x ç. A^n.

LEMME VII.l. — Soit 671 € B*; on a TAgn = U A^.
{7^/fcnVa/(7i)ef^}

Démonstration. — Soit .r e Î^A^n); on a ^(ya;) = V^ujÇx).
Comme rc appartient à A^ on a o;(a;) = o^^V^^"1^) d'où ^(^a;) =
b^uj^fi^uj^^x} et par conséquent ^Vo^) ç Q^.

Réciproquement, soient 7^ tel que b^uj^i) e Q^* et x ç A° . Comme
1 .̂4* (^7z)l > ^o? les suites UJB^X) et u^a^^i) ont le même premier
terme d'après la proposition III. 12. En revenant à la construction du 23*-
développement d'un point de A°, on obtient ^(Vx) = (^Vo^a;) et donc
xçTA0^. D

On déduit du lemme précédent que la fonction x i-> l^o (^x) ne
dépend que des ko premiers termes du fi* -développement de x-, ainsi, pour
tout i > 1, tout bn ç B* et tout x e A^, on a p^{x) = h(bnx^ ^b^Çx)^

h(x)
si ^Vo^) e îî^* et pb^(x) = 0 sinon.

Introduisons maintenant la

NOTATION. — Soit Lko Pespace des fonctions (p de A° dans C telles
que

IMI = |^|oo+m((^) <+oo

où |.| oo désigne la norme de la convergence uniforme sur A° et

m((^)=sup sup \^~^\ avec 6o=mî(l,6).
Î>1 x,yçA^ \X - y\ 0

x^y '

On a 1 e L^, Vy? ç L^ |^|oo < ML,, et L^ H Cc(A0) est dense
dans Cc(A°). De plus (Lfco,||. | |) est un espace de Banach et que, par le
théorème d'Ascoli, l'injection canonique de (L^oJI .H) dans (Lfco,|. |oo) est
compacte.

VII.a. Hypothèse Hl.

Rappelons que \/x ç. A° h(x) = \ -°——^—-.
J{x-çAo/Çx-,x)(EA°XB*A0} \X - X-\26

Nous avons le
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LEMME VII. 2. — La fonction h appartient à l'espace L^. De plus,
il existe K > 1 tel que

\/x C A° 1 < h(x) < K.
K

Démonstration. — En revenant à la définition de A° x^ A°, pour
toutî ^ 1 et tout a; e A^ on a {a:_ e Ao/(^-,rr) e A°x^A°} =7,(A°_i).

/* f ̂ i \
Par conséquent, si rr € A^. on a h(x) = \ -,—v——^-. Pour tous

7^(AO_ ) |^-^-|
T.

a:, y G A° on obtient donc

\h(x) - h{y)\ < I ———^ - ———^ a{dz)^(A0.!) \x~z\ \y ~ ^ii^ ^i
r Il/y. y|<5 |., y\6

< 2^+1 / 1 1 1 , 1 ' / " . 1 ^(^).A,(AO j |^-^|2/-^F
^z

On déduit du lemme IV.8 l'existence de eo > 0 tel que
o<5+l r

\h(x) - h{y)\ < -^ / ||^ - z\6 -\y- z^\ a(dz).
^ .Ayz(A°_i)

^i

2<$+1

Si ^ < 1, on a alors \h(x) - h{y)\ < -^-\x - y\6 et si 6 > 1 on obtient
^

6^6
\h(x) - h(y)\ < —^-\x -y\. Ceci montre que m(h) est fini. Par ailleurs, pour

eo Ctout x e A° on a \h{x)\ < —^ et donc h e L/cy.
eo

La deuxième assertion de la proposition découle de l'encadrement
e^ <\x,-x\26 <^. D

Ce lemme va nous permettre de contrôler les poids p^.

PROPOSITION VII.3. — Pour tout b71 ç. 23*, la fonction p^ appar-
tient à Lko. De plus, la série ^ \\p^ \\ est convergente.

b"-^

COROLLAIRE VII.4 (Hypothèse Hl). — L'opérateur P opère conti-
nûment sur (L^o, [ 1 . 1 1 ) et Pl-A0 = IA°-

Démonstration de la proposition VII. 3. — Les lemmes P, L et VII. 2
entraînent l'existence d'une constante K > 1 telle que



788 F. DAL'BO & M. PEIGNÉ

1) Va; € A° 1 ^ h(x) < K,
j\

2) V6" e B*, Vy e Agn | (^/(Ty) \^K^.
Tv

Fixons i > 1 et ^n e ff* tels que ^Vcc^) e ̂ .; si a; e A^ on a
K^/Cr)! = K^/CT^)! avec î/ = ̂  si bien qu'en combinant les inégalités

K2-^6

1) et 2) on obtient \p^ |oo < —^-. Ceci implique que |p&n |oo est fini et que
iv

la série ^ |p^|oo est convergente puisque <5 > 1/2. Par ailleurs, pour
brzçB*

tous ^,î/ G A^, on a

l,,(,)-̂ (rils!'>(»^ l̂(»~)̂ l.

+ ̂ )-Mi) '•(^'('""'tl'+'Sf'IIWW-IOT'd')!'!-
Les points ̂ {x} et ^(î/) appartenant à un même ensemble A° on a

\P^(x) -p^(y)\ < ̂ (^ l^^.^^l^i^ny

+/^^)la; - ̂ o^n2/)l(&n)/^)l' + ̂ li(^)^)i'-i^n^n.
On a ^(a;) - 6n(2/)| = ̂ W^WW^ - 2/1 et d'après les lemmes P
et L il existe K > 0 tel que H^/O^ - K^/O/)^ < -^\x - y\60', on
montre ainsi l'existence de deux constantes strictement positives A et
B telles que \pb^(x) -pb^(y)\ < ^—— x - y\60 ce qui montre que
m(pfcn) est finie et que la série ^ m(pfon) est convergente. D

b-nçB*

VII.b. Hypothèse H2.

L'étude du spectre de P sur (Lj^,||.||) repose sur le théorème de
lonescu-Tulcea et Marinescu dont nous donnons ici un énoncé dû à H. Hen-
nion [11].

THÉORÈME (IONESCU-TULCEA et MARINESCU). — Soient (-B,!!.!!^)
un espace de Banach sur C et Q un opérateur linéaire continu sur (E, ||.||^)
de rayon spectral égal à 1. On suppose qu'il existe sur E une norme |.| telle
que
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i) Popérateur Q soit compact de (£J, ||.||£7) dans (E, |.|),

ii) il existe 0 < r < l e t R > 0 tels que Q satisfasse l'inégalité de
Doeblin-Fortet DF(r) suivante :

V(^eE \W\E^rME+R\^

Sous ces hypothèses, Q admet un nombre fini de valeurs propres de module
1, les espaces caractéristiques correspondants sont égaux aux espaces
propres et sont de dimension finie. De plus, le reste du spectre de Q sur
(E, ||.||£;) est inclus dans un disque de rayon strictement inférieur à 1.

Montrons que l'opérateur P satisfait les hypothèses de ce théorème
sur (Lfco, 11.11). Puisque P opère continûment sur (L^o, ||.||) et que l'injection
canonique de (LfcoJMI) dans (LfcoJ.loo) est compacte, l'opérateur P est
compact de (L^, ||.||) dans (L^, |.|oo). Rappelons que pour toute fonction
(p C Lko on a |P^|oo < Moo. Par conséquent, si P satisfait l'inégalité
de Doeblin-Fortet DF(r) ses puissances sont bornées sur (L/co, ||.||) et son
rayon spectral p(P) sur cet espace est inférieur ou égal à 1; de l'égalité
Pl^o = IAO, on déduit que p(P) = 1. Il nous reste donc à montrer le

LEMME VII.5. — II existe 0 < r < 1, R > 0 et N ç N* tels que

V^eLfe, ||P^||<r|H|+IîHoo.

Démonstration. — Comme T est dilatante sur A° il existe [3 >
1 et N ç N* tels que pour tout x C A° on ait [(T^y^)! ^ l 3 '
Fixons i > 1 et considérons des éléments b^1,'"^7^ de B* tels que
la suite ^1, • • • ,6^ Va; (7^) appartienne à ̂ ; pour tous x,y C A^ on
a T N W l - ' b n ^ x ) = x et TN(b^ . • -b^y) = y d'où l^1...^^-

&?1 • • • b'ryy\ < -\x-y\ (*). Notons alors p^i...^^ la fonction définie par

V^ G A^ p^i...^ (x) = p^i (^2 • • • b^x)?^ (^3 • • • b^x) • • .p^ (x).

Pour toute fonction ^ e Lko on a

V^ € A^ PN^(^) = ^ ^(&î1 • • • b^x)?^^ (x).
^,-,^€^

bï l>•••'bîvNva;(^^)€"B*

En particulier ^ P6nl...bTl^(:^) = 1 car PN1 = L Ainsi,
^•-^^ 1 N

^^••••b^v^^^enB*
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pour tous x, y e A^, on obtient

IP^-P^Q/)!

^ E ^1 ...ô-yv (^)kW1 • • • b^x) - ̂  . • . b^y)\
^1,-^N^

b^-.b^v^)^.

+ Hoc ^ IP6nl...fon/v(^) -Pb7ll...bn^(2/)|, -^ — -^ ...^<
^''•••-^eB*

b^.-.-.b^v^^^eng^

< m(^) ^ î ...b^ (^)l^1 • • • b^x - b^ • . . ̂ ^°
"r1.-^^

^'•••^v^)^*

+ l^loc ^ bb^...^(^) -p^i...^^)!.
1 ^N ' ' ' "1 "•"JV

^1,-^.b l l,•••,b•,:^€B• f t

b^^.-.^^v^^^ens^

En utilisant l'inégalité (*) on obtient

E P^^^ml'•'^Nx-bn,^^b^y\^ < ——\x-y\60.
b^i,...,b^e^ p

b^,.,b^vc.(^)e^.

Par ailleurs, d'après les lemmes P et L, il existe une constante C > 0 telle
que pour tout i ^ 1, pour tout ^n e ^* vérifiant ft^Vo^) e ^^>. et tous
x, y e A^ on ait ̂ x - ̂ y^0 < C\x - y <$0; par conséquent

E bb^-b^^) -Pb^...b^(2/)l
^1,-^N^

b^i,...,b^vc.(^)e^.

A^
< E ^Mb^,.^bnN^x^y)

b^,...,b^NçB. r=l
b^i,...,b^v^(^)enB*

avec
Mb^\...^N(^x^y)
= P^ ...b:^ W- • • • b^x)\p^ (b^ . . . b^x) - p^ (b^ . . . b^y)\

xpbnr+l^bnN(y)^N \
"r+1 "•^N

< P^...^ (b^ . . . b^x)?^ ^ WmÇp^C^^x - y\60.

En prenant C > 1 on obtient donc
^ /^N+I

m(P^)<.m(^)+——- ̂  I^IIMoc.
' ^e^*
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L'inégalité DF(r) du lemme VII.5 est donc bien satisfaite avec r = —^- et
^N+1

fi=—— E M+i- D

^efi'-

Ainsi, d'après le théorème de lonescu-Tulcea et Marinescu, l'opérateur
P sur (Lko^ 11 .11) a un nombre fini de valeurs propres de module 1, les sous-
espaces propres associés sont de dimension finie et le reste du spectre est
inclus dans un disque de rayon strictement inférieur à 1.

LEMME VII.6. — Soient ^ e L^ et 0 e M tels que P(p = e^y.

Si ^AUPo>. 5, alors e10 = 1 et (p est constante sur A°.

Si (.A U Pô = 4 (Le. si A = {a-i, ai, 0-2, û^} et Pô == 0^, alors deux
cas se présentent :

1) e'10 = 1 et (p est constante sur A°,

2) e16 = -1 et ^ = C(IAO - IAO) où C e C,A? = \J A^n et
1 2 nez- 1

A°,= U A°̂ .
nez-

Démonstration. — Voir fin du paragraphe.
On déduit de ce lemme que si jjAU PQ > 5, il existe sur (Lfeo, ||.||) un

opérateur Q de rayon spectral strictement inférieur à 1 tel que P = E\ + Q
avec E^Q = QE1 = 0 où £'1 désigne le projecteur (de rang 1) associé à la
valeur propre 1. L'égalité vP = v impose alors £'i((^) = ^(^)IAO pour tout
(p e Lfco; en particulier (P^n^i converge dans (L^o, ||.||) vers i^((p) ce qui
entraîne que v est l'unique mesure de probabilité P-invariante.

Si jjA U PQ = 4, on note L\ (resp. 1/2) l'espace des restrictions à AÇ
(resp. A^) des fonctions de L^o. Dans ce cas, l'opérateur P2 opère sur Li
et se décompose en P2 = 1̂ 1 + Q\ où ^i est la restriction de v à A^ et CiI-LI
un opérateur de rayon spectral sur (Li, ||.||) strictement inférieur à 1. De
même, P2 opère sur 1/2 et admet la même décomposition spectrale. Nous
avons donc le

COROLLAIRE VII.7 (Hypothèse H2). — Si ^ÂUPo > 5, l'opérateur
P vérifie Phypothèse H2 sur Lko'

Si ̂ AUPo = 4, Popérateur P2 opère sur L\ et Z/2 et vérifie Phypothèse
H2 sur chacun de ces espaces.

Il nous reste à démontrer le lemme VII.6.
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Démonstration du lemme VII.6. — Cas où j^4 U Pô > 5. Soient
y? € Lfeo et 0 e R tels que P(p = e^^. Les égalités P(p = e^y? et î^P = v
entraînent P\^p\{x) = |^(.z*)| v{dx)p.s\ les fonctions ^ et P^p appartenant à
Lko et le support de y étant égal à A, cette égalité est en fait vérifiée pour
tous les points x de A°.

Posons 1 = inf |y?(^)|; comme (p est continue sur A°, il existe i > 1
a;eA°

et une suite convergente (yi)i>i de A° telle que lim \^p{yi)\ =1. Pour
— H l—^-\-00

tout l > 1, on a

(*) |y,(y,)|=P|y|(y;)= ^ Pfr-Q/OK^)!.
b^çB*

b".Vo;(^)eng^

Soit ^n e 2?* tel que ^Vo^^) € f^*. La suite (& î^2/^)^>l appartient à
un ensemble A° et la fonction p^n est continue sur cet ensemble; par
conséquent, la suite (pb"(^))z>i converge et, de par l'expression de p^
et les propriétés de /i, sa limite p^n est strictement positive. De même, la
suite (^(y^z))^! converge et l'on note ^n sa limite. Faisons tendre l vers
+00 dans l'égalité (*); la série ^ \\Pbn\\ étant convergente, on obtient

b-n^a*

1= Y, Pb^b-'
b"-€B*

b^Vo;(^)eng^

Comme ^ p^n = 1 et Tp^n > J, on obtient par un argument
bnçB*

b^vo^^en^
de convexité ^n = 7 pour tout ^n e ff* tel que &?^Va;(7^) G fî^.
Considérons alors un élément 7 de F tel que o;(7)Vcj(7z) e O^* et posons
cc;(^) = (^^Kj^s; en appliquant le raisonnement précédent aux suites
(^^)z>i, (b^b^yi)^, ' • • et {^yi)i>i on obtient lim |(^(7^)| = ^.

t—>'+CO

Notons maintenant 5= sup |^(^)| et considérons une suite (^)/>i
xçA°

de A°. où j > 1 est fixé, telle que lim |<^(^)| = S'. En utilisant les mêmes
1 3 l—>-\-00

arguments que précédemment, on montre que pour tout 7 € r tel que
a^(7)Va;(7.) e ̂ *, on a lim |^(7^)| == S.

l—>+00

Nous allons maintenant montrer que \^p\ est de module constant sur
A°; pour cela, utilisons la propriété suivante dont la démonstration est
donnée en fin de paragraphe.

PROPRIÉTÉ DE PROXIMALITÉ. — Pour tous i^j > 1, il existe deux
suites (gip)p>i et (9jp)p>i de F telles que pour tout p > 1 on ait
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i) ^ko{9ip) = ̂ ko(9jp) et ^}{gip)\ = \^{9jp)\ ne dépend pas de p.
ii) o;(^p)Vcj(7î) et uj{gjp)Vuj(^fj) appartiennent à f^*.

iii) Ji existe K > 0 tel que \/x e A^,Vî/ e A^. |^(.r) - gjp(y)\ < -^.

On déduit des propriétés i) et ii) que pour tout p > 1 les ensembles
gip(A°) et gjp(A°) sont inclus dans un même ensemble A^ où l = l(p).
On obtient alors

M9ipVi)\ - K^)ll < m^)\g,p(m) -g,pW\60 < ̂ ^);

par ailleurs, d'après ii) et iii) on a lim \<p{gipyi}\ = I , lim \(p(gjpZi)\ = S
Z—»-+oo ^—^+00

jy
et \9ip{Vl) ~ 9jp(zl)\ < ~^~' ^n f21188-111' tendre l puis p vers +00 dans
l'inégalité

\I- S\ < \I- \^{9ipyi}\\ 4- \S- \^{9jp^)\\ + \^9ipyi}\ - 1^ )̂11.
on obtient I = 5, ce qui prouve que \(p\ est constante sur A°.

Montrons à présent que (p est constante sur A°. En supposant (p ^ 0,
l'égalité P(p = e10^ nous donne

V^A;, .-•= E ^( '̂S'-
b^çB* T^}

bnVa'(^)eng*

(nWx)Comme ——— = 1 et V P^W = 1, on obtient par un argu-
' ^(X) ' b^çB-

^Va^)^^

ment de convexité (pÇ^x) = e^^Çx) pour tout ̂  G 23* tel que ^Vcc^^) e
fÎ0*; en réitérant cet argument, on montre que pour tout 7 G F tel que
o;(7)Vci;(7î) e Q^* et cc;(7)| = 5 on a (^(.r) = 6^(^(7:3:).

Soient alors deux points x et T/ de A°. Il existe i et j tels que
rc e A° et y e A^.; considérons les suites (^p)p^i et (9jp)p>i données
par la propriété de proximalité. On a d'une part ^(gipx) = e^^a;)
et ^fi{gjpy) = e^ipÇy) avec s == ^{gzp)\ = ^(gjp)\ et d'autre part
l^top^) - ̂ {9jpy)\ ̂  '^'(^)l^p(^) - ̂ (î/)!- En faisant tendre p vers +00,
on montre alors que (p est constante sur A°.

Considérons à présent le cas où ^4= {Q^1,^2} et P= 0. On a
alors uj^ (x) = UJB* (x). Considérons les ensembles AÇ et A^ introduits dans
le lemme VII.6; on a P(IAO) = IA° et P(IA°) = IA°- De plus, si (p 6 L/^ et
si (^i est sa restriction à AÇ, on a

\/xçA°, P2^{x)= ^ p^(^)p^(a^)^«a^).
n,meZ'1'
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Soit (p ç. Lko telle que P(p = e^<^; on a donc P2^! = e2^!. En appliquant
le raisonnement précédent à la fonction y?i et en remplaçant la suite (gip)p>i
par (gp)p>_i avec ^p = a^aja^^aj, on obtient (^i = Cil^o où Ci est une
constante. De même, si y?2 désigne la restriction de (p à A^, on obtient
(p^ == C^l-A0 ou ^2 est une constante. L'égalité P(p = e^^p impose alors
Ci = 62 et'e^ = 1 ou Ci = -€2 et e^ = -1. D

Démonstration de là propriété de proximalité. — Notons respecti-
vement di et aj le premier terme du .4-développement de 7^ et 7j. Si
di G {afl} ou sl M ^ 5, il existe a e A — {af1^^1} et on pose
g^p = .̂p = ap(cL'|a2)ko. Les propriétés i) et ii) résultent de la construc-
tion du 6*-développement de <^p, quant à la propriété iii) elle provient des
lemmes L et P.

Sinon A = {a^^af} et comme ((AU'PO > 5, il existe TT e PQ. Posons
TT === ai • • • ai avec Os € A et ai 7^ o^1- Quitte à changer TT en 7r~1, on peut
supposer que a\ 6 {o^1} et ai € {a^1}- On pose alors gip = ^(a^a2)^0'4'1

et gjp = ^(a^a^^Tra2; pour les mêmes raisons que précédemment, les
propriétés i), ii) et iii) sont vérifiées. D

VII.c. Hypothèse H3.

NOTATION. — Soie b71 € 6*; on note /&n la restriction de f o bn à
PensembleTÇA0^).

Pour tout À € R, l'opérateur P\ est défini par Va; € A° P\^p(x) =
^ pbn(x)e^x^bnx>)^p(bnx) pour toute fonction y? borélienne bornée de A°

bnçB*

dans C. L'étude de P\ nécessite un contrôle très précis des fonctions /^n.
Nous avons le

LEMME VII.8. — II existe K > 0 tel que pour tout V^ 6 B* on ait
'^(fb71) <: K avec de plus

1^1 oo < KLogn lorsque b est parabolique,

\fbn\oo <: Kn lorsque b est loxodromique.

Démonstration. — En utilisant les lemmes P et L, on montre qu'il
existe une constante K > 0 telle que pour tout b71 G B* les inégalités
suivantes soient vérifiées :
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- si b est parabolique alors sup \f(x)\ < KLogn^
xëA0^

- si b est loxodromique alors sup |/(^)| < K n.
xçA0^

Afin de contrôler m(/fon), on rappelle que, d'après le lemme V.2
il existe A > 0 tel que, pour tout i ^ 1, tout b71 e 23* satisfaisant
yVci^) e ^5* et pour tous x,y e A^, on ait

|A-(^) - A-Q/)| = |/(^) - /(^)1 < A|^ - y\

(l'hypothèse ko >NQ est nécessaire ici pour pouvoir appliquer le lemme V.2).
On en déduit m(/bn) < 2A ce qui achève la démonstration du
lemme. n

Nous avons alors la

PROPOSITION VII.9 (Hypothèse H3). — Pour tout A e M, l'opéra-
teur P\ opère sur Lko; de plus, pour X^O, le rayon spectral sur L^ de P\
est strictement inférieur à 1.

Démonstration. — Soit A un réel fixé; pour tout ^n G 0*, on a

l l e^^ l l^ lAlmC/^+l
et donc e^^ e Lko d'après le lemme VII.8. Comme pour toutes fonctions
y?i et (p2 de Lko on a ||^i^2|| < ||^i|| 11^2 I I 5 on obtient

||P^||< E M 11^^11 11^
b71^*

Cette dernière série est convergente d'après la proposition VII.3 et le
lemme VII.8; par conséquent P\ opère sur L^o.

Pour contrôler le spectre de PA, nous allons tout d'abord montrer que
P\ vérifie les hypothèses du théorème de lonescu-Tulcea et Marinescu sur
(Lko, 1 1 . 1 1 ) ; pour ce faire, on reprend la démonstration du lemme VII.5 en
remplaçant p^n par p^e^^ et l'on montre qu'il existe A ^ e N * , 0 < r < l
et deux constantes A, B positives telles que, pour tout A C R et toute
fonction (p e Lko on ait l'inégalité DF(r)

\\P^\\< rM +(A|A|+B)Hoo.

En itérant cette inégalité, on voit que les puissances de P\ sont bornées
sur Lko', ainsi, son rayon spectral p(P\) sur Lko est inférieur ou égal à 1.
D'après le théorème de lonescu-Tulcea et Marinescu, si p(P\) = 1 alors P\
possède nécessairement une valeur propre de module 1, ce qui est absurde
d'après le lemme suivant.
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LEMME VII. 10. — Pour À 7^ 0, l'opérateur P\ sur L^ n'admet pas
de valeur propre de module 1.

Démonstration. — L'égalité P\ip = e10^ donne en passant aux
modules P\^p\ = |y?|; la fonction \(p\ est donc une fonction propre de P
pour la valeur propre 1 et, comme elle est positive, elle est constante sur
A° d'après le lemme VII.8. Supposons que (p ne soit pas nulle sur A°; par
convexité, pour tout point x e A° et tout b71 e jB* tel que b^uÇx) e S^,
on a

e^^x) = e^^^^x)

d'où lim e^^) = e^ . ^) , avec ^ = lim V^x. Comme le
n-o+oo lim (p(b X) n—^+œ

n—»-+oo
groupe r n'est pas purement loxodromique, on peut choisir x ç A°
et b e B tels que la transformation b soit parabolique; on a alors
^_lmi^ /(^a;) =+oo et Jlmi f (b^ x) - f (b71 x) = 0. Par conséquent, pour
tout réel A > 0 il existe une suite strictement croissante d'entiers (rik)k>i
telle que lim fÇb^^x) - fÇb^x) = A. On a alors

A;—»'+oo

lim e^.W71^)-^/^-^) = ç^A ^ ^
/c-»-+oo

Le réel A étant quelconque, on obtient finalement À == 0 d'où une
contradiction. Q

VII.d. Hypothèses H4 et H5.

PROPOSITION VII. 11 (Hypothèses H4 et H5). — La fonction f
satisfait les propriétés suivantes :

1) sup P(f)(x) < +00.
xçA°

2) 0 < v{f) < +00.

De plus, la fonction \ ^ P\ est de classe C3 de R dans l'espace
W^ko)^ IMIr(Lfeo)) des applications linéaires continues (Z^o, ||.||) muni de
la norme usuelle.

Démonstration. — En utilisant les lemmes P, L et VII.2 on montre
qu'il existe une constante K > 0 telle que pour tout 671 e 23* les inégalités
suivantes soient vérifiées :
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b^loo < —^ et sup \f(x)\ < KLogn lorsque b est parabolique.
n xçA0^

Ip^loo < Kpn avec 1 < p < 1 et sup \f(x)\ < K n lorsque b est
XCA^

loxodromique.

~^00 (ïjOS.TïY ~^°°Pour tout l > 1, les séries ^ -—^— et ^ n1?'"' sont convergentes
n=l n n=l

car ë > 1/2; la fonction P(/Q est donc bornée sur A°. Comme vP = v et
P/ est bornée, on a y{f) < +00; le fait que v{f) > 0 provient du caractère
dilatant de T.

Pour tout t ç M, on a P^o+t^ = Pf E^ v^- eîÀO/ /^V Sup-v z=o t! /

+00 ^y
posons que pour |^| assez petit, la série ^ -—— P(e OJ / ) soit nor-

^=o /!

malement convergente dans (Lfco,||. | |); pour toute fonction (p e L^o on
N (.+\l +00 1/1^

a \\Px^tW - E'-JLP{eix^fl^\ <, ^ n||p(e^^)||||^|| avec
^0 '• Z=N+I L

+00 u\l
lim ^ il||P(e^Ào/^)|| ^ o. Posons alors V^ e L^ SN(XO^) =
~^ l=N^-l

^ ——P(e^AO•/?/^(^); l'inégalité précédente prouve que la suite d'opérateurs
1=0 l}

(SN(\o,t))N>i converge vers P\o+t dans (£(LfeJ, ||.||^(^)). La fonction
\\—^P\ est donc développable en série entière au voisinage de Ào et l'on a

^ > 1, V^ e L^ ^ (^) = ^P(e^^ f1 ̂ .
UA JA==ÀO

+00 f^y
II nous suffit donc de montrer que la série ^ — — - P ( e o • / / ) est nor-

z==o / I

malement convergente dans (Lfeo,||. | |). D'après la proposition VII.3 et le
lemme VII.8 il existe C > 0 tel que pour tout ^n ç B* et tout entier l > 1
on ait :

^Pb-e1^ f\\ < C(\\\ + 1) (Log^ lorsque b est parabolique.
TL

llp^e^^ll ^ C'(|À| + l)^?71 avec 0 < p < 1 lorsque b est
loxodromique.

+00+00 u\i (Logn^ v^ n^l
Notons que la somme ^ ^ -̂ - -^—^—- = y ^ —^ est finie si \i\ <

l==Q n=l l' Ti Tt



798 F. DAL'BO & M. PEIGNÉ

+00 +00 \-^\l +2^

26 - 1; de même, la somme ^ ^ LLn^pn = > e7^1//1 est finie si
Z=0n=l <! ^

1 +00 \f\l
e^ < -. Par conséquent, pour \t\ assez petit, la série ^ —II-P^0^)!!

P 1=0 l '

converge. D
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