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GROUPES DU PING-PONG
ET GEODESIQUES FERMEES EN COURBURE -1

par F. DAL’BO et M. PEIGNE

INTRODUCTION

Munissons la boule unité ouverte B? de la métrique de Poincaré
_ Afdz®
(1—[=?)?

conditions suivantes :

et choisissons N isométries ai,---ay de B¢ satisfaisant les

1. Le groupe I engendré par o, - - - oy contient des transformations
paraboliques.

2. Il existe 2N demi-boules fermées euclidiennes

BaysBoot, s Bay, By

dans B¢, orthogonales 4 S?~!, deux a deux tangentes ou disjointes et telles
que pour tout 1 < ¢ < N on ait

i(Ba,) =B —B__..

La condition 1 entraine que les boules B, ,B 1y yBay,B, 1 me sont
pas toutes deux a deux disjointes. De la condition 2 et du lemme du Ping-
Pong de Klein [9] on déduit que I' est discret, libre et géométriquement
fini; nous dirons que I' est un groupe du Ping-Pong. La présence de
transformations paraboliques dans I' revient & supposer que l’ensemble

Mots-clés : Isométrie parabolique — Point cuspidal — Opérateur de transfert — Théoréme
du renouvellement harmonique.
Classification math. : 53C22 — 60K05.
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des géodésiques fermées de la variété M = B?/T" n’est pas inclus dans un
compact. Le groupe I' étant géométriquement fini, le nombre de géodésiques
primitives fermées de M de longueur inférieure a a est fini. Notons dy la
distance hyperbolique sur B¢ et § I’exposant critique de la série de Poincaré
3 e734u(070) as50ciée & T'; nous démontrons le

vyerl
THEOREME A. — Le nombre de géodésiques primitives orientées et
. o o , e
fermées de M dont la longueur est inférieure a a est équivalent a s quand
a

a tend vers +oo.

De nombreux résultats dans ce sens ont déja été publiés; citons par
exemple [5], [10], [13], [15]. Si d = 2, le théoréme A est une conséquence
d’un résultat de L. Guillopé sur les surfaces géométriquement finies de
courbure —1 ([6]). En revanche, lorsque d > 2, ce résultat est nouveau
et généralise celui de S. Lalley [12] établi pour les groupes I' purement
loxodromiques; la méthode qu’il utilise pour établir ce théoreme consiste a
traduire le probléme géométrique initial en un probléme de dénombrement
d’orbites périodiques pour un flot spécial sur un sous-décalage de type fini,
puis & relier ce probléme de dénombrement & la théorie du renouvellement
pour une marche de Markov transiente sur R. Deux propriétés essentielles
permettent dans ce contexte d’appliquer la théorie des opérateurs de
transfert de Ruelle : le caractére dilatant du décalage assuré par ’absence
de transformation parabolique dans le groupe et la régularité holdérienne
de la fonction plafond définissant le flot spécial. Nous adaptons ici cette
méthode pour démontrer le théoréme A; la présence de transformations
paraboliques dans I' nous améne pour coder les géodésiques de M a
introduire un alphabet infini et donc & sortir du cadre du formalisme
thermodynamique de Ruelle. Pour pallier a cette difficulté, nous utilisons
fortement la géométrie du probléme en nous appuyant sur une étude précise
de la dynamique des éléments de I

Nous remercions Y. Guivarc’h pour nous avoir souligné l'intérét
d’établir asymptotique du nombre de géodésiques fermées en présence
de transformations paraboliques dans le groupe I'. Nous avons également
bénéficié d’une lecture détaillée de notre premiére rédaction par M. Babillot
et des remarques de E. Le Page; nous les remercions tous les deuz.
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I. TRANSFORMATIONS PARABOLIQUES
DE I' ET A-DEVELOPPEMENT.

Fixons un entier N > 2 et choisissons N isométries orientées

ai,- -, ay de B? satisfaisant les conditions 1 et 2 citées dans I’introduction.
NOTATIONS. — Pour tout 1 < i < N, on note B, la trace de By,
sur $%°1, S, le bord de By, et I'on pose A = {af!,--- afl}.
On note A I’ensemble limite de T, D I’ensemble B¢ — |J (B, — B,)
a€A

et OA = A N D I’ensemble des points limites cuspidaux [15].

L’ensemble D est un domaine fondamental pour l’action du groupe I'
engendré par .A. Nous supposons désormais que l’origine 0 appartient & D;
ainsi, pour toute suite aj,---,a; d’éléments de A tels que a;11 # aiil
aa---q0) € ]Bal—l. On déduit de cette propriété que A est un systéme
libre de générateurs de I'.

on

I.a. Transformations paraboliques de I
et points limites cuspidaux.

L’ensemble A formant un systéme libre de générateurs de I', & tout
élément + de I' on associe de fagon unique une suite finie w4(y) = a1, -+,
de A définie par ajas---a; =y et a;41 # a;l pour tout 1 <i<1[l-—1.

NOTATION. — On note P I’ensemble des éléments p paraboliques et
primitifs (i.e. p # ™ pour tout v € I' — {Id} et pour tout n > 1) de I tels
que

wa(p) =a1,---,a; avec l > 2,a; #alﬂ et a;y1 #aiil pourl1 <i<l-1.

Nous avons le

LEMME I.1. — Si vy est une transformation parabolique primitive
de T, elle est conjuguée & un élément de AU P.

Démonstration. — Supposons que < ne soit pas conjugué & un
élément de A; ainsi wa(y) = a1,---,a; avec | > 2. S’il existe 1 < i < |
tel que a; = a;4+1, on peut, quitte & conjuguer vy, supposer que a; = ay et
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+1 . . . — . n — 1 —-n
a; # a7 . Soit z, le point fixe de v; on a z, ngrilmv 0) Jm (0)
douz, €S o N S,,. En appliquant le méme raisonnement a al_l'yal et en
utilisant ’égalité a; = ao, on obtient al_l(:m,) € Se, ﬂSal_l. Par conséquent,

ZTy € Sg, N Sal—l N Sq, ce qui est impossible car a; # alﬂ. O

L’ensemble limite de I' contient les points fixes de tous les éléments
de T'; comme I' contient des transformations paraboliques, on a OA # 0
d’apres le lemme précédent.

LEMME 1.2. — Siz € AA il existe exactement deux transformations
paraboliques (y et y~!) de AU P fixant z. De plus si wa(y) = a1, -+,
(avec 1 > 1 et a; # ai?') alors z € Saz1 N Sy

Démonstration. — Ce lemme découle de ’étude des points cuspidaux
d’un groupe discret ([17] théoréme 12.3.4) et du fait que A forme un systéme
libre de générateurs de I'. O

COROLLAIRE 1.3. — L’ensemble P est non vide si et seulement si il
existe a; et a; dans A, a; # alil, tels que Sal—l NSy, NA#D.

I.b. A-développement des points de A°.

NOTATION. On note A° ’ensemble A privé des orbites sous I' des
points fixes des éléments de AU P.

L’ensemble A formant un systéme libre de générateurs de I', nous
avons la

PROPOSITION 1.4. — Soit z € A°. Il existe une unique suite (@i)i>1
de A, notée w4(z) et appelée A — développement de x telle que

(i) la suite (a1 ---an(0))p>1 converge vers x en distance euclidienne;

(i) @41 # ai—1 pour tout i > 1.

NOTATION. — On note £} Densemble {(a;)i>1 : a; € A,a;41 #
-1
a; }.

La proposition précédente établit une injection w4 de A° dans ©%; w4
n’est pas surjective car A° ne contient pas les points fixes des éléments de
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AUP. Munissons X7 de la métrique D définie par V(a;)i>1, ¥(ci)i>1 € £
1
D((ai)i>1, (ci)i>1) = N avec N =inf{n > 1: a, # c,}. L’application wa

de A° muni de la distance euclidienne sur (w4(A°), D) est bicontinue d’ou
le

LEMME 1.5. — Soient x € A et v I'un des deux éléments de AU P
fixant z. Posons wA(y) = a1, +,a;. Si (Tn)n>1 €st une suite de A°N Ba;‘
convergeant vers x alors la suite (w(z,))n>1 converge vers la suite w de
période a1, - q;.

Démonstration. — Posons wa(zn) = (ani)i>1 avec ap1 = a; pour
tout n > 1. Raisonnons par ’absurde et supposons que la suite (wA(Zn))n>1
ne converge pas vers w; il existe donc un entier k¥ > 2 et une sous-suite
(Tn,)p>1 tels que an,; = a; pour tout 1 < i < k et an,x # ax. La
suite (a;, - a] '@y, )p>1 converge vers y = ag’, ---aj 'z, point fixe de

la transformation ag---aja;---ax—1. Ona y € Sa;1 N S,,_, et pour tout

p > 1 la suite w ,4(a,;_11 . --al_la:np) commence par an,x 7 a; ainsi, pour
. IR | .

p assez grand on obtient a,,x = a;_; ce qui est absurde, car a,,(x-1)

= Qf—1- O

II. CODAGE DES GEODESIQUES FERMEES DE M
LORSQUE P =0

II. a. Codage des points de A° et des géodésiques fermées de M.

NOTATIONS. — On note A* I'ensemble {a"/a € A,n > 1} et T7.
I'ensemble des suites (al*);>1 de A* telles que a;+1 # aif’.

Soit x € A°; on note w4+ (x) la suite (a;:” )p>1 construite & partir de
wa(z) = (a;)i>1 de la fagon suivante :
o, =01 et ng =max{n>1/a; = =a,}
i, =0, 41 etny=max{n>1/an, 41 =0n, 42 ="'+ =an,_,4n}
La suite w~ () est appelée A* — développement de x.

On obtient ainsi une bijection de A° sur %, . Notons T4« 'application
sur A° induite par le décalage sur ©%. et définie par Ts«(z) = a7 ™z ol

af! est le premier terme de w4« ().
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Soient z un point T4+-périodique de A° et p4«(z) la plus petite

puissance strictement positive de T4« fixant z. Si z est T 4+-périodique
nP_A* ()

alors w4+ (z) est périodique, de période a7*,a3?,-- -, a, %z » et 'on note
_ . m1 . ma Tp p% (2)
wg-(x) = a7, ay vy Ty

Dans ce qui suit, Per 4« (A°) désigne I’ensemble des points T 4~-périodiques
de A°.

Soit v une transformation loxodromique de I'; la projection sur M de
son axe, orienté du point répulsif vers le point attractif, est une géodésique
fermée et orientée de M notée &,. Notons Gy I'ensemble des géodésiques
fermées primitives orientées de M privé des géodésiques &, avec a € A; la
démonstration du lemme suivant est laissée au lecteur.

LEMME I1.1. — Soit &4+ I’application de Per 4+ (A°) sur G qui &
x associe la géodésique 4+ (z) = §a;»1,,,a:p oup = pa(x) et wa«(z) =
al*,a}?,---,ap". Cette application est surjective; de plus, si &4+ (71) =
Ear(z2), alors pas(x1) = pa~(z2) et il existe 1 < k < pa~(z1) tel que
To = Tf}* (z1).

Si v est une transformation loxodromique primitive de I', la lon-
gueur [(&,) de la géodésique &, est donnée par I(§,) = —Log |7/ (z,)| =
Log |Y'(z4-1)] (¥) ouz,= lir_E ~¥"(0).

n—-+00

NOTATIONS. — Notons f4- I’ application de A° dans R définie par
Ve € A% fa-(z) = —Log|(a*) (ay ™ 2)|

ou a* est le premier terme de w 4+ (z) et posons Sp fa« = fa~+ faroTa-+
o4 far o T pour tout n > 1.

Remarquons que fa-(z) = Log|(a;™ ) (z)| = Log|T%.(x)| et donc
Snfa+(xz) = Log |(T%.)'(x)]. On déduit de (%) que si & € Gy et = €
Per 4+ (A°) sont tels que & = £4+(x) alors [(§) = Sp . (z) fa~ (2).

COROLLAIRE I1.2. — Pour tout a > 0, le nombre mps(a) de géodési-
+o0 1
ques de Gy de longueur inférieure & a est donné par mpr(a) = >, —t{z €

=in
Per 4+ (A°)/pa-(z) = n et Spfa-(z) < a}. '

Le groupe I' étant géométriquement fini, mps(a) est fini.
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IL.b. Propriétés de T 4.

NOTATIONS. — On note ¥ 4~ I’ensemble des suites bilatéres (a;*);cz
de A* telles que a;4+1 # a{l pour tout i € Z.

Pour tous z_ et x € A° avec wax(z) = afYay? -+ et was(z_) =

—_ —-_n_ . . \ —
ag™,a_77" -+, on note w-(z_,z) lasuite bilatére - - - a™ 7', ag®,att,an? - -

Posons A° x 4« A = {(z_,z) € A° x A°/w(z_,z) € T 4+}; pour
tout a® € A* notons (A® x 4+ A%)4n (resp. AY.) I’ensemble des points
(x_,z) € A x 4+ A® (resp. = € A°) tels que le premier terme de w4~ (x)
soit a™.

Remarquons que wa«(z_,z) € L 4+ si et seulement si a; # agzl. Le
lemme qui suit est essentiel pour montrer que T4~ est dilatante et construire
sur A une mesure de probabilité T 4--invariante.

LEMME I1.3. — L’ensemble A° x 4~ A° est relativement compact
dans A° x A® privé de la diagonale.

Démonstration. — Supposons que A? x 4« A9 contienne un couple de
la forme (z, ) otz € A° et considérons une suite (Y, Tn)n>1 de A% x 4+ A°
convergeant vers (z,z). Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer
qu'il existe deux éléments a; et ag de A, a; # agﬂ, tels que pour tout n > 1
on ait z, € AJ et y, € AJ,. Le point z appartient donc & Sq, N Sy, NA ce
qui est absurde car OA ne contient que les points fixes des transformations
paraboliques de A. O

COROLLAIRE I1.4. — 1II existe Ny € N* tel que inlf0 (T3 (z)]>1;
z€

en d’autres termes, I’application T4+ est dilatante sur A°.

Démonstration. — Raisonnons par l’absurde et considérons un réel
B > 1 et une suite (z,),>1 de A° tels que |[(T%.) (zn)] < B pour tout
n > 1; posons w4« (z,) = (a7')i>1 et v, = abi' -+ - afrn. Quitte & extraire
une sous-suite on peut supposer que pour tout n > 1 on a a,; = a; et

Apn = G2.

Sia; # ai;,“ la transformation v, est loxodromique. Notons z_
le point répulsif de <, et posons y, = Th.(z,); on a |z, — z,| =

V@I @a)llz5, — val- Puisque a1 # a3 le couple (25,,ys) ap-
partient & A® x 4« A° si bien que d’apreés le lemme I1.3 il existe A > 0
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A
tel que pour tout n > 1 on ait 2 > |z, — 2n| > —1/|7,.(25,)|- Les axes

des transformations v, se projettent sur M en des géodésiques fermées

dont la longueur est Log |7, (27, )|; comme le nombre 7as(a) est fini pour

tout ¢ > 0 on a nécessairement lirf I (25,)] = +oo ce qui contredit
n—-1+00

I’inégalité précédente.

Si a; = ai! choisissons a € A — {af'} et posons X, = az,; on a
|(T%.) (Xn)| < CB avec C = sup |(a~!)'(z)|. Le raisonnement précédent
z€A°

s’applique en remplagant z, par X,,. ]

Le décalage sur ¥ 4« induit sur A? x 4« A® P’application T 4. définie
par T 4«(z_,z) = (a;™x_,a7™x) ol a}* désigne le premier terme de
wa-(z). La famille ((A° x 4« A%)4n)anea~ forme une partition de A® x 4
A° et l'action sur (A® x4+ A%),~ correspond & la multiplication par
a~™ de chaque (coorc)lor(lnée. La mesure de Patterson-Sullivan ([16], [19])

o(dz_)o(dz)
m(dz_ dz) = T
T 4+-invariante. Comme P’ensemble A® x 4+ A® est relativement compact
dans A% x A privé de la diagonale, la mesure m(dz_ dz) est finie. Notons
alors ¢ 'application de A x 4« A dans A° définie par q(z_,z) = z; la
mesure g(m) est finie et T)4~-invariante sur A°. On pose alors q(m)(A%) =

1/C; et

sur A% x 4+ A9 étant I'-invariante, elle est aussi

o(dz_)
o

hax(z) = C’l/

{z_€A®/(z_,z)EAOX 4« AO} lz- —z

COROLLAIRE II.5. — La mesure vg«(dzx) = hax(z)o(dx) est une
mesure de probabilité T 4«-invariante sur A°. De plus

|has(z) — ha~(y)]

sup sup 5 < 400 avec & = inf(1,6).
= Nt S FRpTLE
xFy
Démonstration. — La premiere assertion découle des propriétés de

m et du choix de la constante C;. Fixons un élément a” € A* et deux
points distincts z et y de A%,; on a
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|has(z) — hax(y)|

1 1
<C o(dz_
< 1/{ (dz_)

o_€A%)/(z_,z)EA0x 4 A0} | [T — 2|20 |y —z_|28

e 16y |6
S 26+1Cl ||.'L' x—| %5 |y :B—QL |0’(diL‘_)
{z—€A%/(z_,x)EA° X 4+ A°} |z —z_[?ly — 2|

26+1C
<2 e =2~y — 2Plo(da-)
€ {z_€A®/(x_,z)EAOX 4 A0}

avec €9 = inf{|z_ — z|/(2_,2) € A° x 4+ A°} > 0 d’apres le lemme I1.3. Si
§<l,onallz—z_|®—|y—2_[° < |z —yl|° sinon, il existe A > 0 tel que
llz —2-1° = |y —z_|°] < Alz — y|. o

III. UN NOUVEAU SYSTEME DE GENERATEURS

Dans ce paragraphe, nous supposons que I' contient des transfor-
mations paraboliques primitives n’appartenant pas a .A. On rappelle que
les transformations paraboliques primitives de T' sont conjuguées a des
éléments de A U P. Fixons un sous-ensemble Py de P satisfaisant les pro-
priétés suivantes :

(1) sip € Py alors p~t € Py,
(2) sip; et po appartiennent & Py alors p; et p2 ne sont pas conjugués.

En d’autres termes, Py est un systéme symétrique de représentants
des classes de conjugaison d’éléments paraboliques primitifs de I' n’appar-

< -1
tenant pas & A. Posons Py = {m_1,m1, -+, m_r, 7L} avec m_; =7, .

La présence dans I' de transformations paraboliques non conjuguées
aux générateurs entraine que T4« n’est plus dilatante; pour retrouver
cette propriété de dilatation, il faut prendre en compte les puissances des
éléments de P.

II1.a. Les chaines.

NOTATION. — Soient 7y, et v, deux éléments de I'. On suppose que
le dernier terme, noté a, de la suite w (1) coincide avec le premier terme
de Ia suite w4(72). On note v, V4 Y2 I'élément y1a= 17, de T.
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DEFINITION III.1. — Soient p1,pa,---,p; des éléments de Py; on
pose wa(p;) = a1, -+, G, €t on sUppose a;, = (i41)1 pour tout 1 <4 < [.
La transformation p; V 4p2Va---V.ap est appelée chaine d’éléments de Py
(ou plus simplement chaine).

Puisque ai1 # ai,, si p1 Va p2 V4 -+ V4 pi est une chaine alors
Pi+1 # pi pour 1 < ¢ <[ —1. De méme, comme a; # ai_ll on a Py #pi'l.
Remarquons enfin que si v = p1 V4 p2 V4 - -+ V4 p est une chaine, il en est

de méme pour 7"l et l'onay ! =p; Ve Vaprl
NOTATION. — On note C I’ensemble des chaines de T'.
PROPRIETE III.2. — Soit v une chaine. Il existe une unique suite

p1,-++,p de Py telle que y =p1 VapaVa---Vap.

Démonstration. — Cette propriété découle du fait que I' est un
groupe libre et du lemme suivant

LemMME II1.3. — Soient p; et ps deux éléments de P. Posons

wa(p1) = a11,- -, 01k et wa(p2) = ag1, -+, a2. Si (a11,a12) = (a21,az2)
alors p1 = po.

Démonstration du lemme. — Supposons ai;; = ag; = a1 et ajp =
a2 = ap. Notons respectivement x; et xo les points fixes de p; et po.
Les points a;*(z;) et ay*(z2) sont fixés respectivement par aj'pia; et
aflpzal; ces deux points appartiennent donc a Sa;I N Sa, ce qui entraine
1 = x2. Les points fixes des transformations paraboliques de I' étant de
rang 1, on a p; = ps. ]

III.b. Décomposition canonique des éléments de T'.

Choisissons un ordre sur Py = {w_1, 71, -+,7_L, 7L} en posant par
exemple
m; <m; sietseulementsi [i| <|j|] ou i=—j et i<O.

On adonc 7y < m < Mg < My < --- < m—p, < 7. Remarquons que si
m; < m; avec [i| # |j|, alors 7_; < m_j.

DEFINITION II1.4. — Soit v = p1 V4 --- V4 p avec | > 2. On dit
que vy est une chaine élémentaire si et seulement si
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i) p1 <p2 <--- < p (i.e. v est croissante),
i) p1 > pg > -+ > p; (i.e. v est décroissante),

iil) ilexiste 1l < s <l telquep; >py > -+ >ps et Ps < Pst1 < -++ <
i (i.e. 7y est brisée).

NOTATION. — On note Cq I’ensemble des chaines élémentaires de I".
De par le choix de I’ordre sur Py, on a :

PROPRIETE II1.5. — Si « est une chaine croissante (resp. décrois-
sante), alors y~! est une chaine décroissante (resp. croissante). Si y est une

chaine brisée, il en est de méme pour vy~ 1.

DEFINITION IIL.6. — Soient v € T et wa~(y) = (a]'*)1<i<i- Suppo-
sons qu'il existe 1 < k <r <l telsqueny = ngy1 = - =n, =1 et
ak--ar € C (resp. Cy). La chaine ay - - - a, est une chaine maximale de vy
(resp. chaine élémentaire maximale de -y) si pour tous entiers k' et r' tels
que (k',7") # (k,7) et 1 <k <k <r <7’ <, la transformation a’ - - ar
n’appartient pas a C (resp. Cp).

Nous allons associer & chaque transformation v € I' deux suites,
l'une D(y) = (D;(7))1<i<s & valeurs dans A* U Py U Cy et I'autre e(y) =
(€i(7))1<i<s—1 & valeurs dans I’ensemble de symboles {V, V} (la suite €(v)
prendra toute sa signification dans la proposition II1.8).

Posons w4+ () = (a]')1<i<i-

Construction de Dy (v).

On considére le plus grand entier 1 < s < [ tel que a}*---a?* €
A* UPyUC et Pon pose Dy(y) = af* ---ale.

Construction de D2 (v) et (7).

Si D1 (7y) = v, autrement dit si y € A*UPyUCy, alors D() = (D1(7))
et €(v) est la suite vide. Sinon, on pose y; = D1(7) et on distingue trois
cas.

e, ¢ Co : on pose alors Da(y) = D1(77 1) et e1(y) = V.

e 71 € Cy et y; est une chaine maximale de v : on pose de méme
Ds(y) = Di(vi ') et e(y) = V.

e v; € Cy et y1 n’est pas une chaine maximale de «y : dans ce cas, 7y, est
soit une chaine croissante, soit une chaine brisée : y3 = p1 V4 ---VApg. On
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pose alors Dy(vy) = D1(pky7 ) et €1(7y) = V. Remarquons que Dy (7) est
alors une chaine élémentaire décroissante ou brisée : Dy(y) = g1V -V AQr
avec q1 = pPg.

En réitérant ce procédé, on construit deux suites D(y) et e(v)
associées & vy; ces deux suites constituent la décomposition canonique de 7.

Exemples. — 1. Si wy«(y) = (a7*)1<i<i avec m; > 2 pour tout
1<i<lalors D(y) =wu«(y) et =V pour 1 <j<I-1

2. Siy = p1 V4 --- V4 pr est une chaine, on considére la suite
d’entiers k1 = 1 < ko < -+ < k; = k telle que pour tout 1 < i <1[l-1
la chaine px;, V4 -+ V.4 Pk, soit élémentaire et maximale dans 7. On
obtient alors D(7) = (Ds(7))1<i<t avec Di(y) = Pr; Va -+ VA Py
et €(y) = (€i(7))1<i<i—1 avec €(y) = V. Remarquons que D(y™!) =
D), DY) et e(yh) = @1 (7) @—2(7), -+ (%)

ProposITION III.7. — Soit v € T'; posons D(y) = (7i)i<i<i €t
e(7) = (&)i<i<i-1- On a D(y™Y) = Lyt et e(™) =
€1—1,€1—2, ", €1.

D

Démonstration. — Si v € A* U Py UC, la proposition est facile &
vérifier. Sinon, notons w4« (v) = (al*)1<i<: et considérons la suite g1, - -, gp
des chaines maximales de v ou des éléments de Py (n’appartenant pas &
une chaine de <) apparaissant dans la décomposition de v, et classes dans
leur ordre d’apparition. Pour tout 1 < j < p,ona g; = ak as 7 avec
1<k; <s1<ky<sy<---<kp<sp, <l Notons D(g;) = (D (95))1<i<i;
et €(g;) = (Ci(gj))lsz'slj_l la décomposition canonique de chaque g;. Les
suites D(v) et €(y) sont construites & partir de la décomposition canonique
D(g;),€(g;) de chaque g;,1 < j < p de la fagon suivante :

D(y) =af*,-+, a7, D1(g1), D2(g1), -+, Dy (g1), ag i,
a27, Di(g2) -+
et
a(7) = =en-107) =V, e, (7) = €1(91), €k +1(7)
=e€2(91), " Ery+1-2(7) = €,-1(g1)
€hi-1(Y) =V

Si on considére maintenant y~!, la suite des chaines maximales de y~! ou
d’éléments de Py (n’appartenant pas a une chaine de y~!) apparaissant
dans la décomposition de y~!, et classés dans leur ordre d’apparition est

1
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9p Loy !, La proposition IIL.7 résulte alors du fait que pour tout 1 < j <
p,ona D(g;") = D *(g5),-++, DT (g5) et e(g; ") = et;-1(95), - -» e1(95)-0
On se propose & présent de retrouver -« & partir de sa décomposition

canonique.

NOTATION. — Soient ;1 = p1 Va4 --VaDr et va=q Va--Vags
deux chaines telles que p, = ¢q;. On note v, Vp 2 la chaine py V4 -+ V4
PrVagVa---Vags.

La proposition suivante découle directement de la construction des
suites D(7y) et €(7y).

PROPOSITION II1.8. — Soit v € T; on pose D(v) = (1:i)i<i<i et
€(7) = (€)1<i<i—1. Onay =71 %y % -+ %y, avec :
Vi * Yir1 = YiYit1 Si € =V,

i *Yit1 = Y Vp Vit1 Si €, = V (dans ce cas vy; est une chaine élémen-
taire croissante ou brisée et v;+1 est une chaine élémentaire décroissante
ou brisée).

IIl.c. B-développement des éléments de I'.

NOTATION. — On pose B = A* U Py.

Nous construisons ici un algorithme, basé sur la décomposition cano-
nique des éléments de I', associant & chaque élément v € I" une suite finie de
B, notée wp(y) = by, by, -+, b et appelée B-développement de +y, vérifiant
les propriétés suivantes :

1) y=bi-b 2) w(y™H)=b"-,b7" 3) we(bi'y) =1ba,---, b
Par convention wg(Id) est la suite vide.

Commengons par construire le B-développement d’un élément v €
A* U Py UCo.

Cas oy € A* U Py : on pose wp(y) = 7.

Cas o1 v € Cp : il existe alors p1,---,pr € Py et k > 2 tels que
¥ =p1Va---Vapk; pour tout 1 <4 <k, notons wax(ps) = (asj)1<j<t;-
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Si v est une chaine décroissante, on pose

ws(7Y) =DP1,022," " *,02(1,—1),P3,Q42, " * * , B4(14—-1),P5 " " " -

Si 7y est une chaine croissante, y~1 est une chaine décroissante; on
note wp(y™!) = b1,--+, b et on pose wp(y) = b; ', -+, byt

Si «y est une chaine brisée, il existe 1 < s < k tel que p1 V4 - V4 ps
soit décroissante et ps V4 - -+ V.4 px soit croissante. Notons C; = p; V4
~VAps—1,C2 =psy1Va - Vapr et g =as2- - asq,-1); on ay = C1gCs.
Remarquons que si s = 2 (resp. s = k — 1) la transformation C; (resp. C3)
est un élément de Py et sinon C; (resp. Cs) est une chaine décroissante
(resp. croissante). Les B-développements de C; et de Cy ont donc déja été
définis : notons-les respectivement (b1;)i<i<r, €t (b2;)1<i<r,. Deux cas se
présentent selon la parité de s et de k.

1) Si s et k sont impairs, les décompositions canoniques des chaines
C; et Cy font intervenir un nombre pair d’éléments de Py. On a donc
bir, = a(s—1)1,_; = @s1 €t ba1 = a5, = a(s41)1; ON pose alors

wB(’Y) =b1,- ’bl(rl-—l)’pm baz, -+, bar,.
2) Sinon, on a by, = ps—1 ou ba; = psy1 et on pose
wB(’Y) = b117 tt blruas27 e 7a3(l3—1)7 b217 Tty b27’2'
Remarque. — Soit v € A* U Py U Cp; notons wp(y) = by,---,b;. Par
construction de wp(y), onay=b;---b et wg(y~!) = bl_l, N

Avant d’expliciter le B-développement d’un élément quelconque v de
I, introduisons la

NOTATIONS. — Soient wy = (bli)lgigll et wg = (b2i)1§i§l2 deux
suites d’éléments de B.

On note w1Vw2 la suite b]l, b12, ey b1l1 s b21, bzg, ey, b212-

Si b1l1 = b21, on note wi V wa la suite bu, b12, ey bul,bgz, ce ,bzlz.

DEFINITION II1.9. — Soient v € I' et D(y) = (Vi)i<i<r,€(7) =
(€:)1<i<r—1 Sa décomposition canonique. Pour 1 < i < r la transformation
i appartient & A* UPy UCy et wp(yi) a déja été définie; on pose alors

ws(7) = ws(mn)aws(re)ez - - - €r—1wp(Vr)-

Nous avons le
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LEMME II1.10. — Soient v € T et wp(y) =by1,--+,b;. On a
i) y=by - b

ii) we(y~!) =b%, -, b7t

iii) wp(by'y) = by, -+, b

iv) wax(y) =wax(b1)V - Vwa«(by).

Démonstration. — Les propriétés i), ii), et iv) découlent de la décom-
position canonique de . Démontrons maintenant la propriété iii). Si -y € Cy,
cette propriété est une conséquence directe de la construction de wp(7y). Si-
non, on considére la décomposition canonique D(v) = (Vi)i<i<r, €(7) =
(€:)1<i<r—1 de 7y; pour alléger les notations, cette décomposition canonique
est notée Y1€17Y2 " €r—17Yr-

- Sivy € A*UPy, alors by = 71 et €4 = V; on a WB(bl_l’Y) —
wp(by ') Vws (1 ) = ba, -+, by
—Si vy € Cy, alors 71 = p1 V4 -+ VA pi est une chaine élémentaire,

on pose w(p;) = a1, - ay,. Deux cas se présentent :

1) si by = pi1, alors v; est soit une chaine décroissante, soit une
chaine brisée, soit encore une chaine croissante avec k impair; on a alors
bl_l'yl = agz-*-az(1,-1)P3 VA - VA Pk et la décomposition canonique
de bl—lfy est agg -+ ~-a2(12_1)V(p3 VA VaDr)€EY2 - Yr. On obtient alors
wB(bl—l’)’) =bg, -, b

2) si by = ay; € A alors la décomposition canonique de bl‘lfy est
a12V---Vayq,_)V(p2 Va - Vapk)erya Ir
et on conclut de méme, ce qui acheve la démonstration du lemme. ]
La propriété iv) montre que si wg(g) = wg(h) alors g = h; par

conséquent, la suite wp(g) détermine de fagon unique la transformation
g- En appliquant les propriétés ii) et iii), on obtient le

CoROLLAIRE III.11. — Soit v € T'. Si wB( ) = -, b, avec
k > 2, alors pour tout 1 < s <l <k on awp(bs---b )=b bl

NOTATIONS. — Soit v € I'. On note |wa(7y)| (resp. |wa-(7y)| et
|ws(7y)|) le nombre de termes de la suite w4(7y) (resp. wax(7y) et wa(7y)).

On pose ly = sup |wa(y)]-
YEPoUCo
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PROPRIETE II1.12. — Soient g et h deux éléments de T" et k un
entier > 1.

i) Si les suites w4~ (g) et w4~ (h) coincident jusqu’au rang klo, alors
les suites wp(g) et wg(h) coincident au moins jusqu’au rang k.

ii) Si les suites wp(g) et wp(h) coincident jusqu’au rang k, alors les
suites w»(g) et wax(h) coincident au moins jusqu’au rang k.

Démonstration. — 1) Si wa=(g) et wa+(h) coincident jusqu’au rang
klo, les suites D(g) et D(h) (resp. €(g) et €(h)) coincident au moins jusqu’au
rang k (resp. k—1). En revenant & la définition de wi(g) et wp(h) on vérifie
alors que ces deux suites coincident au moins jusqu’au rang k.

L’assertion (ii) découle directement du lemme III1.10 (iv). O

DEFINITION II1.13. — Une suite by, - - - , by d’éléments de B est dite
B-admissible s’il existe v € I" tel que wg(y) = by, -+, bg.

NOTATION. — L’ensemble des suites finies B-admissibles est noté
Qp.

Soit Q.4+ P'ensemble des suites finies (a]¢)1<i<r, 7 > 1 de A* telles
que a; # a3},. L’application f de Q4. dans Qg définie par f((a]"*)1<i<k) =
wp(al" - --ap*) est une bijection de 4~ sur {23 et son application récipro-
que est définie par f~1((b;)1<i<k) = wax(b1)V - - - Vw 4= (bg).

IV. CODAGE DES GEODESIQUES FERMEES DE M
LORSQUE P # 0

IV.a. B*-développement d’un point de A°.

NOTATION. — Notons 2}' I’ensemble des suites w = (b;)i>1 d’élé-
ments de B dont tous les blocs finis (b;)1<i<n appartiennent & Qp; nous
dirons qu’une telle suite est B-admissible.

Si (bi)1<i<i € Qp la suite décalée (b;)2<i<; appartient aussi & Qg
d’apres le lemme IIL.10 (iii); par conséquent, si (b;);>1 appartient & X7 il
en est de méme pour la suite (b;);>2.
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ProrosITION IV.1. — La bijection f : Q4+« — Qg définie par
f((@¥)1<i<k) = wp(al* - - - a}*) s’étend de fagon unique en une bijection f
de &%, sur Zg définie de la fagon suivante :

Vw = (a)i>1 € T F(w) = (b5)21

N . . en . ni | nglo
ot b; est le j-iéme terme de la suite wp(ay” -+ - a;;,°).
Démonstration. — Montrons que f est surjective sur Z)Jg. Fixons

(bj)j>1 € Eg et considérons la suite w = (a;"*)i>1 = wa» (b1) Vw4« (b2)V - -
Pour tout entier ¢ > 1 on a wax(by -+ by,) = wax(b1)V -+ Vwax(biz,) et
|w.ax (b1 - - biy )| = ilo; les suites a7?, - - d:f" et wax(by - - - by,) coincident
ainsi jusqu’au rang ily, ce qui entra,lne d’apres la propriété II1.12 que
wg(ay* - au”") et by,--,b;, coincident au moins jusqu'au rang i. Par
conséquent, le i-iéme terme de f(w) est b;; entier i étant arbitraire, on a
finalement f(w) = (b;)i>1-

Montrons maintenant que 7 est injective; si w; = (a?*)izl et wy =

(c*)i>1 sont des éléments de X7, tels que f(wi1) = f(ws), les suites
WZInE . . . .

wg(ay* - ””0) et wp(c™ ---cilo"o) coincident au moins jusqu’au rang

ilg mio Milg PR

io. €6 C1 ey d’on

w1 = wWa. a

.. . n.
i; il en est de méme pour les suites af?,:--,a,

COROLLAIRE IV.2. — L’application wg de A° dans Eg quiaz € Ay
associe wg(z) = f(wa~(x)) est bijective.

NOTATIONS. — Soit B* ’ensemble {#"/8 € B et n > 1}. On note
Qp« (resp. £f.) I'ensemble des suites finies (b]'*)1<i<; de B* (resp. des
suites infinies (b]*);>1) telles que la suite
ny fois ny fois n3 fois
N N ——
bla"'7b17b27"'ab27b37"'ab3"'
appartienne & Qg (resp. & $f).

Soit x € A% on note wg«(x) la suite (ﬂZj")kzl de Eg. construite a
partir de wg(z) = (b;)i>1 de la fagon suivante :

~Bi, =b; et ng =max{n >1/by =--- = by}
- IBik - bnk_l—H et ke = ma‘x{n 2 1/bnk—1+1 == bnk—1+n}.

La suite wp«(z) est appelée B* — développement de z.

Soit v € T'; on note wp+(7) la suite de Qp« construite & partir de
wp(7y) par le procédé ci-dessus.
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Fixons € A° et posons wg-(x) = (b7*)x>1; 0on ax = lim gx(0
k - k—+o00
avec gy = by’ ---bp*. Ainsi by ™z = X 11)2100 b7 " gx(0) avec wp« (b " gk) =

by? - - bp*; par conséquent wg«(by "'z) = by?bz® - - -. Notons T~ la trans-
formation induite sur A® par le décalage sur X3, et définie pour tout z € A°
par T« (z) = b; "*(z) ou b]* est le premier terme de la suite wg-(z).

IV.b. Points Tz.-périodiques et géodésiques fermées.

Soit z € A° un point T--périodique et ps«(z) la plus petite puissance
non nulle de Tg~ fixant x.

LEMME IV.3. — Soit vy une transformation primitive loxodromique
de T non conjuguée a un élément de A. 1l existe o € T tel que

i) o soit conjugué a -,
ii) wp«(zy,) = (b})i>1 soit périodique et vo = by'---bp® avec
P = pp+ (Z,)-

De plus, si vy, satisfait également les conditions i) et ii), alors il existe
1<k <ptel queys = bp* - bp?bl* -+ bpr7t.

Démonstration. — Notons z., le point attractif de v et posons
wax(xy) = (a]*);>1. Quitte & conjuguer  on peut supposer que le premier
terme de la suite w4 (7y) est différent du dernier terme de w4(7y) et de son in-
verse; ainsi, la suite w4+ () est périodique. Notons p la période de w 4+ (z);
ona <y =a}'---ay®. Considérons ensemble P, = {g € Py / il existe 1 <
s<pett>stelsquens =nsy; = =n; et wax(g9) = as, -+, at}. Sup-
posons P, = () (c’est le cas par exemple si n; > 2 pour tout 1 < i < p);
on a alors w«(z,) = wp+(z,) et par conséquent 7 satisfait les conditions
i) et ii). Sinon, fixons g € P, et notons I = |w4(g)|. Comme <y n’est pas
conjugué & un élément de Py on a Il # p. En utilisant le lemme II1.3, on
vérifie que pour tout s <i < j <t -1 on a (a;ai+1) # (aj,aj4+1) si bien
que !l < p—1; il s’ensuit que si as---a; € Pyalors 0 <t—s < p-—1.
Soit pp = as, - - Gy, le plus grand élément (au sens de 'ordre mis sur Py)
de P, : comme to < sp — 1+ po on peut supposer ¢, = p quitte & conju-
guer 7. Posons wp-«(7y) = (b} )1<i<r; de par le choix de py on a bPr = pg~
et wp«(Y") = wp+(Y)V---Vwp«(y) pour tout n > 0. On en déduit que
wp~(x) est périodique de période r et que les r premiers termes de wg- ()
sont by - - - bl
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Supposons & présent que -y, et 7; satisfassent les conditions i)

et ii). Notons wa-(70) = (a;%)1<i<q; il existe 1 < k < g tel que
wA*(’Yl) = a;clk""aagq)a?l» : a;clk 11‘ Notons wB'(’YU) = b;lla"'wb;p;
par hypothése wps(T,) = b7, -+, bp”. Si vao = 0 alors wa«(z,) =
wp* (T+,) et donc wp«(71) = bﬁ", -, bp?, b, -+, by* 7. Sinon, considérons
le plus grand élément py de P, ; on peut supposer b,? = py®. De
par le choix de po, le terme p,® apparait nécessairement dans la suite
wp+ (24, ). Notons w 4 (po?) = as,-+,aq; puisque wp«(z.,) est périodique,
on a~y = ap*---agla - -ap"t avec k < s — 1 et donc wps(z,,) =
wp+(apk -+ ay 7 ) Vpe? Vb - - - by?. Comme wp+(z.,) est périodique, on
obtient wB*(ak eageyt) = byteo- byt avec 1 < ¢t < p—1 et donc

N N 0

Notons Perg- (A°) ’ensemble des points T«-périodiques de A° et rap-
pelons que Gjs est ’ensemble des géodésiques fermées orientées primitives
de M privé des projections sur M des axes des transformations de .A. On
déduit du lemme précédent le

COROLLAIRE IV.4. — Soit £z« I'application de Perg-(A°) dans Gy
qui 4 x associe la géodésique fb;u b7P oup = pp~(z) et wg-(z) = b* - - b"”.
Cette application est surjective; de plus, si &p(x1) = Ep-(x2), alors
pp+(x1) = pp~(z2) et il existe 1 < k < pp-(z1) tel que T3 = T (z1).

On rappelle que si z € Perg:(A%), la longueur [(ép«(x)) de la

géodésique £p-(z) est U(§p-(2)) = —Log|y'(y™'z)| = Log|(v™!)'(x)|-
Notons fg« 1'application de A® dans R définie par fgz«(z) = Log |(T5+) (z)|
et Snfp- = fg- + -+ fg- o T '; on a donc Sy, f-(z) = Log |(Tg.)'(z)|-

COROLLAIRE IV.5. — Pour tout a > 0 on a mp(a) Z ﬁ{w €

n=1M
Perss- (A%)/ps- (z) = n et Sy fi- (2) < a. 1

IV.c. Propriétés de Tp~.

NOTATIONS. — On note ¥.3- I’ensemble des suites bilatéres (b;'*);cz
de B* telles que pour tous entiers s < t la suite b7+, --,b;* appartienne &
Qp».

Pour tous z_ et z € A® avec wg+(z) = b, b3% -+ et wp«(z_) =
by™,b_7"" -+, on note wp: (z_, x) la suite bilatére - - - b™ 7", bg°, b1 b5 - - -,
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Posons A° xp. A° = {(z_,z) € A® x A%/w(z_,z) € Ep-}; pour
tout b" € B* notons (A xp« A®)pn (resp. AY,) I’ensemble des points
(z_,z) € A% xp- A° (resp. z € A°) tels que le premier terme de wg-(x) soit
b,

Le décalage sur ¥~ induit une transformation T« sur A® xg. A°
définie par : V(z_,z) € A° xp« A° Tg+(z_,z) = (b " z_,b; " ) ot1 b; ™
désigne le premier terme de wp«(z).

LEMME IV.6. — L’ensemble A xg. A est relativement compact
dans A° x A° privé de la diagonale.

Démonstration. — Raisonnons par I’absurde et supposons qu’il exis-
te une suite (Yn,Zn)n>1 de A® xp« AO convergeant vers un point (z,z).
Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer qu’il existe a; € A
(resp. az € A) tel que pour tout n > 1 le premier terme de la suite
wa(zn) (resp. wa(yn)) soit a; (resp. az). Puisque (Yn,zn) € A xg« A,
on a a; # ai'; de plus, les suites (Zn)n>1 €t (Yn)n>1 convergent vers
z dou z € §, -1 ns, o1 N A. On déduit du lemme 1.2 P'existence d’un
élément p € ’P ‘fixant z et vérifiant donc p = a4, -+, avec oy, = a; et
0y, = a, >1. Soit 7 P’unique élément de Py conjugué & p; il existe 1 < ¢ < I
tel que m = a;, - ;@ -+ - @i, _,. Considérons r1,m2 € N,y <[ tels que
lo +1 =lry + ro. La suite (mn)nzl converge vers z et le premier terme de

wA(zn) est oy, ; d’apres le lemme 1.5 pour n assez grand, les I+ 1 premiers
71 fois
termes de w(zn) sont 0, -+, @y, iy, -+ +, @, - Si g = 1, autrement dit si
p = 7, le premier terme de wp~(z,) est une puissance de 7; sinon, les ¢ — 1
premiers termes de wp- () sont ,, -+, &, _, , le ¢**™¢ étant une puissance
de 7. Le méme raisonnement appliqué a y, entraine que si ¢ = 1 le premier
terme de wp~(y,) est une puissance de 7! et sinon les | — ¢ + 1 premiers
-1 -1 ieme 4 .
termes de wp(zn) sont a;, ,a” oG le (I—q) étant une puissance

de 7! ce qui contredit le fait que (yn,z,) € A xg AC. O
COROLLAIRE IV.7. — Ilexiste Ny € N* tel que inf_ (T52) (z)|>1.
z€

Démonstration. — Raisonnons par I’absurde et considérons un réel
B > 1 et une suite (zn)n>1 de A° tels que |(T5) (z»)| < B pour tout
n > 1; posons wg« (n) = (b57*)i>1 et v, = b3 -+ - bPnn. Quitte & extraire
une sous-suite on peut supposer que pour tout n > 1 on a b,; = b; et

bnn = ba; notons wa(by) = a1y, -+, au, et wa(b2) = az1,-- -, a2,.
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Si a1 # ay. posons gn = a?,a} Yn et X, = a}ja3, . Les
transformations g, sont loxodromiques et le B*-développement de leur
point répulsif z_ est périodique de période wp- (g9n). Par conséquent, si
Yn = Tg.(Xn), le couple (z,, ,yn) appartient & A° xp. A et I'on a

1,
190 (un)| = I(ad103;, )" (zn) 170 (vn)| 2 7 Ao |(at103,,)' (2)].

D’aprés le lemme IV.8 il existe donc une constante B > 0 telle que

pour tout m > 1 on ait |z, — X,| > \/|g§,(w;")|-g. Le groupe T
étant géométriquement fini on a 1ir_|r_1 |9, (2, )| = +00 ce qui contredit
n—-1+0oo

I'inégalité |z, — X,| < 2.

Sia; = a,f,:,; on choisit a € A — {ai]'} et on applique de nouveau le
raisonnement précédent en remplacant g, par a?vy, et X, par o’z,. O

Pour tout = € A° posons
h'B* (:1:) = Cz/ 0'(d—.’17_)26
{z_€A%/(z_,z)EAO X gx A0} lz— — |

d dz_
avec Cy ' = Mﬁ_x_)' En reprenant les arguments de la
2 |z_ — z|?6
A0 x g« AO -

démonstration du corollaire I1.5 on obtient le

COROLLAIRE 1V.8. — La mesure vg«(dz) = hp«(z)o(dzr) est une
mesure de probabilité Tg.-invariante sur A°. De plus

|hg- (x) — hs- (y)|

sup sup 3 < 40
brEB* z,yeA?, |z — yl|®
z#y

avec 6y = inf(1, 6).

V. DEMONSTRATION DU THEOREME A

ab

P . €
Dans ce paragraphe, nous montrons que was(a) est équivalent & P
a

lorsque a tend vers +oco. Nous utilisons le codage des points € A° par les
suites wp~(z) introduites dans le paragraphe précédent; lorsque P = @) on
a B* = A* et wp«(z) = wa~(z). Pour alléger le texte, introduisons les

NOTATIONS. — On note wg» = w, Igx =T, hg« = h, fg- = f et
v = V.
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Posons N(a) = Z ﬁ{x €N /) T™(z) =z et S,f(z) < a};ona
N(a) — N(a/2) < M (a) < N(a). Pour établir le théoreme A, il suffit de
aé

montrer que N(a) est équivalent & e_‘ Nous reprenons ici une idée de
S. Lalley et approchons N(a) par des quantités de la forme

+o00
1
N (4) =Y ~#y € A/T"(y) =z et Suf(y) < a}
n=1
ol (z,a) € A® x R* et A est un ouvert de A°. En exprimant N, 4) comme
potentiel d’un certain opérateur positif et en utilisant un théoreme du
renouvellement harmonique, on montre le

THEOREME B. — Soit o la mesure de Patterson-Sullivan sur A.

Si . AUPy > 5 alors, pour tout ouvert A C A° de o-mesure strictement
a6

positive, N q)(A) est équivalent a h(w)EJ(A) lorsque a tend vers +o0,
uniformément par rapport & x € A°.

Si AU Py = 4 on pose A2 = {z € A°/ le premier terme de w4(z) est

afl} avec € € {1,2}. Pour tout ouvert Ac C A2 de o-mesure strictement
a6

positive, N(; q)(A¢) est équivalent & h(w)—a(A ) lorsque a tend vers +oo,

uniformément par rapport a x € AO
Dans les paragraphes V et VII, nous utiliserons de fagon essentielle la

PROPRIETE V.1 ([14]). — Soit G un groupe discret non élémentaire
d’isométries de BY. Si G contient des transformations paraboliques, 'expo-
sant critique de la série de Poincaré associée a G est strictement supérieur
al/2.

V.a. Perturbation des points T-périodiques.

NOTATIONS. — Soient z € A° et (b]*);>1 son B*-développement.
Pour tout k > 1, on note wi(z) la suite finie (b]'*)1<;<k. De méme, siy € T
et w(y) = (b]*)1<i<i, pour tout 1 < k < on note wi(7y) la suite (b]*)1<i<k-

Nous reprenons ici des arguments de [2] et [11]. Soit ko > lo. Notons
Qo = {wko(z)/z € A°} et fixons une suite (v;);>1 d’éléments distincts de
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T telle que Q, = {w(7:)/i > 1}. Posons A, = {z € A®/wg,(z) = w(n)};
la famille (A9, )i>1 forme une partition de A°. Dans chaque ensemble A,
on se fixe un point z;. Soit x € A, tel que T"(x) = z. On associe a
z le point £ € A° dont le B*-développement est w(Z) = wy(z)Vw(z;);
onafte€ Agi et Wntko(T) = Wneko(Z). Notons alors Fix(T™) I’ensemble
{z € A°/T™(z) = z}. L’application qui & z € Fix(T™) associe & établit une
bijection entre les ensembles Fix(T™) N AS, et T="(x;) N A,,i > 1.

LEMME V.2. — Il existe Ng € N, A, B € R** et p €]0,1] tels que
pour tout entier s > Ny et pour tous z,y € A® vérifiant ws(z) = ws(y), on
ait | f(z) — f(y)| < ATz - Ty| < Bp®.

Démonstration. — Voir paragraphe V.d.

Ajustons le choix de kg en supposant kg > Np; si z € Fix(T") alors
ke (@) = Wk (3) C00 |5, 5(@) ~ S S ()] < b1, avec Oy, = B 33 7
d’apres le lemme V.2. On a d’une part =
t{y € AS, /T y=x; et Spf(y) <a—0Ok}<t{z € Fix(T")ﬂAgi/Snf(x)Sa}
et d’autre part
t{z € Fix(T™)NAS, /S, f(z)<a}<#{y € A, /T"y=z; et Snf(y)<a+0k,}-

On en déduit les
INEGALITES V.3. — Pour tout kg > Ny, on a

+o0o
) 5 N 42) < X0

+o00
ii) N(a) < ; N(zi7a+0ko)(A9Yi)'

V.b. Le théoréme A se déduit du théoréme B.

Commencons par le cas ou §A4 U Py > 5. D’apres le théoréeme B,
a
Nzi,a—64, )(Agi) est équivalent & h(xi)%a(Agi) lorsque a tend vers +o0.

En appliquant le lemme de Fatou dans I'inégalite V.3.i), on obtient

400
e~ 50k Z h(mi)a(Agi) < liminf a—éN(a).
=1

a—+o0o eab
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Le passage a la limite dans l'inégalité V.3.ii) est plus délicat et nécessite
I'utilisation du théoreme de la convergence dominée de Lebesgue, d’oti le

LEMME V.4. — ]I existe une série a termes positifs convergente
a.
(Ci)i>1 telle que pour tout a > 0 on ait Nz, 4 (A?Y,) < C’,-e—a.
- k3 a
Démonstration. — Voir paragraphe V.d.
+oo
Nous obtenons donc lim sup —N (a) < %90 Z h(z;)o(A3,). Finale-
a—+oo =1
ment, pour tout ko > Ng, on a
5 ab
—6ek < - < . -
0 Z h(z;)o EE 1nf N(a) < l;rngrI(:(})) oo N(a)

+o00
56 0
< %%y " h(zi)o(AS,).
=1
On achéve alors la démonstration du théoréme A en remarquant que

lim 6y, =0 et que

ko—o00

+oco
Jim ; h(z:)o(AS,) = /A (z)o(dz) =1

car la mesure o n’a pas d’atome ([19]).

Considérons maintenant le cas ot $4 U Py = 4. On pose mp(a) =
m1(a) + m2(a) avec

+o0
=" Stz € Per(A/p(@) = et Spf(@)Sa}, =12
=1

On a T(A9) = A et T(A9) = AY; si z € A est T-périodique, la période
+oo ]
p(z) est donc paire d'ou 7 (a) = Y %ﬁ{w € Per(A%)/p(z) = 2n et

n=1
Sonf(z) < a},e = 1,2. De la méme fagon si Ac est un borélien de
+oo 1
Al et £ € A, on a Nyq)(de) = 2 %u{y € AYT™(y) = z et
n=1
Sonf(y) < a}, € = 1,2. Le reste de la démonstration se calque alors sur
le cas précédent. a

Il reste & démontrer les lemmes V.2 et V.4; pour cela, nous avons
besoin de contréler précisément la dynamique des éléments de B.
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V.c. Dynamique des éléments de B.

NOTATION. — Soit b"™ € B; on note AY, I’ensemble des points z € A°
dont le B*-développement commence par b™.

LEMME V.5. — Il existe C > 0 tel que pour tout b € AU Py, pour
tousn > 1 et z € A, on ait

Tz —xp| > C et |Tx—xp-1|>C

ol Tp = i li{r:oo b* (z).
—

En d’autres termes, ensemble |J T'(AY.) est inclus dans un compact

n>1

ne contenant ni xp ni Tp-1.

Démonstration. — Soit b € A U Py. Supposons qu'’il existe une
suite (zx)x>1 de U A, telle que yx = T'z) converge vers zp. D’aprés le

n>1

lemme 1.5 pour k assez grand le B*-développement des points y; commence
alors par une puissance de b ce qui contredit 1’égalité T'zy = yx. 0

LEMME V.6 (Lemme P). — Soit b une transformation parabolique
de AU Py. Il existe une constante Cp, > 0 telle que

1 C
i) Vn >1,Vz € AY, <|(B™)(Tz)| < =2.

n?

Cyn?
. ‘3 n C
ii) Vo> 1,Vz,y € Agn  [|(0™)(T2)| = |(6") (Ty)l| < ;l—ngx—Tyl'

Démonstration. — En utilisant le lemme V.5 et en faisant un calcul
explicite sur H? on établit I’existence d'une constante C > 0 telle que

1
Vn > 1,Vz € Ad. on S |z — x| < % La double inégalité i) s’en déduit
n

|2
grace & la relation |(b™)'(Tz)| = I’%v——a:;'—lz—. Pour établir 'inégalité ii),
— Ty
fixons z,y € A),; on a

— |2 — xp|?
6"y @)l - [y ()l = [y — el |

d’ou

—zp)2 |z — zp|?
bn/T _bn/T <‘|‘1: xbl - b ‘
16"y @) = 16" (Tl < | =25 = Ty =P

[z —zp* ly—wbl2’
Ty —zp|> [Ty — zp|?
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On conclut alors en utilisant la relation
|z — y| = VI(") (T)[|(b7) (Ty)||Tz — Tyl O

De la méme fagon on établit le

LEMME V.7 (Lemme L). — Soit b une transformation loxodromique
de AUPq. Il existe Cp, > 0 et 0 < 1y, < 1 tels que

i) Vn > 1,Vz € A}, Cibr{,‘ < (™) (Tz)| < Cpry-

i) Vn > 1,¥z,y € A [|(8")'(T2)| — |(6") (Ty)l| < Cor}|Tz — Tyl

V.d. Démonstrations des lemmes V.2 et V.4.

Démonstration du lemme V.2. — Pour tout entier s > 1 et tous
z,y € A° tels que w,(x) = w,(y), on a

IT°(z) = T*(y)] = VI(T*) @)[|(T*) (®)]lz - y]-

Comme in/f0 (TN (2)| > 1, il existe 0 < p < 1 et K; > 0 tels que pour
z€

tous z,y € AV satisfaisant ws(z) = ws(y) on ait |z — y| < K1p° (*). Par
ailleurs, d’apres les lemmes P et L, il existe K2 > 0 tel que si z,y € A,

e 16w (T2)| = |(Bu) (T
n T)| — |\0n Y
< Ka|Tz — Ty|.
|(6n)"(T'y)
Le lemme découle alors de la majoration | Log(1 + u)| < 2|u| pour |u| assez
petit. 0O

Démonstration du lemme V.4. — Supposons AU Py > 5. On a

+oo
Naw®2) =3~ 3 Tag 0)lpa(Snf ).
n=1l " y/Try=z;
En combinant les lemmes P et L, on établit ’existence d’une constante
K, > 1 telle que pour tout b® € B* et tout point y € T(AJ.) on ait
1(6™) (y)] < %; ainsi, si w(y) = (b});>1 alors S, f(y) > 2Log(p -+ pn) —
nLog Ki. Posons Nz, a)(AS,) = N[, (A3 + N{},, 1 (AS,) avec

(zi,a)

ko
N @) =7 3 Ly 0)li0a (/)

n=1 y/T"y:zi
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et

N, oy (A Z > 1ao. (¥)1(0,a)(Snf())-

n=ko+1 y/T"y—x,
Fixons ¢ > 1 et posons w(vy;) = (b')1<i<ko; pour tout 1 < n < ko, si

y € A, et T"(y) = =; alors w(y) = (b)")1<i<cnVw(xi) et donc Spf(y) >
2Log(p1 - --pn) — nLog K;. Par conséquent

ko
1
N2 € 32 Migarniag si@Lozpi- 7o)

n=1
T

La fonction z — o étant croissante sur R*, on a pour tout réel A positif

o.a1(@) < e e
[0,4] [o,n—] 14+x6" — 14+ A6 €8
ab ko K79 14 26Log(p:- - pn)
ol NI, 1(A%) < C1E ! = - AT
d’ou (zha)( ’71‘.) =8 avec Cl ’n,;l n (Pl .. 'pn)26
Par ailleurs, on a
(x“a)(AO )
+oo 1

— Z sl Z Z 1/\9sz (y)l[oya](Sn_kof(z) + Sko f(y))-

n
n=ko+1  z/T"~koz=zx; y/T*oy==z

Si y € AY, alors wi,(y) = w(y) dou Sk, f(y) > Ai avec A; =
2Log(p; - - Pro) — ko Log K1. Remarquons que A; est strictement positif
sauf peut-étre pour un nombre fini d’indices. En minorant Sk, f(y) par A;
dans P’expression de N(’; .)(AS,) on obtient

z a)(AO ) < N(:Ei,a—Ai)(AO)‘

Ainsi N('; a)(AQﬁ) = 0 si a < A;; de plus, d’aprés le théoreme B, il existe

Ky > 0 tel que pour tout ¢ > 1 et tout a > A; on ait N(';i‘a)(Agi) <
6(0,—Ai)
e

Ky
1+ 6(a— A)
ad

T . . € )
d’indices ¢, on obtient N(';ha)(AOi) < C’{,E avec CV = Kaye™ 4,

Comme 1 — §A; > 0 sauf peut-étre pour un nombre fini

Comme 6 > 1/2, les sommes

1 Log(p1 - - - pn)
Z (P1- - p) 2 et Z (p1---pn)2

P10 Pr 21 P1,Pn>1

+o0 400
sont finies et les séries Y C; et Y. C}' sont donc convergentes.
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Supposons maintenant $AUPy > 4. Les N(%a)(AE’“) s’expriment alors
de la fagon suivante :

+o0
1
Neoa)(AS) =" o > 1o, (¥)1{0,a1(S2n f(¥))-

n=1 y/T?ny=z;
Soulignons que si A9, C A2 avec € = 1,2 et T?"y = z; alors y €
A%. En reprenant la démonstration précédente, on obtient en particulier
N{. o (A)) < Nz a—a,)(A2) et on peut alors appliquer le théoreme B
pour obtenir la majoration souhaitée. a

VI. THEORIE DU POTENTIEL
ET DEMONSTRATION DU THEOREME B.

VI. a. Un théoréme du renouvellement harmonique
pour une marche de Markov transiente sur R.

Soient (X,d) un espace métrique, X la tribu des boréliens de X et
Boo(X,C) 'ensemble des fonctions boréliennes bornées de X dans C. On
considére une probabilité de transition sur X, c’est-a-dire une application
Q de X x X dans [0, 1] telle que :

— pour tout A € X, lapplication z — Q(z, A) soit borélienne,

- pour tout z € X, Papplication A — Q(z,A) soit une mesure de
probabilité sur X.

On associe & @ l'opérateur (noté encore @) défini, pour tout ¢ €
B (X,C), par

VeX Qu(z)= /X o()Qz, dy).

Fixons une fonction borélienne g de X dans R et introduisons le noyau
de transition @ sur X x R dont I'opérateur associé est défini, pour toute
fonction borélienne bornée ¢ sur X x R, par

Yzt) € X xR Oulz,t) = /X byt + 9(1))Q(a, dy).

Pour étudier Q, nous introduisons la famille d’opérateurs de Fourier
(@) rer définis par Qrp = Q(e**9¢p). On note C.(X) 'espace des fonctions
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continues & support compact de X dans C et |.|oo la norme de la conver-
gence uniforme sur X. Nous introduisons un espace de Banach (E, ||.||g)
formé de fonctions boréliennes bornées sur X et vérifiant les propriétés
suivantes :

1)1eE.

Vo e E ol < llelle-
3) ENC.(X) est dense dans (Cc(X), |.]oo)-

Nous avons le

THEOREME VI.1. (Théoréme du renouvellement harmonique
[3]). — On suppose que le couple (Q, g) vérifie les hypothéses suivantes :

H1) Q opére sur (E,||.|g)-

H2) II existe sur X une unique mesure de probabilité Q-invariante u
et le rayon spectral sur (E, ||.|g) de opérateur R = Q — p est strictement
inférieur a 1.

H3) Les opérateurs Qx, A € R, opérent sur (E, ||.|g) et pour tout A # 0
le rayon spectral sur (E, ||.|g) de Q est strictement inférieur & 1.

H4) sup Qg3(z) < +00 et 0 < u(g) < +o0.
T€X

H5) L’application A — Q) est de classe C2 de (R, |.|) dans I’espace de
Banach (L(E),|.||lz(g)) des applications linéaires continues sur (E, ||.||g)
muni de la norme usuelle.

Sous ces hypothéses, lorsque a tend vers +oo, la famille de mesures
+0 1 .
(a > =Q™((z,a),dy dt)) converge vaguement et uniformément par
n=1"T a>0

rapport & x € X vers la mesure produit p ® | sur X x R ou | désigne
la mesure de Lebesgue sur R.

En particulier si u est une fonction non nulle de Rt dans Rt continue
et croissante et si p est une fonction borélienne de E dans R dont ’ensemble
des points de discontinuité est u-négligeable telle que u(yp) > 0, on a

+oo
Z %Qn((p ® ’U']-[O,a])(xv O)
lim sup |2=2 ONE —-1|=0.
teozex | pe) / u(t)dt
a Jo
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VI.b. Construction de 'opérateur de Perron-Frobenius
associé a T.

Rappelons que la mesure v(dx) = h(z)o(dx) est une mesure de
probabilité T-invariante sur A® et que pour toute fonction ¢ borélienne
bornée de A® dans R et tout v € I on a

(¥ [ et @otan) = [ ey @)oa.

Notons L2(A%, v) I’espace des fonctions boréliennes de A° dans R de carré
v-intégrable. La mesure v étant T-invariante, la transformation T agit
isométriquement sur L2(A°, v) de la facon suivante :

Vo € L2(A%v) T(p)=¢oT.
Soit P l'opérateur adjoint de T dans L*(A% v) ([2), [3], [6], [16]); pour

toutes fonctions boréliennes bornées ¢ et 9 ce L%(A% v), on a

[ T@miemdn) = / o(z) P(@)v(dz).
AO A©

En revenant a la définition de T et de v, on obtient pour v-presque tout x
h(y) s
P = A =61 (y) .
V() > R © W)
yEAY /Ty=z
A priori, P est défini dans L2(A°, v); nous étendons I’action de P & I’espace

des fonctions boréliennes bornées sur A° en posant la

DEFINITION VI.2. — Pour toute fonction borélienne bornée ¢ sur
A° et tout point x € A°, on pose

Po(@)= Y My) o1 (),

yEANC /Ty=x h(iﬂ)

Notons que la fonction Py est clairement définie (dans R+ ) lorsque
p est positive; le fait que cette définition reste valable lorsque ¢ n’est pas
de signe constant est une conséquence de I’étude qui suit.

Les itérés de P sont donnés par la formule
h(y) _
Pro@) = Y MU s
h(z)
yEANC /Try=z

pour tout n > 1.
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Associons maintenant au couple (P, f) 'opérateur P défini par

Py,ty= Y @e‘”(mw(y,Hf(y))-

YyEAC /Ty=x h(CL‘)
Pour tout n > 1 on a Py (x,t) = > ZJy—)e“SS"f(y)w(y, t+Snf(y))-
yEAO /Tny=x (@)

VI.c. Démonstration du théoréme B.

Cas ou .4 U Py > 5. Remarquons que
+o00

Nza)(4) = h(z) Y %PH(QA ® Xa)(x,0)
n=1
avec ga(y) = % gjy))

t € R. Pour pouvoir utiliser le théoréme du renouvellement harmonique,
nous montrons dans le paragraphe VII qu’il existe un espace de Banach
(L, ||.]l) de fonctions de A° dans C vérifiant les trois conditions suivantes :

1)1elL,
2)vVpe L ol < llell,
3) LN C,(A) est dense dans (C.(A%),].|oo)

et que le couple (P, f) satisfait sur (L, ||.||) les hypotheses du théoréme VI.1
(avec en particulier la mesure ¥ comme unique mesure de probabilité T-
invariante sur A°). Nous pouvons donc appliquer ce théoréme aux fonctions
@ = ga(z) et u(t) = e’ d’ou la premiére assertion du théoréme B.

pour tout y € A® et xa(t) = 1jo,q)(t)e’" pour tout

Cas ou §A4A U Py = 4. L’hypothése H2 est satisfaite par le couple
(P%,f + f o T) sur chacun des ensembles AY et AJ. Le reste de la
démonstration se calque sur le cas précédent. ]

VII. ETUDE SPECTRALE DES OPERATEURS P,

Rappelons que ko est un entier fixé supérieur & lp et Ny (voir
Lemme V.2). Remarquons que pour toute fonction borélienne bornée ¢
sur A? et tout z € A° on a

h(b"x
Po(z) = Z por (2)p(b"z) avec ppn(z) = 1po, (") l(z( ))
bmeB* m

|(67) ().
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Le lemme suivant permet d’expliciter la condition "z € Ag,..

LEMME VIL.1. — Soit b" € B*; on a TAY, = U AS..
{ri/onVo(vi)eQs-}

Démonstration. — Soit z € T(Ad.); on a w(d"z) = b"Vw(z).
Comme « appartient & A9, on a w(z) = w(v)Vw(y; 12) d’ot w(bz) =
b*Vw(v;)Vw(v; ') et par conséquent b*Vw(y;) € Qp-.

Réciproquement, soient 7; tel que b"Vw(vy;) € Qp« et z € A(')yi‘ Comme
|wax(d™:)| > lo, les suites wp(b™z) et wg(b™y;) ont le méme premier
terme d’apres la proposition III.12. En revenant & la construction du B*-
développement d’un point de A, on obtient w(b"z) = d"Vw(z) et donc
z € TAY,. O

On déduit du lemme précédent que la fonction & — 1po, (b"z) ne
dépend que des ko premiers termes du B*-développement de z; ainsi, pour

tout ¢ > 1, tout b, € B* et tout x € AJ,, on a pyn (x) = %—)Kbn)/(wﬂa

si b"Vw(y;) € Qp« et ppn(z) = 0 sinon.
Introduisons maintenant la
NOTATION. — Soit Ly, I’espace des fonctions ¢ de A° dans C telles

que
el = l¢loo +m(p) < +o0

ol |.|oo désigne la norme de la convergence uniforme sur A° et

le(z) — oY)l
m(p) =sup sup —————
((P) i>1 zquAgi ‘]3 _ y|50
TH#Y

avec 6o = inf(1,6).

On al€ Ly, Vo € Li, [@loo < ll@llLy, €t Li, N Co(A°) est dense
dans C.(A°). De plus (Lg,, ||.|]|) est un espace de Banach et que, par le
théoréme d’Ascoli, l'injection canonique de (Lg,, ||.||) dans (L, |-|co) €st
compacte.

VIl.a. Hypothése H1.

Rappelons que Vz € A° h(z) = / J(da:_)%.
{o_€ho/(z—,a)EAOx g« A0} |T — T—|
Nous avons le
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LeEMME VIL.2. — La fonction h appartient & I’espace Ly,. De plus,
il existe K > 1 tel que

Vz € A° %gh(a:)gK.

Démonstration. — En revenant 3 la définition de A® xz. A°, pour
tout i > 1 et tout z € A ona {z_ € Ag/(z_,z) € A®xp- A%} = 7i(A2;1)'

dz_
Par conséquent, si x € Agi on a h(z) = / _a( z )26_
7 (A%_)) |z — |
N

i

Pour tous

z,y € AJ, on obtient donc

lmw—hwns/ =

1
i (AO_,) i |z —2[28 |y — 2|2
.

i

_ 56 _ _ |6
S26+1/ H'/I: Zl |y ZI ](T(dZ)
¥ (A° _
v,

} o(dz)

o o= aPly =P
1

On déduit du lemme IV.8 l'existence de €y > 0 tel que

26+1
|Mm—h@ns-2?/' 2 — 2° — |y - 2I?| o(d2).
60 'Yi(A’OY‘_l )

26+1
Si § <1, on a alors |h(z) — h(y)] < ?h; —y|® et si § > 1 on obtient

64°
|h(z) — h(y)| £ =5 |* — yl. Ceci montre que m(h) est fini. Par ailleurs, pour
€o

C
tout z € A° on a |h(x)| < —5 et donc h € L,.
€

La deuxiéme assertion de la proposition découle de ’encadrement
€28 < |z — x|? < 4. O

Ce lemme va nous permettre de contréler les poids pyn.
ProrosiTiON VII.3. — Pour tout b™ € B*, la fonction py» appar-

tient & Ly,. De plus, la série ) |pyn|| est convergente.
breB*

COROLLAIRE VII.4 (Hypotheése H1). — L’opérateur P opére conti-
niiment sur (Lg,, ||.||) et P1yo = 1p0.

Démonstration de la proposition VII.3. — Les lemmes P, L et VII.2
entrainent ’existence d’une constante K > 1 telle que
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1) vz € A° %Sh(m)SK,

2) Wb" € B*,Vy € Aj. (™) (Ty)| < =

Fixons i > 1 et b" € B* tels que b"Vw(v;) € Qp-; si x € AJ, on a
[(6"™)(z)| = |(b™)'(T'y)| avec y = b"z si bien qu’en combinant les inégalités
2+6

|oo est fini et que

1) et 2) on obtient |ppn |00 <

la série Y |pen]oo €st convergente puisque § > 1/2. Par ailleurs, pour
bneB*
tous z,y € AJ,, on a

[h(b"z) — h(b"™y)

o () = pon ()] < s Il(b")’(:r)|‘5
1 n n n ny/
@)~ h( | AE")I(b ) (2)|° + || ©™)'(@))° - () ()|

Les points b™(z) et b"(y) appartenant & un méme ensemble Agj on a
[b" () — b" (y)|*
h(z)

sl = YRR @1 + S @) - 167 WP,
On a |b"(z) — b™(y)| = +/|(®™)'(z)[](b")’ (y)]lx —y| et d’aprés les lemmes P
et L il existe K > 0 tel que [|(5")(z)]° — |(™)' (v)|°| < 5
montre ainsi Pexistence de deux constantes strictement positives A et

Am(h) + B
B telles que |ppn(z) — pon (v)| < -—nL(z—Zai~|x— y|% ce qui montre que

|pon (2) — pon (y)| < m(h) (&™) ()1°

|z —y|%; on

m(pyn) est finie et que la série Y. m(pyn) est convergente. O
bnEB*

VILb. Hypothése H2.

L’étude du spectre de P sur (Lg,,||.||) repose sur le théoréme de
Ionescu-Tulcea et Marinescu dont nous donnons ici un énoncé di & H. Hen-
nion [11].

THEOREME (IONESCU-TULCEA et MARINESCU). — Soient (E,||.| g)
un espace de Banach sur C et Q) un opérateur linéaire continu sur (E, ||.| )
de rayon spectral égal & 1. On suppose qu’il existe sur E une norme |.| telle
que
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i) opérateur @ soit compact de (E, ||.||g) dans (E,|.|),

ii) il existe 0 < r < 1 et R > 0 tels que Q satisfasse I'inégalité de
Doeblin-Fortet DF (r) suivante :

Vo e E |Qelle < rllelle + Rlol.

Sous ces hypothéses, Q admet un nombre fini de valeurs propres de module
1, les espaces caractéristiques correspondants sont égaux aux espaces
propres et sont de dimension finie. De plus, le reste du spectre de @ sur
(E,|l-llg) est inclus dans un disque de rayon strictement inférieur & 1.

Montrons que Popérateur P satisfait les hypotheses de ce théoreme
sur (Lg,, ||.]|)- Puisque P opére continiiment sur (Lk,, ||.||) et que 'injection
canonique de (Lg,, ||-||) dans (Lky,|-loo) est compacte, Popérateur P est
compact de (Lg,, ||.||) dans (Lg,, |.|sc). Rappelons que pour toute fonction
¢ € L, on a |Pp|lec < |@|eo- Par conséquent, si P satisfait 1'inégalité
de Doeblin-Fortet DF(r) ses puissances sont bornées sur (Lyg,, ||.|) et son
rayon spectral p(P) sur cet espace est inférieur ou égal & 1; de 1'égalité
P1lyo = 1,0, on déduit que p(P) = 1. Il nous reste donc & montrer le

LEMME VIL.5. — Ilexiste 0 <r <1, R>0 et N € N* tels que

Vo € Lk, 1PVl < rlill + Rlgloo-

Démonstration. — Comme T est dilatante sur A° il existe 8 >
1 e¢ N € N* tels que pour tout ¢ € A° on ait |[(TV)(z)] > B.
Fixons ¢ > 1 et considérons des éléments by*,---,by" de B* tels que
la suite b7*,- -, b3 Vw(7;) appartienne & Qg-; pour tous z,y € A?Yi on
a TNOM - b¥z) = z et TVNO - 0RVy) = y dou [p7* -+ bz —

1 . P
byt - byl < B|w — y| (%). Notons alors Pyr1..pnw la fonction définie par
Vz € A, Py (T) = Py (b3® - - bR T)ppp2 (b5° - - - bR ) - - Py ().

Pour toute fonction ¢ € Ly, on a

0 pN — n n
Vz € Ay, PV op(z) = Z (bt "'bNNm)pbfl‘.-b;:,N (2).
bPL o bN e
7L, b N V() €0
En particulier > Py on (T) = 1 car PN1 = 1. Ainsi,
871, 0N eB* ! N

N

n
b7, b N V(v enps
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pour tous z,y € A, on obtient
|PY () — PNo(y)]
= Z Dyr1..p7N ()] (b7t -+ bRV z) — (BT -+ - BN y)]

n1 ... "N eB*
bl ’ ’bN
n1

by

+ 1o > Py nn () = Py ()]

™1 ... p"N *
bl s ,bN €B

n
,~~~,bNNVw(’yi)eﬂB=«

n
1 ’“"bNN Vw(v;)EQp*

<m@) Y pmw @B - by

m1 ... p"N *
b, ,bN €eB

n1 nN
b7l b Y V(v epa

+ [loo > [Pyrr.onn (2) = Pyragnn ()]
bnl,---,b:,NGB"‘

bll,»--,b:’N Vw(vi)EQpx

En utilisant I'inégalité (x) on obtient

8 8
2 Py ()[BT - bR =BT - RNy < 5& e lo—yl®.
bI BTN e
T by Vo(r)eags
Par ailleurs, d’apres les lemmes P et L, il existe une constante C' > 0 telle
que pour tout ¢ > 1, pour tout b" € B* vérifiant b"Vw(y;) € 2z~ et tous

z,y € Af’yi on ait [b"z — b"y|% < C|z — y|%; par conséquent

Z |Pb§'1 bR (z) - Pyrr. 0N W)l
b7, b N eB*
o710 N v () e

b

< E E My, __,bnN r,T,Y)
bfl,u-,bZNeB"

n n
by 1 ,-u,bNN Vw(v;)EQpx

avec
Mbyl fnyb"N (7‘, Z, ’y)

=Py (O DY @) [Py (B -+ DR @) = P (B -+ DRV )]
X pb:zrl.‘.blnvzv (y)
< pb;” ...b:_’:;l (bfr e T&Nx)pb::jl RN (y)m(pb;” )CN_T‘a; - yléo'

En prenant C' > 1 on obtient donc

1 CN+1
m(PN ) < Eg‘m( to—1 Z llpom [l loo-
bneB



GROUPES DU PING-PONG 791

L’inégalité DF'(r) du lemme VIL5 est donc bien satisfaite avec r = 5% et
CN+1
R = n .
-1 > el +1 O
breB*

Ainsi, d’apres le théoréme de Ionescu-Tulcea et Marinescu, I’opérateur
P sur (Lg,, ||.]|) a un nombre fini de valeurs propres de module 1, les sous-
espaces propres associés sont de dimension finie et le reste du spectre est
inclus dans un disque de rayon strictement inférieur & 1.

LEMME VIIL.6. — Soient ¢ € Ly, et 6 € R tels que Py = ¢,
Si AU Py > 5, alors € = 1 et ¢ est constante sur A°.

SifAUPy =4 (ie si A= {a_1,a1,0_2,a2} et Py =0), alors deux
cas se présentent :

1) €% =1 et ¢ est constante sur A°,
2) e’ = —letp = C(lpg —1p9) ot C € C,A) = | AQn et

nezZ*
Ay= U A%
nez*

Démonstration. — Voir fin du paragraphe.

On déduit de ce lemme que si §.4 U Py > 5, il existe sur (Lg,, ||.||) un
opérateur () de rayon spectral strictement inférieur 4 1 tel que P = E; +Q
avec E1Q = QE1 =0 ou E; désigne le projecteur (de rang 1) associé a la
valeur propre 1. L’égalité vP = v impose alors E;(p) = v(p)1x0 pour tout
¢ € Ly,; en particulier (P"¢)n>1 converge dans (Lx,, ||.||) vers v(y) ce qui
entraine que v est I'unique mesure de probabilité P-invariante.

Si AU Py = 4, on note L; (resp. Lo) l'espace des restrictions & A
(resp. A9) des fonctions de Ly,. Dans ce cas, I'opérateur P? opére sur L;
et se décompose en Ple = v; + @1 ou v est la restriction de v & A? et Q1
un opérateur de rayon spectral sur (Lq, ||.||) strictement inférieur & 1. De
méme, P? opere sur Ly et admet la méme décomposition spectrale. Nous
avons donc le

CoROLLAIRE VII.7 (Hypothese H2). — SifAUPy > 5, 'opérateur
P vérifie ’hypothése H2 sur Ly,.

Si fAUPy = 4, I'opérateur P? opére sur L, et Ly et vérifie ’hypothése
H2 sur chacun de ces espaces.

Il nous reste & démontrer le lemme VII.6.
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Démonstration du lemme VIL6. — Cas ou §A U Py > 5. Soient
¢ € Ly, et 0 € R tels que Py = e%p. Les égalités Pp = ep et vP = v
entrainent P|p|(z) = |p(x)| v(dz)p.s; les fonctions ¢ et Py appartenant &
Ly, et le support de v étant égal & A, cette égalité est en fait vérifiée pour

tous les points = de A°.
Posons [ = in/{0 |o(x)|; comme ¢ est continue sur A, il existe i > 1
z€
et une suite convergente (y;);>1 de AJ, telle que lli—IEl le(y)] = I. Pour
—T 00
tout [ > 1, 0n a
() le)l =Plelw) = D> pon(w)lo(@w)l-

b eB*
bR Vw(v;)€Epx

Soit b™ € B* tel que b"Vw(y;) € Qp«. La suite (b™y;);>1 appartient &

un ensemble Ags et la fonction ppyn est continue sur cet ensemble; par

conséquent, la suite (pyn(y1))i>1 converge et, de par I'expression de pyn

et les propriétés de h, sa limite Py~ est strictement positive. De méme, la

suite (¢(b™y;))i>1 converge et 'on note P,» sa limite. Faisons tendre [ vers

+o00 dans l’égalité (x); la série ) ||ppn|| étant convergente, on obtient
breB*

I= Z Do Ppn -

b eB*
b Vw(v;)EQRx
Comme > Dyn = 1 et Ppn > I, on obtient par un argument
b eB*
bV w(v;)ENRx

de convexité Py = I pour tout b" € B* tel que d"Vw(y;) € Qg-.
Considérons alors un élément v de I' tel que w(y)Vw(y;) € Qg+ et posons
w(y) = (b?j)lgjgs; en appliquant le raisonnement précédent aux suites
(B5* 9021, (027 b5 y)iz1, -+~ et (Yu)iz1 on obtient lim lo(yy)| = I.

Notons maintenant S = sup |¢(z)| et considérons une suite (2;);>1
z€A°

de A?Yj ol j > 1 est fixé, telle que l li+m |©(z1)] = S. En utilisant les mémes
—> 100

arguments que précédemment, on montre que pour tout v € I' tel que

w()Vw(y;) € Qg+, on a lim Jo(yz)| = 5.

Nous allons maintenant montrer que |¢| est de module constant sur
A% pour cela, utilisons la propriété suivante dont la démonstration est
donnée en fin de paragraphe.

PROPRIETE DE PROXIMALITE. — Pour tous i,j > 1, il existe deux
suites (gip)p>1 €t (gjp)p>1 de I telles que pour tout p > 1 on ait
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1) Wio(9ip) = Wko(95p) €t |w(gip)| = |w(gjp)| ne dépend pas de p.
il) w(gip)Vw(vi) et w(g;p)Vw(v;) appartiennent a Qp-.
iii) Il existe K > 0 tel que Yz € AY,,Vy € A, |gip(z) — gjp(y)| < 52
p
On déduit des propriétés i) et ii) que pour tout p > 1 les ensembles
gip(AS,) et ng(AO ) sont inclus dans un méme ensemble A9 ou I = I(p).

On obtient alors

m(yp) .

le(gizun)] = le(gipz)ll < mle)lgin(u) — gip(2)| < K357

)

par ailleurs, d’aprés ii) et iii) on a lin lim |o(gipy)| =1, l li+m le(gjpz1)| = S
—400 —100

K
et |gip(v1) — 9jp(21)| < =5 pex . En faisant tendre ! puis p vers +oo dans
I’inégalité
[T =S| < I =gl + 1S = le(gipz)ll + [(gipyr)| = l(gip2)l;
on obtient I = S, ce qui prouve que |p| est constante sur A°.

Montrons & présent que ¢ est constante sur A°. En supposant ¢ # 0,
I’égalité Py = e nous donne

: p(b"z)
vz e A% €f = Py (2) )
" by /@)
BV () ERp
b
Comme |(p( x)| 3 pyn(z) = 1, on obtient par un argu-
bnvf’u’fi‘?énm

ment de convexité ¢(b"z) = e?®p(x) pour tout b" € B* tel que b"Vw(y;) €
Qp~; en réitérant cet argument, on montre que pour tout v € I' tel que
w(y)Vw () € Qp+ et [w(y)| = s on a p(z) = Yo (yz).

Soient alors deux points z et y de A°. Il existe i et j tels que
ze Al etye Agj; considérons les suites (gip)p>1 €t (gjp)p>1 données
par la propriété de proximalité. On a d’une part ¢(gipz) = €*%p(z)
et p(gjpy) = €p(y) avec s = |w(gip)l = |w(gjp)l et d’autre part

lo(gipz) — (g5p¥)| < M(P)|9ip(%) — gjp(y)|- En faisant tendre p vers +oo,
on montre alors que ¢ est constante sur A°.

Considérons a présent le cas ot A= {af',0f?} et P=0. On a
alors w4« () = wp~ (). Considérons les ensembles A et AJ introduits dans
le lemme VIIL.6; on a P(1,0) = 1pg et P(lAg) = 1p0. De plus, si ¢ € L, et
si 1 est sa restriction & A7, on a

Vx € A(l) Pzgol(:c) = Z Dap (m)pa"‘ (azz)p(af"ayT).
n,mez*
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Soit ¢ € L, telle que Py = €?¢; on a donc P?p; = e%%¢,. En appliquant
le raisonnement précédent & la fonction ¢; et en remplacant la suite (gip)p>1
par (gp)p>1 avec g, = of (a3f)* a3, on obtient 1 = C119 ot C; est une
constante. De méme, si , désigne la restriction de ¢ & A3, on obtient
g = Csl A9 olt Cy est une constante. L’égalité Py = e*®p impose alors

01=Cgetei9=10u01=—Cgetei0=—1. O

Démonstration de la propriété de proximalité. — Notons respecti-
vement a; et a; le premier terme du .A-développement de v; et ~y;. Si
a; € {ajil} ou si fA4 > 5, il existe a € A — {afl,a;ﬁl} et on pose
gip = gjp = aP(a?a?)*°. Les propriétés i) et ii) résultent de la construc-
tion du B*-développement de g;p, quant & la propriété iii) elle provient des
lemmes L et P.

Sinon A = {af?, af} et comme AU Py > 5, il existe 7 € Py. Posons
T=a;---q avec as € Aet a; # a,il. Quitte & changer m en 77!, on peut
supposer que a; € {a;"'} et oy € {a7'}. On pose alors g, = 7P (a2a?)ko+1
et gjp = wp(afa?)""ra?; pour les mémes raisons que précédemment, les
propriétés i), ii) et iii) sont vérifiées. O

VII.c. Hypothése H3.

NOTATION. — Soit b™ € B*; on note fy» la restriction de f o b™ a
Pensemble T(AY,).

Pour tout A € R, 'opérateur Py est défini par Vo € A® Pyp(z) =

S ppn(2)eM O D) (™) pour toute fonction ¢ borélienne bornée de A°
breB
dans C. L’étude de Py nécessite un controle trés précis des fonctions fyn.

Nous avons le

LEMME VII.8. — Il existe K > 0 tel que pour tout b™ € B* on ait
m(fyn) < K avec de plus

|forloo < K Logn  lorsque b est parabolique,

| fonloo < Kn  lorsque b est loxodromique.

Démonstration. — En utilisant les lemmes P et L, on montre qu’il

existe une constante K > 0 telle que pour tout b"™ € B* les inégalités
suivantes soient vérifiées :
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— si b est parabolique alors sup |f(z)| < K Logn,
zeAd,

— si b est loxodromique alors sup |[f(z)] < K n.
z€AY,
Afin de controler m(fy=), on rappelle que, d’aprés le lemme V.2,
il existe A > 0 tel que, pour tout ¢ > 1, tout b € B* satisfaisant
b"Vw(y;) € Q- et pour tous z,y € pr on ait

| fon (2) — for ()| = £ (0"2) — f(b"y)| < Alz -y
(Ihypotheése kg >N, est nécessaire ici pour pouvoir appliquer le lemme V.2).

On en déduit m(fym) < 2A ce qui achéve la démonstration du
lemme. 0

Nous avons alors la

ProrosiTION VII.9 (Hypothése H3). — Pour tout A € R, 'opéra-
teur Py opére sur Ly,; de plus, pour A # 0, le rayon spectral sur Ly, de Py
est strictement inférieur a 1.

Démonstration. — Soit A un réel fixé; pour tout b € B*, on a
e || < [AIm(fon) + 1
et donc e € Ly, d’apres le lemme VIL.8. Comme pour toutes fonctions
p1 et @2 de Ly, on a [lp1p2] < [l¢1]l [l¢2ll, on obtient

IPapll < Y lpenl 1€ ) foll-
bneB*
Cette derniére série est convergente d’apres la proposition VII.3 et le
lemme VII.8; par conséquent Py opere sur Lg,.

Pour controéler le spectre de Py, nous allons tout d’abord montrer que
P), vérifie les hypotheéses du théoréme de Ionescu-Tulcea et Marinescu sur
(Liy, |I-II); pour ce faire, on reprend la démonstration du lemme VIL5 en
remplacant pyr par py.e** o™ et 'on montre qu'il existe N € N*, 0 < r < 1
et deux constantes A, B positives telles que, pour tout A € R et toute
fonction ¢ € Ly, on ait I'inégalité DF(r)

IPY ol < rllell + (AN + B)@loo-

En itérant cette inégalité, on voit que les puissances de P sont bornées
sur Ly,; ainsi, son rayon spectral p(Py) sur Ly, est inférieur ou égal & 1.
D’apres le théoreme de Ionescu-Tulcea et Marinescu, si p(Py) = 1 alors P
posséde nécessairement une valeur propre de module 1, ce qui est absurde
d’apres le lemme suivant.
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LeEMME VII.10. — Pour A # 0, 'opérateur Py, sur Ly, n’admet pas
de valeur propre de module 1.

Démonstration. — L’égalité Pyp = ey donne en passant aux
modules Plyp| = |¢|; la fonction |p| est donc une fonction propre de P
pour la valeur propre 1 et, comme elle est positive, elle est constante sur
A° d’apres le lemme VII.8. Supposons que ¢ ne soit pas nulle sur A%; par
convexité, pour tout point z € A° et tout b” € B* tel que b"Vw(z) € Xp-,
on a

eie(p(x) — ei/\f(b"z)(P(bnx)

. , z
d'ott lim eMC"®) = ew.(p(—)n avec zp = lim b"z. Comme le
n—+oo 11111 p(d"x) n—+oo
n—-1+00

groupe I' n’est pas purement loxodromique, on peut choisir z € A°

et b € B tels que la transformation b soit parabolique; on a alors
lim f(b"z) =+ocet lim f(d"*'z)—f(b"x) = 0. Par conséquent, pour

n—-+00 n—-+4o0o

tout réel A > 0 il existe une suite strictement croissante d’entiers (nx)x>1

telle que kli’r_lklo<> f™+1g) — f(b" x) = A. On a alors

lim eiAf(b"kz)—iAf(b"k+lz) — ei)\A =1
k—+o00

Le réel A étant quelconque, on obtient finalement A = 0 d’ou une
contradiction. O

VII.d. Hypothéses H4 et H5.

ProprosiTiON VII.11 (Hypotheses H4 et H5). — La fonction f
satisfait les propriétés suivantes :

1) sup P(f3)(z) < 4oo0.
zEAO

2) 0 < v(f) < +oo.

De plus, la fonction A — Py est de classe C® de R dans I’espace
(L(Lko)s lI-ll2(Ly,)) des applications linéaires continues (Ly,, ||.||) muni de
la norme usuelle.

Démonstration. — En utilisant les lemmes P, L et VII.2 on montre
qu’il existe une constante K > 0 telle que pour tout b™ € B* les inégalités
suivantes soient vérifiées :
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K
Db oo < 38 5 et sup |f(z)|] < K Logn lorsque b est parabolique.

TEAD

|ponloo < Kp™ avec 1 < p < 1 et sup |f(z)] < K n lorsque b est
€AY,
loxodromique.

ogn)t

+o0o
!
o et ) m'p™ sont convergentes

n=1
car § > 1/2; la fonction P(f!) est donc bornée sur A°. Comme vP = v et
Pf est bornée, on a v(f) < +oo; le fait que v(f) > 0 provient du caractere

dilatant de T

Pour tout [ > 1, les séries E = (Logn)

+oo (s¢)! .

Pour tout t € R, on a Py, = P(lz % gthof flgo)_ Sup-
0 .

it)!

!

posons que pour |t| assez petit, la série E = @) P(e7 £y soit nor-
=0 U
malement convergente dans (Lg,, ||.||); pour toute fonction ¢ € Ly, on
N (it)" Aof gl = |t|l iXof
a [Prosel(p) = X P flo)ll < 3 TrIPE Plliell avee
=0 :
I=N+1
+o00 |t|l .
lim Z 7||P(e“\°ffl)|| = 0. Posons alors Yy € Li, Sn(Xo,t)(p) =

N (o]
—teo N

it) . )
> %P(e”\"f f lcp); I’inégalité précédente prouve que la suite d’opérateurs
1=0 !
(Sn(Xo,t))n>1 converge vers Pyt dans (L£(Lk,), [|-llz(zs,))- La fonction
A — P, est donc développable en série entiere au voisinage de Ay et ’'on a

d'Py

iz Vel o
=Ao

() = ' P(e™ f! o).

Il nous suffit donc de montrer que la série Z P(ef f) est nor-

* @),
B
malement convergente dans (Ly,, ||.||)- D’apres la proposition VIL.3 et le
lemme VIL.8 il existe C > 0 tel que pour tout b € B* et tout entier [ > 1

on ait :
llpsn o™ fH < C(IA + 1) (_g)_ lorsque b est parabolique.

l[pen o fH| < C(|A] + 1)nlp" avec 0 < p < 1 lorsque b est
loxodromique.

+oo +0o [t (Logn) <X pltl
Notons que la somme Z > o= ' I ( nan ) = % est finie si [t <
=0 n=1

n=1
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26 — 1; de méme, la somme > > Tnlp" = Ze”'”p” est finie si
I=0n=1 & oyt

1 +oo || )
e/l < =. Par conséquent, pour |t| assez petit, la série 3. %]]P(e”“’ffl)]]
P =0

converge. 0
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