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REMARQUES SUR LES DIFFERENTIELLES
DES POLYLOGARITHMES UNIFORMES

par Jean-Louis CATHELINEAU

1. INTRODUCTION

Une variante de la différentielle du dilogarithme est la fonction

f(z)=zlog\z\-{-(l-z)log\l-z\.

Il a été observé par plusieurs auteurs (voir [l], [4]) que cette fonction
satisfait à Inéquation fonctionnelle à quatre termes

f(x) + (1 - x)f (^) = f(y) + (1 - y)f (^) .

Dans [4], cette équation apparaît en liaison avec Phomologie de 51/2, et dans
[l], J. Aczél remarque qu'elle est classique en théorie de l'information.

Dans les pages qui suivent, on se propose d'étudier plus généralement,
de telles équations fonctionnelles pour les différentielles des polylogarithmes
uniformes, introduits par Bloch-Wigner et Zagier [2], [3], [16] (voir aussi
[15]). On obtient en particulier une équation fonctionnelle à 22 termes pour
la différentielle du trilogarithme.

Les résultats peuvent être vus, entre autres, comme des analogues
infinitésimaux de questions apparaissant dans le travail de Goncharov sur
la conjecture de Zagier [9], [10]. D'autre part, une suite exacte intervenant
dans les calculs est très liée à un travail précédent de l'auteur sur les À-
opérations en K-théorie algébrique [5]. Il serait intéressant de voir le rapport
des équations fonctionnelles obtenues ici avec celles que l'on peut trouver

Mots-clés : Polylogarithmes uniformes - Identités fonctionnelles - Complexes de Gon-
charov.
Classification math. : 33 - 26 - 18 -19.
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en différentiant l'équation fonctionnelle du trilogarithme due à Goncharov
[9], [10].

Je remercie le référée dont les remarques pertinentes m'ont permis
d'améliorer la première version de cet article et de corriger quelques erreurs.

2. RAPPELS SUR LES POLYLOGARITHMES

Pour n > 1, soit T>n '- C —^ R(n — 1) la fonction de Bloch-Wigner
généralisée [12], [10], [16], où R(n) = R ou îR, suivant que n est pair ou
impair; on a

^n(z) = >n IE ̂ log^Lin^z)) ,
\k=0 K' )

où >n désigne Re ou iïm, suivant que n est impair ou pair ; les Bk sont les
nombres de Bernouilli et les Lik sont les n-logarithmes classiques [12]. On
a en particulier

Pi(;zQ=-log|l-4

V^z} = iïm(Li^z) + log(l - z) log \z\),

V^z) = Re(L^) - log \z\L^(z) - J log2 \z\ log(l - z)).

Goncharov prend pour Pi la fonction log \z\.

Les dérivées partielles de Vn s'écrivent (voir par exemple [12])

^---i^^-^W^
et

^w=(-ir-^w.
On en déduit, pour n > 1, l'expression suivante de la différentielle

<ÏDn{z} :
(1) g g

dDn(z) = -^Vn{z)dz + -^'Dn(z)dz

n-l /t)krf \ on-lD
= - E (———'log^l^n-^ï^)) - ———^-log-^l^-^l - .),

k=l v * / \ )'
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où(1) pour k pair : ïfc(^) = dlog|^|, et pour k impair : ïfc(^) = dioîg(z).

Remarque. — Conformément à la notation df(z) pour la différentielle de /
en ^, dlog|l — z\ désigne la différentielle de z i-̂  log|l — z\ en z.

On a en particulier, compte tenu du fait que Bk = 1,—-,-, pour
k =0,1,2

dV^(z) = -dlog|l-2;|,

dD^) = - log |1 - z\dio.rg(z) + log [^|dîarg(l - z),

dV^z) = V^dmrgÇz) + J log H(log |1 - z\d\og \z\ - log \z\d\og |1 - z\).

3. RAPPELS SUR LES GROUPES POLYLOGARITHMIQUES

Dans toute la suite(2) F est un corps infini. Si X est un ensemble,
Z[X] désigne «le» groupe abélien libre engendré par X et F[X] le F-espace
vectoriel F (g) Z[X], dont X est naturellement une base. Pour x e X, on
note [x] le générateur associé à x.

3.1. Les groupes Bn(F).

On rappelle la définition des groupes Bn(F), d'après Goncharov ([10]).

Soit P^F) la droite projective. La définition de Bn(F) (n ^ 1) se fait
par récurrence, simultanément avec celle de sous-groupes An(F) (n ^ 2) et
Hn(F) de ZpP^F)].

Si T^n(^) est défini, on pose

Bn(F)=Z[Pl(F)}/nn(F).

(1) Noter que, dans l'expression de la différentielle donnée dans [9], [10], certains termes
diog \z\ doivent être remplacés par dia.rg(z), mais cela n'influe pas sur les résultats.
(2) Ce paragraphe rectifie quelques coquilles ou imprécisions, en particulier concernant
la torsion, dans [6], [9], [10].
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On considère les morphismes

(2: ^'^-v&^r
, r0 si a;=0,l,oo

[(1 — x) A x sinon,
et pour n ̂  3

. <5n: Zp^F)]^^-!^)®^),

, , f 0 si a: =0,1, oo[x ^ < , . _
l {^J'n-i ̂  a? sinon,

où {a:}n est la classe de x dans Bn(F).
Par définition, %i(F) est engendré par [oo] et les [x-^-y-xy] — [x] — [y],

où x,y e F\{1}; il en résulte facilement que Bi(F) ^ Fx. Pour n ^ 2,
An(F) := Ker<în. On définit Un(F) comme le sous-groupe de ZpP^F)]
engendré par [O], [oo] et les éléments de la forme ^^([^(O)] - [/z(l)]),
où les fi sont des fractions rationnelles en l'indéterminée X, telles que
Erii[fi}eAn(F(X)).

PROPOSITION 1. — Pour tout n ̂  2, Kn(F) est contenu dans le noyau
deôn.

On pose /n
s^ : F{X)X^FX

/^7(a),
avec /(X) = (X - ̂ ^^/(X), où Va est la valuation de / en a. On
introduit de plus

sa: Zp^FpOl-ZtP1^)]
[/] ̂  [fW].

Démontrons par récurrence que l'on a ̂ n(%) = 0 et Sa('Jïn(F(X)) C ̂ n(F)
pour n ̂  2. Supposons ces relations démontrées pour les entiers r tels que
2 ^ r < n et considérons, suivant que n = 2 ou n ̂  3, l'un des diagrammes
commutatifs suivants, où la commutativité du premier est assurée par le
fait que l'on quotiente par la 2-torsion

,,, A'-WZpP^X))]
(2 — torsion)

i ̂ w
Sa i l A2^

^ A2^
Zp^F)]

(2 — torsion)
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et
ZpP^X))] -^ ^(FWX^FW

Sa[ [S^^S^

Z[pi(F)] -^ B,_i(F)0F><

où, si n ̂  3, l'application s^~^ est déduite de Sa par passage au quotient,
ce qui est légitime vu l'hypothèse de récurrence. La commutativité de ces
diagrammes montre que (si - so)(An(F(X)) est contenu dans le noyau
de 6n. Mais par définition, («i - so)(An(F(X)) = 7Zn(F). Il reste donc à
prouver que Sa(Tïn(F(X)) C 7Zn(F).

Pour a ç P^F), on considère les morphismes de spécialisations

^ : z[pl(F(x)(y))] -. z[pl(F(y)]
[/(x,y)]-[/(a,y)],

et
^: zppwxxy^zpwx)]

[/(X,V)]^[/(X,a)].

L'exemple suivant (signalé par le référée) montre que l'on doit prendre des
précautions avec les spécialisations. Si en effet f(X,Y) = X/(X+V), alors
on voit que so(s^Ç[fi})) et so(s^{[fi})) sont respectivement égaux à [1] et [0]
donc distincts. On a cependant le lemme de commutation de spécialisations
suivant :

LEMME 1. — Soit (fi)i une famille finie ^éléments non nuls de
F(X, Y) et c e F. Pour presque tout élément b e F (on rappelle que
le corps F est supposé infini), on a quel que soit i

^«([/z]))==^«([A])).

Preuve. — Pour tout î, on peut écrire

/.(x,y)=(y-c)".^(m,ez),

où les Ui et les Vi sont des polynômes de F[X,Y], tels que Ui(X,c) et
Vi(X, c) soient non nuls dans F[X}. Alors pour presque tout élément b C F,
on a quel que soit î, Ui(b, c) -^ 0 et i;i(&, c) -^ 0. On vérifie qu'un tel élément
b satisfait aux conditions du lemme. n
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Un élément de %»(F(X)) s'écrit sous la forme E"i([/i(^,0)] -
[fi(X,l)}), avec E"4/i] € AiW.V)). De plus, par la commutativité
des diagrammes ci-dessus appliqués au corps F(X), on a ̂  n4/»(X,0)] £
An(F(X)) et^ni[fi(X, 1)] G .4n(F(JC)). D'autre part, l'action du groupe
des homographies dans F(X) montre que, si E"i[ffd € .4»(^W) et si
a,b ç P\F), on a aussi E"<([ft(a)] - [<7,(&)]) 6 7Z»(F). Par suite, quels
que soient a et 6

(Sa - 5b) (^><[.WO)]) € %n(F).

et

(Sa - Sb) ̂ îii[fi(X, 1)]) 6 7^(F).

En appliquant le lemme à c = 0,1, on peut trouver un élément 6 e F tel
que, pour tout i

5i,([.A(X,l)])= si ([/,(&, Y)]),
et

56([.WO)])=5o([/.(6.y)]).
Pour un tel 6, on a

^ (E"* ([^?0)] - LOT i)])) = (so - 51) (^>[./,(6,y)]),
mais ce dernier élément est dans %«(F), car E»i[/i(W] € ^(F(V)).
Finalement on obtient bien que Sa(^ni([fi(X,0)] - [/<(X, 1)])) € Kn(F),
ce qu'il fallait démontrer. ,-,

On déduit de la proposition qui précède un complexe, où Bn(F) est
placé en degré 1

(2) B^-^Bn-i (F) (g) F^ -^Bn-^F) <g) A2 Fx -s-^

• • • -^W) 0 A"-2 F- ̂ -^F-,,
(2— torsion)

OÙ

(5({a:}n-, (g) î/i A ... A yi) = {a;}n-,-i <g) a; A î/i A ... A y,
et

<^(M2 0 2/i A ... A ̂ -2) = (1 - x) A a; A ?/i A ... A yn-2.

Le complexe (2) a été introduit par Goncharov [9], [10].
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3.2. Présentation de B^F).

Dans un groupe abélien engendré par les symboles {a}, où a e
F\{0,1}, on envisage, pour a -^ 6, les relations suivantes:

(3) {a} - {b} + {b/a} - {(1 - &)/(! - a)} + {(1 - ̂ /(l - a-1)} = 0,

(4) {a} - {&} + {b/a} - {(1 - a-^l - b-1)} + {(1 - a)/(l - &)} = 0,

(5) {^{a-1}^,

(6) {a}+{ l -a}=0 .

PROPOSITION 2. — On à :

i) En présence des relations (5), les relations (3) et (4) sont équivalentes.

ii) Les relations (3) entraînent les relations 2({a}+{a~1}) = 0. Si F est
de caractéristique ̂  2, elles entraînent les relations 6({a} + {1 — a}) = 0.
Si F est algébriquement clos, elles entraînent les relations (5) et (6).

iii) Les relations (4) entraînent les relations 2({a} 4- {a~1}) = 0 et
6({a} + {1 — a}) = 0. Si F est algébriquement clos, elles entraînent les
relations (5) et (6).

Preuve. — i) est évident ; pour le ii) voir [7] (en fait la restriction sur
la caractéristique n'est pas nécessaire) et pour le iii) voir [13]. n

PROPOSITION 3. — On a dans 63 (F) les relations, où a, b ç. P^F) :

1) {a}2-{&}2+{6/a}2-{(l-a-l)/(l-&-l)}2+{(l-a)/(l-&)}2 =0,
pour a ̂  b.

2) {a}2 + {1 - a}2 = 0.
^{ah^a-^^.

4){1}2=0.

Preuve. — On remarque que

[X] - [Y] + [Y/X] - [(1 - X-^/Çl - Y-1)] + [(1 - X)/(l - Y)]

est dans Â2(F(X,Y)).

Par spécialisation en Y = 0 et Y = 1, on voit que [X] + [1 — X]
et [X] + [X-1] - [1] sont dans A^F^X)). On obtient le 4) à partir de la



1334 JEAN-LOUIS CATHELINEAU

définition de B^F), en appliquant Soo - SQ à [X] + [1 - X}. En appliquant
5a - SQ à [X] + [1 - X] et [X] + [X-1] - [l], et en tenant compte de 4), on
a les relations 2) et 3).

Par spécialisation de la première expression en Y = &, on déduit que
[X] - [b] + [b/X] - [(1 - X-^KI - b-1)} + [(1 - X)/(l - &)] ç A2(F(X)).
Le 1) en résulte, en appliquant Sa — 5i. n

DÉFINITION 1 [13], [14]. — On note Pp le groupe âbélien engendré
par les symboles {a}, a e F\{0,1} soumis aux relations (4) du début du

paragraphe. On note de plus Pp le produit tensoriel Pp 0 Z - .
L6]

Remarque. — Le groupe défini de façon analogue en considérant la
relation (3) est isomorphe à Pp ; Pisomorphisme est donné par [a] ̂  [a~1]
[11].

PROPOSITION 4. — Pour a e P1(F), on a un morphisme de
spécialisation

Sa : "PFÇX) —)> ^F^
tel que

jn^ j{ / (û )} si /(a) ^0,1, oo
UJ f 0 sinon.

Si F est algébriquement clos, on a un morphisme analogue

Sa : PFW -" ̂ F-

Cela résulte de la proposition 2, en montrant que les relations du type
(4), relatives à F(X), donnent par spécialisation des relations de l'un des
types (4), (5) ou (6), pour F. n

La proposition suivante est implicite chez Goncharov.

PROPOSITION 5. — Soie 63 (F) le produit tensoriel 02(^)0Z PJ ,
, . L6]on a un isomorphisme

X : PF-W)
{x} ̂  {x}ï.

Si F est algébriquement clos, alors Pp est naturellement isomorphe à
W).



SUR LES DIFFERENTIELLES DES POLYLOGARITHMES 1335

Preuve. —D'après ce qui précède, l'application À existe et est
surjective. On va vérifier que À est injective. Soit

B(F) := Ker{PF -^ Fx 0 Fx / < x (g) y + y 0 x >, {x} ̂  (1 - x) 0 x}.

Susiin ([13], [14]) a montré que le morphisme canonique i : B(F) —^
B(F(X)) est bijectif. Il en est donc de même du morphisme i : B'(F) —^
B'(F(X)), où B7 est le fondeur obtenu, à partir de B, en tensorisant par

Z - . En notant que Z - est Z-plat, on voit que
L6! L°J

(FX0FX/ <a:02/+î/0a;>)0z|JI ^A'22^

où A72 Fx = (A2 Fx) ® z \-\, et on a de plus

B'(F) := Ker {6 : V'p -^ A'2 Fx. {x} ̂  (1 - x) A x}'
En utilisant la commutativité du diagramme

^(x) -^ A'2^)'
Sa i i A2^

^ -^ A'2^,
on voit que pour tout a e F\{0,1}, la restriction de Sa à B'(F(X)) est à
valeurs dans B'(F) et donc, elle coïncide avec l'inverse de i.

On a aussi A'2 FWx ^ A ^W 0 Z [1] . On note ̂  l'applica-
" (2-torsîon) [6]

tion : B^{F(X)) ̂  A'2 FWx. déduite de ̂ . On a ̂  ° À = 5.
L'injectivité de X vient alors de la forme des relations de définition

de 62 (F). Plus précisément, soit u ç Pp te! ̂ c ^(u) = ^' ^n utlllsant

les relations de définition de B^F) combinées avec la surjectivité des
applications A et la relation À o Sa = Sa o À, on peut trouver un élément
w € VF(XV tel ^^ : '^(w) e Ker 63 et Si(w) - So(w) = u. Comme
6(w) = 6^(\(w)) = 0, on voit que w € B'(F(X)). Mais les restrictions
à B'(F(X)) de si et SQ coïncident, par suite u = 0.

On procède de façon analogue pour la deuxième partie de la proposi-
tion en notant que si F est algébriquement clos, A2 Fx est divisible donc
sans torsion, o
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4. GROUPES POLYLOGARJTHMIQUES INFINITÉSIMAUX

4.1. Définition.

Dans la suite, on notera { }n plus simplement { }. On considère les
-F-espaces vectoriels définis par récurrence de la façon suivante, à partir des
groupes Bn(F) :

/3i(F)=F;

^(F) = ' où r2(F) est le noyau de l'application F-linéairer^)

9:F[F\{^1}]-.F^F\

[a] ̂  a 0 a + (1 - a) (g) (1 - a);

pour n ̂  3, f3n(F) = u ? J J , où rn(F) est le noyau de l'application
Tn\^ )

ô71 : F[F\{0,1}]^ (^-l(F)0FX)©(^-l(F)(g)F),

[a] i-̂  (a) (g) a + {a} (g) (1 - a),

où (a) désigne la classe de [a] dans f3n(F).

Les groupes f3n(F) sont des analogues infinitésimaux des groupes
Bn(F).

4.2. Présentation de /3^(F).

DÉFINITION 2. — On note bp le F-espace vectoriel engendré par les
symboles (a), a e F\{0,1} soumis aux relations

(7) (a) - (&) + a(&/a) + (1 - a)((l - &)/(! - a)) = 0,

pour a^b.

Si F est de caractéristique nulle, on a dans bp ([4])

(8) (a) = (1 - a) et (a-1) = -a-^a).

On rappelle de plus ([4] p. 57, th. 1) la
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PROPOSITION 6. — Pour F de caractéristique zéro, on a une suite
exacte

0 -. bp-^F (g) Fx -dlog^ -. 0,

où 0^ désigne les formes de Kàhler de F sur Z, 9((a}) =a(g)a+( l -a )0

(1 - a) et d\og(b (g) a) = b—. En particulier (S^F) = bp.

Cette suite est l'analogue infinitésimal d'une suite étudiée par S. Bloch
et A. Susiin (voir [14]). L'exactitude est liée à des questions sur Phomologie
de 51/2 et la K-théorie algébrique (voir [4], [5], [8]).

5. IDENTITÉS FONCTIONNELLES

D'après Goncharov ([10] th. 1.15) et Zagier ([16], prop. l):

THÉORÈME 1. — Le morphisme de groupes abéliens

P^: Z^]——R(n- l )
[Z\ ̂  Vn(z)

est nul sur Tïn(C).
On en déduit l'existence d'un morphisme

Pn:Bn(C)^R(n-l).

La preuve de ce résultat utilise l'expression de la différentielle de Vn-

On a l'analogue infinitésimal suivant du théorème :

PROPOSITION 7. — Le morphisme de R-espaces vectoriels, où n ̂  2

dDn: C[C\{0,l}]—.R(n-l)
&[a]^dPn(a)(a(l-a)&),

est nul sur rn(C), d'où un morphisme

dî)n:(3n(C)——R(n-l).

Preuve. — On considère le produit de C-espaces vectoriels

n-2
//çx\<g)(fc-i) yog _ /r'\/Q\r^ v f f^^71-2) ̂ ^E^n^C^^-^^Bn-^CXgïC) x ((C^^-^^C^C).

k=l
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Soit alors ^ : C[C\{0,1}] —> E, le produit des applications C-linéaires

^[^{^-^(C^-^^Bn^W^C

[a] ̂ a0^-1) (g) {a} 0(1 -a),

pour k = l,...,n-2,
et de l'application C-linéaire

C[C\{0,1}] —. (C^-2) 0 Cx 0 C

[a] ̂  a0^-2) 0 (a 0 a + (1 - a) 0 (1 - a)).

La définition par récurrence des /?n(C) montre que, pour n ^ 2, 7n(C)
est exactement le noyau de l'application ^. Pour achever la preuve de la
proposition, il suffit donc de montrer qu'il existe $ : E —> R(n — 1)
vérifiant dT>n == $ o ̂ .

Posons, pour v ç C, Fk(v) = Re(v) si k est pair, et iïm(v) si fc est
impair. Compte tenu du théorème 1, on peut considérer les applications
R-linéaires

(C^-1) (g)B^(C) 0C-.R(n-l)

^fcD Â;-1

Oi (g) • • • 0 Ofc-1 0 {îA} 0 î; ̂  -—j,,-^ II ̂ êl '̂l ' pn-fc(^A) • ̂ (v),

pour À; = l,...,n- 2,
ainsi que

(CX)0(n-2)^çX0c——R(n-l)

on—lD n~2

? î; ̂  -7-—^ n log|a,|. log \u\ •Ûl 0 • • • 0 ân-2 0 ÎA 0 V ̂  n. ]'J log|a^| • log 1^1 • rn-l(v).

On note ̂  la somme de toutes ces applications. On a de plus, en considérant
les parties réelle et imaginaire de —, les égalités

z

<flog|a|(a(l - a)b) = Re((l - a)b),

diogjl - a|(a(l - a)b) = -Re(a&),
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ainsi que celles analogues pour dmrg. En utilisant l'expression (1) du
paragraphe 2 pour la différentielle de Pn, le théorème 1 et les égalités
qui prédèdent, on obtient facilement la relation dVn = <I> o ^, d'où la
proposition. D

6. CALCUL DE ^(F)

Le but de cette partie est d'expliciter le groupe r3(F) des relations
de définition de /?3(F), pour F un corps de caractéristique nulle.

6.1. Une suite exacte.

On considère les applications F-linéaires :

9i : F[F\{0,1}] ̂  (WXg)^) ©(B2(F)0F)

[a] i-̂  (a) (g) a + {a} 0 (1 - a),

92: (f32(F)^FX)Q(B2(F)^F)-.F^^2FX

(a) (g) & ̂  -(a (g) a A b + (1 - a) (g) (1 - a) A 6),
{a} 06^ &0(1 -a) A a,

A^log: FfglA2^^^
d6 de

a 0 6 A c t-^ a— A —.
o c

On a 9i = ôi 4- 9i', où ^([a]) = (a) 0 a et ^'([a]) = {a} 0 (1 - a) et 9i est
le 93 de 4.1.

THÉORÈME 2. — Pour tout corps de caractéristique nulle, la suite de
F-espaces vectoriels

(9) F[F\{0, l}]-91-^^) 0 F>< ) © (02(F) ® F)

AF^A^^^O,

est exacte.

Remarque. — La suite

f^3(F)^(h(F)®FX)Q(B2(F)<S>F)-92-^F®^2FX^
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est un analogue infinitésimal du complexe de Goncharov (2) pour n = 3

B.(f)__ft(f)lg,fx^^A^.

Le fait que la suite (9) soit exacte est très certainement lié aux résultats de
[5], si l'on admet la conjecture que les complexes de Goncharov satisfont
les exigences de Beilinson, à savoir que rationnellement leur cohomologie
calcule la décomposition d'Adams des groupes de K-théorie algébrique du
corps F.

Preuve du théorème. — II est facile de vérifier que la suite est
un complexe. Montrons que Imôa = Ker A2 diog. On a 9^ ({a} (g) 6) =

-9^-^—(a) 0a) (02 o9i = 0), d'où c^W)®^) C c^CW) 0^).
-L — Cl

Par suite ïm9^ est engendrée par les éléments de la forme

a 0 a A b + (1 — a) 0 (1 — a) A b.

Pour conclure, il suffit de prouver que l'application A^log induit un
isomorphisme

F^/\2FX 2
Im% F '

En fait P isomorphisme inverse est donné par

da A db ̂  ah 0 û A b (mod^môs))-

La cohérence de cette définition avec les relations vérifiées par les formes
de Kàhler vient du fait que

aa'b 0 da! A b = aa'b 0 û A b + aa'b 0 a7 A &,

et que

(a + a!)b (g) (a + a') A 6 = a& (g) a A & 4- a'b (g) a' A 6 (mod(Im<92));

en effet (voir par exemple les calculs de [4]), on a dans F ( ^ ) F X la relation

a (g) a + a' (g) a' - (a + a') 0 (a + a7)

= (a + a') f—— 0 ——— + (1 - ———) 0 (1 - ———)) .
ya+a ' a+a' a+a 7 a-\-a' }

Passons à l'exactitude en (^(^^^©(^(-P)®^). On veut
montrer que Q^ induit un isomorphisme

(/32(F)(g)Fx)e(62(F)(g)F) ̂  ̂
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Comme {a} (g) b = -,——(a) 0 a (mod(Imôi)), on a un isomorphisme
-L ~™ c2>

wxg)^ ^ (^(^(g^e^F)^)
r ""' imôi

où r = Im9i H (/?2(F) 0FX). On est donc ramené à prouver que

r^er^nC^Xg)^).

DÉFINITION 3. — On considère les éléments de F[F\{0,1}]

o-(a) := a[a] + (1 - a)[l - a],

et pour a ̂  b

, , ! . . 1 - , a ffr] 1 - a fl - &1 &(1 - a) fa(l - 6)1.(a,6):=^[a]-^[6]+^^j+^[^j--^[^j

LEMME 2. — L'espace Ker^' est engendré par les r(a,6) et contient
les cr(a).

Preuve. — Soit le diagramme commutatif

F[F\{0,1}] -^ B^F)^F
\h ^

F[F\{0,1}]

où h([d\) = (1 - a)[a] et /^([a]) = {a} (g) 1 ; h est un isomorphisme. De plus,
on a ^»=H-[^]-[^H^],
et

ft(a([a]))=a(l-a)([a]+[l-a]).

La première partie du lemme vient du fait que le noyau de ^ est engendré
par les i-M^mn^].
Ce dernier point résulte des propositions 2, 3 et 5 et de ce que F est de
caractéristique nulle.
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D'autre part dans B^(F), on a {a} + {1 - a}=0 modulo la 2-torsion,
d'où l'assertion sur a(a). n

LEMME 3. — Uespace Y défini ci-dessus coïncide avec le sous-espace
vectoriel de ^(F) 0 Fx engendré par les éléments de la forme

(10) a{b) (g) a + (1 - a){b} (g) (1 - a) + b{a) 0 b + (1 - b){a) (g) (1 - 6).

Preuve. — Notons que <9i(Ker<9^) == F. On en déduit que F est
engendré, comme F-espace vectoriel, par les ôi(T(a,6)) où a, 6 sont des
éléments distincts de F\{0,1}, c'est-à-dire par les éléments de la forme

l _ (a )0a -———(&)06+ - a / 6 \ 0 - b

1- a 1-b a-b \a/ a

^ - a / Ï - b \ l-b a6(l-a-i) / l -^\ o(l - &)
a - & \ l - a / " l - a 1 a-6 \1 - a-i / w 6(1 - a)-

En utilisant les relations (7) et (8), on a dans (hÇF)

'l-a>(^)=-<<l>+(t'-l^)
et

(l-a-l)(^)=-<a-l)+<&-l)-a-l<î)
=a- l<a)-&- l(6)+&- l/6\.

\a/

L'expression (11) devient alors

^(»8«-^W8»+^(|)8^-^««•-(^•{^i^^w-^^d))^^,
soit après calcul

(ra^ - ̂ ^ - ̂ (Î^À)C> - ̂ <«)) ̂
, /1-û/ , , 1 - & , ,\ 1-6
+ — — , 6 - ——, a ^ i——•\a — b a — h ) 1 — a
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En multipliant par b — a, on trouve que F est engendré par les éléments de
la forme

a{b} 0 a + (1 - a){b} 0 (1 - a) + b(a} 0 6 + (1 - 6)<a) 0 (1 - b)
1-b

(a(a) 0 a + (1 - a) (a) 0 (1 - a))

(6(&)06+(1-6)<6)0 (!-&)),

1 - a
1 - a
1-6

pour deux éléments distincts a, b de F\{0,1}.

D'autre part, r contient les éléments

9i(a(a)) = a(a} 0 a + (1 - a)(l - a) 0 (1 - a).

Et comme (a) = (1 — a) dans ^(F), F contient les éléments de la forme

(12) a(a) 0 a + (1 - a)(a) 0 (1 - a).

On voit donc que F contient les éléments de la forme (10) pour a ^ b.
D'autre part, si b = a dans (10), on retrouve à un facteur 2 près l'expression
(12). Le lemme en résulte, n

Fin de là preuve du théorème 2. — On va montrer que la restriction de
02 à (S^ÇF) 0 i^ a pour noyau le groupe F. On a un diagramme commutatif

W)®FX -a-^ F(g)FX(g)FX

\92 [ P
F^^2FX

où p est l'application quotient, 9 = 9 0 id et on rappelle que 9{(a}) =
a 0 a 4- (1 — a) 0 (1 — a). D'autre part, on sait que 9 est injective
et l'on peut trouver une rétraction de Q telle que 1 0 a i-» <^(a) où
(^ : F" -> /?2(F). On en déduit une rétraction r de F (g) Fx 0Fx sur
ïm9 telle que r(l 0 a 0 b) = 9{(j)(d) 0 &). Considérons de plus l'involution
s de F0F>< 0F" telle que s(l 0 a 0 b) = 1 0 & 0 a et soit, pour
u € F(g)FX 0FX, t(u) = n+s(n). Soit a,& e F\{0,1}, on peut écrire
(j)(a) = ^^(a^) et (f)(b) = ^/3j(&j). Le calcul montre que

î j

( toro5or) ( l0a0&) = 9( ^û^/3j (a^-) 0ai
\ i j

+(1 - a^-) 0 (1 - a,) 4- bj{ai) 0 bj + (1 - ̂ -)(a,) 0 (1 - ̂ -)) ) .
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D'où, par le lemme 2, (t o r o s o r)(l 0 a (g) b) ç. 9(T). Si v e Ker 0)2 alors
u = ô(î;) appartient à ïm9 n Kerp, par suite u == r(n) = s{u) = l/2^(u)
et (toros or)(u) = 2îA. On en déduit d'après ce qui précède que u € 9(F) ;
et comme 9 est injective, v est dans F, ce qui achève la preuve du théo-
rème. D

6.2. L'espace /?3 (F).

Dans ce paragraphe, on donne une liste de générateurs de r^{F) :=
Ker Q\ comme F-espace vectoriel.

DÉFINITION 4. — On introduit les éléments suivants de Ker Q'{

[[a,a]]:=2<7(a)

et

[[a, b]] := (b - a)r(a, 6) + ̂ -^(a) + ̂ ^^

pour a 7^ &.

LEMME 4. — L'espace Kerc^' esé engendré par les [[a, &]].

C'est une conséquence immédiate du lemme 2. D

LEMME 5. — On a

<9i([M]]) = a{b} 0 a + (1 - a)(b) (g) (1 - a) + b(a} (g) b 4- (1 - b)(a} (g) (1 - &).

Ce calcul est contenu dans la preuve du lemme 3. D

THÉORÈME 3. — Le noyau de Q\ est engendré par les éléments de
F[F\{0,1}] suivante :

i) [[a, b]]-[[b, a]],

ii) M -M +4^ cil +(1 -a) [ [^J1poura^&.
LL" JJ LL1 a JJ

Preuve. — Soit 9 = 9 0 id : /^(^(g)^ -> F0FX0F>< ,
l'application déjà considérée; soit v l'application :

F[F\{0,1}]^/?2(F), [a]^(a);
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soit de plus q l'application quotient F (g) Fx 0 Fx -^ F (g) S'2^, où 5 est
la puissance symétrique ; on pose A = q o (9 (g) 9) o (i/ (g) ;/), où les produits
tensoriels sont pris sur F.

LEMME 6. — On a un diagramme commutatif
F[F\{0,1}] qoa^ F ^ S 2 F X

^î 2A^
F[F\{0,l}](g)^F[F\{0,l}]

où(^([a]0[6])=[[a,&]].

Cela résulte du calcul suivant utilisant le lemme 5 :

(9 o 9[)([[a, b}}) = ab (g) b (g) a + a(l - b) (g) (1 - b) 0 a
+a& (g) a (g) b + (1 - a)6 (g) (1 - a) (g) 6

+(1 - a)& (g) b (g) (1 - a) + (1 - a)(l - 6) (g) (1 - b) (g) (1 - a)

+a(l - b) (g) a (g) (1 - b) + (1 - a)(l - b) (g) (1 - a) (g) (1 - b). n

LEMME 7. — Le noyau de A est engendré par les éléments :

i) [a]0[b]-[6]0[a],

ii) ([a] - [b] + a [6] + (1 - a) \l—b] ) 0 [c], pour a ̂  b.
|_aj |_i aj

Le noyau de go (9 (g) Q) dans /^(F) 0 /?2(F) est engendré par les (a) (g)
W - {b}^{a}. En effet, soit s' : F^F^ (g)FX -^ F(g)FX <g)FX, l(g)a<g)
b^ l^a^fc-l^ft^aets" : ̂  (F) 0 /^ (F) -^ f3^ (F) 0 /32 (F), <a)(g)<6) h->
(a) (g) {b} - {b) 0 (a), si u ç Kerqo(Q^9) alors ^((^(gx?)^)) = 2(9(g)9)(n)
et par suite, s"(n) = 2zt, car 9 (g) 9 est injective. On en déduit le lemme en
utilisant la présentation de /?2(F). n

Le théorème résulte alors des lemmes en remarquant que l'on a
ïm(p = Ker Q'{ et Ker (q o 9 o 9i) H Ker 9'{ = Ker <9i. D

Ce qui précède montre aussi que Ker c^'/Ker (?i ^ 5^2 (F).

Un calcul fastidieux donne alors le corollaire suivant, où les relations
1) proviennent des relations i) du théorème 3, les relations 2) des relations
ii) du même théorème pour c 7^ a, 6, — , ———, et les relations 3) des relationsa 1 — a
"\ ^ b l-b
n) pour c = a, 6, -, ———.

a 1 — a

COROLLAIRE 1. — I/espace /?3(F) sWentifie au F-espace vectoriel
engendré par les symboles (a), a G F\{0,1}, soumis aux relations
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1) Pour a ̂  b,

<^)-t(?)+'l-a'<^)-<l-t'(^)
- '̂(^"'-'a^)-

2) Pour a 7^ b et c 7^ a, 6, -, ——,
a 1 — a

c{a)-c(6)+(a-b+l)(c)

+(1 - c)(l - a) - (1 - c)<l - b} + (b - a)(l - c)

-<)^)-(!)
-f1-^)^-^)—^)
-'(^O-^)^)
-t<^)-<l-t'(^)
,a-«),(^),(i-^-^^

-(.-i)/&^î\-(»-.)/(l-Xl^)\
\ a-b I f \ b- a /

^-t)/^)^-,,)/'!-»-6)')-».\c(a-b)/ ' \ c(b-a) /

3) Les relations obtenues a partir des relations 2) en égalant c
respectivement à a,&,- ou -r——, et en supprimant, dans l'expression
obtenue, les termes où le résultat du calcul dans { ) est égal ai. D

D'après la proposition 7, ce corollaire fournit des équations fonction-
nelles explicites pour la différentielle du trilogarithme ^3. A ma connais-
sance, on ne sait pas expliciter complètement 7^3 (F), mais Goncharov en
a donné des éléments remarquables.
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