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REMARQUES AXIOMATIQUES
SUR LES POINTS-FRONTIÈRE IRRÉGULIERS

DANS LE PROBLÈME DE DIRICHLET
par Bernadette COLLIN

1. Introduction.

Dans Faxiomatique des fonctions harmoniques développée
par M. Brelot [2] et [3], à laquelle nous renvoyons, on étudie
le problème de Dirichlet pour un ouvert œ relativement
compact de l'espace de base Q (localement compact, non
compact, connexe et localement connexe), et on démontre
que l'ensemble des points-frontière irréguliers est polaire.

Les hypothèses sont les axiomes fondamentaux 1, 2, 3,
l'existence d'un potentiel >0, l'axiome de domination D,
et l'existence d'une base dénombrable d'ouverts pour û.

La démonstration est basée sur l'identité des points-frontière
irréguliers et des points de [ œ où [ œ est effilé. Elle utilise un
théorème de convergence (s'appuyant sur D) qui nécessite
l'existence d'une base dénombrable d'ouverts.

Or si l'on se reporte dans le cas classique, à la démonstration
originale d'Evans (1933 [6]) de la propriété précédente des
points irréguliers (1), puis à la démonstration de Vasilesco [8]
et plus spécialement à la présentation un peu sommaire qu'en
a donnée M. Brelot en 1938 [1], on s'aperçoit qu'on peut
faire une adaptation au cas axiomatique pour un domaine œ
sans utiliser l'existence d'une base dénombrable d'ouverts.
On se servira de ce que l'axiome D entraîne la même

(1) Dans le cas du plan, elle avait été démontrée, sous une forme équivalente
d'abord par Kellogg (1928) C.R. Ac. Se., 187, p. 526.
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propriété dans tout domaine partiel et aussi la propriété
suivante (2) :

D*. — Si pour un potentiel localement borné dans Q, sa
restriction à son support S est continue en un point XQ, ce
potentiel est continu en XQ dans Q.

C'est ce que nous allons expliciter et nous en tirerons
quelques conséquences. En particulier, en ajoutant l'hypothèse
d'une base dénombrable, on aura aussitôt une autre démons-
tration du théorème sur les points irréguliers d'un ouvert.
Mais ce qui justifie surtout ce travail, que M. Brelot a bien
voulu me suggérer, c'est l'existence effective d'exemples [5],
où nos conditions axiomatiques sont satisfaites, y compris
D, mais sans base dénombrable d'ouverts.

2. Hypothèses et Rappels.

Hypothèses. — Axiomes 1, 2, 3, D, existence d'un potentiel
> 0 dans Q. Pour un point-frontière XQ, d'un ouvert co rela-
tivement compact, on rappelle, [2] :

a) Un critère nécessaire et suffisant de régularité de XQ :
si V est surharmonique > 0, finie, continue en XQ, il faut et
il suffit que :

RC-n^^v(^)

quel que soit le voisinage § de XQ. Cela montre le caractère
local et la conservation de la régularité par diminution de (i).

P) Une condition suffisante de régularité est l'existence
sur co n S pour un voisinage S de XQ, d'une fonction surhar-
monique ;> 0 tendant vers 0 en XQ.

En outre :
y) Si un ensemble est polaire relativement à un domaine

partiel, il est polaire dans Q.
S) Un critère (nécessaire et) suffisant pour que e soit polaire

est que, si V est surharmonique > 0, R^ soit nul en un point
au moins ou Ê.̂  = 0 partout.

(2) MM., Boboc, Constantinesca et Cornéa dont les aimables critiques ont permis
d'améliorer le texte sur les épreuves ont remarqué l'équivalence de D et D*
(même sans base dénombrable d'ouverts) grâce aux résultats de leur article du
Colloque de théorie du potentiel (Ces Annales t. 15, 1).
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s) Soient co un ouvert partiel et e polaire fermé dans <o. Si
u est une fonction surharmonique ^ 0 dans co — <?, elle se
prolonge de façon unique selon une fonction surharmonique
dans ce, et celle-ci est harmonique si u est harmonique et bornée
dans CD — e.

3. Propriété des points irréguliers.

Nous allons étudier les points-frontière d'un domaine
relativement compact co. Introduisons un domaine relative-
ment compact Qo tel que CT c Q^-

II existe dans ûo un potentiel > 0 et une fonction har-
monique h > 0. Pour les fonctions A-harmoniques et A-sur-
harmoniques dans Qo? qui comprennent d'ailleurs les constantes,
les hypothèses énoncées plus haut dans Q sont satisfaites.
D'autre part, pour le problème de Dirichlet relatif à co, les points-
frontière réguliers et irréguliers sont les mêmes.

C'est-à-dire que nous nous ramenons au cas que nous allons
traiter où les constantes sont harmoniques en conservant le
langage initial et les mêmes hypothèses.

LEMME. — Les points-frontière irréguliers d'un domaine
relativement compact (DO forment une réunion dénombrable de
compacts.

Soit K un compact non polaire contenu dans (DO. (R?)a)o,
potentiel > 0 dans (OQ, est, dans (OQ — K, la solution du
problème de Dirichlet, pour valeurs frontière 1 sur K et 0
sur ôcoo donc s'annule en tous les points-frontière réguliers de
^o-

Réciproquement, si (ft?)^ s'annule en XQ, comme il est
> 0, harmonique au voisinage, XQ est régulier.

Les points-frontière irréguliers sont donc caractérisés par :
hm sup (R?)^ > 0 et l'ensemble de ces points est réunion
dénombrable des ensembles fermés E^ des points de ôcoo où
limsup(RK)^>- l..

THEOREME. — Les points-frontière irréguliers d'un domaine
relativement compact forment un ensemble polaire.
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Soit F l'ensemble des points-frontière irréguliers de (o.
Il suffit de montrer que toute partie compacte E de
F est polaire.

On peut recouvrir ô(o par une famille finie de domaines
relativement compacts CD?. Leur réunion avec co constitue un
nouveau domaine D.

Soit à la composante connexe de ^E (complémentaire
de E dans D) contenant co. La frontière de § contient E et,
comme pour tout domaine relativement compact ([7] chap. I),
au moins un point régulier x^.

D'après (a) ou (?) de II, les points de E sont irréguliers
pour S.

Considérons la réduite dans D, (R^D, et la partie fermée e
de E où la restriction de cette fonction dans D — E admet
une lim int <; 1 — £ (s > 0) on a évidemment

(Rî)n < (Rf)n
dans D — E .

De plus, soit u le prolongement selon la fonction maxima
semi-continue intérieurement dans D de la fonction égale à
(Rf)n dans D — E. Considérée dans D —e, u admet donc une
lim inf <^ 1 — £ aux points de e\ donc aussi (Rî)n, prise
dans D — e et continue dans D — e.

Le potentiel (Rî)n dans D est d'après l'axiome D majoré par
toute fonction surharmonique .̂ 0 dans D majorant 1 — £ sur
e, donc par (R^_g)D ou (1 — £) (Rî)n- On conclut :

(Rî)n = 0 dans D — e , ce qui implique, d'après la pro-
priété rappelée (S), que e est polaire dans D, donc, d'après
(y), dans Q. ^

Donnons à £ les valeurs —• La réunion des ensembles e
n

correspondants est polaire. Elle représente l'ensemble Ei des
points de E où la restriction v de (R^D à D — E satisfait à
lim sup ^ <; 1.

Soit Eg l'ensemble des points de E où lim sup v = 1. Eg est
fermé.

Montrons que Eg est vide. Pour cela, supposons Eg non
vide. (Rî% est un potentiel dans D, borné, harmonique dans
D — E . Considérons cette fonction dans l'ouvert D — E g où
EI est fermé relativement. D'après la propriété (£) de II, on
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conclut que (ft?)n est le prolongement harmonique dans
D — Eg de la restriction de cette fonction dans D — E.

Ainsi (ft^D est harmonique dans D — Eg et son support
S est contenu dans Eg.

La restriction de ftf à S est une fonction s.c.i, donc continue
sur un ensemble partout dense dans S (théorème de Baire).
Ainsi, elle est continue en un point XQ de Eg. Et, d'après
D*, R? est continue en XQ dans û, et elle y vaut 1 puisque
la lim sup de sa restriction sur D — E vaut 1.

Étudions sa restriction sur à. D'une part elle tend vers
1 en XQ. D'autre part, comme elle vaut dans D —E, donc aussi
dans S, la solution du problème de Dirichlet pour la donnée 0
sur ôD et 1 ailleurs, elle tend vers 0 au point régulier x^ donc
elle n'est pas constante. 1 — ft^ est alors une fonction har-
monique > 0 dans à tendant vers 0 en XQ et d'après la pro-
priété ((3) XQ serait régulier pour S, d'où la contradiction.

Ainsi E est identique à Ei, polaire dans D donc dans Q.

4. Quelques conséquences.

1° a) Dans les hypothèses bien plus générales de [4], e
est dit faiblement effilé en XQ si inf ftî^o) < 1 (o- voisinage
variable de Xo). ff

Avec nos hypothèses (Axiomes 1, 2, 3, existence d'un poten-
tiel > 0), la notion de point-frontière irrégulier XQ d'un
ouvert relativement compact (o est équivalente, d'après le
critère de régularité, rappelé en (a), à l'effilement faible en
XQ de ^ (D. Ceci conduit à la propriété suivante :

Si e est faiblement effilé en chacun de ses points, toute
partie compacte K de e, dont le complémentaire dans un
domaine co (relativement compact le contenant) est connexe,
est polaire.

b) Soit, dans nos hypothèses, une famille [u,} de fonctions
hyperharmoniques > 0. On sait d'ailleurs dans des hypothèses
bien plus générales (voir [4]) que l'ensemble «exceptionnel»
e où inf Ui < inf u^ est réunion dénombrable de certains

24
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ensembles en faiblement effilés en tout point. Nous pouvons
donc ajouter que ces ensembles e^ possèdent la propriété
précédente.

2° Montrons que, si on ajoute V hypothèse (ï existence d'une
basé dénombrable d'ouverts dans Q, on retrouve des résultats
connus à savoir que :

a) L'ensemble des points-frontière irréguliers d'un ouvert (o
relativement compact est polaire.

Car alors co est réunion dénombrable de ses domaines
composants et tout point irrégulier pour (o est irrégulier
pour l'un de ces domaines.

b) L'ensemble « exceptionnel » considéré plus haut est polaire
(théorème de ôonvergence).

On suppose d'abord que les u, sont dénombrables, donc
l'ensemble exceptionnel et les en sont boréliens donc k-analy-
tiques. Grâce à (2°, a) et à l'équivalence rappelée dans (1° a)
on voit que toute partie compacte de e^ est polaire et par
suite chaque e^ (voir [2] ou [3]) donc aussi l'ensemble
« exceptionnel ». On sait passer de là au cas d'une famille
quelconque (comme dans [2] ou [3]). Rappelons que c'est de ce
théorème de convergence qu'on déduisait la propriété pré-
cédente (a) des points irréguliers.

Remarque. — II y aurait lieu d'examiner l'extension possible
à des axiomatiques plus larges comme celle de Bauer, mais
en ajoutant encore l'axiome D.
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