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CARACTÉRISTIQUES MULTIPLES ET BICARACTÉRISTIQUES
DES SYSTÈMES D^ÉQUATIONS

AUX DÉRIVÉES PARTIELLES LINÉAIRES
ET A COEFFICIENTS CONSTANTS

par Jean VAILLANT

Introduction.

La recherche des fronts d'onde ou caractéristiques d'un
système d'équations aux dérivées partielles et l'étude de la
propagation des discontinuités d'une solution discontinue le
long de rayons ou bicaractéristiques éventuels appartenant
au front d'onde sont des problèmes classiques en physique
mathématique depuis Hadamard. On les rencontre couramment
^n mécanique classique des milieux continus comme dans les
théories inspirées par la relativité générale. Ces problèmes ont
été résolus de façon générale par Hadamard pour les systèmes
« carrés » dans les cas que nous appellerons « simples », c'est-
à-dire ceux où la propagation est décrite par des équations
différentielles du 1er ordre. Cependant, on trouve en physique
des cas où, les caractéristiques étant multiples, l'on ne peut
appliquer les résultats précédents. C'est ce qui se produit,
par exemple, pour les équations de la théorie unitaire d'Eins-
tein-Schrôdinger que nous étudions dans la 2e partie de ce
travail. Il reste alors à voir s'il est possible de généraliser les
résultats classiques dans ces circonstances plus larges.

D'autre part, dans les travaux de mathématiques, on est
conduit pour pouvoir utiliser les résultats de Hadamard à
se restreindre aux cas de caractéristiques simples, (cf. la
thèse de M. Zerner). Il paraît donc nécessaire encore de géné-
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raliser aux cas de caractéristiques multiples les théorèmes
de Hadamard, Goursat et Beudon concernant la construction
de solutions, discontinues en particulier, (analytiques par mor-
ceaux), au voisinage d'une caractéristique.

Nous avons étudié le problème le plus élémentaire, c'est-
à-dire celui des « systèmes carrés » d'équations aux dérivées
partielles linéaires et à coefficients constants. Nous donnons
une définition des bicaractéristiques valable même pour des
plans caractéristiques multiples et nous montrons que ces
bicaractéristiques jouent un rôle analogue à celui des bicarac-
téristiques classiques ; la différence la plus notable provient
du fait que les équations différentielles de propagation ne
sont plus forcément du 1er ordre et que leur ordre dépend d'un
système de nombres entiers associés à la matrice caractéris-
tique. On peut encore préciser la construction de solutions
analytiques au voisinage d'un hyperplan caractéristique et
utiliser les calculs précédents pour mettre le système diffé-
rentiel initial sous une forme remarquable.

Dans le 1er chapitre, nous nous bornons aux cas où les
polynômes de dérivation sont homogènes et de mêmes degrés (.
On suppose alors que le déterminant H de la matrice carac-
téristique n'est pas identiquement nul. H se décompose donc
de façon unique en un produit de puissances de polynômes
homogènes irréductibles sur R; soit H' l'un d'eux. Considérant
la matrice caractéristique comme une matrice sur l'anneau
localisé de l'anneau des polynômes à (n + 1) indéterminées
par rapport à l'idéal premier défini par H', anneau qui est
principal, on donne un calcul explicite des facteurs invariants
de cette matrice à l'aide d'une suite finie de nombres entiers
que nous appellerons les corangs et multiplicités de H'. On
interprète H' == 0 comme l'équation tangentielle d'un cône.
Un hyperplan est caractéristique s'il satisfait à H' = 0. On
suppose que ce plan est non singulier dans un sens naturel que
l'on précisera. On appelle alors bicaractéristiques les généra-
trices de contact du cône (H') et des cônes déduits par trans-
lation avec l'hyperplan caractéristique.

On cherche alors les solutions séries formelles du système
correspondant à des données de Cauchy sur un hyper-
plan caractéristique non singulier relatif à H'. La résolution
de ce problème est équivalente à celle du problème de la propa-
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gation des discontinuités à travers l'hyperplan caractéristique
des dérivées d'ordre supérieur à ( des solutions de classe C^i
du système. Tous calculs faits, on trouve que les discontinuités
se propagent le long des bicaractéristiques et sont déterminées
par des « valeurs initiales » sur l'intersection de l'hyperplan
caractéristique et d'un hyperplan coupant les bicaractéris-
tiques. Plus précisément chaque discontinuité s'exprime sous
la forme d'un polynôme où la variable repère un point de la
bicaractéristique envisagée; les coefficients de ce polynôme
sont des combinaisons linéaires différentielles déterminées de
fonctions arbitraires sur l'hyperplan non caractéristique. Les
degrés des différents polynômes sont exprimés en fonction
des nombres entiers, corangs et multiplicités, qu'on a trouvés
précédemment et qui déterminent les facteurs invariants de
la matrice caractéristique; les coefficients de ces polynômes
sont déterminés en fonction des conditions initiales et des
éléments de la matrice caractéristique. En termes de séries
formelles, on donne un théorème d'existence et d'unicité
d'une solution série formelle du système correspondant à des
données de Cauchy sur l'hyperplan caractéristique et à des
« pseudo-données » de Cauchy sur un hyperplan coupant les
bicaractéristiques; ces pseudo-données de Cauchy sont définies
à l'aide des corangs et multiplicités précédents.

Au 2e chapitre, les polynômes de dérivation étant toujours
homogènes et de même degré, nous déterminons les solutions
analytiques au voisinage d'un hyperplan caractéristique. On
peut ainsi construire des solutions dont les dérivées sont
analytiques « par morceaux ». Au cours de cette étude, nous
donnons, après un changement de repère de l'espace ponctuel
affine considéré, une forme canonique du système différentiel
où apparaissent les rôles des facteurs invariants, des corangs
et des multiplicités. Ensuite, on emploie systématiquement
la méthode des fonctions majorantes.

Au 3e chapitre, nous étendons ces résultats aux systèmes
« carrés » d'équations linéaires et à coefficients constants dont
les polynômes de dérivation ne sont plus homogènes. On utilise
pour cela une méthode de « montée » : nous démontrons que
l'étude d'un tel système se ramène à celle d'un système où
les polynômes de dérivation sont homogènes mais où il y a
une variable de plus. Dans des conditions naturelles géomé-
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triquement, on définit, à l'aide de la matrice des parties
principales, les corangs et leurs multiplicités, les hyperplans
caractéristiques non singuliers et les bicaractéristiques. La
propagation des discontinuités a lieu encore le long des bicarac-
téristiques ; chaque discontinuité s'exprime sous forme du
produit d'une exponentielle et d'un polynôme, où la variable
repère un point de la bicaractéristique. On détermine encore
les solutions analytiques au voisinage d'un hyperplan carac-
téristique.

La 2e partie consiste en une étude de la propagation des
ondes en théorie unitaire d'Einstein-Schrôdinger. Du point
de vue mathématique, on a à considérer un système d'équations
aux dérivées partielles du 2e ordre où les inconnues sont les
potentiels non symétriques gap et la forme Sa. Les variétés
caractéristiques ont été mises en évidence par M. Lichnerowicz
et Mme Maurer-Tison. Le problème de Cauchy analytique au
voisinage d'une hypersurface non caractéristique a été résolu
par M. Lichnerowicz.

Il était naturel alors, et c'est l'objet de cette partie, de déter-
miner les propriétés algébriques des discontinuités des dérivées
des grandeurs inconnues et leur propagation, s'il y a lieu,
le long de bicaractéristiques ou rayons.

Au 1er chapitre, nous indiquons de façon générale les équa-
tions aux discontinuités des dérivées des grandeurs de champ.

Au 2e chapitre, une étude géométrique des éléments définis
en chaque point par le tenseur non symétrique gap nous permet
de construire des repères adaptés à chaque caractéristique.
Notre étude çst basée sur l'existence de faisceaux de cônes
et de « complexes linéaires » en chaque point.

Dans le. dernier chapitre, on étudie d'abord les caractéris-
tiques correspondant aux cônes (y), (avec les notations de
Mme Maurer-Tison) ; après avoir donné les propriétés algé-
briques des discontinuités du tenseur de courbure de la
connexion linéaire associée à gap par l'équation de liaison,
nous démontrons que ces discontinuités se propagent simple-
ment par ondes le long des géodésiques de longueur nulle
de la métrique yap- Ensuite, nous faisons une étude analogue
pour le cône (A); mais ici la propagation des discontinuités
du tenseur de courbure n'est plus simple; c'est une équation
différentielle du 2e ordre qui régit cette propagation le long
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des géodésiques de longueur nulle de la métrique Aap; cepen-
dant les discontinuités du tenseur de Ricci se propagent par
ondes de façon simple; ces caractéristiques sont d'ailleurs les
seules où le tenseur de Ricci puisse présenter des discontinuités.
L'étude des caractéristiques (7) est la plus compliquée; nous
donnons en fait les propriétés algébriques des discontinuités
sur ces caractéristiques et nous indiquons que la propagation
des discontinuités n'est pas simple.

Nous ne nous sommes pas préoccupés dans la suite de l'in-
terprétation physique dont nous dirons un mot seulement ici.
Il semble bien, en comparant ces résultats à ceux de la rela-
tivité générale, que l'interprétation physique soit malaisée;
les propriétés des discontinuités du tenseur de courbure de la
relativité générale imaginé comme représentant la gravitation
et celles des discontinuités des dérivées du tenseur électroma-
gnétique Fap ne se trouvent séparées sur aucune des carac-
téristiques précédentes; sur les caractéristiques (y) où la
propagation est simple, les propriétés algébriques analogues
à celles des éléments de la relativité générale sont les moins
nombreuses.

Je suis profondément reconnaissant à M. Lichnerowicz
pour son aide et sa bienveillance; c'est grâce à lui que j'ai pu
entreprendre ce travail et le mener à bien. Je remercie vivement
]^me Y. Choquet-Bruhat et M. Leray qui m'ont toujours aima-
blement conseillé et encouragé. M. Dieudonné et M. Samuel
m'ont donné des indications très précieuses en ce qui concerne
la partie algébrique de ce travail; je les remercie bien sincère-
rement. Je prie M. Deheuvels de trouver ici mes remerciements
en ce qui concerne ma seconde thèse.
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Notations.

1° Pour les formules, une indication telle que :
(3) signifiera : se référer à la formule (3) du même para-

graphe;
(4-2) signifiera : se référer à la formule (2) du paragraphe 4

du même chapitre;
(1-5-3) signifiera : se référer à la formule (3) du paragraphe 5

du chapitre 1 de la même partie.
2° Les références bibliographiques seront indiquées par un

nombre entre crochets : [3].
3° Les notations pourront différer quelque peu de celles

que j'ai utilisées dans des Notes ou des séminaires précédents.
4° On emploiera la convention de sommation d'Einstein,

sauf indication spéciale.
Ainsi, si a varie de 0 à n, on aura :

a=n

^Ua == S ̂ a
a==o

si A varie de 1 à m :
A==m

^2/A == S ^Î/A.
A==l

5° Un chiffre (1) renvoie à une note en bas de la page.

13



s



PREMIÈRE PARTIE

CARACTÉRISTIQUES MULTIPLES
DES SYSTÈMES D^ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES

PARTIELLES LINÉAIRES
ET A COEFFICIENTS CONSTANTS

CHAPITRE PREMIER

SOLUTIONS SÉRIES FORMELLES DES SYSTÈMES
D^ÉQUATIONS DONT LES POLYNOMES DE DÉRIVATION

SONT HOMOGÈNES ET DE MEMES DEGRÉS.
DISCONTINUITÉS ET PROPAGATION DES ONDES

1. Facteurs invariants et matrices carrées de polynômes homogènes.

a) On considère l'anneau R[7o? • • - 5 ^n] des polynômes sur R,
à (n+ 1) indéterminés l^ (0 -^ a ̂  n). Soit H' un polynôme
irréductible de l'anneau précédent.

Comme nous serons amenés à étudier des questions de
divisibilité par H', nous introduirons l'anneau de fractions $

formé des fractions -^ où Q et Q' appartiennent à R[^o, ... In]

et où Q' est premier avec H'. Cet anneau est principal; ses
seuls idéaux sont de la forme (H'^), (H') étant l'idéal défini
par le polynôme H'.

Soit maintenant une matrice carrée d'ordre m dont les
éléments sont des polynômes homogènes de degré ( de R[7o? ••• In]
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notés PB. Nous appellerons cette matrice, matrice caractéris-
tique, compte tenu de l'interprétation que nous en donnerons
dans la suite.

La matrice (Pa) peut être considérée comme la matrice d'un
endomorphisme du ^-module ^m. Nous nous proposons de
déterminer les facteurs invariants de cet endomorphisme, [1].

b) Nous indiquerons d'abord des notations et une identité
concernant les mineurs de la matrice (Pâ).

Le déterminant de la matrice sera noté H., Le cof acteur de
l'élément PB sera noté Ai. De même le cofacteur de l'élément P§
dans AS sera noté ASS; D et C ne peuvent prendre respective-
ment les valeurs B et A. De la définition de H, on déduit que :

A BD __ A DB __ A BD __ A DB
AAC = —— ^AC == —— ^CA —— ACA.

On désignera de même par AS§I le cofacteur de Pj dans ASS
et ce cofacteur aura des propriétés d'antisymétrie analogues.
Ainsi de suite, on aura des cofacteurs d'ordres de plus en plus
petits, dont les indices supérieurs (ou inférieurs) seront tous
distincts et qui posséderont des propriétés d'antisymétrie
analogues.

À* étant un nombre positif donné inférieur ou égal à m, nous
surbarrerons les indices qui varient de 1 à k : 1 <^ A <^ A* et
nous mettrons un chapeau sur ceux qui varient de (A* + 1)
à m : k <; C <^ m, (et 1 ̂  B ̂  m). Indiquons une identité
(cf. [2]) qui nous sera utile :

M'1 H ( \ ^ - ' - k \ k - l __ ̂  / A l 2 . . . ( D — l ) ( D + l ) . . . f c \(1) H.(Ai2.,J — det ̂ ...(i.̂ )(î )...J-

Le second membre est le déterminant de la matrice d'ordre k
formé par les cofacteurs A12 '"^^\^^ ^ ^e cofacteur précé-
dent étant l'élément commun à la X "̂"* ligne et à la D16""
colonne.

c) Nous construirons maintenant des matrices et des entiers
qui nous permettront de calculer explicitement les facteurs
invariants et qui nous serviront aussi par la suite.

Le déterminant H sera supposé non identiquement nul;
c'est donc un polynôme homogène de degré mt.

H peut être décomposé de façon unique, à un facteur réel



CARACTÉRISTIQUES MULTIPLES ET BICARACTÉRISTIÇUES 237

près, qu'on choisira une fois pour toutes, en un produit de
puissances de polynômes homogènes distincts irréductibles
sur R. Nous supposerons que H' est F un £eux\ on a :

H== (H'^.H",

où le polynôme H" n'est pas divisible par H7; v sera appelé
la multiplicité totale de H'.

Nous allons maintenant nous intéresser à la divisibilité
par H' des cofacteurs de la matrice (Pê) définis au &). Soit
^ÎH^ÏÎ un cofacteur tel que tous les cofacteurs ayant un
nombre plus petit d'indices soient divisibles par H' ou iden-
tiquement nuls et tel que lui-même ne soit pas divisible par H'
ni identiquement nul; (le choix de 1,2, . . . /Ci comme indices
de ce cofacteur pourra toujours être fait, en remplaçant conve-
nablement au début la matrice (Pa) par une matrice déduite
par permutation de lignes et de colonnes, ce que nous suppo-
serons fait). Le nombre /Ci(0 < /Ci <; m) sera appelé le corang
principal de la matrice (Pâ) pour le polynôme H' ; on dira encore
pour abréger le corang principal de H'; si À*i == m, on posera
A 1 2 . . . T O __ A
•^12... m — -*-• - _ . , _ ,

Les cofacteurs A12 "j^1 ^4'1 ' " k i obtenus en bordant la
matrice correspondant à A^:::j^ ne sont pas tous identiquement
nuls, en effet, on a

(2) -UT /Al2.../c^-l __ .j .. / A 1 2 . . . ( n — l ) ( D 4 - l ) . . . f c < \^•(A^,./J - det^ (^)(^ J

et le premier membre n'est pas identiquement nul. On désignera
alors par y^ la plus grande puissance de H', telle que (H')^4

divise ces (A-i)2 cofacteurs (^ ̂  1) et 7^1 sera appelée la multi-
plicité associée au corang k^ : remarquons que a priori ^
peut dépendre du choix du déterminant A^:::^: on verra
bientôt qu'il n'en est rien. Définissons alors les polynômes
'̂ D p^ l3 formule :

- __ A l 2 . . . ( D — l ) ( D + l ) . . . ^
• j A _ _ / _ _ ^ \ ( A - ^ D l A 12. . . (A—l)(A4- l ) . . . fc ,
^D-^ i) (H')^

(on ne somme pas A et D ici).
Ces polynômes ne sont pas tous divisibles par H' ou identi-
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quement nuls. Utilisant à nouveau la formule (1), on a :

(3) H.(Aîj:::;E:)^==Ao(H')^

où Jb est le déterminant de la matrice (*A>^), qui n'est donc pas
identiquement nul.

Regardons maintenant les cof acteurs de la matrice (<A^)1

qu'on désignera par des B. Soit B^j : :{^ un cofacteur tel que
tous les cofacteurs ayant un nombre plus petit d'indices
soient divisibles par H' ou identiquement nuls et que lui-
même ne soit pas divisible par H' ni identiquement nul.
(On supposera encore la matrice (Pâ) écrite de façon à pouvoir
prendre 1, 2, ... k^ comme indices du B choisi). Le nombre
^2? (0 ̂  A'2 <; /Ci) sera appelé le 2e corang de H' : le cas A*a == 0
correspond au fait que Jb ne soit pas divisible par H' ; remarquons
encore une fois que /Cg peut a priori dépendre du choix de
A12 . . . /C ,
-"-12. ..ki-

Si /fa =/= 0, convenons que des indices 2 fois surbarrés varient
entre 1 et ^ : 1<S<À-2. Les coefficients B^::{J^j[5^};:-^
obtenus en bordant B^j:;:^ ne sont pas tous identiquement
nuls ; en effet, on a, comme tout à l'heure :

m\ IL fR12 • • ̂ -1 — rlp+ /R12' • • t5—1)^4-1) ' " ^ \W <M l̂2...J — detVh)12...(Ï-l)(I4-l)...J'

ou le premier membre n'est pas identiquement nul. On dési-
gnera par ^2 la plus grande puissance de H' telle que (H')^
divise ces (/Cg)2 coefficients (y^g ^> 1) et y^ sera la multiplicité
associée au 2e corang; elle peut dépendre a priori du choix
^ Ol2...k,
ae "^...kt-

Si Â-2 = 0, on ne définira pas de multiplicité associée à A-g.
Remarquons que dans ce cas, d'après (3), on a :

^ == îX.r

Revenons à À-g ~=f=10- O11 définit alors les polynômes %1
par la formule :

r>l2... (B—i)(ï5-n)...fc2
%1 == f__ 1\(Ï4-5) ^...(A-iXA-n)..^

D v / (H')^

(on ne somme pas en A et D).
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Ces polynômes ne sont pas tous divisibles par H' où iden-
tiquement nuls. Utilisant (4), on a :

(5) A.(BÎJ:::^-I=%.(H')^

où % est le déterminant de la matrice (%g) ; % n'est donc pas
identiquement nul.

En reportant dans (3), on a :

(6) H. (Aij; : : ̂ -1. (Bîj: : : ĵ -1 = %. (H')^+^.

On considère alors de même (%g); on définit de même ^3.
Si k^ = 0, on déduit de (6) que : v == A-i^i + k^. Sinon on
définit y^3.

Ainsi de suite on définira les corangs successifs À*, et leurs
multiplicités ^ jusqu'à ce qu'on rencontre un corang nul;
pour ce dernier on ne définira pas de multiplicité; on est sûr
que le processus est limité puisque chaque corang est strictement
inférieur au précédent.

Nous retiendrons le résultat suivant.
La multiplicité totale de H' est égale à la somme des pro-

duits de ses corangs par les multiplicités associées :

^-ÏXÀ.i=i

1 étant le dernier indice i pour lequel A-, ne soit pas nul.
Nous retrouverons et interpréterons cette formule en consi-

dérant les facteurs invariants de (Pâ).
d) Pour le calcul des facteurs invariants et pour les autres

calculs, on aura besoin de quelques formules concernant les
mineurs de (Pâ), que nous indiquerons ici :

E étant différent de B, on a la formule connue :
(n\ A B S^D _ pCABDV/ -^A.OE — -TEAAC

où â^ est le symbole de Kronecker.
On aura de même plus généralement :

/Q\ A 1 2 . . . & ^ô A l 2 . . . f c C T\AA 1 2 . . . f c ^ô_ A 1 2 .fcC piAi2...k.<^ — A^ ^.Fg.(8)
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Et de même :
Al2...(D—l)(D-+-l)...k ^ E _ _ R E Al2...(D—l)(D4-l)...fcB

A12...(A-l)(A4-l)...fc•ÔA —— -rB•A12...(A-l)(A4-l)...fcA

où E peut prendre les valeurs : S ou n'importe quel C, et B
peut prendre les valeurs : D ou n'importe quel C.

Ainsi si E == î, on aura, (le crochet indique qu'on ne somme
pas la lettre considérée) :

A 12. • . (5—l) (D+l).. . fc __ p[i] A 12 (D—l)(D-n) . . . fcB .
A12...(A-l)(A-n)...fc— ^B Al2...(A-l)(A4-l)...kA

Soit à l'aide des antisymétriques :

/QN Al2...(D-.l)(D+l)...fc_, / | \ (A-+.D)pAAl2. . . (D—l)B(D4-l ) . . . fc
W A12...(A-l)(A-4-l)...fc— ^ — — 1 / '^^12.................... fc

formule où l'on ne somme pas évidemment dans le 2e membre
en S et D. Si E = C, on aura de même :

(10) P^Ai|:::(D-l).B<D4:l):::^=0.
Nous aurons aussi la formule :

A12.. . (D—l)ô(D+l) . . . fc __ pB , A 1 2 - - - (D—l)ô(D-n)...fc[D]
AÏS...., . . . . . . . . . . . . . . . . f c —— ^[D]"*-^... . . . . . . . . . . . . . . . . . .fcB

qu'on peut encore écrire :
/^\ Al2.. .(D--l)ô(D-+-l). . .fc _ p Ô A l 2 . . . f c â
(11} Ai2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . k — —^VSs. . . fcé -

On a aussi, s'il y a lieu, les formules obtenues en échangeant
le rôle des lignes et des colonnes.

e) Nous calculerons alors les facteurs invariants de l'endo-
morphisme de ^m défini par (Pâ) en remplaçant successivement
la matrice (Pi) par des matrices équivalentes obtenues à
l'aide des opérations élémentaires décrites, par exemple
dans [3].

Ce calcul facile utilise les formules du d). Nous donnerons
les principales étapes, en nous bornant, pour simplifier les
notations, au cas k^ == 0. On trouve ainsi que :

(12) (P^^MSg)
où :
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(iT'ê) est ici écrite à l'aide de sous-matrices; un élément tel
^ ^12.^. (x-ijê(x+ï)...^ P81* exemple est commun à la A1^ ligne
et à la C^"" colonne, (un indice tel que C peut prendre
des valeurs telles que : /Cg < C < A-i). Les sous-matrices
« diagonales » sont-elles mêmes diagonales; les sous-matrices
au-dessous de la diagonale sont nulles. On a aussi :

h
colonnes

/Ci—Â-a
colonnes

m —/Ci
colonnes

(Sê)=
Â-2 lignes

/Ci — /Cg lignes

m /(•i lignes

\ ^
( ^B

S Aa c
Jbg

{ P0
( " B

0

A.

«A>A
B

P0
B

0

0

p6^ê

Le déterminant de (Se) est égal à AiJ:::^.BiJ:::^.% et, par suite
est bien un élément inversible de <t>; (S§) est donc elle-même
inversible et par suite les matrices (P) et (il') sont équiva-
lentes.

On peut alors remplacer (-n;') par une matrice diagonale
équivalente (i:) en retranchant d'abord de chacune des k^
premières lignes des multiples convenables des (m — ky,)
dernières, puis de chacune des k^ premières lignes des multiples
convenables des (m — Â*i) dernières.

On obtient finalement la matrice (i:) équivalente à (P) et
diagonale :

A-a
colonnes

A.—/C, Ai m
colonnes colonnes

(^)=
À'2 lignes

Â*i — /Cg lignes

m — /Ci lignes

'"""- -MP

j(H')-^S;

S 0

s °

0

(ÎT)-^J

0

0

0

Î;Â
^â
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Sous cette forme les facteurs invariants sont en évidence.
Ce sont les idéaux définis par les éléments de la diagonale
principale.

Les facteurs invariants étant déterminés de façon unique,
[1] (p. 95), on en déduit immédiatement que, A-i, y^i, A-g, 5^, ...
sont déterminés de façon unique.

La formule finale du c) exprime simplement que le produit
des facteurs invariants détermine la plus haute puissance
de H' qui divise H, (cf. [l], p. 95).

On peut résumer ce qui précède par la proposition suivante :

PROPOSITION. — Les m facteurs invariants de la matrice (Pâ)
considérée comme une matrice sur Vanneau 0 localisé [4] de
Vanneau des polynômes en les ly^ par rapport à lf idéal premier
défini par H' sont déterminés de la façon suivante :

m — /Ci d'entre eux sont égaux à l'idéal unité de 0.
A*i — A'2 d'entre eux sont égaux à l'idéal (H'7^) de ^.

kj—kj^ d'entre eux sont égaux à l'idéal (H'^^W" "'-hx-,) de ^>.

A'i d'entre eux sont égaux à l'idéal (H'^14"^24' +^) de $.
Les k^ sont les corangs et les j j les multiplicités définis au c).

f) II sera commode d'introduire des fractions rationnelles
construites avec les polynômes précédents et qui nous serviront
d'intermédiaires dans les calculs. Ainsi on posera :

Jfc'A ̂  __^_.
D A l 2 . . . f c <

^^...fci

On formera la matrice (A/^); ses déterminants cof acteurs
seront notés par des B'. On voit immédiatement qu'on aura
par exemple :

0/12... (B—l)(B-n)... fc, pi2... (B—i)(5+i)... fc,
^^.. .(I-lKA-M)...^^ £>12...(Ï-l)(I4-l)...fe^ __1_

g'12 fct D12.../C, * A12.. . /C/
r> 12 fc, ^12... kt ^12...^

d'où en divisant par [(H7)^— l)^5'], ce qui définit %'|»
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on obtiendra :

^_ î
5 A 12 . . . f c i m2. . . fc2

1̂2 • . . f c , - 1 3 ^. . .^

On aura aussi :

r>'12... (5—l)ê(D4-l)... fc, pi2... (5—i)ê(5+i)... k,
P 12 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . fc. ̂  Pi2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . fc,

T>'12.. .fc, r>12. . . fcî
"^.•.k, ^...k,

On formera la matrice (%'g) ; on verra de même que :

^i-A12 ^B125^12 -^ ( i< î<Â•3)^12... fci • i:)12.. . kt • ^12... kg

et ainsi de suite.

2. Hyperplans caractéristiques.

a) Soit E un espace vectoriel sur R à (n 4- 1) dimensions»
L'espace vectoriel des tenseurs contravariants symétriques
d'ordre t sur E est isomorphe à l'espace vectoriel des poly-
nômes homogènes de degré ( par rapport aux (n + 1) indé-
terminées Za- Au tenseur de composantes P^^ ^ dans une
base donnée correspond le polynôme P^^ • ^a/o,... ^a - Nous
substituerons alors aux indéterminées ly. les composantes ly,
d'une forme de l'espace dual E* dans la base duale; on obtient
ainsi une fonction sur E* et à valeurs scalaires. La matrice
caractéristique s'écrit donc (P^) = (Pë^^^a/o,...^)-

La classification du § 1 et les nombres v, A*,, ^ introduits
ne dépendent pas du choix de la base de E. En résumé, les
expressions précédentes sont invariantes dans les changements
de base du groupe linéaire de E.

b) On désignera par P l'hyperplan d'équation lypcf- = 0,
dans une base donnée, (ly, non tous nuls). Si H, par exemple,
est une des fonctions polynômes précédentes, on notera,
(sans inconvénients), H(P) sa valeur pour la forme Zor

On dira qu'un plan P est caractéristique s'il satisfait à la
condition

H(P) = 0
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P étant caractéristique, on dira que P n'est pas singulier
s'il satisfait aux conditions suivantes.

I) H étant décomposé en facteurs irréductibles comme au
§ 1, P annule un des facteurs H' et n'annule aucun autre fac-
teur, en résumé :

H= (H7.H",
H'(P)=0, H"(P)^=0.

II) H' étant maintenant choisi, P n'est pas un plan tangent
singulier au cône de sommet l'origine défini tangentiellement
par H' = 0, c'est-à-dire que le « vecteur conjugué de P »
par rapport au cône (H') n'est pas nul :

Î,;.=^(P), î^o.

III) P n'est pas exceptionnel pour l'une des classifications
du § le). Plus précisément, si on a, par exemple A*i et /fg
associés aux multiplicités y^i et y^, k^ étant nul, on a, par
exemple :

A^W^O, Bij:::^(P).^0).

P étant un hyperplan caractéristique non singulier, la droite
définie par le vecteur l sera appelée bicaractéristique de P.
P est tangent le long de cette bicaractéristique au cône (H')
considéré.

3. Système différentiel et solutions séries formelles.

a) L'espace vectoriel sur R des suites de tenseurs covariants
symétriques d'ordre croissant sur E est isomorphe à l'espace
vectoriel des séries formelles par rapport aux (n + 1) indé-
terminées rc". A la suite de tenseurs de composantes Y, Ya, ...,
Y^a,...ap? • • • ? dans une base donnée de E correspond la série
formelle yÇx^) par rapport aux indéterminées x11 :

yW = Y + Y,̂ < + ... + Y^.,^0^ ... x-p + ....

Si on effectue un changement de base dans E, on obtient
de nouvelles composantes pour les tenseurs, soit: Y, Ya-, . . .,
Y<x;a,...ap,... convenons alors de substituer aux indéterminées
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x^ dans y^), les indéterminées x^ déduites par la transfor-
mation linéaire correspondant au changement de base ; la série
obtenue y{x<3il) est égale à la série obtenue en faisant corres-
pondre aux nouvelles composantes Y l'expression :

Y + Y^î + ... + Y^,.^^< ... x-p + ....

On peut considérer qu'une quelconque de ces séries y{x^),
y^)? • • • ? repsésente de façon équivalente, par rapport à
une base de E, ce que nous appellerons, un peu abusivement,
une série formelle sur E, soit y(x).

Soit F un module à m dimensions sur l'anneau commutatif
de ces séries formelles. Nous noterons dans une base donnée
d'éléments /B, (1 < B < m), par y® les composantes d'un
élément quelconque de F; les y® sont donc des séries formelles.

F peut être doué d'une structure d'espace vectoriel sur R,
on désignera par F' l'espace vectoriel sur R engendré par les /e.
Un tenseur fixe symétrique en a, élément du produit tensoriel
(E^^F'^F'* a pour composantes les nombres:

pa,o,...a^A

Nous étudierons le système différentiel aux inconnues y"
défini par :

(1) p^... a, A^ ^B ̂  Q^ ^ p^ ^ p^ ^ ̂  _ô_

ô^

La matrice caractéristique (P^) déjà considérée sera bien la
matrice de ce système.

b) Effectuons un changement de coordonnées linéaires tel
que P ait pour équation Xe = 0. La série y® peut s'écrire sous
la forme :

(2) yB=YoB+Y^O+•••+YpB^P+•••
P'

où les Y" sont des séries formelles en x1, rc2, .. . af1.
On notera désormais par une petite lettre latine un indice

qui varie de 1 à n; ainsi : 1 <: i <: n.
On appellera données de Cauchy sur P les mt séries Y",

Y?, ..., Y?_i. Nous nous posons le problème de déterminer
toutes les solutions Y® correspondant à des données de Cauchy
déterminées, essentiellement lorsque le plan P est caracté-
ristique et non singulier.
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On verra par la suite qu'il n'y a pas grande restriction à
prendre ces données de Cauchy nulles; c'est ce que nous ferons
jusqu'à indication contraire.

c) On déduit de (1) et (2) que les séries Yj? inconnues (r^> ()
satisfont au système :

'f C?P^ • • ̂  ' ' ̂  A . ô,,,.. ̂ Y^,_, == 0
ï==o

où C? représente un coefficient de la formule du binôme.
A l'aide de la formule de Taylor pour les polynômes, on a

encore :

(3) ?1 [ô^-^Pg*——^^.. .^(P)^,..^?-, = 0
<7=0 î -

où on a posé : ô1 == — et où p prend toutes les valeurs entièresot^
positives ou nulles.

4. Transformation du système adéquations (3-3)
sur un hyperplan caractéristique.

a) Indiquons d'abord une formule qui nous servira dans
les calculs suivants. Soient A et B deux fonctions des variables
li, continûment différentiables autant de fois qu'il sera néces-
saire pour que les dérivées introduites soient échangeables.
Soit d'autre part Y une série formelle en x1, x2, ... a?". On
démontre par récurrence la formule suivante qui généralise
la formule de Leibnitz :

ô1^ • • -.(A. B). ô,,,.. ,,Y - ̂  C;ô1^ • • ̂ A. ô1-1- • -.B. ô,^... ̂ Y.

b) Supposons donc que P soit un hyperplan caractéristique
non singulier satisfaisant à H'(P) == 0 et d'équation Xe = 0.
H' a pour corang principal A*i.

Nous allons dans ce paragraphe transformer le système
d'équations aux dérivées partielles (3-3) en s'efforçant de
séparer les inconnues. Le résultat remarquable de ce calcul
sera que les Y^ satisfont en réalité simplement à des équations
différentielles le long de la bicaractéristique dans un sens que
l'on précisera.
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On a d'abord pour p = 0

pg). . .O.AY^==Q.

Soit en utilisant les notations du § 1 et en mettant en évidence
les équations principales et les inconnues principales :

DOO.- .O.A^rê _ pOO.. .O,À^rD
^ê ^t — — ^D ^t '

Multiplions par A^^^(P) et sommons en utilisant (1-8)
et (1-11), on obtient :

Al2.../c,/p\ -Vt — \12...('D—l)i('D+l)^.k^p\ Y5-
"^ . . . fc /v 1 / * *( — A 1 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . k^ } • *( ?

dans le second membre, on somme en D, c'est-à-dire qu'on fait
la somme des produits de chaque Y° par le coefficient

Al2...(D—l)ô(D4-l)...fci
-"-12.....................ki

correspondant. On a donc trouvé :
Al2. . . (D—l)â(D+l) . . . /c<

/ 1 \ y6 — 12 • • • • • • • • •-• • • • • • • • • -^ (p\ Y0
\ 1 ) ^t —- Ai2 ...k, ^h^t •

^^...ki

On rappelle que le (P) signifie qu'on prend les valeurs pour le
plan P.

Nous allons remplacer Y0 par cette valeur dans l'équation
(3-3) correspondant à p == 1, soit :

pg,..0,AYB^ + ^(P^. ••"«•^ . . . ZJ] (P).^8 = 0.

On a donc :
poo.-.o.Av13
^ B ^-t+lr , , , Al2• • • ( D - l ) â ( D + l ) • • • fc^ ' ^+ ̂ (pr—'Ua,... Q •-2-l|j--r—^J (p)•ôiYD

+ ^(pr2- • •a'A^^... Q] (P) . w 1 o.
Soit en réunissant les termes en Y0 :

POO...O,AYB^ - B ^^-i-ir A l 2 • • • ( D — l ) B ( D - + - l ) • • • ^ ^+ ^(p^-'-^ya,... ^)»12•••••_:::,;—^ (^.^Y? = o
L ^12 k, J
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Intégrons par parties le 2e terme, on a :

F / Al2 . . . (D—l)B(D+l ) . . . f cA
POO.. .O,AVB | | ̂ i( pai(X2. . .ax,A7 ] 1 ^12 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . fe, \
^B ï t+ l+ ôir^ t ^ / a < . . . ^ - — — — — — . 1 2 . — — — — — t ]

L \ _ _ ^12...^ /
/Al2 . . . (D—l)B(D4- l ) . . . f cA - |

__ p a i < X » . . . û 4 , A 7 ï 7 .>. i ( ^12 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . f c . \ 1 /p\ „ ^D __ n
^ ^/a<.. .^.ûl Ai2...k< 1 (^•ôil-t == 0.

\ ^12...^ /J

Les déterminants caractéristiques de ce système en Yf+i
sont nuls ; celui relatif à la S101"6 équation non principale donnera
la condition :

12 k F / Al2 . . . (D—l)B(D+l) . . .kA
A^:::(A^)F(A.X)::;::- ô1 Pg———^^a^.^» 1 2 - - ,^: - , - • ^ )

L \ _ _ ^12...^ /
/A12. . . (D—l)B(D-+-l) . . .kA-1

- P^-^^a. . . . ^•ô1 -1 2———^•^-^ (P) .Ô^Yp = 0.
\ ^12...^ /J

Cette équation se simplifie en utilisant (1-9) et (1-10); on a,
en divisant par Aî|:::^(P) :

- - r /A12-'-^-0^1)---^"!
(2) (- 1)(^D) y i ^•^^•••^^ (P).W = 0.

L v Al2...ki /-1

Le système des équations principales s'écrit en utilisant
(1-10) transposée :

p00. . . 0. A-yê __ __ p0p. . . 0. A^rD
" ê ^t+i — ^ D ï(-+-l

no n A r /A12---^-1^1"4-1)---^"!^ • . . O . A I J A . . . — — — , (P).ô.Y?.
L \ ^12...^ /J

Résolvons en multipliant par A^ ^(P), utilisant (1-8) et
1-11) :

/ A l 2 . . . ( D — l ) Ô ( D + l ) . . . f c A
/3\ y0 — ( ^ ^ • • • • • • • • • • ' • • • • • • • • • • ^ l fp} v5
W lt-+-l — \ A l 2 . . . f c < ; ̂ ^ - •ï<4-l

\ ^12...^ /

/ A 12
?.< / r^

r /Ai2.. .(i>-i)ê(D4-i). . .kA~|+ k. A,,_^__^^__^ (P).^Y?;
L \ ^12...^ /J

D'après cette démonstration, on remarque que l'ensemble
des formules (4-1), (4-2), (4-3) est équivalent au système des
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équations du système (3-3), correspondant à

p = 0 et p = 1.

Pour simplifier les notations, on posera dans la suite :
(P^——rA^. . .^ ) (P)=p^

et on supprimera (P) dans les formules en se souvenant que
les valeurs des polynômes en Za et de leurs dérivées sont prises
pour le plan P.

Nous allons maintenant, par récurrence, démontrer des
formules qui généralisent (4-1), (4-2), (4-3). Rappelons d'abord
(3-3) sous la forme :

W PâY?-., + î 1 ̂  • •'W). ô,,.. .̂ Y8,,., = 0
y==i î •

valable pour tout l ̂  0, en convenant que pour l == 0 la somme
est nulle.

p étant un entier supérieur à 1, admettons que le système
formé par les équations (4) correspondant à : 0 ̂  l ̂  p — 1
soit équivalent au système ci-dessous :

lo

(5)
,^p_^ . /Al2. . . (D-l) (D4-l) . . .kA

(——l^A-t-D) y L y^...i.[ 12. . . (A~l)(A+i) . . . fc , \ y^ _ ^
' / • Z^ f u \ A l 2 . . . k , /•^.•.I.ÏH.P-B-^—V

l̂ ° - \ ^12... k\ /

où u prend toutes les valeurs : 1 ̂  u ̂  p — 1.
2o

(6)
s=P-u A /A12.. . (D—l)Ô(D4-l) . . . fcA

Y0 „ = V -î-ô^ • H ^ • " " - - ' • • • ' • ' • ' • ' • k . \ ^ . y5
^t+P-u 2j f ° [ Al2...k< ^ôlÀ.•.l<]L(-+-P-u-^•

^=1 • \ ^12...^ /

où u prend toutes les valeurs : 1 <^ u ̂  p.
Nous allons démontrer que le système des équations (4-4)

correspondant à : 0 <; l <; p est équivalent au système formé
par (4-5) et (4-6) où l'on a remplacé p — 1 par p.

Pour l = p, l'équation (4-4) s'écrit :

(7) P^Y?,, +Ïf;1 ̂ •••^Pû).^...,^^ = 0.
g=iï •
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Remplaçons le 2e terme de (4-7) en utilisant (4-6), il vient :

PêYB,,+îp-i^••••i<Pê)
,^q\

p==p-ç A /A l2 . . . (D—l)ô(D4- l ) . . . / cA "l
y J-^W^- • •^ A^ • • • • • • • • • • • • . . • . . . . .fc, \ x . . Y5

L À ^ \ A^;:;;; ^-•^t.-p-^j
y==p 1 t A N4- y — ôîll2••>i^P-^ ô- • Y5 — 0' Zj - f u \1 ÎV •^•••iç ^-t+P-q —— v-
g==iy •

Soit :

W^p+gSlyiiî•"iW)
ç= lÇ .

r^==p-ç A /Al2 . . . (D—l)B(D4- l ) . . . f cA -1
V — ô^11^2- • •i^' ( ^ • " • • • • ' • • • • • • • • • • • • • ^ \ 0.. . Y 0 — 0L À ^ \ Aij:::i;: y ̂ ...^^^p-.-.j ~ ̂

p et ( sont fixes dans chaque formule, les indices q et s prennent
les valeurs indiquées; on va récrire la formule en rassemblant
les termes tels que : q + s == r, où : 1 < r < p et en faisant
la somme des termes obtenus pour les différentes valeurs
de r. Pour avoir les termes correspondant à un r donné, on
associera à chaque g, (1 <: q <; r), la valeur de s = r—q.
On a donc :

pw.p +T?1 ô—.(pâ). —1
r=iî==iî! {r—ç)!

/ A 12... (D—l) B(D+l).. .kA
yq^iq^. . . îr I ^^ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .^ \ ^ yD __ (\

\ A l 2 . . . f c < / o t * t * • • • l ^ I ( + P - - r — — v •
\ ^12...^ /

Utilisons la formule de Leibnitz généralisée du § 4 a) •
on a :

r=P A F / Al2 . . . (D—l)B(D+l) . . .kA
(8) P^^+S^ô^-. p^A..... ,\

r=l' • L \ ^12...^ /
/Al2. . .(D~.l)B(D+l). . . fcA-1

__ p^4.. .4 A^ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ̂  \ Y^ _
B \ Al2. . . fc i ] \ ' o l ^ • • - l ^ • L t + P - r — — V -

\ ^12...^ /J

Les déterminants caractéristiques de ce système aux incon-
nues Yj^p doivent être nuls. Pour la S1^ équation non princi-
pale, on obtient le déterminant caractéristique en multipliant
P^ ^..'.(A-iyFtA^i)'.".".^ la F1^6 équation (4-8) et en sommant
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en F. En utilisant (1-9) et (1-10) il reste seulement:

(9)
r=P( ^(A-^D) /A12-'-!?-1"?^1'---^(—ir ^...,/ ^...(A-iXA-^i)...^ \.
2j I u \ A 12.. .^ /vi

r==l ' • \ -"LI%. . .^. /
'1*4- ••tr^+P-r

^12. . kt

Y0 _n. 1^4-D-r——^«

Le système des équations principales s'écrit compte tenu
de (1-10) transposée :

pÀy^ __ pÀ-yD
^ Ê 1 ^ ? ^ — — ^ 1 ^ ?

r=P 4 , /A12...(D~l)B(D+l).. .k^+ s-p^.ô^ 4^-. , • • • , • • ".r I A12. . .^
-La-12.. •/(<

^4...ipY^p_r-

On le résout en multipliant et sommant par A^ '^\ et
utilisant (1-8) et (1-11) :

=P Av^ -L
(10) Y^=S-^ô^-1.

Al2. . . (D—l)Ô(D+l) . . . fc^
•t•*-t 9. - . . - - - . ï,.^12

-orl Al2...fci
^^...ki

.0,, vt^
ilif-ir ^t+P-r-

On déduit bien de (4-9) et (4-10) que le système (4-4) où :
0]̂ S ^ ̂  P es^ équivalent au système :

(11)

_ ,^p_^_^ - /Al2...(D—l)(D+l)...fc^
(__ i\ (A + D) y JL >i^. .. i, ( rvl2...(A—l)(A4-l)...fc,
\ ^ Zl - t 0 \ A 12 . . .^A 1 2 - • • / c i /

^12.. . ki_ /s=l

^ V0

•^...i.It+p-t-l-u-.î
où : 1 ̂  u ̂  p

0

et:

(12)

Y0
A(+P4-1—B

S=P+1—U A
5 ^ ô ^ - - - 1 -5=0 s • „

/Al2...(D—l)Ô(D4-l)...k^
Aî2————————————^lô.> Y5

•ii4...i, i•(-+-P+l-B-^A 12...ki
•^12...^

\où: l<u<p+ 1.

On a vu au début du § 4 b) que cette équivalence est valable
pour p == 1 ; le raisonnement par récurrence est donc terminé
et l'on a démontré, que quelque soit : p ̂  1, le système (4-4)
où: O ^ ^ ^ p est équivalent au système formé par (4-11)
et (4-12).

En posant p' == p — u + 1, on peut aussi bien écrire (4-11)
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et (4-12) sous les formes :

,- _^=^ i
(__ 1)(A+D) ^ _L^,4...i»

—— 0 1„—, ô •

(13) ^ A l 2 . . . ( D — l ) ( D + - l ) . . . ^
^...(A-iXA-^l)...^.

A12. . . fc . '
^ ^-Ift. . .If

.i.Y?,.-, = 0iii»...i< ^t+P'-tf

[où: l<p'<p
12...fci

et:
^==p' ^

Y0 — V ---ô114—1'^-f+p' — L « t 0S \5=0

^A12 . . . (D—l)ô (D4- l ) . . . f cA(14) ^ ^ • . • • . . • • • • . . . • . . • • . . . f c . ( ^ Y5

A12. . . /C , /^•..i.1^?'-^
< JLi•t^...k. /^^•. .fci

^ o ù : 0<p '<p.

c) Avant de poursuivre la transformation des équations (3-3),
nous allons indiquer des résultats qui nous seront utiles.

I. — y^ étant un nombre entier supérieur ou égal à un et T
étant positif ou nul, on démontre facilement par récurrence
que :

(15) [ô^•• l-(H')7-](P)==0,

pour tout T < ^.

II. — 7^ étant toujours supérieur ou égal à 1, en utilisant
la formule de Leibnitz généralisée du § 4 a), on obtient :

[&i-.•••'x(H^](P).ô,,..,,=y,.[ôi-•••ix-(H^-l.ôi<(H/)](P).ô,,..,,.

Raisonnant alors par récurrence, on obtient, avec des
notations du Ç 2 :

(16) ^iA....x(H')yJ(P) == y ! N'«. . . ̂ .

d} Utilisons maintenant la multiplicité j^ associée à A'i.
Avec les notations du § 1 /"), le système (13) s'écrit :

(17)

OÙ 1 < p ' < p .

Ï -1 y- • ; - Mm7-] ̂ ... ...Y -̂, = oS=P' ^s —t
t=l " •
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Si s <; y^i, on déduit de l'application de la formule de Leibnitz
et de (15) que :

ô^^Jb'^H'^] =0.

Il en résulte que si p <; y^, le système (17) est identiquement
vérifié. Si p ^ 5^1, les premières équations sont identiquement
vérifiées et le système se réduit à :

(18) 5 Ï l l ^ î la[^(H')^].^,.,•YD^_, = 0
-V .5 I5==X

où y,i < p' < p.
On peut remarquer que pour p' == y^, l'équation s'écrit,

d'après (4-16):
J(.'^...^î^ô,,,,^YD^

où, d'après (§!/•))

(19) ^N4••Jix^...i,YD=0.

D'après le § 1, c) et le § 2, les A)^ ne sont pas tous nuls.
D'après le § 2, les I9' ne sont pas tous nuls; or d'après l'identité
d'Euler :

h'W = ^. ÔH^ h' étant le degré de H'
ô<a

soit sur P :

et:
l^ = 0

z°=o.
Les l1 ne sont donc pas tous nuls. Par suite (19) n'est pas

identiquement vérifiée.
Revenons au système (18). Il sera commode de l'écrire en

posant :

P — 7.i = P. P' — /a == P' et 5 — Xi == ?

(20) (̂,̂ !̂ ---[̂ (Hy].»,,,,.....,..Y°.,.-,=0,
où 0 < p' < p.

Sous cette forme, il apparaît très analogue à (3-3). Nous allons
aussi le transformer de façon analogue.
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<°) Nous venons de voir que pour p' = 0, les équations
s'écrivent :

(21) ^•^••'MHQ^.ô,,,,,^? = 0.
Utilisons désormais le fait que H' a pour 2e corang k^.

Utilisant les notations du § 1, mettons en évidence les équa-
tions principales de (21) considéré comme système aux incon-
nues ^•^(H')X^.,^YD. On a:

JfcW • ̂ (H'^. ô,,,. .^Y? = - Jb'|. ô^ • ̂ (H')X< . ô,,,. ,̂  Y?.

Multiplions par B'^ |̂ et utilisons (1-8) et (1-11), il vient:

ôi<l—^H')^ô,,,,,Yf
(22) R/i2...(5-i)ê(D+i)...^

= ^"B^t"""^ ôl1" 'llxl(H/)xl ôl1- ^Ys-
Pour p' == 1, le système (20) donne :

,^ô-•••iqJfc';(H')x<].ô,,,,^
A>* *

+ (y 11P ôiA' • •l<1' [^(U7)^] • ̂ .... .̂ .Y.5 = 0.\/a i^ / •
OOlt :

.V;•^>i••l•••ix.(H')^.ô.•.„,..,YD„

+ y7^-TJ(9'â•y•i••••ix<+•(H/)^.^•.„....^YD

4- '̂i.̂ »i•t••••i,.(H .̂.ô.,,..„,̂ YB

+ ̂ a'j.ôi'î••••\.(H')^.ô,„,.,^Yf = 0.

Remplaçons le dernier terme à l'aide de (22) et réunissons-le
avec l'avant-dernier :

ĵ.yA...ix.(H')X..ô...,...,;,Y^

+ ̂ n •Jb/ê•y•i••••ix.+•(H^•.ô,,..,,^YD

- r Tî'12...(B-l)B(C+i)...fc,1
+ ô't.-'A^. ô"4' • ••<. (H'^< " ^ ^ • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • ^ à . . y"kî .̂ ....,̂ =0.B l ' ' r>/i2. . .kî • ' » ' « • • ' < , + < 1(

L D 12...fc, J

Intégrons par parties le dernier terme; il vient en tenant
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compte de F avant-dernier :

J»4. ̂ -^(H^. &,„.... ̂ Y^

+ 5^ ̂ •^•••^(n')^-^....^?
-1 r - n'12...(D—l)B(D+l)...fca "1 ^

+ —1—^.. .̂  ^'A. ^la.———————•-——^ (H')X< 0 . Y?
• ^ - L . 1 l B * R'12 fcî v / ^ l ^ t ^ • ' • t ^ l ' • t

7 a ~ i 1 L ^ 12 /c, J
1 - ri^'^-.-tD—l)Ê(5-+-l).. .fc» "l ==

———T^-011"-"1^ 1 2 - - - • • • • • • • • • •••"»(H^' .ô... •••-..Y^O.
Xi+1 E L B'i|:;:^ • / J " /1

Considérant que les inconnues sont les
^^-^(H')^^;,,,.,^^,

nous écrirons que ce système est formé d'équations compatibles
en multipliant par B'12 '(i_i)F(i--i) k2 ^a F1^9 équation et en
sommant en F. En utilisant (1-9) et (1-10), il reste seulement :

(23)^ ^ f-D,12...(D-l)(D-n)...^(20)_ _ rwl2...(5-l)(i>+l)...^ -i ;
(__ i)(A+D) y^..i^\ __12...(A-l)(A+l)...fc^pj^ 5
\ / [ g'12...^ V11 ) J-^-..^^^ = v-

• • / - '^ • • • 1 ^ -(A^lliLtiL-^/H'^l ^ V5 0ga2...^ \11 ^ J-û^ ...^ï< == v.
la • • • Kt

Le système des équations principales s'écrit :

^|.y.......x.(H')X..Ô,.,,,.,,Y^

+ ̂ ^^•^•••^'^•^•••^

A A r-D/12. . . (5—l)E(D.4- l ) . . .^ ~]

^1 A'^. ô- • V'p2 -^ ::,. fc- (H')^J. ô,.,.. ....Y? = 0.
7.1 1 ± L r> 12 . . . f c s -1

A /^

On résout en multipliant par B'12 ^ et sommant en A:„ , r r i2...fc,A ?

il reste :
(24)

-^(H')^.ô....,,..,Yf^
r Tî/i2...(5-i)ê(B+i)...tn

= ô^-^hH^^ . ^ ^ •^.,,,...,Y^
L £> 12 ks -J

^ r -D'12.. .(D—l)ê(D+l).. . /(2l/k̂î ô Y?| "îllî- ïx,+< 1 ^-i- 1 y112- • •î^-1 fH'^1 12- • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •^ 0 • Y+ X,+1 1 L1 1 1^ • B'ij:::;;: J0- ^ï

-7^^•••l^(H^l.ô,,..^YÎ.
Â.I i
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Dans le seul but de simplifier les notations, nous poserons
maintenant: ytlï•••tp=y en n'indiquant ainsi que le nombre
de dérivations; on posera aussi : B'îi ::^ == B'.

Nous allons maintenant, par récurrence, chercher des
formules qui généralisent (4-22), (4-23), (4-24). Rappelons
d'abord les équations d'un système (4-20) sous la forme :

(25) ^.ôy^HQ^.ô^Y?^

+q^ (v ^a} î ôx^[A'ê(H')7'] •^Y^ = °-ç=l \A.l f (// •

valable pour tout p' ^> 0, en convenant que pour p' = 0,
la somme est nulle.

p étant un entier supérieur à 1, admettons que le système
formé par les équations (25) correspondant à 0 <^ p' <^ p — 1
soit équivalent au système ci-dessous :

1°

(26)
/ . ,- ^=p-u /i rB'12---}0-1'^^1^-^ i[ /_ I)(A-+-D) y __L__ y/,<+d i2 . . . (A-iHA+i) . . . fc , ^ (H'y/,,
) 5=1 (X.i "T. s) ' L r> ^ J
^ • \t+s^?+p-u-s == 0.

\où u prend toutes les valeurs: l ^ u ^ p — 1 .

2o

(27)
^{Hy^^t^

s^p—n ^ » rTD'12...(D—l)c(D4-l). . .fc, ~|= S. ̂ .^[^^—B-—^wk^-.
-Tte^)'^"''1'^^'--
où u prend toutes les valeurs : 1 ̂  u <; p.

La somme précédée d'une astérisque sera prise nulle pour
u = p.

Nous allons démontrer que le système des équations (4-25)
correspondant à : 0 ̂  p' <; p est équivalent au système formé
par (4-26) et (4-27), où l'on a remplacé p — 1 par p.
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Pour p ' == p, (4-25) s'écrit :

^.^(H^Y^-
(28) î=p i

+ ̂ (Xx-?-'?)'^ [^^(H')-/--] .ô-̂ Y0,̂  = 0.

Considérons ce système comme un système aux inconnues
Ô^H'^.ô^Y^p et mettons en évidence dans le 2e terme du
1er membre de (28) les expressions que l'on modifiera à l'aide
de (27) ; on a :

(29)

XodÏî)'1 ̂ M"')'1] -^Y .̂,

^Xo^'^'^^^-^^^
+ H C^,. ÔX.-^(H')X< . yjl/|. ôy^YF -̂-,

+ y^ C^. ôy-^-^HQx.. ôWJ. ô^^Y^p.,

+ Ci.+,. ÔX.(H')IC. . ôU'j. ô̂ Y?,?--, j.

La double astérisque devant l'avant-dernier terme signifie
qu'on le prendra nul pour q == 1.

Calculons le dernier terme du second membre à l'aide de
(27), on a :

(30)

X (xiî^ cu 'Ô7J( H/)" 'ÔU/EA • hl+<'^p-<l

^(A^-^^=p-<? y, î rR'12
^=P—? v î [D'12...(D—l)È(D-n).. . /c, ~|

• .à (x.'r.y^L—-̂ ——^Hy-J^Y,»,-.-.
Î==P •/ î T ^=P—'7 /̂ î

-.̂ "̂•"'•'•'î' "2. (^y.̂ '"'''
. Y ——ZJL_--^+5 -^2

^ v®• uy,^+î+^ 1 ^-+-p—g—s-

Considérons le dernier terme du second membre de (30).
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On va le récrire en rassemblant les termes tels que : q + s == r,
où : 2 ̂  r ̂  p et en faisant la somme des termes obtenus pour
les différentes valeurs de r. Pour avoir les termes correspon-
dant à un r donné, on associera à chaque q, {i^q^r— 1),
la valeur de s == r — q. On a donc :

r==p g=r—l .. f A
\ 'V^ V^ 71 • ^n !\ /A JLA 1 •\7i-l-r—<7/T_r'\-/, ?. V13-OS, S, ̂ .>wl.̂ l̂ .,,̂ (Hy..»,,A_,• '/.i-̂  I -^-P-r»

On trouve donc, aux notations près, l'opposé de l'avant-dernier
terme du second membre de (29),

Considérons de même l'avant-dernier terme du second
membre de (30). On trouve qu'il est égal à :
r==p q=r \ A
y y ZJ-i ôU'̂  ————-
À2^! ^7, +r

—v •i~' •\/ i -r 1
y y ZJ-i ôU'̂  ————-————
ÀÀ? ! ^(Xi+r-ç)!

r-D'12...(D—l)É(D4-l)...k2 "l

-̂̂  12 g.———-fe5 (H')^ l.ô^Y5.,.,

Ce terme et le 2e terme du second membre de (29) se rassem-
bleront sous la forme :

XfAI^'
r̂iî/12...(B-l)B(B+i)...k, -|

•^-^ 12 B/ "- (H^ .̂ô-^Y ,̂-.,.

Compte tenu des calculs précédents, le second membre de
(29) s'écrit :

(31)

II (Xi^'g) ! ̂ î^^'-^^-^
+^.ô•^(H')^.ô^YD„--,

<=î - rD'i2...(S-i)B(54-i)...k, -]
+ S C^ô^.ô7^- » 12......._............(H^ ô^^Y^-_, .

s^i L D J

La somme des deux derniers termes de l'accolade dans (31)

(l) Si p == 1, ce ternie est nul.
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peut aussi s'écrire :

(32)
^^ .../A ...^JB'12::-'5-1)8'5-^--;.'=9 - rt(/12...(ï>—l)B(D+l)...t, -]
S C^ ̂ /A. Ô/.-H- |^x2 . .^ . . . . . . . . . . . ( H7.J ô̂ Y?̂

-^ fn '12. . . (D—l)Ê(D+l) . . . fc , "1
__ V^ ^7d-î| 1 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ^ / T j ^ y . | . ^5
- E •ô L B ^ — — — — — — — — ( / J • ô/^Yt+^•

Le premier terme de (32) se calcule à l'aide de la formule
de Leibnitz; en reportant dans (28), le système (28) s'écrit
finalement :

(33)

OW...ÔA +J ̂ !̂  ̂ 'î^{îî'^^-,

1- Da2...(B-l)B(B4-l)...k. -1
+ ô^^^.^-—^—-—'. (HT^.ô^Yp^

- rn'12.. .(D—l)E(D+l). . .fc, "1
——A/^ô^-^ 12- • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •k. /ï-J'V/i x V5 0

É L B' ^ L ï ) Y^+g^t+p-q =U.

Écrivons^ que les déterminants caractéristiques sont nuls :
pour la A101"6 équation non principale, on obtient le déterminant
caractéristique en multipliant par B'^ ;.':(i-i)'F(Ï+iJ ' " ^ la F1^
équation et en sommant en F. En utilisant (1-9) et (1-10),
il reste :

(34) 'Xixrh)''-1^"
rr»/12.. .(D—i)(D+i). . .fe, "j

y^\ i2. . . (A-i)(A+i). . .^ /T-J'\^ ^ Y5 — nL B' ^11 rj-^+î1^?^—u.
Le système des équations principales s'écrit compte tenu de
(1-10) transposée :

/ £-/ a ' A ^A'è.iii.(H')»..^,YS.,

(36) \ +i(A1A'<îsw•"(H')'••<'-+'Y•--
riD/i2...(B-i)E(5+i)...k, n _ )

^ ̂  .....^..........^ (H^J ^^Y0,,.̂  = 0.
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On résout en multipliant par B'12 •••kfi et sommant en A il
vient: i2...kîA

. (36)
ÔX.(H')X..Ô^Y^-

î=? y | . ^R /12...(D—l)ê(B+l)...k, "1= s. (î n ̂ L'̂ -g—-(H-)4 ,̂Y,°,.,
-Ifo^^"'̂ '̂--'-

On déduit bien de (34) et (36) que le système (4-20) est équi-
valent au système :

=^=p-H—u Ani ^< -l-(37) (__1)(A+C) y 1

' / v / À_(xi_+^) '
[r^l2 . . . (D—l)(D4- l ) . . . / c2 ~|

ô/.̂  . 12...(A-l)(A-n)...fc, /U^, K yD /.
g' <<rl y' J ^/.r^ 3L <+p+l-u-^ ̂  ̂ ?

où u prend toutes les valeurs : 1 <: u ̂  p et :
(38)

fô^(H')x<.ô^^
^=p+i—u ^ T rR'12--^5—1)0!5-4-!)---^ ~i: s. ^^.-^[^-B'—^"'d

?\ 'v10
• "XrH JL t+p+l-u-^

—F-T-A——" *\/ • As=y+i—u ^, f
*y ——^1 * ô^^fH'V^ A Y0

À ( X i + ^ ) ! (r t^•Ô^Y^l——•
où u prend toutes les valeurs 1 < u < p + 1. La somme pré-
cédée d'une astérisque vaut 0 pour u = D -)- 1.

On a vu que cette équivalence est valable pour p = 1 ;
le raisonnement par récurrence est donc terminé et l'on a
démontré que quelque soit p > 1, le système (4-20) est équi-
valent au système formé par (4-37) et (4-38).

En posant p' = p — u + 1, on peut aussi bien écrire (37)
et (38) sous les formes :

S=p' A
v^ JL(39) (--1)M. ^
.=i(7a+^)!

rg/12...(D—i)(D+l)...fe, ~j

.0^^ 12...(A-i)(A+l)...^ ,T-r'\y, . y5 —— 0
^ g' • t A i y ' / J • °-/^s ï (4-p-.î — V.
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où ~p' prend toutes les valeurs : 1 <; p' <; p
(40)

ÔX<(H')X<.Ô^YS^
s=r ., 1 [ TD'12...(S-l)c(5+l)...k, ~|

—— V —-Al____ ̂ +s | ̂  12 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . f c , / TJ^ \ y , | .. YT-D
-so(Xl+^' L B' , (H^p^^p-*-

^==P' ^ î A

- Î '̂"')1'̂ -^-'• V7.̂ +•î

où : 0 ̂  p' ̂  p ; la somme précédée d'une astérisque est nulle
pour p' == 0.

/*) Utilisons la multiplicité /g associée à /Cg. Avec les notations
du § 1 f) le système (39) s'écrit :

(41) Xv l^. -o^M. (H') ]̂ .ô^Y6,̂  = 0
5=1 V/.1 "r ô/ •

où 1 < p1 < p.
Si 5 << y g, on déduit de la formule de Leibnitz et de (15),

que :
ô^^[%'|.(H')^^] =0.

Il en résulte que si ~p < y^? 1e système est identiquement
vérifié. Si p ^ y^? 1̂  premières équations sont identiquement
vérifiées et le système se réduit à :

(42) X(Xl^'ô/^'ê'(H')7^'ô^^^^ = °
où 7,2 <_p' < p.

Pour p ' = y^, on a :

(43) %i?.•.^+x-.^,..^^^

On pourra écrire (42) commodément en posant :

P — 7.2 = P, P' — 7,2 == P'

et 5 — 7.2 == î'? ^ vient :
ç==^ /)
V ____J-(44) l.(X.+X.+.)!""• ••--M-tH-)^]7=0 (Xl + X2

où 0<p'<p.
•\^..-i,.^^t+p'-q —— 0
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Ce système se déduit de (4-20) en remplaçant y^ par y^i + y^
et Jfc' par %'.

On pourra donc lui appliquer les mêmes calculs et ainsi de
suite jusqu'à ce que l'on rencontre un corang nul.

g) Regardons ce qu'on obtient lorsqu'on arrive à ce corang
nul. Pour simplifier les notations, nous supposerons que c'est
A'3 qui est nul.

L'équation (43) devient simplement :

(45) Ni«...^i^..ô,,,..,^YB==0.

De façon générale, en appliquant les calculs précédents,
le système (44) se résout pour les inconnues

ôX<+7.(H')^..ô-^,.YC,^
et équivaut à :

i)i,+i.(H')r+».iit,̂ ,Y?,,-,

= -î to"^)- •̂ -(H')1-̂ -̂..

où 0 -^ p' ̂  p, la somme précédée d'une astérisque étant
nulle pour p ' = 0.

On peut encore l'écrire sous forme plus explicite :

(46) V^.^V^^...^^
=—^———1———ô^^v^fH')^4-^ ô. - • Yp+n. .

À (Xi + 7.2 + ^) ! [ r l ) ôtttï' ' '^f ̂  -"

où 0<p'<p.

5. Résumé.

Nous donnerons ici un résumé des résultats obtenus au § 4$
pour simplifier les notations, nous le donnerons dans le cas
/C3=0.

Les résultats proviennent des formules (4-14), (4-40) et
(4-46). On a obtenu la proposition suivante :

Quelque soit p ̂  0, le système (3-3) est équivalent au système
formé par :
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(1)

2"

(2)
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?...;i .̂ô,,,...;̂ YD,̂ _,,
^=î—X.<—Xî

=- S-i (Xi + 7.2 + s) !
• ô114- • •̂ .(H')̂ . ô;,,.. ..̂ ^Y?,,.-/,̂ ,.,.

?...̂ 0,,,,,̂ .
rDl2...(D—l)c(C+l)...k, I^...,J^.... _ ^ ^ ( H ^ Jw-Xi

_ ^n

,=o (xi+^)'^.ô1112 l^ I
pl2 . k,
^^ kîL- ^is... fc, -i

?\ Y-
• °itiî •»/.,+» 1 t^-r-y^s

1 y.- • -V.(H^. ô,,,,.. ..̂ .Y?,̂ ,_,
.=* (Xi+s)'

3°
. 5=n A /Al2 . . . ( r>—l)ê(D- t - l ) . . .kA

/o\ yc _ y J_ ^i<.. .î, ( ^ 1 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . f c , \ „ yD
[Ô) î t + u — — ^ - T 0 l Al2...k, J0^...»,1!^-^

•î=0 " • \ •^^...ki /

où ç, r, u, prennent toutes les valeurs : 0 ̂  y, r, u ̂  p, en
convenant qu'une somme S où l'indice supérieur est inférieur
à l'indice inférieur est nulle et en remarquant une nouvelle
fois que Y? est nul si l < (.

6. Intégration du système différentiel. Interprétation.

a) Considérons d'abord les équations qui ne comportent
comme inconnues que les Y?, soit :

^•••^•^...^J^O•/.î o..•^...i^x,
?...1^.0,,.,,^

(1)
.12.. (D—l)ê(D+i)...fegB'12. -(c'^i^...^•x..ô,„,,,YD=0^••• tXt -t ——r>i2.. . /c,

^^.../c.
. Al2 . . . (D—l)ô(D4- l ) . . . f c i _

Y?——12——-————^=0.
Al2...k<

A12.. . fc,

Par un changement de coordonnées linéaires dans P, on



CARACTÉRISTIQUES MULTIPLES ET BICARACTÉRISTIÇUES 265

peut prendre pour équations de la bicaractéristique déjà
définie, les équations :

xQ = 0, x2 = 0, ...,^== 0;

a1 variera seul sur la bicaractéristique.
Le système (6-1) est donc simplement un système d'équa-

tions différentielles pour l'indéterminée x1, que l'on peut écrire,
en posant :

^ll...! == ô(l)X.î

^TÎ^

(2)

^DX+X^? = 0
A T3l2...(D—l)c(D-n)...^

^ V-C - D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . f c ,
^l)/.^ - m2.../c,

i-)12.. /C2

, A l 2 . . . ( D — l ) c ( D + l ) . . . k i
VÔ A l 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . k4 V15

^ A 12...^ it

-̂ 12. ..fc,

Rappelons maintenant la forme de la matrice (ir^) équi-
valente à (P^) et dont les éléments de la diagonale principale
sont les puissances de H' qui déterminent les facteurs inva-
riants. On avait trouvé (§ l e ) :

(^) =

^
colonnes

/C2 lignes j(H')^+^SJ

(A-i—alignes ^ 0

(m—/Ci) lignes ^ 0

(^i — ^)
colonnes

0

(H')^|

0

{m—À-i)
colonnes

0

0

D̂

L'ordre des équations différentielles du système (2) et le
nombre d'équations de chaque ordre sont donc reliés simple-
ment aux facteurs invariants.

Nous énoncerons le résultat correspondant dans le cas
général (/Ci quelconque).

PROPOSITION. — Les Yf satisfont à un système (^équations
différentielles linéaires à coefficients constants sans second membre,
où la variable repère un point de la bicaractéristique.

14
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Convenons d'ordonner ces équations en appelant d'indice 0
celles qui se réduisent à des équations algébriques, d'indice 1
celles de plus bas ordre, d'indice 2 celles d'ordre immédiate-
ment supérieur et ainsi de suite. Convenons d'ordonner les
sous-matrices de (11) non nulles en appelant sous-matrice
d'indice 0 la sous-matrice formée des § ,̂ d'indice 1 la sous-

A

matrice formée des (H')^.âl, d'indice 2 la sous-matrice forméeA B

des (H')^+^2.^, et ainsi de suite.
Le système différentiel est composé de la façon suivante :
a) Le nombre total d'équations ou d'inconnues est m. Le

nombre d'équations d'indice i est égal à l'ordre de la sous-
matrice d'indice i.

b) L'ordre des équations d'indice i, (i > 0) est égal à la
puissance de H' qui affecte chaque élément non nul de la sous-
matrice d'indice i.

b) Le système (6-2) s'intègre facilement. On obtient pour
les Y(° des polynômes en x1 dont les coefficients sont des
combinaisons linéaires déterminées de séries formelles arbi-
traires en a?, ... a;".

Supposons à nouveau pour simplifier les notations k^ == 0,
(k^ == /Ci), on a, en fait :

w
Y6 = Y,", + • • • + Y^^-i + • • • + ̂ ^-W^-1

YC=Y,5,+ .•.+YÎ^_^)x.-i
+ (B|) . [Y^)x. + ... + Y^._,(^)^+7^].

Y? = ( Al). [Y", + • • • + Y^_i(^)ic«-1]
+ [(AÏ) + (AÎ)(B|)].t:YB^l)^+ • • • +Y^,_^)^-1]

où les Y^ sont des séries formelles arbitraires en n;2, ... x"
et où les (A) et (B) s'expriment facilement en fonction des
coefficients constants connus.

Plus précisément, les Y^ arbitraires sont : I) les ^ + 5^2
premiers coefficients du polynôme Yf en x1 ordonné selon les
puissances croissantes. II) les y^ premiers coefficients du

polynôme Y° en rc1 ordonné selon les puissances croissantes.
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Le système des équations aux Y?^.i est aussi un système
d'équations différentielles en x1 dont les premiers membres
sont les mêmes que ceux de (6-1), après avoir remplacé Y?
par Y^+i; les seconds membres ne sont plus nuls mais sont des
combinaisons linéaires différentielles des Y?. On trouve en fait
le système :

(5)
f^...^i^ô,,.,^Y^

== _ ——1—— ô114- • •^^H'r^+T.^.. . Y°
(Xi+7.2+1)! [ ' lll2•••l^JLt

.̂..̂ ....̂ i
-D12. ..(D--l)c(D+l)...fc,

—-12————————k2^ ... ^.ô,,...,,Y?,•u^...^ ^-HT512 fcî
^lï ..kî

1 riDl2...(D-l)c(D+l)...fc. -|
— 1 . ô1^- • •^ ^ 1 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . / c , fHT^ ô • Y?
" " ( X x + l ) ! L BÎ|:::Ï: ( r l ) J 0 ——^

"(xT^011''''1^^^
. Al2 . . . (D—l)6 (D+l ) . . . f c< _ / A l 2 . . . ( D — l ) ô ( D + l ) . . . f c A

Ve ^12 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . kj V1^ __ ?^i ( ^12 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..kf \ ̂  V10Y^_ ————^—^——— Y^i — ô 1 — — — — x i 2 . . . ^ — — ; ̂  •
^^...ki \ lt•12...k^ /

On remplace les Y® à l'aide du système (4) et on intègre
sans difficulté le système (5), en utilisant par exemple la
forme de Lagrange de la formule de Taylor. On obtient pour
les Y^+i des polynômes en x1 dont les coefficients sont des
combinaisons linéaires différentielles déterminées de séries
formelles arbitraires de x2, ... x11.

Plus précisément, ces séries formelles arbitraires sont :
1° les Y^ déjà indiquées ci-dessus. 2° des séries en n?, ... a?"
notées Y^+i^ qui représentent : I) les /i + %^ premiers coef-
ficients du polynôme Y^+i en x1 ordonné selon les puissances
croissantes.

A

II) Les y^ premiers coefficients du polynôme Y^+i en x1

ordonné selon les puissances croissantes.
On détermine ainsi de suite tous les Y^. Pour les obtenir,

il faut et il suffit donc que l'on connaisse : I) les y^ + y^ premiers
coefficients de chaque polynôme Y^ ordonné en x1 selon les
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puissances croissantes. II) Les 71 premiers coefficients de

chaque polynôme Y^ ordonné en x1 selon les puissances
croissantes.

Autrement dit, il faut et il suffit, les inconnues y® étant
ordonnées cette fois en A1 que l'on connaisse. I) Les (71 + 7^)
premières séries formelles en x°, x2, ... x" formant les (71 +72)
premiers coefficients du t( développement » en x1 de y°. II) Les
71 premières séries forn^elles en x°, x2, . . . x11 formant les 71

A,

premiers coefficients du| développement en x1 de î/°, toutes
ces données étant supposées compatibles avec les données
de Cauchy sur P.

De façon générale, une fois les déterminants tels que
AÎJ;::^,B^:::^, .. . choisis, on fait une partition dans l'ensemble
des inconnues; on a(I + 1) sous-ensembles qu'on peut
ordonner; le premier contient m—k^ éléments, soit avec le
choix précédent les y i le second Â*i — k^ éléments, soit les

î/°, . . . le ( /+ l)^6 contient kj—kj^ éléments, soit les
^•barres. 1 chapeau^ ^B ^g ̂  ̂  < B < /C,), . . . , le ( 1 + 1)^°

contient À'i éléments, s^it les y1 barres. Il faut donc et il suffit
que l'on connaisse les 71 premiers coefficients des dévelop-

pements en x1 des inconnues î/°, les 71 + 72 premiers coeffi-

cients des développements en x1 des inconnues y0, . . ., les
7i 4" 72 + • * ' 4~ 77 premiers coefficients des développements
en ̂  des inconnues y3 bs"Tes'1 ̂ P^ . . ., les 71 + 72 + • • • + 7i
premiers coefficients des développements en x1 des inconnues
yi barres Qçg coefficients arbitraires sont v séries formelles
en x°, x2, . . . a;", que n0us appellerons, par exemple, pseudo-
données de Cauchy sur le plan Q : x1 •===• 0, pour les distinguer
des données de Cauchy habituelles.

On remarque que ces pseudo-données de Cauchy ne sont
pas déterminées de fapon unique : il y a autant de choix
possibles que de choix possibles de systèmes de déterminants
tels que A^:^, B^j;:^ etc.; on rappelle cependant que les
nombres kj — /Cy+i et l^s nombres 71 + 72 + " • + 7j sont
déterminés de façon unique pour tout /.

Tout se passe comme pour les équations linéaires ordinaires,
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où le choix des inconnues non principales n'est pas unique,
mais où le rang est unique.

Lorsque le système (3-1) admet des seconds membres séries
formelles et que les données de Cauchy sur P ne sont plus nulles
mais sont des séries formelles quelconques de x1, x2, ... a;",
la détermination des y^ se fait aussi bien : on a des équations
différentielles en Y^ qui ont les mêmes premiers membres
que les précédentes mais qui possèdent un second membre
déterminé en fonction de ces nouvelles données ; li faut toutefois
que les données de Cauchy et les seconds membres vérifient v
« équations aux conditions initiales » que nous préciserons
au chapitre II § 3 et que les pseudo-données de Cauchy soient
encore compatibles avec les données de Cauchy, (nous revien-
drons aussi sur ce point au chapitre II § 6 a)).

Nous énoncerons pour conclure le théorème suivant :

THÉORÈME. — Soit le système à coefficients constants

paiOî...a(,A ^ ..B — yfL
^ B •°aia2...a^/ — 6 •

Soit P un hyperplan caractéristique non singulier et Q un
hyperplan quelconque coupant la bicaractéristique de P.

Il existe une solution séries formelles du système et une seule
correspondant aux données suivantes:

1° sur P, mt séries formelles, données de Cauchy, supposées
satisfaisant à un système de v équations aux dérivées partielles
exprimant leur compatibilité (v ̂  mt).

2° sur Q, v séries formelles, pseudo-données de Cauchy, ces
données étant supposées compatibles avec les données de Cauchy.

7. Propagation des discontinuités.

Les calculs précédents peuvent recevoir une autre inter-
prétation en imaginant, grosso-modo, que les coefficients Y^
représentent les discontinuités des dérivées d'une solution
non nulle d'un côté du plan caractéristique et nulle (dans le
cas d'équations homogènes), de l'autre.

C'est cette interprétation que nous allons maintenant donner
de façon plus précise.
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a) Nous donnerons d'abord des définitions relatives aux
discontinuités des dérivées d'une fonction.

On notera £ un espace ponctuel affine à (n + 1) dimensions
sur les corps des réels. Un point x de & a pour coordonnées
dans un repère les nombres x^ ; On désignera par P l'hyperplan
d'équation lyX^ == h (ly, non tous nuls). Une (n + 1) —forme
quelconque fixe non nulle Y) nous servira d'élément de volume
de s; elle induit sur P une n-forme élément de volume et une
seule Œ telle que Y) == l A o".

Soit y une fonction à valeurs réelles sur £. On suppose que y
est de classe C(_i dans £ {t donné ^ 1) et de classe C^ dans
le complémentaire de P, ((' ̂  ().

On fera de plus les hypothèses suivantes. Effectuons un
changement de coordonnées tel que P ait pour équation
Xe = 0$ nous supposerons que les dérivées transversales
usuelles [ôoo...o2/ (tf ̂  ? ̂  ^)? on^ toutes des limites quand Xe

q^aSees

tend vers 0 de chaque côté de P et en chaque point de P et
que ces dérivées sont des fonctions localement sommables. Les
discontinuités [ôoo...o2/]? (^ ̂  î <^ t /) (différence des limites du

yîndiMs

côté Xe > 0 et de l'autre côté) sont alors des fonctions locale-
ment sommables sur P et définissent des distributions sur P
(on utilise [5], [6]).

Ceci étant, nous définirons sur P des tenseurs-distributions
symétriques notés [ôa,a,...a y] P^ leurs composantes dans le
repère précédent.

^oo.-.oy] sera là distribution discontinuité déjà introduite
et déjà notée de cette façon. Par définition, on posera :

[^...i^oo^oy] = ̂ ...^oo^o2/L
q—^indices y^^ll^îces

Les dérivées sur P étant prises au sens des distributions.
Regardons ainsi l'expression de [^^...ony]- Dans un repère

où P a pour équation Xe = 0, en posant Y( == [ôoo...o2/]? on

aura : t^^es

(1) [^a,...^]-^.^... ^.

Cette égalité est donc valable en tout repère et Y( est un
scalaire à support dans P.

Ainsi à chaque dérivée usuelle ô^o,...ag définie sauf sur l'en-
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semble de mesure nulle P, on fera correspondre un tenseur-
distribution à support dans P, symétrique, [ô^a, ... a<y2/]- On
conviendra de plus que cette correspondance soit linéaire :

P^o,... a,y + t^pA... î ] == ̂ [^... a,y] + ^[ôpA ... p^].
Dans le cas où toutes les dérivées ont des limites sur P, les

tenseurs [ ] introduits coïncident avec les discontinuités
usuelles et ont les propriétés classiques données par
Hadamard [7] et Schwartz [5], [6].

b) Soit maintenant F' un espace vectoriel sur R de dimen-
sion m. Une distribution vectorielle, [5], [8], sur £ à valeurs
dans F' sera notée î/; elle admet pour composantes des scalaires
distributions qu'on notera î/3. Soit d'autre part, un tenseur
symétrique en a élément du produit tensoriel :

(E^^F^F*
(E désigne l'espace vectoriel associé à e).

Ce tenseur a pour composantes les nombres :
pa^os... <X(.A

Nous étudierons le système différentiel aux inconnues y®.
/9\ pai0t... <X(,A > ..B — (\
\^1 ^ B • °aia» . . . 9.S) —— u '

où les dérivées sont prises au sens des distributions.
c) Supposons maintenant que les y® sont définies par des

fonctions de classe C(_i dans £, de classe G(, dans le complé-
mentaire de P, dans les conditions du a) de ce paragraphe.
Dans ces conditions, on aura :

^0....^= |̂ ...̂ ,

où |ô^o,... a^j es^ la distribution définie par la dérivée usuelle
qui existe presque partout. Par suite, le système (2) s'écrira
aussi bien :

paia<...<X(,A(> ».B^ — n
^B (oa^at...a^/ } — v-

II en résulte que dans le complémentaire de P, l'expression
p<^<x,...a<,A ^^ ...a^A où on dérive au sens usuel, sera nulle;
ainsi par conséquent que toutes ses dérivées usuelles (2).

(2) On supposera jusqu'au g) que (' est infini; au g) on indiquera l'influence du
choix de ('.
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On aura donc, d'après le a), quels que soient Ri, Ra, ... (3p:

(3) PSlat•••a<•A.[^,..p^...^B]==0.

Cette égalité nous donnera toutes les conditions sur les dis-
continuités qu'on peut obtenir en dérivant (7-2).

Les calculs précédents sont invariants dans £. Faisons un
changement de coordonnées tel que P ait pour équation :
;̂° = 0 et posons :

[îw_oy] = Y,.
q^nSwa

Reprenons la formule (3) et explicitons-la. On a d'abord :

(4) P^"^-Yf=0.

Avec un seul indice ? qu'on prendra nul, car sinon on ne
ferait que dériver l'équation (4), on a :

pai<x» . . . a^A r^ ,.B-j — n
^ B - L°0a<a, . . . a(2/ J — ^-

Soit :

(5) P^ • ^Y3^ + QPB° • 01A. ô,Y? = 0.
Avec p indices (3 nuls, on a :

païOa ûC( A [> .,B-| — (\
^B • L°00 ... Oa,0s .. 9.3) J — v '

p indices

Soit :
q=t

(fi\ V Cq P00 o(ll« l<7^A î\ Y® _ 0V0/ 2j ^t • ^ B * • °iiit . . . iq I t-hp-7 — v-
9=0

Les Y® satisfont donc au système (3) du § 3 et ce système
représente toutes les conditions auxquelles sont assujetties
les discontinuités.

. d) Si P n'est pas un hyperplan caractéristique (3), on vérifie
facilement que toutes les distributions Y3 sont nulles, ce
qui est naturel.

On supposera donc désormais P caractéristique non singulier.

(8) On dira que P est caractéristique si le plan Iv.x9- = 0 de l'espace vectoriel
E associé à e est caractéristique; on dira que P est caractéristique non singulier
si ce plan est caractéristique non singulier.

On appellera bicaractéristiques du plan P les droites de direction ( du plan
P; en chaque point x de P, P est tangent le long de la bicaractéristique issue
de ce point au cône de sommet x et d'équation tangentielle H' == 0.
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Les calculs du § 4 sont encore valables et on obtient finalement
les formules du § 5 pour les discontinuités.

e) En ce qui concerne les premières discontinuités Y®, on
a ainsi les formules (6-1) 6-2); on remarque que, comme
1° == 0, les formules (6-1) sont invariantes dans les changements
de coordonnées affines de £. En intégrant, cf. [5], on obtient
les formules (6-4) où les Y^y sont maintenant des distributions
indépendantes de x1 définies par des fonctions localement
sommables arbitraires de rc2, . . . ^n.

Le support de Y( est le produit ordinaire de la réunion des
supports des Y^y par une bicaractéristique. Autrement dit
interprétons les Y^y arbitraires comme des conditions initiales
dans le plan Xe = x1 = 0 et les bicaractéristiques comme des
rayons, le support de Y( peut alors être interprété comme un
« pinceau » de rayons ayant pour base dans le plan x1 == 0
le support des conditions initiales et la propagation des Y<
ne dépend que de ces conditions initiales.

Supposons maintenant que la convergence des î/8 et de leurs
dérivées sur P soit uniforme, les Y? sont alors simplement
dérivables usuellemenr en x1. Les conditions initiales sont les
valeurs, sur x1 == x^ ===0, des (^i +7.2 — 1) premières dérivées
des Y15 et des Yf eux-mêmes et des (y^i — 1) premières dérivées
des YÎ3 et des Y° eux-mêmes par rapport à x1, (si /Cg ==0).

En particulier, si ces données sont nulles en un point du
plan x^ = Xe = 0, Y? est nul sur tout le rayon issu de ce point.

Dans le cas où /Cg == 0, y^i == 1, /Ci quelconque, on remarque
que le système (6-1) se réduit à un système d'équations du
1er ordre et d'équations algébriques.

Z^Y? = 0,
Al2...(D-l)ô(D+l)...fc< _

Ve 1 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ̂  y15

^ = ——————Al^————— ï( •
^12.. . ̂

On l'intègre aussi bien et on voit que Y( conserve sur tout
le rayon sa valeur initiale; on pourra dire dans ce cas que la
propagation est simple. C'est le cas qui correspond aux cas
étudiés pour les systèmes d'équations aux dérivées partielles
a coefficients variables par Hadamard [7].

On aura de même pour les Y^ et les discontinuités précé-
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dentés des polynômes en x1 dont les coefficients seront des
combinaisons linéaires déterminées de fonctions localement
sommables arbitraires de x2, ... x71 et de leurs dérivées au sens
des distributions.

Interprétant encore ces fonctions arbitraires et leurs dérivées
comme des conditions initiales dans le plan x1 == x° = 0, on
voit que la réunion des supports des Y®-^ et des discontinuités
antérieures est un cylindre, « pinceau », ayant pour base dans
le plan x^ = x° = 0 la réunion des supports des conditions
initiales et pour génératrices, « rayons », les bicaractéristiques.
C'est vrai évidemment en particulier si la réunion des supports
est compacte dans x1 = x° == 0. On voit aussi que la propa-
gation des discontinuités ne dépend que des conditions ini-
tiales.

g) Indiquons brièvement ce qui se passe si t* est fini. Si
on suppose t' == ( + l + 7,1 4~ 7.2? en formant les équations
du § 5 jusqu'à p = l + 7.1 + 7.2 on peut déterminer comme
précédemment toutes les discontinuités jusqu'aux Y?-^ en
fonction de conditions initiales.

Toutes les équations du § 5 ne sont pas utilisées mais celles
qui restent donnent des conditions sur les discontinuités
d'ordre supérieur et ne suffisent pas d'ailleurs à les déterminer.
Si on suppose (' <; ( -h l + 7.1 + 7,2 1e8 équations du § 5 que
l'on peut former ne suffisent pas à déterminer les Y®-^ en fonc-
tion de conditions initiales analogues à celles du cas de t' = oo $
elles donnent seulement des conditions plus faibles reliant entre
elles les discontinuités possibles.

h) Les résultats de ce paragraphe restent valables si l'on
remplace le système (7-2) par un système non homogène ayant
les mêmes premiers membres et des seconds membres qui
soient des fonctions de classe €„.

Si on suppose seulement que ces seconds membres sont des
Î==I

fonctions de classe supérieure ou égale à S 7.i? ^e système (6-1)
reste valable. l=l

Si les seconds membres ont des dérivées non continues à
la traversée de P dans des conditions analogues à celles du a),
les équations de propagation (6-1) sont remplacées par des
équations non homogènes ayant les mêmes premiers membres
que (6-1) et des seconds membres connus.



CHAPITRE II

SOLUTIONS ANALYTIQUES,
AU VOISINAGE DTTN HYPERPLAN CARACTÉRISTIQUE,

DES SYSTÈMES D^ÉQUATIONS
DONT LES POLYNOMES DE DÉRIVATION

SONT HOMOGÈNES ET DE MÊMES DEGRÉS

1. Transformation du système différentiel.

a) On considère le système :
/1\ P<Xi<Xt.. .a(,A> , , B — A
\ J-) ^ B °a<a,...a^/ — 5 •

Au § 1-2-3 de ce chapitre, l'inconnue est une fonction
vectorielle y à valeurs dans F', définie sur l'espace £, continû-

/ l=I \
ment différentiable de classe C(», ( t' ^ ( 4" 2 Xi'h ë es^ une

\ 1=1 /
/ i=I \

fonction vectorielle donnée de classe C(., ( <" > S 7i )* (Les
\ 1=1 /

considérations de ces trois paragraphes étant essentiellement
algébriques, on aurait d'ailleurs des résultats analogues en
prenant des distributions.)

On utilisera les notations et les définitions du chapitre I.
On supposera, pour H', que k^ = 0, ce qui simplifiera les
notations et ne changera pas le caractère des raisonnements
et des résultats.

On choisira des coordonnées de £ où le plan P caractéristique
envisagé a pour équation x9 == 0 et où les bicaractéristiques
correspondent à x1 seul variable; on appellera encore Q le
plan x1 == 0.

On appellera données de Cauchy sur P un ensemble de
fonctions définissant les î/® et leurs (( — 1) premières dérivées
transversales au plan P sur le plan P. On appellera pseudo-
données de Cauchy sur Q un ensemble de fonctions définissant
les y° et leurs dérivées en x1 d'ordre inférieur ou égal à y^ — 1
et les y et leurs dérivées en x1 d'ordre inférieur ou égal à
Xi ~^~ 5C2 — 1 sur 1e P^11 Q (c^- chapitre I, § 6 &)).
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Enfin on posera dans le cours de ce chapitre :

^00... 0 11.. . 1 = (̂O)̂ !)7-
q indices -^ indices

b) On remplacera le système (1) par un système équivalent
obtenu par des dérivations en x°, avec des conditions initiales
sur P, et par des combinaisons linéaires des équations.

Pour cela, on remarquera essentiellement que les calculs
conduisant à relier les ô^î/® et leurs dérivées par rapport aux
^5 (? ̂  t)? aux ^o^'î/8 et l611^ dérivées par rapport aux x\
(0 <: q1 < t), (c'est-à-dire aux expressions qui se réduiront
aux données de Cauchy sur P), sont identiques aux calculs
du chapitre I, §§ 7 et 4, qui conduisent à chercher les relations
entre les Y^; les résultats relatifs aux discontinuités se tra-
duisent par des résultats relatifs aux dérivées ô^î/® en
remplaçant les égalités par des congruences module les expres-
sions se réduisant aux données de Cauchy sur P et les fonc-
tions données des seconds membres.

On utilisera donc les calculs du chapitre I, §§ 7 et 4; on modi-
fiera toutefois l'ordre des opérations, en ce sens qu'ici nous
dériverons par rapport à x° les équations résolues par rapport
aux inconnues principales et les conditions de compatibilité,
alors qu'au chapitre i, §§ 7 et 4, on dérivait successivement
le système non résolu en écrivant chaque fois les formules
de résolution et les conditions de compatibilité; l'inter-
version de l'ordre des opérations est sans importance,
les coefficients étant constants.

Indiquons de façon plus précise, la suite des calculs, en
donnant la correspondance avec ceux du chapitre I.

Le système (1) s'écrit :

(2) Pg> -^ô^î/8 + QP^2 • ——^^..^y8 - ̂  = 0.

Il équivaut au système :

, Al2 . . . (D—l)â(D-+- l ) . . . f c ,

(3) wy0- 12 ^:^ • -^w^
^12... fc<

.12...k,ô

__ ^ 1 2 ^ [CÎP1^ • • •a<-l'À ô- ^ __ ^1Al2.. .k< L^^B •°ia<...a(_,2/ — — g J
^^...^

^4) ^. : : (A-l)F(Ï-.i) : ; :::. [P?- • •«'-"0.,... .^ - g^ == ̂  == 0.
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L'équation (2) correspond à l'équation (7-4) du chapitre 1
et l'équation (3) à l'équation (1-4-1).

L'équation (4) est équivalente aux équations :

(5) (W^ sur P) = 0, avec 0 < p < y^.
(6) ô^T^ = 0,

puisque les T sont suffisamment continûment différentiables.
On remplacera dans (5) et (6) les ô^y0, (?>(), en fonction

des ô^î/0 à l'aide de (3) et des formules dérivées en x9. Les
calculs sont ceux du chapitre I, § 4. D'après le chapitre I,
§ 4 d), les équations (5) sont des relations entre les données
de Cauchy sur P et l'équation (6) s'écrira :

^É-WW^^0-
Le système (3) et (4) équivaut donc au système :

Al2. . . (D—l)c(D-n). . .^
(3) ô^y6 ~ A12--,^:::^——^. ô^5.

^12...^

(7) Système aux données de Cauchy sur P.

(8) ^•WW^-O.

L'équation (8) équivaut au système :

A r»l2...(ê—i)ê(5-4-i)...fc,

(9) .̂(o)̂  ~ ^ • • • ^ ^ • • • • • ^ ̂ (O)^
^lï...^

(10) , A-2 conditions de compatibilité du système (8) notées
T1 = 0.

On remplacera (10) par le système équivalent, obtenu en
dérivant 7g fois :

(11) (ô(o)p'T'1 sur P) = 0, avec 0 < p' < y^.
(12) WT1 == 0.
On remplace dans (11) et (12) les dérivées en x° d'ordre

supérieur à t de y0 et de y0 en fonction des dérivées des ^
à l'aide de (9) et de (3) et des formules dérivées en x°. Ce sont
les calculs du chapitre I, §4e) . D'après le chapitre I, §4/*),
les équations (11) seront des relations entre les données de
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Cauchy sur P et l'équation (12) s'écrira :

(13) ^D.^i^i-f-X^o)^ ^^ 0.

Le système (1) équivaut donc au système :

>—l)ô(D+l). . .k,
__,,.,........,^BA À12.6 A,2.

\^(3)

(7)

(9)
(14)

(15)

A12. . .k i
^12..•fc,

Système aux données de Cauchy sur P.
A gl2...(D—l)ê(D-+-l).../c,

^wwy - 12 "^'^ " " " k 9 • \iwy
^>12 . . fc ,

Système aux données de Cauchy obtenu à partir
de (11). _
W^Wî/5 ~ 0, (puisque k^ = 0).

On précisera les résultats en remarquant que l'ordre total
des dérivations est le même dans les deux membres de chaque
égalité et que toutes les expressions écrites sont linéaires et
à coefficients constants par rapport aux dérivées.

Le système (1) équivaut donc au système (16) :
12...(D—l)Ô(D-n).. .k,A;

W--12 -^wA12. . . /C , "W^
-^...fci

— r)ia^...at_,,â> ..B i if
— ^B1 °ia<...a(_^/ -T g

A m2...(i)-i)ê(B4-i)...fe,
rc————12•••••^^.••••-Jtî^O)^WW2/ Dl2. . .k ,

^^...k,

(16) {

== o0110^---^-11^1--'1^^ .. . Î/B j- p'ê'̂ B oa^a,...a(_^l(l^...l(^t/ -1- g

W^wy5

——— O011012-"^-1''"-1^!4-^'15 ô • • 1/^4- P^— ^B fo^t"-^t-^lt'•'lt^^y r g »

où les Q sont des coefficients constants connus et
les g' des fonctions connues.

I Système d'équations aux dérivées partielles
^ linéaires et à coefficients constants ayant pour

I I < inconnues les données de Cauchy, qui sont des
fonctions des x1 seuls, devant être donc vérifié
sur P.

Le système (16-1) correspond au système (6-2) du chapitre I.
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2. Changement de fonctions inconnues et forme « canonique »
du système relative à un hyperplan caractéristique.

Nous allons remplacer le vecteur inconnu y de l'espace F'
par un vecteur u du même espace déduit de y par un auto-
morphisme.

On définira les composantes de u dans la base /a de F7 par
les formules :

(i)
^A^pg)...o.AyB

U1 = ̂

U8 = </5.

L'examen de la matrice de l'application y —> u nous montre
facilement que son déterminant est égal à :

Al2...ki m2...k» ^ n
A12...k^•JD12...kï ̂  ut

Par suite, cette application est bien un automorphisme.
Nous allons d'ailleurs le vérifier autrement car nous aurons

besoin de construire la matrice inverse.
Les formules (1) s'écrivent aussi :

A. T^OO...O,A s T.00-"0'^ tZL = PD y + Pô y
^ = ̂  + ̂

u5^.

Soit, en multipliant et sommant la première par
12...k^G•D

et la deuxième par ^."^ :
•DIQ. . .fc1

-»12.^fcî

. 12.. . fe^C
Ai2_jc4

A 1 2 . . . f c <
•i's-•^9.. . .k.12...^

A12 . . . kiC
12__kÂ^A

A l 2 . . . ( D — l ) Ô ( D 4 - l ) . . . k <
-"-1%. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .k.fc D1̂2

J î/" + 2 / .A 12...^
^12...fc,

A 1 2 . . . / C
-"^-19!. . .fc12...ki

(2) D12...fcsê
•I->19.. fc-.A

^••^Ï îuR12.. . /C,
^^...^

l"5^5.

Ol2. . . (D—l)c(D+l) . . . fc i A
^12.... . .———————————k, 5 . C

Bl2 . . . fc î y 1 ^ •
12.../c,
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II suffit de remplacer y5 par t(P dans la 2e équation et ensuite__ ^ _
y° en fonction de uA et u5 pour avoir les éléments de la matrice
inverse.

En fait, nous allons utiliser les formules (2) sous la forme
ci-dessus pour transformer le système (1-16). On remplace
les y en fonction des u et on obtient le système équivalent :

ô(o)<U0 = R^--^-1'0.^,..^13 + g

ô(i)Xi(o)tU

//ô

— Da,a2... at-iit... î(4-x,.G ^ . . ,.B _ i
—^B •oa^a,,..a(_^l(...l(^u 1 §

,,ê

ô(i)îH+ (̂o)̂

== Rai...at-^...i^-^î> ô . • u15 4- 8B ^ '"ai . . .af_ii(. ..if+^+^M' n^ 5
//D

où les R sont des coefficients constants connus et
les g" des fonctions connues.

Système du même type que (1-16-II) ayant pour
inconnues des fonctions de x1 seul.II

Le système (2-3) est une forme remarquable du système
initial adaptée à l'étude de ce système relative à un plan
caractéristique P et aux bicaractéristiques de ce plan.

L'unicité des facteurs invariants (cf. chap. I, § 1) nous
montre que cette forme canonique (2-3-1) est unique.

3. Remarque sur le système de conditions sur les données de Cauchy.

Cherchons le nombre d'équations du système (1-16-II) ou
du système (2-3-11). Pour cela, il suffit de considérer (1-5)
et (1-11). On voit qu'il y en a :

1̂X1 + ^2X2 = ^•
Le nombre de fonctions inconnues, données de Cauchy, est
égal à mt, c'est-à-dire au degré du polynôme.

Or, on a de façon évidente :

v <; mt.

Le système de conditions sur les données de Cauchy a donc
au moins autant d'inconnues que d'équations.
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4. Solutions analytiques au voisinage de l'intersection
d'un hyperplan caractéristique et d'un hyperplan

coupant les bicaractéristiques.

a) On supposera désormais que les fonctions g^ des seconds
membres de (II-l-l) sont analytiques dans un voisinage de
F « arête », (plan intersection de P et de Q).

Dans ces conditions, on se propose de démontrer le théorème
suivant :

II existe une solution analytique du système, et une seule
dans un voisinage de l'intersection de P et de Q, correspondant
aux données suivantes :

1° dans P, dans un voisinage de l'arête, mt fonctions données
de Cauchy, supposées analytiques et satisfaisant au système
(1-16-II) exprimant leur compatibilité.

2° Dans Q, dans un voisinage de l'arête, v fonctions pseudo-
données de Cauchy (4) supposées analytiques et compatibles
avec les données de Cauchy sur l'arête.

b) En remplaçant y par u, il est équivalent de démontrer
le théorème analogue concernant le système (2-3). Les pseudo-

A.
données du 2°) sont les valeurs des u® et de leurs dérivées
en x1 d'ordre inférieur à 5̂ 1 et les valeurs des u® et de leurs
dérivées en x1 d'ordre inférieur à y^i + 7^2-

Comme nous supposons que les données de Cauchy sur P
satisfont à (2-3-11), nous n'étudierons plus désormais que
(2-3-1).

5. Théorème d'unicité.

Il résulte immédiatement du théorème du chapitre 1 § 6 b)
exprimant l'existence et l'unicité dans les conditions du § 4 a)
d'une solution séries formelles.

Autrement dit, on a démontré, pour chaque point de l'arête,
que s'il y a une solution analytique dans un voisinage de ce
point, il n'y en a qu'une et que son développement est celui
trouvé au chapitre I.

(4) Définition, au chapitre I, § 6 b) et au chapitre II, § 1 a).
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6. Théorème d'existence.

a) Avant de démontrer la convergence des développements
en série trouvés au chapitre I, nous allons nous ramener par
des changements de fonctions inconnues à des données nulles
sur P et sur Q.

Plus précisément, on posera :

^ = ̂  - A - ̂ (ôoA - ... - ̂ ^ (W-A,

les quantités entre parenthèses affectées de l'indice 0 n'étant
autres que les données de Cauchy sur x° = 0;

^ = ̂  - (^)o - ^(ôouê)o ... - ̂ — (ô(oriuê)o

_ (^ _ ̂ ^ ... _ {^—— (ô^-iuê)i

+^+A«+...+^^ ,«„..-,

+ .̂«+^+...+^ ,̂4.,-,,)
+ .... . . . . . . . . . . . . . . . . .va . . . . . ' . . . . . . . .

/^0\(-1 / A A (x1}^'1 A \

+ (^_ i) 1 ̂ â)^ + ̂ ?(o)̂  + • • • + ̂ ^_^, <i)̂ (orî

les dérivées entre parenthèses affectées de l'indice 1 de la
2e ligne étant données sur x^ = 0 et les TC étant des fonctions
de x2, . . ., x11 ainsi définies :

£. A,

^oW' = ̂ leur de (^(DÇ'U^O pour x1 == 0.
= valeur de (^(oyw1110)1 pom x0 == 0.

On posera de même : z^ = u^ — . . ., l'expression de z5

étant obtenue en remplaçant C par D et ^i par y^i + y^ dans
celle de z°.
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On vérifie que les z® répondent aux conditions désirées sur
les données. On est ramené à montrer la convergence des
séries du § 5 pour le système :

(1)
ô^0 ^ - R^ ••^.^...a^6 + g^
0(1)̂  = Rg4aï•••a(-lî(•••l^lê.^a....a^...^UB + ̂

ôœ^oyz5 = R^---^---1^-2'5.^...^^...^^^ + ̂
où les g^^) sont des fonctions analytiques connues des ^a,
les données étant donc nulles sur P et Q.

b) Le calcul des dérivées successives des z en un point de
l'arête ne comporte que des additions, des multiplications
et des différentiations ; nous emploierons la méthode des fonc-
tions majorantes. Nous démontrerons la convergence des
développements au voisinage de l'origine; on peut amener un
point quelconque à l'origine par une translation sans changer
la forme des équations (6-1).

Désignons d'abord par M un majorant de l'ensemble des
nombres suivants :

1° les valeurs absolues des coefficients R... intervenant dans
les seconds membres de (6-1).

2° Les nombres K intervenant quand on remplace les
fonctions analytiques g7"®^) par des majorantes :

——^-K————» (K > 0, p > 0, 0 < X < 1).
S x1 + x°l\

l_l=i——————
P

Puis, considérons le système :

(2) ô(o)(Z = M (Somme de toutes les dérivées
ôla^a,...a(_^B pour tout B +

^ 2^ + ̂ 1\

P
(3) ô(i)x<(o)^ = M (Somme des ^a«...a^^...^^B

+___J__
1 ^ ^ + x^\

P
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(4) ôd .̂+^oy.z" = M (Somme des ô^.. .,,_,.^.. ..̂ ^z"

+ l
^_2^_h^°/X •

P /
Nous aurons démontré que le système (6-1) a une solution

analytique correspondant aux données choisies, (nulles), si
nous démontrons que

/ le système (6-2) (6-3) (6-4) admet une solution
analytique au voisinage de l'origine telle que les z
et leurs dérivées d'ordre intérieur à (, les z° et leurs
dérivées d'ordre inférieur à ^+7,1, les z et leurs

{ ) \ dérivées d'ordre inférieur à ( + 7.1 4~ 7,2 ^ient nulles
' sur l'arête et telle que ces mêmes expressions se réduisent
sur Xe = 0 et sur x1 == 0 à des fonctions dont les
développements aient tous leurs coefficients positifs
\ ou nuls.

En effet, les données de (6-1) nulles seront majorées par les
nouvelles données correspondantes qui seront à coefficients
positifs ou nuls.

Nous chercherons donc une solution de (6-2) (6-3) (6-4)
satisfaisant à (A).

Nous la chercherons fonction des deux variables :

X == x2 + .. . + x\ Y == \x1 + XQ.

Elle devra donc satisfaire au système :

(5)

— === M . l P'^X). Somme des dérivées —

+ combinaison linéaire à coefficients positifs des
dérivées (ièmet des zB d'ordre inférieur à t par rap-

1 1port à Y + — — — h
j[ x + ̂

P -1

où P'^X) est un polynôme en X sans terme constant, à coefficients
positifs.
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xxl ̂ € = M • [p'^ • (somme des dérivées ̂ \

!+ combinaison linéaire à coefficients positifs des
/g\ dérivées (( + y^)1^ des z® d'ordre inférieur à t + ^i

pour la variable Y.

. 1 1
1 •vr i •\.r /•\ 1 ?

j _ X + Y / X
P J

où P'(X) est un polynôme en X sans termes de degrés inférieurs
à y^i + 1 et à coefficients positifs.

„ -S r / Somme . _B\
^,+Xt ̂ -^ — M PfîO . des dérivées f+^4"^ 1

ôY^^2 ~~ L \ aerlvees ôY^^/

I + combinaison linéaire à coefficients positifs des
/7\ ^ dérivées (( + y^i + y^)1""1" des z3 d'ordre inférieur à

( + 7.1 + 7.2 pour la variable Y.

+j X + Y/X
P

où P(X) est un polynôme en X sans termes de degrés inférieurs
a Xi + X2 + 1 et à coefficients positifs (6).

On cherchera maintenant une solution telle que :
1° Tous les z soient égaux entre eux, soit :

z0 = z^14-1, VÊ, (on posera : js0 = z).
A

2° Tous les z° soient égaux entre eux, soit :

z° = ̂ +1, vC, (on posera : z° == z').

3° Tous les z soient égaux entre eux, soit :

z^ == js1, vD, (on posera : zP == z).

(5) Y n'a évidemment aucun rapport avec la notation des discontinuités du

chapitre I. La notation —Ë— est la notation usuelle de la dérivée par rapport à Y.
ôY/»
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Récrivons le système (6-5), (5-6), (6-7) dans ces conditions :

^;=M^P^)^^+(^-^^+(.-/c^]

+ combinaison linéaire à coefficients positifs des
dérivées ("-"" des z, z ' , z" qui sont d'ordre inférieur
à ( par rapport à Y.(8)

+ ^ X + Y/X

ô^./.z'
^•-^^M P'(X). \k,ôY'+y- ^w-M^+(*>-*^ùt+•^^z , /, , , Î».+^Z'

(,Y•+»..^-'••l—'•«'»Y•+^•
. . »,.

+ ('»-*•) j%2']

(9) + combinaison linéaire à coefficients positifs des
dérivées (( + ^i)»-- des z, z', z" d'ordre inférieur
à (< + Xi) en Y.

+ ^ X + Y/À

(10)

À/.i+y,,. ô<+^+y.z — M ^ POt rA- ôf+^+^z i /i. j'. \
ôY^+x.- M j ' (À) p • ôY'+x.+x. + (/cl ~ ̂ )

a'+^+^z/ _i /„. _ L \ ô<+^+x.2<>•̂
ôY^+x' + v 1/ ôY'+x.+x.J

+ combinaison linéaire à coefficients positifs des
dérivées (( + -^ + y^)»""' des z, z ' , z" d'ordre
inférieur à (î + Xi + 7,2) en Y.

1 )
1 X + Y / X

+

Comme P"(X) est sans terme constant, on pourra, en prenant
X dans un certain voisinage de 0, soit À < \, déterminer À

de façon que le coefficient M.P^X).^—^) de ̂  dans le
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2e membre de (6-8) soit inférieur à 1; ceci fait on réunira les
^ n

——t dans le 1er membre et on simplifiera par le coefficient
positif obtenu; il restera à la place de (6-8).

r^=M^Q f f(À)[^^+(^-^)^]

(11) ~h combinaison linéaire... (cf. (6-8);
+ une fonction analytique de X, Y dans un voisinage

de 0, dont le développement en X, Y a ses coef-
ficients tous positifs ou nuls j ,

où Q^(X) est une fraction rationnelle en X, admettant un
développement en série entière de X, à coefficients tous positifs
ou nuls, sans terme constant. . n

Remplaçons ensuite dans (6-9), ^^ à l'aide de (6-11)
ÔY ' ^

en utilisant cette dernière formule autant de fois qu'il sera
nécessaire pour ne plus avoir dans le 2e membre de (6-9)
de dérivées de z" d'ordre supérieur ou égal à ( par rapport à Y;
il vient à la place de (6-9) :

^••^.-"•[Q-W^+W)^
+ combinaison linéaire à coefficients positifs ou

nuls des dérivées d'ordre ( + y^i de z, z', T " qui
sont d'ordre inférieur à ( + %.i P^ Apport à Y
pour z et z' et qui sont d'ordre inférieur à ( par
rapport à Y pour z^.

(12)

+ une fonction analytique de X, Y dont le dévelop-
pement a ses coefficients positifs ou nuls],

où Qi(X) et Q^X) sont des fractions rationnelles en X, admettant
des développements en X à coefficients positifs ou nuls sans
termes de degré inférieur à 7^1 + 1-

On pourra donc en prenant À dans un certain voisinage
de 0, soit X <; Xi <; Xo, déterminer X de façon que le coefficient

^e ̂  ' H/^ dans le second membre de (6-12), (soit M "!. / ^ô Y I Â-1 \ À^ /

soit inférieur à 1 ; ceci fait, on réunira les termes en X^ H-7.
ÔY I A-1
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dans le 1er membre et on simplifiera par le coefficient positif
obtenu; il restera à la place de (6-12) :

(13)
^•^.-"[w)- ô^

ôY^
+ combinaison linéaire (cf. (6-12)).
+ fonction analytique de X, Y... (cf. (6-12))]

Enfin remplaçons dans (6-10), ̂ g^ et ̂ gĝ  à l'aide

de (6-11) et (6-13); il vient à la place de (6-10) :

^<-^ . ̂ +^ = M IOOQ . ̂ •^ôY^^ lvl|^^^ ôY^+^
+ combinaison linéaire à coefficients positifs ou nuls

des dérivées d'ordre t + 7^ + 7,2 d6 ^5 j s '? ztt q^ sont
d'ordre inférieur à ^ + 7,1 + 7.2 P^ rapport à Y

(14) pour z, d'ordre inférieur à ^+7.2 en ^ pour z',
d'ordre inférieur à t en Y pour z\

-)- une fonction analytique de X, Y dont le dévelop-
pement a ses coefficients positifs ou nuls],

où Q"(^) est une fraction rationnelle en X, admettant
un développement à coefficients positifs ou nuls sans
termes de degrés inférieurs à y^i + Xa + 1-

On pourra donc encore, en choisissant X dans un certain
voisinage de 0, soit : X <; Xg ̂  \ ̂  ^o, déterminer À de façon

que le coefficient de X^14"^2 • ^+xi+x8 dans le 2e membre de

(6-14) soit inférieur à 1; ceci fait, on réunira les termes en

^xl+xt v^v *̂7 dans le 1er membre et on simplifiera par le

coefficient positif obtenu; il restera à la place de (6-14) :

(15) X'̂ 8 ̂ ^ == combinaison linéaire... (cf. (6-14))

4- fonction analytique... (cf. (6-14)).

X étant fixe désormais dans les conditions indiquées et
a, &, c étant des constantes numériques positives, on écrira
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(6-11), (6-13), (6-15) sous la forme :/?

//
ô^" „ ô^ _L ^ ̂

ôY^ôY+S-Y

/ / .gN + combinaison linéaire à coefficients positifs ou nuls
^ > ' des dérivées (ièmes des z, z', z", d'ordre inférieur à (

par rapport à Y.
+ fonction analytique de X, Y dont le développement

a ses coefficients positifs ou nuls.

^+y^ _ ^±li2

ôY^< ~~ ° ôY^<

+ combinaison linéaire à coefficients positifs des
(17) dérivées d'ordre (t + y^) de z, z', z" qui sont
v / ( d'ordre inférieur à (( + y^) par rapport à Y pour

z et z ' et qui sont d'ordre inférieur à ( par rapport
à Y pour z\

+ fonction analytique dont le développement a ses
coefficients positifs ou nuls.

^+^+^
ôY^+^

= combinaison linéaire à coefficients positifs des
(18) dérivées d'ordre (t + y^ + y^) de z, z', z" qui sont
v 1 d'ordre inférieur à t + y^ + y^ par rapport à Y

pour z, d'ordre inférieur à (( + yj en Y pour z\
d'ordre inférieur à t en Y pour z".

+ fonction analytique dont le développement a ses
coefficients positifs ou nuls.

Le résultat annoncé en (A) concernant le système (6-2)
(6-3) (6-4) sera démontré si nous montrons que

le système (6-16) (6-17) (6-18) admet une solution
analytique au voisinage de X = Y == 0 telle que,
pour Y = 0, z" et ses dérivées d'ordre inférieur à (

fB) < en ^? zf et ses dérivées d'ordre inférieur à (( + y^)
en Y, z et ses dérivées d'ordre inférieur à (( + y^i + y^)
en Y soient nulles et telle que, au voisinage de Y == ^0,
ces mêmes expressions aient des développements en
X, Y à coefficients tous positifs ou nuls.
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En effet, il suffit de remplacer X, Y en fonction de x9' et de
faire

x° = 0 et x1 = 0,
ou bien

x° =0, ou x1 = 0

pour obtenir des fonctions qui vérifient (A).
Nous allons reprendre un raisonnement analogue au précé-

dent. Les équations (6-16), (6-17), (6-18) permettent d'abord
d'avoir les valeurs de toutes les dérivées des z, z\ z" pour
Y = 0. On obtient ainsi, au voisinage de tout point de Y == 0,
pour js, z', jz" des développements en X, Y uniques qui vérifient
certainement (6-16), (6-17), (6-18), s'ils convergent et qui sont
à coefficients tous positifs ou nuls vérifiant ainsi (B).

Pour montrer la convergence de ces développements dans
un voisinage de l'origine, nous emploierons à nouveau la
méthode des fonctions majorantes.

Désignons par M' un majorant de l'ensemble des nombres
suivants :

1° Les coefficients a, &, c et les coefficients des combinaisons
linéaires intervenant dans les seconds membres de (6-16),
(6-17), (6-18).

2° Les nombres K' intervenant quand on remplace les fonc-
tions analytiques intervenant dans les seconds membres de
(6-16), (6-17), (6-18) par des majorantes de la forme :

K' , (K'>0,p'>0,0<pL<l).
1 X + Y/t.
1 P'

Puis considérons le système :

^=M^^Z-+^f-ÔY V ô y ' ô Y
-|- Somme des dérivées d'ordre ( de js, z\ z" qui sont

(^) { d'ordre inférieur à ( par rapport à Y.+^±^)•
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ô^ - M' (^z

ôY^ ~~ \ôY^i
+ Somme des dérivées d'ordre (^+7.1) de z, z', z"

(20) < d'ordre inférieur à t + y^ par rapport à Y pour
z et z', d'ordre inférieur à ( par rapport à Y pour z".

+ X + Y/^l
P' /

(21)

±̂li±i.i - M'
ôY^^ ~" •

(Somme des dérivées d'ordre (( + y^ + y^) de 2;, z', z"
qui sont d'ordre inférieur à (( + 7^1 + y^) par rapport
à Y pour z, d'ordre inférieur à (t + 7.1) en Y pour
z', d'ordre inférieur à ( en Y pour z".

' V 1 - V 7 - / . . VXj^Y/p.
1—

Nous aurons démontré que le système (6-16), (6-17), (6-18)
admet une solution analytique correspondant aux conditions
(B), si nous montrons que

le système (6-19), (6-20), (6-21) admet une solution
analytique au voisinage de l'origine, telle que z" et
ses dérivées d'ordre inférieur à t, z et ses dérivées
d'ordre inférieur à (t + y^), z et ses dérivées d'ordre
inférieur à (( + y^ + y^) soient nulles pour X = Y = 0
et telle que ces mêmes expressions se réduisent sur
Y = 0 à des fonctions dont les développements aient
tous leurs coefficients positifs ou nuls.

(C)

En effet, les données de (B) seront majorées par ces nouvelles
données.

On cherchera une solution de (6-19), (6-20), (6-21) qui soit
fonction de la seule variable :

Z = Y + y-X.
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Les équations (6-19), (6-20), (6-21) deviennent:

(22) ^=M/fâ+^+s//(a)•(^+^+^ = M' r^ 4- ̂  4- S'̂  ^ô(z -I- î)(z' 4- ôtz

ôZ' bz' ' ôZ'+ & w VôZ'+ ôZ'+ ôZ
1 "("' » "t~

ôZ" ôZ" ôZ'

+
1— ŵ'

où S"(^) est un polynôme en (A à coefficients positifs sans
terme constant :

(23)

^z _ T^/ pt+x.2 i c7,,N y0»!̂  i ^+- '̂\
ôZ .̂ - M LôZ'+x. + s1^) • ^ôZ^ + ôZ^

+s^•^+1— ^
W'

où Si(^) est un polynôme en [A à coefficients positifs sans terme
constant et S^p.) un polynôme à coefficients positifs sans
termes de degrés inférieurs à (7,1 + 1);

^x î-y..2 _ M/ [o /,,,\ ^t+x.+fa2 i c /,,\ '̂t+x.+x.2'
ôZ'+^+^ ~ M L lw ' ôZ'+x<+-^ + w) ' ôZ'+'^+x.

(24) _L e; /,,\ ^t+^+y^" i
+ W) • ^<+X.+X. +

1— 7^
W'

où Si(y.) est un polynôme en m à coefficients positifs sans
terme constant,

où Sa(p.) est un polynôme en pi à coefficients positifs sans
terme de degrés inférieurs à (7^1 + 1)?

où Sgd^) est un polynôme en pi à coefficients positifs sans
terme de degrés inférieurs à (y^i + 7^2 + 1)-

Comme S"((x) est un polynôme sans terme constant, on pourra,
en prenant p. dans un certain voisinage de 0, soit pi <; pi^,

^ •7'1déterminer ^ de façon que le coefficient: M'. S'^pi) de—'—
O/Là

dans le second membre de (6-22) soit inférieur à 1; ceci fait,
^ y"

on réunira les —^ dans le 1er membre et on simplifiera par le
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coefficient positif obtenu; il restera à la place de (6-22) :

(25) ||:=T-(,).(^+^)+r(Z).

où T"^) est une fraction rationnelle en pi, admettant un
développement en p. à coefficients tous positifs ou nuls et F(Z)
une fonction analytique admettant un développement en Z
à coefficients tous positifs ou nuls.

î\ "
Remplaçons ensuite dans (6-23), J-^ à l'aide de (6-25);

il vient : ô"

W ^, = M- [W . ̂  + W ̂ ; + Ç(Z)],

où Ti((^) admet un développement à coefficients positifs ou
nuls, où Ta(p.) admet un développement à coefficients tous
positifs ou nuls sans terme constant et où l[(z) est une fonction
analytique admettant un développement à coefficients tous
positifs ou nuls.

On pourra, en prenant u, dans un certain voisinage de 0, soit
P- < V-i ̂  P-o? déterminer p. de façon que le coefficient M'.T^pi)

de —^y-; dans le second membre de (6-26) soit inférieur à 1;

ceci fait, on réunira les termes en -t±^— dans le 1er membre et
ôZi 1A-1

on simplifiera par le coefficient positif obtenu; il restera à
la place de (6-26) :

(27) -̂; = T;(,). ̂  + i-(Z),

où T^p.) et Î'(Z) admettent respectivement des développements
en (^ ou en Z à coefficients tous positifs ou nuls.

Enfin, remplaçons dans (6-24), ̂ ^ et ̂ ĝ  à Paide

de (6-25) et de (6-27), il vient à la place de (6-24)

/28\ ^H-̂ +y.̂  _ rj. / x ^^-t-/.̂  i 7 /yx
( } ôZ^+x. - ^W • ôZ^+x. + ll{Lh

où Ti((J.) admet un développement à coefficients tous positifs
ou nuls sans terme constant et où ^(Z) est une fonction ana-
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lytique admettant un développement à coefficients tous positifs
ou nuls.

On pourra encore en prenant pi dans un voisinage p- <; (^2 ̂  p4,
déterminer (JL de façon que le coefficient Ti(jx) soit inférieur à 1

et réunir les termes en H"xrt"xt dans le 1er membre ; on aura :
Ù/J '"/v.1"/.2

(29) ^.-'(Z),

où ^(Z) est une fonction analytique admettant un développe-
ment à coefficients tous positifs ou nuls.

Fixant alors (A dans les conditions indiquées, on pourra
écrire (6-25), (6-27) et (6-29) sous la forme :

(30) lë-^+^+W

(31) ^=%ôgë+f'(z)'

O2) ^=1^

où d, e, f sont des constantes numériques positives ou nulles
et Z, Z', Z" des fonctions analytiques admettant des développe-
ments à coefficients tous positifs ou nuls.

Ces équations s'intègrent facilement. En imposant aux
premières dérivées de z', z', z" d'être nulles à l'origine et en
remplaçant Z par Y + ^X on obtient une solution analytique
qui répond à toutes les conditions de (C).

On a donc démontré, qu'au voisinage de chaque point de
l'intersection de P et de Q il existe une solution et une seule
répondant aux conditions du § 4. On en déduit immédiatement
l'existence et l'unicité d'une solution au voisinage de cette
intersection dans les conditions du § 4 et le théorème annoncé
au § 4 est démontré.

7. Construction d'une solution de classe C(_^,
de classe C^ « par morceaux ».

Considérons des données sur x° = 0 et sur le demi-hyperplan
x1 = 0, x° ̂  0 correspondant au théorème du § 4; à ces données
correspond une solution analytique unique dans un voisinage
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de l'arête de la région x° ̂  0, soit y'®. On construira de même
une solution analytique dans un voisinage de l'arête de la
région x° ̂  0, soit y"®, correspondant aux mêmes données sur
Xe = 0. Désignons par y® la fonction égale à y ' ^ pour x° ;> 0
et à y^ pour x° < 0.

Cette fonction est continue ainsi que ses (( — 1) premières
dérivées à la traversée de P, elle est analytique dans le complé-
mentaire de P et vérifie le système (1-1) dans le complémen-
taire de P (toujours dans un voisinage de l'arête). C'est la
seule solution que l'on peut construire dans les conditions
ci-dessus.

Les discontinuités de cette solution, d'après le chapitre i,
ne dépendent que des discontinuités initiales sur l'arête des
dérivées des données sur x1 = 0 et se propagent le long des
bicaractéristiques.

On remarque que la distribution définie par y vérifie le
système (1-1) au sens des distributions.



CHAPITRE III

SYSTÈMES D^ÉQUATÏONS DONT LES POLYNOMES
DE DÉRIVATION NE SONT PAS HOMOGÈNES

1. Matrices de polynômes. Hyperplans caractéristiques.

a) On rappelle que £ est un espace ponctuel affine à {n + 1)
dimensions, sur le corps des réels. On plongera £ dans l'espace
ponctuel affine à {n + 2) dimensions è en identifiant £ avec
un hyperplan de è.

On notera x^ les coordonnées d'un point de è dans un repère;
les indices grecs pointés varient de 0 à M + i : 0 < ^ p < ^ n + 1;
on posera souvent : n + 1 = *• L'espace £ sera identifié à
l'hyperplan de è : rr* = 0.

b) Considérons une suite de tenseurs symétriques de £,
respectivement d'ordres t, t — 1, ( — 2, . . ., ( — ç, . . . 1,0,
que nous noterons :

Païas.. .cn,t "pa^aa.. .a(—i* pOia^.. .at—»** païai.. .af—n**.. .*< - i - » - i . . . • . • J. ' ^<-v-»»^ •
' ' ' ' çétoile»'

pa^*...* P*î^
' * * 9 ((—îî^ïles5 r^iîes5

le nombre d'étoiles servant pour l'instant à distinguer ces
tenseurs. Il lui correspond un tenseur unique de £ symétrique :
pàiài...à^ ayant pour composantes les composantes des tenseurs
précédents ; ainsi :

KXittî. ..<X(-ç**. ..* _ poliOa. ..a(-ç**. ..*p
Réciproquement à un tenseur symétrique d'ordre t de è

correspond une suite de tenseurs de £ du type indiqué et une
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seule. Nous supprimerons donc dans la suite le point sur les
composantes d'un tenseur de è du type considéré.

c) Considérons maintenant une matrice de tenseurs symé-
triques : (Pg^- ••^^ et, comme au chapitre i, § 1-2, la matrice
de polynômes homogènes qui lui correspond :

(P^--^^...^).
où la sont les composantes d'une forme l de è.

Les définitions du chapitre i, § 1, s'appliquent à cette matrice
et nous les rappellerons avec les notations de è.

H sera le déterminant de la matrice; nous supposerons que
H n'est pas identiquement nul. H' et H" satisfont à l'identité :

(1) H =(67. H"

H' est irréductible et H" non divisible par H'; v est la multi-
plicité totale de H'. On définit encore les corangs et multipli-

ai
cités de H'; on a toujours : v == ^ /c,yj. On a à considérer les

Jb^, Ù^ . . . définis par les formules :

Al2(D—l)(D+l) . . . fc<
/0\ f l A ̂  /__ 4 \ (A+D) ^12(A—l)(^+l)...k,
v / D \ / (H')^

TDl2...(B—i)(54-l)...k,
/3\ ^ ̂  /__ j \A-4-D ^...(A—iXA-n)...^
v / D V / • (ÎÏ')^

................... ........

avec des notations évidentes dans è.
d) Considérons alors une matrice de suites de tenseurs

symétriques de s du type indiqué ci-dessus :
(^\ /païOi. ..«(.A p<Xia2...a<-i*.A pa<**...*,A p**...*,A\
\±) \^^ ? - '•B ? • • • ? - " - B ? • '•B /•

Entre parenthèses nous avons noté l'élément de la A1^0 ligne
et de la B^"® colonne.

A cette matrice correspond de façon bijective, la matrice:

(Pg^---0^)

et par suite la matrice :
/Pàiàs...à(,A7 / . /. \
V ^ B ^a^a, • - • ^cf.th

15



298 JEAN VAILLANT

e) D'autre part, à une forme de è de composantes î a==^x
et l^ = 0, nous associerons « canoniquement » la forme Ig,
de £ et réciproquement. Autrement dit au plan P de £ représenté
par la (non nulle) correspondra le plan P de ê représenté par l^
telle que : ly, = Za e^ ^ == 0.

f) Ceci fait, nous allons donner les définitions relatives à
la matrice (4). Par définition, on notera H le polynôme à
(n 4- 1) variables l^ tel que :

H(y == H(^a, ^ = 0), soit en abrégé H(P) = H(P).

On notera H' le polynôme défini par :

H'=H'(^==0) ; soit H'(P) = H'(P).

De même :

H" = H'U = 0) ; soit H"(P) = H"(P)

Par définition, le nombre v défini pour H' sera la multiplicité
totale de H' relative à la matrice (4) ; les corangs et multiplicités
définis pour H' seront les corangs et multiplicités de H' relatifs
à la matrice (4).

Enfin avec des notations évidentes, on posera :

^î = U^ = 0), ^i = ̂  == 0), etc...

et ces polynômes satisferont aux identités :

H == (H'^H"
- - A12...(D-l)(D-+-l). . .fc,

f l A _ / 4 \ ( A + D ^...(A-iXA+l).../^
JbD ~ (- 1) (H')^

_ •Dl2...(D-l)(D4-l)...k,
^A ̂  /__ A \ (A+5 •^^...(A-lKA-^-l)..^,

D v / (H')^2

g) Nous aurons besoin de l'hypothèse suivante : il existe
au moins un plan caractéristique TC relatif à H' qui soit du type

^TJ/

P (c'est-à-dire l^ = 0), non singulier et tel que : —— (ir) ^= 0.
^ly.

h) Dans ces conditions, les définitions données en f) entraî-
neront des propriétés pour H, H', etc., que nous allons étudier.
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On voit d'abord que :

H=dét(PS l a2•••a^a^...^).

H n'est donc autre que le déterminant des parties principales
des suites de polynômes définies par d), en appelant partie
principale d'une telle suite le 1er terme. H n'est pas identique-
ment nul; en effet si H était identiquement nul, on aurait
soit H" ̂  0 et par suite :

H"(7l) = H"(TT) = 0,

ce qui est exclu par g), soit H' = 0 et par suite :

^'(^^^(^^O,
<^a v / Ma

ce qui est aussi exclu par g).
H' ne dépend aussi que des parties principales. Démontrons

d'abord que H" n'est pas divisible par H' : en effet on aurait
alors H" = H'K et par suite H"(-rt) = H"(TC) = 0 ce qui est
exclu par g). Considérons maintenant ce qui se passerait si
H' était décomposable en un produit de puissances de facteurs
irréductibles distincts, par exemple H' == (K'^K")^; on aurait
H'(TT) = 0 et par suite soit K'^) = 0, soit K'^ir) == 0, (on
ne peut avoir K^ir) == K'^Tr) = 0 car cela entraînerait que
p^W <\T-T'
—— (îc) = —— (-n;) = 0, ce qui est exclu par g) ; dans ces condi-
M(X Ma
tiens, par exemple si K'^Ti) =/=- 0, on aurait :

ôH' , ô H ' , ^K')^ , ^, ^-r W = -r W == -À.7— W • [K w;
Ma Ma Ma

cette expression est nulle, si Vi -=f=^ 1, cas qu'on doit donc exclure;
par suite H'= K^K")^ et HE^K'^.L où L n'est pas divi-
sible par K' et où K' est irréductible. Donc si H' est réductible,
on peut choisir un de ses facteurs irréductibles K' par la condi-
tion K'(7r) == 0 et ce facteur divise H avec la même puissance
que H'. La multiplicité totale de H' définie en f) est donc égale
à la multiplicité totale de H' ou de K pour la matrice des parties
principales.
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On démontrera de même que les corangs et multiplicités
de H' définis en /*) sont les mêmes que ceux qu'on obtiendrait
à partir de la matrice des parties principales pour H' (ou pour
K' si H' est réductible).

i) Par définition, on appellera hyperplan caractéristique
dans £ un hyperplan P tel que l'hyperplan P associé soit carac-
téristique dans è. On aura donc :

H(P) = H(P) = 0.

Par suite pour qu'un plan soit caractéristique dans s, il
faut et il suffit que H(P) == 0, où H ne dépend que des parties
principales.

Un plan caractéristique P sera dit non singulier si :
1° le plan associé P est non singulier,

àH'
2° —— (P) =^= 0, [c'est-à-dire n'est pas nul pour tout a],

^a
autrement dit, s'il remplit l'hypothèse g).

On vérifie qu'un tel plan P est aussi non singulier pour la
matrice des parties principales.

/) En résumé, on a la proposition suivante.

PROPOSITION. — S'il existe au moins un plan caractéristique
relatif à H' non singulier, on obtiendra les corangs et les multi-
plicités de H' à l'aide de la matrice des parties principales.

ôH'k) Enfin on posera : l* == —— (P) ; ce vecteur, pour un plan
^à

caractéristique non singulier, définit les bicaractéristiques de P
dans s, comme on l'a déjà vu.

Or on a :

i. == ̂  (P) ^ ̂
ôîa ^a

on posera donc pour simplifier I " ' = I9'. P étant caractéristique
non singulier, le vecteur I9' de P définit la direction des bicarac-
téristiques de P; c'est encore le long d'une bicaractéristique
qu'un cône H' est tangent à P dans s.

On remarque que les bicaractéristiques de P sont les projec-
tions sur & des bicaractéristiques de P.
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2. Systèmes d'équations dont les polynômes
de dérivation sont homogènes et de mêmes degrés

et systèmes d'équations dont les polynômes de dérivation
sont de degrés quelconques.

On écrira un système carré quelconque d'équations aux
dérivées partielles, linéaires et à coefficients constants, d'ordre
maximum (, homogènes, dans s sous la forme :

pa,a2. ..a^,A^ ,.B i ...
,.,, ^ B {JOL^...aLt!/ \
/^\ . ^étoiles (étoiles+ c?pa^•••a^**v•••*•\ô^,,^_y+ • • • +pr•••*>A!/B==o.
Les y^ sont, par exemple, des distributions sur £.
On associera à (1) le système d'équations aux dérivées

partielles, linéaires et à coefficients constants, d'ordre (, ne
contenant que des dérivées d'ordre (, homogène, dans è, défini
par les équations :

(2) Pglà2•••à^^...à,2/B=0,

où les Ve sont des distributions sur è.
A chaque y^ on associera la distribution y^ définie par :

(3) y^ == ̂ .^
On vérifie facilement la proposition suivante.

PROPOSITION. — Si yB est une solution de (1), y^ défini par (3)
est une solution de (2) ; réciproquement si î/3 est une solution de
(2) de la forme (3), y^ est une solution de (1).

La recherche des solutions de (1) est donc équivalente à la
recherche des solutions de (2) qui sont du type (3).

3. Propagation des discontinuités.

a) Nous étudierons dans ce paragraphe les solutions de
(2-1) dont les dérivées ont des discontinuités dans les condi-
tions du chapitre i, § 7 a). Plus précisément nous chercherons
les conditions auxquelles sont soumises les discontinuités des
dérivées de ce type.

Soit Î/8 une telle solution, P le plan de discontinuité, Y®
les discontinuités des dérivées (ièmes. D'après le § 2, à cette
solution correspond une solution du système (2), soit y^ == e^y^ ;
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on voit facilement que y6 est du type défini au chapitre i,
§ 7 a), avec des discontinuités à travers le plan P associé à P,
qui vérifient :

(1) YB _ ^ y®i( — e . i(.

Pour qu'il y ait effectivement des discontinuités à la tra-
versée de P, il faut donc que P soit caractéristique et par suite
que P soit caractéristique. Nous supposerons donc P carac-
téristique.

Nous supposerons de plus P caractéristique non singulier
au sens du § 1$ cela entraîne en particulier que P soit carac-
téristique non singulier.

Les formules (1-6-1) nous donnent les conditions auxquelles
sont soumises les Y®, dans le cas À-g == 0. Dans le cas général,
il n'y aurait pas d'autres difficultés que de notations.

?...^0^ ^^Yp=o
Z^...^ô^....à,Y?

Tïl2...(B—l)c(5-n)...^
r>12 • • -——Aï 7ài7à» 7à^x. . . y5

I I . . . i 10a^a^...a^ ̂(2) È12...^
12... k\

Al2(D—l)ô(D4-l). . .^ .
VÔ __ Al2.. . . . . . . . . . . . . . . . . k^ VD

•"• t ~~ î -A ». •l t •A12. . . /C,
-"-12...^

Soit, en remplaçant Y® à l'aide de (1) et en divisant par e^,
on obtient :

^a^...^^.ô^...a^YÏ^P+---
+ CL-X^1 • . . ̂ l^(^)^a....a^^YD

+ ... + (rp-^Y? = o
V-^ ... l^ ^4- • • •'a,a,...a^ x t

(3) + cy^ ... ̂ -(r) ,̂,̂ Yf + ... + (r^Y0

p>12...(5—l)ê(D4-l)...fc,
_ • I : > 1 2 • . . . . . . . . . . . . . . . . . . -fc. r/aja» 7ax^ Y0 -4- • • .
~~ gl2...k, ^ v ' " v tô^•'•^lt ^

+ q,W .^. ^-^*)?.^a....a^YD + • • • + (^Y5]

A12...(D-l)â(-4-l)...^
YC _ •^V12•... . . . . . . . . . . . . . . . fc, y10

i- » ————— . -A I. •1- ( •^Aîl12...ki
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où l'on a posé F = î* et utilisé les définitions et les résultats
du § 1. Les équations (3) sont les conditions cherchées sur
les Y?.

On remarque qu'elles sont invariantes dans les changements
de coordonnées affines de £.

On remarque aussi que les coefficients « non principaux »
du système (1-1) n'interviennent que par l'intermédiaire dei-=^(f).

Comme nous avons supposé P non singulier, le vecteur l^
n'est pas nul; on fera comme au chapitre i, § 6 a) un changement
de coordonnées affine tel que P ait pour équation: x° = 0
et que les bicaractéristiques de P aient des équations de la
forme :

x° = 0, x2 = constante, x3 = constante, . . .,
x71 = constante ;

x1 variant seul sur la bicaractéristique $ de sorte qu'on aura
aussi :

P ̂  0; 1° = l2 == P == . . . == ^ = 0 (6).

Le système (3) s'écrira alors, en posant encore ôn...i == ô^y
y, fols

et en utilisant, en général, les notations du chapitre i, § 6, sous
la forme :

ôoy^Yp + ... + C^(r)^ ô^^Y? + • • •
+ (r^+^Y? = o

Ô^Y? + • • • + c^r^-.Y6 + ... + (F^Y?
( / = (B|). [ô^Y? + ... + q^^ôa^Y5 + ...

+ (n^Y5]
Y^A^Y5.

Il sera commode pour intégrer ce système de faire le change-
ment d'inconnues défini par :

/B _ ^yB^t — ^ l< •

(e) En fait, on prendra ici l comme vecteur de base et on aura l1 = 1.
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Le système (4) est remplacé par le système :

ô/iyi+y-îZ ( == 0

(5) Ô(D«Z? — (BÎ^Z0 = 0
z^-tA^zT^o.

Le système (5) n'est autre que le système (1-6-2) qui a été
intégré en (1-6-4). En revenant aux Y®, on a donc les solutions :

' Y" = e-'-W,, + • • • + Y ,̂_,(.r̂ «-1 + • • •
+ Y^^^-l]

Yê ̂  ̂  g Y^ + ... + Y^,_i(^--1 + • • •

(6) . + (B§) [Y^(^)x. + • • • + Y^_^)^-1] j
Y^ = é-^KAÎ)^ + • • • + Y",..̂ )̂ -1]

+[(A|)+(AÎ)(B|)][YB^)x.+•••
+Y^^._,(^)x.^-i]j.

Les Y^ introduits sont des distributions indépendantes de
x1 définies par des fonctions localement sommables arbitraires
de x2, ... ^ra.

Les remarques de la fin du § 7 e) du chapitre i s'adaptent
facilement aux résultats précédents.

On pourrait de même déterminer les discontinuités des
dérivées suivantes. Comme au chapitre i, § 7 A) on peut adapter
les résultats précédents au cas d'un système non homogène
ayant les mêmes premiers membres que (2-1).

b) Nous résumerons les résultats de ce paragraphe par la
proposition suivante.

PROPOSITION. — On considère le système différentiel à
coefficient constant :

q étoiles

Pai<X2.. .a<,A^ ,.B i
B Qy.^^.y.S) ^

, . _^ Qp^...a^*...*,A^

+ pr *'y==o.
i îy" 4- ...la^a2...a(_gy n^

( étoiles

On forme la matrice d'éléments :
Pàiàî.. .à(,A7 7 . 7 .

B ^(X.^CLî • • • ^OLt
—pa,a2...a(,A7 7 7 J_ . . .
— L B ^a^a. • • • "ait 1^a^a,+ c^1011-01'-^-'*-^^... i^w + • • • + pr--*'^',)'
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et la matrice d'éléments :

Pai02. . . (X(,A7 7 7
B ^a/a, • • • ^dt

qu'on appellera matrice des parties principales.
On pose :

H = dét (Pg^ ^H^ . . . 4<) = (H^H",
où H' est irréductible sur R et H" non divisible par H'.

On définit H' :

H'(y EEE H'^ = ̂  ^ = 0).
On suppose qu'il existe relativement à H' un plan caractéris-
tique non singulier (cf. § 1). On peut résumer « grosso modo »
cette condition en langage dual : elle exprime que l'intersec-
tion de l^ = 0 et de H' n'est pas « singulière sur H' » et n'est
pas « multiple ».

H' ne dépend que de la matrice des parties principales;
on calcule, à l'aide de cette matrice, sa multiplicité totale
et comme au chapitre i ses corangs et ses multiplicités. Pour
les mêmes raisons qu'au chapitre i, on a :

v=S\x..
1=1

H' == 0 s'interprète encore comme l'équation tangentielle
d'un cône. Soit P (défini par la forme ly} un plan caractéris-
tique non singulier. On appelle encore bicaractéristique les
génératrices de contact de (H') et des cônes déduits par trans-
lation avec P.

Les distributions inconnues sont encore des fonctions de
classe C(-i partout, de classe C^, ((' ;> () dans le complémen-
taire de P dans les conditions du chapitre i, § 7. Les disconti-
tinuités sont encore notées par des Y^.

On obtient les résultats suivants concernant ces disconti-
nuités Y®.

Soit des coordonnées où P a pour équation x° = 0 et où
le vecteur bicaractéristique est un vecteur de base, les bicarac-
téristiques correspondant à x1 seul variable. Les discontinuités
Yf sont des produits d'une exponentielle déterminée de x1

par des polynômes en x1 dont les coefficients sont des combi-
naisons linéaires déterminées de distributions définies par
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des fonctions localement sommables arbitraires de x2, . . . a^,
jouant le rôle de conditions initiales. Plus précisément, les
coefficients pour ces polynômes des termes de degrés

( X i + X 2 - - - +X.-^ ( l< i< I ) , (!<^<x.),
sont des combinaisons linéaires de kj fonctions localement
sommables arbitraires : les coefficients de ces combinaisons
linéaires sont déterminés à partir des valeurs pour P des
éléments de matrice Pâ, *A^, 3âg cités précédemment et construits
à partir de la matrice des parties principales; l'exponentielle

psFT'
est e" ,̂ avec F == —— (Z*a == ly., l^ = 0) ; les termes non

. . ôî*principaux n'interviennent donc que par l'intermédiaire de l*,
qui est un scalaire de £. On a des résultats analogues pour les
discontinuités d'ordre supérieur. Le support des discontinuités
est encore un « pinceau » ayant pour base le support des condi-
tions initiales et pour « rayons » les bicaractéristiques.

En résumé, lorsqu'on a une solution du type indiqué, les
discontinuités se propagent le long des bicaractéristiques et
sont déterminées de façon simple en fonction de « valeurs
initiales » sur l'intersection de l'hyperplan caractéristique et
d'un hyperplan coupant les bicaractéristiques.

c) Remarque.
Les calculs du § 3 a) restent valables même si P est carac-

téristique singulier pourvu que P soit caractéristique non singu-
lier, c'est-à-dire qu'ils restent valables même si V' = 0, pourvu
que P ne soit pas singulier. Par suite, les équations (3-3) sont
encore valables dans ce cas et l'on voit immédiatement qu'elles
entraînent que: Y® = 0; de même les discontinuités d'ordre
supérieur sont aussi nulles. On a donc la proposition suivante.

PROPOSITION. — A travers un plan caractéristique singulier P
correspondant à un plan caractéristique non singulier P, il ne
peut y avoir de discontinuités.

Ces circonstances se présentent pour toute droite carac-
téristique P dans le cas de l'équation parabolique à deux
variables. Lorsque H' étant irréductible, H' est une puissance
supérieure à 1 d'un polynôme irréductible K'$ (cf. § 1 A)),
tous les plans caractéristiques P, (correspondant à P non
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singulier), de K' sont singuliers : I9' = I9' = 0, Z* ^=.0 et d'après
la remarque précédente, il ne peut y avoir de discontinuités
à travers ces plans. On peut penser à dire ici que K' a le carac-
tère parabolique.

4. Solutions analytiques au voisinage d'un hyperplan caractéristique.

On donnera d'abord en a) et 6) quelques rappels et complé-
ments.

a) On considérera encore un plan caractéristique non singu-
lier P, relatif à (H'); son équation dans £ sera x° = 0. On
prendra un repère dont un vecteur de base sera porté par une
bicaractéristique, de sorte que les bicaractéristiques corres-
pondront à x1 seul variable ; on désignera par Q le plan d'équa-
tion x1 = 0, qui coupe donc les bicaractéristiques.

A P est associé le plan P dans è, d'équation x° = 0 dans è ;
on sait que ce plan est caractéristique non singulier pour le
cône (H'). A Q est associé dans è, le plan Q d'équation x1 = 0
dans è; Q coupe les bicaractéristiques de P, qui correspondent
à la direction du vecteur de composantes (î° = 0, f1 =7^= 0,
72 — n 7" — 0 1*}v —— u? • • • 9 v —— u? v / •

b) Un système d'équations aux dérivées partielles linéaires
et à coefficients constants s'écrira dans £ :

iP?al•••at•A<),.a....„2/B+•••+C?Pg<a'•-a'-^•••*•A.Ô^.„^l/Bu f +•••+pr•••*•y=gA .
Les y® sont ici des fonctions analytiques, ainsi que les g^.

On associera à (i) le système, dans è :

(2) Pglàt•••à^à....à^B=gA^.

Les y^ sont des fonctions analytiques.
A chaque y^ on associera la fonction y8 définie par :

(3) î/^^.î/".

Comme au § 2, on vérifie facilement qu'à toute solution y®
de (i) correspond une solution de (2) définie par (3) et réci-
proquement.
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On se propose maintenant de démontrer pour le système (1)
un théorème analogue au théorème du chapitre n, § 4 a).

c) On supposera désormais que les gA sont analytiques dans
un voisinage de l'intersection de P et de Q; on supposera que P
correspond aux corangs et multiplicités /Ci, y^i, /Cg, 7^2, k^ = 0.

Le théorème à démontrer est le suivant :

THÉORÈME. — II existe une solution analytique du système (1)
et une seule, dans un voisinage de Vintersection de P et de Q,
correspondant aux données suivantes :

1° Dans P, dans un voisinage de l'arête, les données de Cauchy
supposées analytiques et satisfaisant à un système exprimant
leur compatibilité (système (4) indiqué ci-après).

2° Dans Q, dans un voisinage de rareté, v fonctions pseudo-

données de Cauchy, c'est-à-dire les valeurs des y^ et de leurs
dérivées en x1 d'ordre inférieur à y^, et les valeurs des y^ et de
leurs dérivées en x1 d'ordre inférieur à y^ + y^, ces données étant
supposées analytiques et compatibles avec les données de Cauchy
sur l'arête.

d) Démontrons d'abord l'existence d'une telle solution.
On considérera le système (2). Le plan P est un plan carac-

téristique de ce système ; le plan Q coupe les bicaractéristiques
Donnons-nous comme données de Cauchy sur P les produits
des données de Cauchy correspondantes sur P, qui sont des
fonctions de la forme F(rp1), par e^ et imposons à ces données
dans P de satisfaire au système (1-16-II) du chapitre 11 dans P;
ce système étant composé d'équations linéaires à coefficients
constants, ayant pour inconnues des fonctions de la forme :

^.F(^1)

se réduit, en fait, en simplifiant par e^ à :

un système d'équations aux dérivées partielles, liné-
(4) aires à coefficients constants ayant pour inconnues

les données de Cauchy F(x1) dans P.

Comme par hypothèse (4) est satisfait, les données sur P
satisfont bien dans P à des conditions du type (II-1-16-II).

Comme données sur Q, on se donnera les produits des données
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correspondantes sur Q par e^\ on vérifie immédiatement
que ces données sont compatibles avec les données de Cauchy
de P, sur l'arête.

Ces données dans P et Q déterminent d'après le théorème
du chapitre n, § 4 a) une solution analytique et une seule
du système (2) dans un voisinage de l'intersection de P et
de Q, soit y".

Cette solution est donc représentée par des développements
en séries de x°, x1, convergents, en un point quelconque
(rc° = 0, x1 = 0, x2, . . . ^re, x " ) de l'intersection de P et de Q.
Les coefficients des séries sont des fonctions analytiques de
rc2, . . . xn^ x^\ ce sont les valeurs sur l'intersection de P et (^
des dérivées en Xe et x1 des y^'y d'après le chapitre i, § 5 et 6,
les valeurs de ces dérivées sont des combinaisons affines à
coefficients connus (constants pour la partie linéaire) des
valeurs sur l'arête, (P n Q), des dérivées des données sur P
et Q. D'après le choix des données sur P et Q et la forme des
seconds membres de (2), ces coefficients contiennent tous e^
en facteur; par suite, la solution trouvée de (2) est de la forme :

(5) ^ = ̂ y,
où Ve est une fonction analytique de X9' dans un voisinage de
l'intersection de P et de Q. D'après b) la fonction y^ ainsi
définie est solution de (1); d'après (5) les valeurs de ces pre-
mières dérivées sur P et sur Q sont justement les valeurs
données sur P et sur Q.

On a ainsi démontré le théorème d'existence indiqué en c).
e) Démontrons ensuite le théorème d'unicité indiqué en c).
Procédons par l'absurde. Supposons qu'aux données sur P

et sur Q correspondent 2 solutions analytiques distinctes de (1)
dans un voisinage de l'intersection de P et de Q, soit y'® et
î/"®. A ces solutions correspondraient d'après le 6), deux solu-
tions distinctes de (2) soit y^ = e^.y^ et y ^ ^ e ^ y ^ . y ^
et ^"B correspondraient sur P et Q aux mêmes données, ce qui
est impossible d'après le théorème d'unicité du chapitre n,
§ 4 a ) .

Le théorème du c) est donc démontré.
On en déduit comme au chapitre n, § 7 la construction de

solutions ayant des dérivées discontinues.
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