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CARACTERISTIQUES MULTIPLES ET BICARACTERISTIQUES
DES SYSTEMES D’EQUATIONS
AUX DERIVEES PARTIELLES LINEAIRES
ET A COEFFICIENTS CONSTANTS

par Jean VAILLANT

Introduction.

La recherche des fronts d’onde ou caractéristiques d’un
systéme d’équations aux dérivées partielles et I’étude de la
propagation des discontinuités d’une solution discontinue le
long de rayons ou bicaractéristiques éventuels appartenant
au front d’onde sont des problémes classiques en physique
mathemathue depuis Hadamard. On les rencontre couramment
en mecamque clas51que des milieux continus comme dans les
théories inspirées par la relativité générale. Ces problémes ont
été résolus de facon générale par Hadamard pour les systémes
« carrés » dans les cas que nous appellerons « simples », c’est-
a-dire ceux ou la propagation est décrite par des équations
différentielles du 1€T ordre. Cependant, on trouve en physique
des cas ou, les caractéristiques étant multiples, I'on ne peut
appliquer les résultats précédents. C’est ce qui se produit,
par exemple, pour les équations de la théorie unitaire d’Eins-
tein-Schrédinger que nous étudions dans la 2¢ partie de ce
travail. Il reste alors a voir s’il est possible de généraliser les
résultats classiques dans ces circonstances plus larges.

D’autre part, dans les travaux de mathématiques, on est
conduit pour pouvoir utiliser les résultats de Hadamard a
se restreindre aux cas de caractéristiques simples, (cf. la
thése de M. Zerner). Il parait donc nécessaire encore de géné-

12



226 JEAN VAILLANT

raliser aux cas de caractéristiques multiples les théorémes
de Hadamard, Goursat et Beudon concernant la construction
de solutions, discontinues en particulier, (analytiques par mor-
ceaux), au voisinage d’une caractéristique.

Nous avons étudié le probléeme le plus élémentaire, c’est-
a-dire celui des « systémes carrés » d’équations aux dérivées
partielles linéaires et a coefficients constants. Nous donnons
une définition des bicaractéristiques valable méme pour des
plans caractéristiques multiples et nous montrons que ces
bicaractéristiques jouent un rdle analogue a celui des bicarac-
téristiques classiques; la différence la plus notable provient
du fait que les équations différentielles de propagation ne
sont plus forcément du 1°f ordre et que leur ordre dépend d’un
systéme de nombres entiers associés 4 la matrice caractéris-
tique. On peut encore préciser la construction de solutions
analytiques au voisinage d’un hyperplan caractéristique et
utiliser les calculs précédents pour mettre le systéme diffé-
rentiel initial sous une forme remarquable.

Dans le 1er chapitre, nous nous bornons aux cas ou les
polyndmes de dérivation sont homogénes et de mémes degrés ¢.
On suppose alors que le déterminant H de la matrice carac-
téristique n’est pas identiquement nul. H se décompose donc
de fagon unique en un produit de puissances de polyndémes
homogeénes irréductibles sur R; soit H' 'un d’eux. Considérant
la matrice caractéristique comme une matrice sur ’anneau
localisé de ’anneau des polynémes a (n 4 1) indéterminées
par rapport a l'idéal premier défini par H’', anneau qui est
principal, on donne un calcul explicite des facteurs invariants
de cette matrice a 'aide d’une suite finie de nombres entiers
que nous appellerons les corangs et multiplicités de H’. On
interpréte H' = 0 comme I’équation tangentielle d’un cone.
Un hyperplan est caractéristique s’il satisfait 8 H = 0. On
suppose que ce plan est non singulier dans un sens naturel que
Pon précisera. On appelle alors bicaractéristiques les généra-
trices de contact du céne (H') et des cones déduits par trans-
lation avec I’hyperplan caractéristique.

On cherche alors les solutions séries formelles du systéme
correspondant & des données de Cauchy sur un hyper-
plan caractéristique non singulier relatif 4 H’. La résolution
de ce probléme est équivalente a celle du probléme de la propa-
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gation des discontinuités a travers I’hyperplan caractéristique
des dérivées d’ordre supérieur a t des solutions de classe C,,
du systéme. Tous calculs faits, on trouve que les discontinuités
se propagent le long des bicaractéristiques et sont déterminées
par des « valeurs initiales » sur l'intersection de I’hyperplan
caractéristique et d’'un hyperplan coupant les bicaractéris-
tiques. Plus précisément chaque discontinuité s’exprime sous
la forme d’un polynéme ou la variable repére un point de la
bicaractéristique envisagée; les coefficients de ce polynoéme
sont des combinaisons linéaires différentielles déterminées de
fonctions arbitraires sur ’hyperplan non caractéristique. Les
degrés des différents polyndémes sont exprimés en fonction
des nombres entiers, corangs et multiplicités, qu’on a trouvés
précédemment et qui déterminent les facteurs invariants de
la matrice caractéristique; les coeflicients de ces polyndomes
sont déterminés en fonction des conditions initiales et des
éléments de la matrice caractéristique. En termes de séries
formelles, on donne un théoréme d’existence et d’unicité
d’une solution série formelle du systéme correspondant a des
données de Cauchy sur I’hyperplan caractéristique et a des
« pseudo-données » de Cauchy sur un hyperplan coupant les
bicaractéristiques; ces pseudo-données de Cauchy sont définies
a l'aide des corangs et multiplicités précédents.

Au 2¢ chapitre, les polyndmes de dérivation étant toujours
homogénes et de méme degré, nous déterminons les solutions
analytiques au voisinage d’un hyperplan caractéristique. On
peut ainsi construire des solutions dont les dérivées sont
analytiques « par morceaux » Au cours de cette étude, nous
donnons, aprés un changement de repére de 1’espace ponctuel
affine considéré, une forme canonique du systéme différentiel
ou apparaissent les rdles des facteurs invariants, des corangs
et des multiplicités. Ensuite, on emploie systématiquement
la méthode des fonctions majorantes.

Au 3¢ chapitre, nous étendons ces résultats aux systémes
« carrés » d’équations linéaires et a coeflicients constants dont
les polynémes de dérivation ne sont plus homogénes. On utilise
pour cela une méthode de « montée »: nous démontrons que
Iétude d’un tel systéme se rameéne a celle d’'un systéme ou
les polynémes de dérivation sont homogénes mais ou il y a
une variable de plus. Dans des conditions naturelles géomé-
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triquement, on définit, a I'aide de la matrice des parties
principales, les corangs et leurs multiplicités, les hyperplans
caractéristiques non singuliers et les bicaractéristiques. La
propagation des discontinuités a lieu encore le long des bicarac-
téristiques; chaque discontinuité s’exprime sous forme du
produit d’une exponentielle et d’un polynéme, ou la variable
repére un point de la bicaractéristique. On détermine encore
les solutions analytiques au voisinage d’un hyperplan carac-
téristique.

La 2¢ partie consiste en une étude de la propagation des
ondes en' théorie unitaire d’Einstein-Schrédinger. Du point
de vue mathématique, on a a considérer un systéme d’équations
aux dérivées partielles du 2¢ ordre ou les inconnues sont les
potentiels non symétriques g, et la forme S,. Les variétés
caractéristiques ont été mises en évidence par M. Lichnerowicz
et Mme Maurer-Tison. Le probléeme de Cauchy analytique au
voisinage d’une hypersurface non caractéristique a été résolu
par M. Lichnerowicz.

Il était naturel alors, et c’est ’objet de cette partie, de déter-
miner les proprletes algebrlques des discontinuités des dérivées
des grandeurs inconnues et leur propagation, s’il y a lieu,
le long de bicaractéristiques ou rayons.

Au 1¢€r chapitre, nous indiquons de fagon générale les équa-
tions aux discontinuités des dérivées des grandeurs de champ.

Au 2¢ chapitre, une étude géométrique des éléments définis
en chaque point par le tenseur non symétrique g,3 nous permet
de construire des repéres adaptés a chaque caractéristique.
Notre étude est basée sur I’existence de faisceaux de cdnes
et de « complexes linéaires » en chaque point.

Dans le. dernier chapitre, on étudie d’abord les caractéris-
tiques correspondant aux cones (y), (avec les notations de
Mme Maurer-Tison); aprés avoir donné les propriétés algé-
briques des discontinuités du tenseur de courbure de la
connexion linéaire associée a g,3 par I'équation de liaison,
nous démontrons que ces discontinuités se propagent simple-
ment par ondes le long des géodésiques de longueur nulle
de la métrique vog. Ensuite, nous faisons une étude analogue
pour le cone (h); mais ici la propagation des discontinuités
du tenseur de courbure n’est plus simple; c’est une équation
différentielle du 2¢ ordre qui régit cette propagation le long
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des géodésiques de longueur nulle de la métrique h.g; cepen-
dant les discontinuités du tenseur de Ricci se propagent par
ondes de fagon simple; ces caractéristiques sont d’ailleurs les
seules ou le tenseur de Ricci puisse présenter des discontinuités.
L’étude des caractéristiques (I) est la plus compliquée; nous
donnons en fait les propriétés algébriques des discontinuités
sur ces caractéristiques et nous indiquons que la propagation
des discontinuités n’est pas simple.

Nous ne nous sommes pas préoccupés dans la suite de I'in-
terprétation physique dont nous dirons un mot seulement ici.
Il semble bien, en comparant ces résultats a ceux de la rela-
tivité générale, que l'interprétation physique soit malaisée;
les propriétés des discontinuités du tenseur de courbure de la
relativité générale imaginé comme représentant la gravitation
et celles des discontinuités des dérivées du tenseur électroma-
gnétique F,g ne se trouvent séparées sur aucune des carac-
téristiques précédentes; sur les caractéristiques (y) ou la
propagation est simple, les propriétés algébriques analogues
a celles des éléments de la relativité générale sont les moins
nombreuses.

Je suis profondément reconnaissant & M. Lichnerowicz
pour son aide et sa bienveillance; c’est grice a lui que j’a1 pu
entreprendre ce travail et le mener a bien. Je remercie vivement
Mme Y, Choquet-Bruhat et M. Leray qui m’ont toujours aima-
blement conseillé et encouragé. M. Dieudonné et M. Samuel
m’ont donné des indications trés précieuses en ce qui concerne
la partie algébrique de ce travail; je les remercie bien sincere-
rement. Je prie M. Deheuvels de trouver ici mes remerciements
en ce qui concerne ma seconde theése.
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Notations.

10 Pour les formules, une indication telle que :

(3) signifiera: se référer a la formule (3) du méme para-
graphe;

(4-2) signifiera: se référer a la formule (2) du paragraphe 4
du méme chapitre;

(1-5-3) signifiera : se référer a la formule (3) du paragraphe 5
du chapitre I de la méme partie.

20 Les références bibliographiques seront indiquées par un
nombre entre crochets: [3].

3% Les notations pourront différer quelque peu de celles
que j’al utilisées dans des Notes ou des séminaires précédents.

40 On emploiera la convention de sommation d’Einstein,
sauf indication spéciale.

Ainsi, si « varie de 0 & n, on aura:

lPuy = 2 IPuq
=0

si A varie de 1 & m:
A=m
A, A
ZyA—-— 2 ZyA.
1

A=

50 Un chiffre (*) renvoie a4 une note en bas de la page.

13






PREMIERE PARTIE

CARACTERISTIQUES MULTIPLES
DES SYSTEMES D’EQUATIONS AUX DERIVEES
PARTIELLES LINEAIRES
ET A COEFFICIENTS CONSTANTS

CHAPITRE PREMIER

SOLUTIONS SERIES FORMELLES DES SYSTEMES
D’EQUATIONS DONT LES POLYNOMES DE DERIVATION
SONT HOMOGENES ET DE MEMES DEGRES.
DISCONTINUITES ET PROPAGATION DES ONDES

1. Facteurs invariants et matrices carrées de polyndmes homogénes.

a) On considére 'anneau R[l,, ..., [,] des polyndmes sur R,
a (n+ 1) indéterminés l,, (0 << a << n). Soit H' un polyndme
irréductible de ’anneau précédent.

Comme nous serons amenés a étudier des questions de
divisibilité par H’, nous introduirons I’anneau de fractions ®

formé des fractions % ou Q et Q' appartiennent a R[l, ... [,]

et ou Q' est premier avec H’. Cet anneau est principal; ses
seuls idéaux sont de la forme (H'X), (H’) étant I'idéal défini
par le polynéme H'.

Soit maintenant une matrice carrée d’ordre m dont les
éléments sont des polyndmes homogénes de degré t de R[l,, ... [,]
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notés P3. Nous appellerons cette matrice, matrice caractéris-
tique, compte tenu de I'interprétation que nous en donnerons
dans la suite.

La matrice (P§) peut étre considérée comme la matrice d’un
endomorphisme du ®-module ®". Nous nous proposons de
déterminer les facteurs invariants de cet endomorphisme, [1].

b) Nous indiquerons d’abord des notations et une identité
concernant les mineurs de la matrice (P§).

Le déterminant de la matrice sera noté H. Le cofacteur de
I’élément P§ sera noté AR. De méme le cofacteur de’élément P§
dans A} sera noté AXE; D et C ne peuvent prendre respective-
ment les valeurs B et A. De la définition de H, on déduit que :

A= — AR = — AR = A&

On désignera de méme par AXCE le cofacteur de PF dans AXR
et ce cofacteur aura des propriétés d’antisymétrie analogues.
Ainsi de suite, on aura des cofacteurs d’ordres de plus en plus
petits, dont les indices supérieurs (ou inférieurs) seront tous
distincts et qui posséderont des propriétés d’antisymétrie
analogues.

k étant un nombre positif donné inférieur ou égal a m, nous
surbarrerons les indices qui varient de 1 & k: 1 <A <k et
nous mettrons un chapeau sur ceux qui varient de (k + 1)
am:k<C<<m (et 1 < B < m). Indiquons une identité
(cf. [2]) qui nous sera utile:

(1) H.(AE = deér (AR Pk,

Le second membre est le déterminant de la matrice d’ordre k

.. (P—1)(P+1)..
(A=) (R +1)..

dent étant 1’élément commun a la K"“‘“ hgne et 4 la D®
colonne.

1
formé par les cofacteurs A | 2 , le cofacteur précé-

¢) Nous construirons maintenant des matrices et des entiers
qui nous permettront de calculer explicitement les facteurs
invariants et qui nous serviront aussi par la suite.

Le déterminant H sera supposé non identiquement nul;
c’est donc un polyndéme homogéne de degré mit.

H peut étre décomposé de facon unique, & un facteur réel
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prés, qu'on choisira une fois pour toutes, en un produit de
puissances de polyndmes homogénes distinets irréductibles
sur R. Nous supposerons que H' est 'un d’eux; on a:

H = (H').H",

ou le polynéme H” n’est pas divisible par H’; v sera appelé
la multiplicité totale de H'.

Nous allons maintenant nous intéresser a la divisibilité
par H' des cofacteurs de la matrice (P§) définis au b). Soit
A::f un cofacteur tel que tous les cofacteurs ayant un
nombre plus petit d’indices soient divisibles par H’ ou iden-
tiquement nuls et tel que lui-méme ne soit pas divisible par H’
ni identiquement nul; (le choix de 1,2, ... k; comme indices
de ce cofacteur pourra toujours étre fait, en remplagant conve-
nablement au début la matrice (P$) par une matrice déduite
par permutation de lignes et de colonnes, ce que nous suppo-
serons fait). Le nombre k(0 << ky < m) sera appelé le corang
principal de la matrice (P4$) pour le polynéme H'; on dira encore
pour abréger le corang principal de H'; si k&, = m, on posera
An=1. -

Les cofacteurs A2 (P—1 (B+1)..k

12... (A—1)(A+1)... 0
matrice correspondant a A} '} ne sont pas tous identiquement
nuls, en effet, on a

obtenus en bordant la

120 k=1 2...(D—1)(D+1)... k
(2)  H.(ABukst = det (A0 )

2... (K—1)(X+1)... 8
et le premier membre n’est pas identiquement nul. On désignera
alors par y, la plus grande puissance de H’, telle que (H')%
divise ces (k)? cofacteurs (y; > 1) et y; sera appelée la multi-
plicité associée au corang k,: remarquons que a priori ¥,
peut dépendre du choix du déterminant A} :}: on verra
bientét qu’il n’en est rien. Définissons alors les polyndmes

%f-, par la formule :
. 12... (D—1)(D+1)... &y
{)X_____ (_1)(X+B) 12... (A—1)(K+1). ..k

D (H' )t

(on ne somme pas A et D ici).
Ces polynémes ne sont pas tous divisibles par H' ou identi-
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quement nuls. Utilisant & nouveau la formule (1), on a:
® H (A3 4 = A(H)

ou Jb est le déterminant de la matrice (Jlog), qui n’est donc pas
identiquement nul. _
Regardons maintenant les cofacteurs de la matrice (Jlo%)v

qu’on désignera par des B. Soit B3 ::i* un cofacteur tel que
tous les cofacteurs ayant un nombre plus petit d’indices
soient divisibles par H' ou identiquement nuls et que lui-
méme ne soit pas divisible par H' ni identiquement nul.
(On supposera encore la matrice (P3) écrite de facon & pouvoir
prendre 1, 2, ... k, comme indices du B choisi). Le nombre
ks, (0 << ky < ky) sera appelé le 2¢ corang de H': le cas ky = 0
correspond au fait que Jb ne soit pas divisible par H'; remarquons

encore une fois que k, peut a priori dépendre du choix de

12... kg
12. .. kg

Si k, == 0, convenons que des indices 2 fois surbarrés varient

entre 1 et k,: 1<i<k2. Les coefficients Bi:((?::;gj:i;::

obtenus en bordant B} : ne sont pas tous identiquement
nuls; en effet, on a, comme tout a I’heure:

(&) %R = der (BT RTIR k),
ou le premier membre n’est pas identiquement nul. On dési-
gnera par y, la plus grande puissance de H’ telle que (H')*:
divise ces (k;)? coefficients (y, >>1) et y, sera la multiplicité
associée au 2€ corang; elle peut dépendre a priort du choix
de Big:i:

Si k, = 0, on ne définira pas de multiplicité associée a k.

Remarquons que dans ce cas, d’aprés (3), on a:

vV = klxl'

Revenons a k&, 550. On définit alors les polyndmes 53:%
par la formule :
- 12...(6—1)(B+1)...k
55]‘%_ (— )(KH"S) 2. A—1)(A+1).. .k,

N (R

(on ne somme pas en A et ﬁ)
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Ces polyndmes ne sont pas tous divisibles par H' ou iden-
tiquement nuls. Utilisant (4), on a:

(5) Do (BR: k)t = . (o

ou & est le déterminant de la matrice (55%); # n’est donc pas
1dentiquement nul.
En reportant dans (3), on a:

(6)  H.(AB: kst (Bl ket = B (H)kiths,

On considére alors de méme (55%); on définit de méme k;.
S1 kg = 0, on déduit de (6) que: v = ky; + ky)s. Sinon on
définit y;.

Ainsi de suite on définira les corangs successifs k; et leurs
multiplicités y; jusqu’a ce qu’on rencontre un corang nul;
pour ce dernier on ne définira pas de multiplicité; on est sir
que le processus est limité puisque chaque corang est strictement
inférieur au précédent.

Nous retiendrons le résultat suivant.

La multiplicité totale de H' est égale a la somme des pro-
duits de ses corangs par les multiplicités associées :

i=I

v= X yk.
i=1

I étant le dernier indice ¢ pour lequel k; ne soit pas nul.
Nous retrouverons et interpréterons cette formule en consi-
dérant les facteurs invariants de (P#).

d) Pour le calcul des facteurs invariants et pour les autres
calculs, on aura besoin de quelques formules concernant les
mineurs de (P3), que nous indiquerons ici:

E étant différent de B, on a la formule connue:

) AX.3% = PEARR

ou ¢2 est le symbole de Kronecker.
On aura de méme plus généralement :

8) ARk 85 = Al e ph
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Et de méme:

12... (D—1)(D+1)...& 12...(D—1)(D+1)... 4B
A (A—1)(A-:1 SA = P§. A (1_1)(x11)...kx
oit E peut prendre les valeurs: A ou n’importe quel C, et B
peut prendre les valeurs: D ou n’importe quel C.

Ainsi si E = A on aura, (le crochet indique qu’on ne somme
pas la lettre considérée):

Am .(B—1)(D+1).. Px[;X]Am' .. (P—1)(P+1)...xB

c(E—1) (X ). 12... (A—1)(A+1)... %%
Soit & 'aide des antisymétriques :

(9) Am (D—1)(D+1).. = (— 1)(A +D)PAA12 . (D—1)B(D+1)..

(A=) (A1),

formule ol 'on ne somme pas évidemment dans le 26 membre
en A et D. Si E = C, on aura de méme:

: (10) . PgAP .(D—1)B(D+1).. k=0_

Nous aurons aussi la formule :

AZ- .(B—1)&(®>+1).. —PB ]A12 .(D—1)&(d+1).. k[D]

qu’on peut encore écrire :

—1)¢ B
(11) Al PPk pRAT
On a aussi, s’il y a lieu, les formules obtenues en échangeant
le rdle des lignes et des colonnes.

e) Nous calculerons alors les facteurs invariants de ’endo-
morphisme de O™ défini par (P$) en remplacgant successivement
la matrice (P4) par des matrices équivalentes obtenues &
Iaide des opérations élémentaires décrites, par exemple
dans [3].

Ce calcul facile utilise les formules du d). Nous donnerons
les prln(:lpales étapes, en nous bornant, pour simplifier les
notations, au cas k3 = 0. On trouve ainsi que:

(12) (P8) = (=c")-(S§)

ou:
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(m'¢) est 1ci écrite 4 l'aide de sous-matrices; un élément tel
Ky . =

queB " (K—1)8(X+1)...k, PAT exemple est commun a la A¥™ ligne

et & la C** colonne, (un indice tel que C peut prendre

des valeurs telles que: ky <<C < k). Les sous-matrices
« diagonales » sont-elles mémes diagonales; les sous-matrices
au-dessous de la diagonale sont nulles. On a aussi :

B kz kl — kz m — kl N
colonnes colonnes colonnes
k, lignes g 93;3 ) 0)
(5§) = -
key — k, lignes § Hog Jb; 0
m — k, hignes 3 P% Pg Pg

Le déterminant de (S§) est égal & A} it. B3 k. B et, par suite
est bien un élément inversible de ®; (S§) est donc elle-méme
inversible et par suite les matrices (P) et (%) sont équiva-
lentes.

On peut alors remplacer (n') par une matrice diagonale
équivalente (x) en retranchant d’abord de chacune des Fk,
premiéres lignes des multiples convenables des (m — ky)
derniéres, puis de chacune des k; premiéres lignes des multiples
convenables des (m -—k,) derniéres.

On obtient finalement la matrice (x) équivalente a (P) et
diagonale :

k, ky — ky m—Fk

colonnes colonnes  colonnes

H' )35 0 0

k, lignes

i
ky—k lignes § 0 (s 0
3

0 0 A

m — ky lignes
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Sous cette forme les facteurs invariants sont en évidence.
Ce sont les 1déaux définis par les éléments de la diagonale
principale.

Les facteurs invariants étant déterminés de fagon unique,
(1] (p. 95), on en déduit immédiatement que, ky, %1, k2, Y2, - - -
sont déterminés de fagon unique.

La formule finale du ¢) exprime simplement que le produit
des facteurs invariants détermine la plus haute puissance
de H' qui divise H, (cf. [1], p. 95).

On peut résumer ce qui précede par la proposition suivante :

ProrositioN. — Les m facteurs invariants de la matrice (P§)
considérée comme une matrice sur Uanneau @ localisé [4] de
Panneau des polynémes en les l, par rapport a l'idéal premier
défini par H' sont déterminés de la fagon suivante :

m — k; d’entre euzx sont égaux & Uidéal unité de P.
ky — ky d’entre eux sont égaux a U'idéal (H'W) de O.

....................................................

ki d’entre eux sont égaux a Uidéal (H'tettet 1) de .
Les k; sont les corangs et les y; les multiplicités définis au c).

f) Il sera commode d’introduire des fractions rationnelles
construites avec les polyndémes précédents et qui nous serviront
d’intermédiaires dans les calculs. Ainsi on posera:

2

12.. ke
Am,..k:

X
by =

. i , .
On formera la matrice (Jlo'ﬁ); ses déterminants cofacteurs

seront notés par des B’. On voit immédiatement qu’on aura
par exemple :

ne... (B—1)B+1)...k, 12... (B—1)(B+1)...
B A — By

2. (A—1)(A+1)...k I [ S OO S
n2. ..k 12... k 12...k
B'e Bk 12k,

d’ott en divisant par [(H')%(—1)&+P)], ce qui définit 35’%,
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on obtiendra :

a
%
12...k 12. .. k.
A12-~-k:'Bl2.-.kz

On aura aussi:

B/g B—1)EB+1)... ks B}g . (B—1)&B+1)... ke

2 s L2 i i IR

ne. ..k 12... k
Bn...k: Blz...k:

On formera la matrice

N

i A
55’3); on verra de méme que:

C

TOARk B2k 12.. ks’
12. . kg D120 kg U112, . kg

Sl it

6[

1<A<h)

Sl it

et ainsi de suite.

2. Hyperplans caractéristiques.

a) Soit E un espace vectoriel sur R 4 (n + 1) dimensions.
L’espace vectoriel des tenseurs contravariants symétriques
d’ordre t sur E est isomorphe a I’espace vectoriel des poly-
ndémes homogénes de degré t par rapport aux (n + 1) indé-
terminées l,. Au tenseur de composantes P*%--* dans une
base donnée correspond le polyndéme Pade--a], 1y, . la,. Nous
substituerons alors aux indéterminées [, les composantes [,
d’une forme de ’espace dual E* dans la base duale; on obtient
ainsi une fonction sur E* et & valeurs scalaires. La matrice
caractéristique s’écrit donc (Pp) = (Py&-%¢ Al(,,‘l(,(,mlal‘).

La classification du § 1 et les nombres v, k;, y; introduits
ne dépendent pas du choix de la base de E. En résumé, les
expressions précédentes sont invariantes dans les changements
de base du groupe linéaire de E.

b) On désignera par P I’hyperplan d’équation l,z* =0,
dans une base donnée, (I, non tous nuls). Si H, par exemple,
est une des fonctions polyndémes précédentes, on notera,
(sans inconvénients), H(P) sa valeur pour la forme [,.

On dira qu’un plan P est caractéristique s’il satisfait a la
condition

H(P) =0
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P étant caractéristique, on dira que P n’est pas smguher
s’1l satisfait aux conditions suivantes.

I) H étant décomposé en facteurs irréductibles comme au
§ 1, P annule un des facteurs H’ et n’annule aucun autre fac-
teur, en résumeé:
H= (H).H",
H'(P) =0, H"(P) = 0.

IT) H’ étant maintenant choisi, P n’est pas un plan tangent
singulier au cone de sommet I’origine défini tangentiellement
par H' = 0, c’est-a-dire que le « vecteur con]ugue de P »
par rapport au céne (H’) n’est pas nul:

oH’ >
A

1:0° =

ITIT) P n’est pas exceptionnel pour I'une des classifications
du § 1¢). Plus précisément, si on a, par exemple k; et k,
associés aux multiplicités y, et vy,, k3 étant nul, on a, par

exemple :
Py =0, Buii(P) 5£0).

P étant un hyperplan caractéristique non singulier, la droite
>

définie par le vecteur | sera appelée bicaractéristique de P.
P est tangent le long de cette bicaractéristique au cone (H')
considéré.

3. Systéme différentiel et solutions séries formelles.

a) L’espace vectoriel sur R des suites de tenseurs covariants
symétriques d’ordre croissant sur E est isomorphe a 'espace
vectoriel des séries formelles par rapport aux (n + 1) indé-
terminées 2. A la suite de tenseurs de composantes Y, Y,,, ...,
Ya,a,...a,,, ..., dans une base donnée de E correspond la série
formelle y(z*) par rapport aux indéterminées z*:

y<$a) =Y + Ya.xa’ + -+ Ya,a,...apl'a‘xa’ U I SRR

S1 on effectue un changement de base dans E, on obtient
de nouvelles composantes pour les tenseurs, soit: Y, Y, ...,

Yas;...a,... convenons alors de substituer aux'indéterminées
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z* dans y(z*), les indéterminées z* déduites par la transfor-
mation linéaire correspondant au changement de base; la série
obtenue y(z*) est égale a la série obtenue en faisant corres-
pondre aux nouvelles composantes Y I’expression :

Y + Yo + o0 Yoo o@2™ ... 2% 4 -

On peut considérer qu’une quelconque de ces séries y(z*),
y(x*), ..., repsésente de fagon équivalente, par rapport a
une base de E, ce que nous appellerons, un peu abusivement,
une série formelle sur E, soit y(z).

Soit F un module 4 m dimensions sur I’anneau commutatif
de ces séries formelles. Nous noterons dans une base donnée
d’éléments f5, (1 < B <m), par y® les composantes d’un
élément quelconque de F; les y® sont donc des séries formelles.

F peut étre doué d’une structure d’espace vectoriel sur R,
on désignera par F’ Iespace vectoriel sur R engendré par les fs.
Un tenseur fixe symétrique en a, élément du produit tensoriel
(E®)®F ®F'* a pour composantes les nombres :

Pg,a,. celp A.

Nous étudierons le systéme différentiel aux inconnues y®
défin1 par:
\ . 0
(1) Pges--2edd, o oy =0, ou I'on a posé 0y = vy
La matrice caractéristique (P3) déja considérée sera bien la
matrice de ce systéme.

b) Effectuons un changement de coordonnées linéaires tel

que P ait pour équation 2° = 0. La série y® peut s’écrire sous
la forme:

0
@) P = YR YR . +Y§%¥'+

ou les Y} sont des séries formelles en 2!, 22, ... 2"

On notera désormais par une petite lettre latine un indice
qui varie de 1 & n; amnsi: 1 <1< n.

On appellera données de Cauchy sur P les mt séries Yg,

Yy -+, Yi;. Nous nous posons le probleme de déterminer
toutes les solutions Y® correspondant a des données de Cauchy
déterminées, essentiellement lorsque le plan P est caracté-
ristique et non singulier.
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On verra par la suite qu’il n’y a pas grande restriction a
prendre ces données de Cauchy nulles; c’est ce que nous ferons
jusqu’a indication contraire.

¢) On déduit de (1) et (2) que les séries Y7 inconnues (r > t)
satisfont au systéme :

g=t
e Qigly. i A B J—
2 CZIPOO 0iyd, ig 'bl',i,.“l'q t+p—q = O
g=o
ou Cf représente un coefficient de la formule du binéme.
A Taide de la formule de Taylor pour les polynémes, on a
encore :

@=rq
(3) Z — [b.,;,...xq(pﬁ.a,...a,- Ala,la.,' . -la,)](P>bi,i,...qu?+p—q =0
g=0 9"
14 i b N M
ol on a posé: d = — et ou p prend toutes les valeurs entiéres

positives ou nulles.

4. Transformation du systéme d’équations (3-3)
sur un hyperplan caractéristique.

a) Indiquons d’abord une formule qui nous servira dans
les calculs suivants. Soient A et B deux fonctions des variables
l;, continiment différentiables autant de fois qu’il sera néces-
saire pour que les dérivées introduites soient échangeables.
Soit d’autre part Y une série formelle en 2!, 22, ... 2". On
démontre par récurrence la formule suivante qui généralise
la formule de Leibnitz:

dir--la(A B).d

r=q

Y = 3 Cppin e A gireieen B Loy Y.

r=o0

Llge oo

b) Supposons donc que P soit un hyperplan caractéristique
non singulier satisfaisant & H'(P) = 0 et d’équation z° = 0.
H’ a pour corang principal k.

Nous allons dans ce paragraphe transformer le systéme
d’équations aux dérivées partielles (3-3) en s’efforcant de
séparer les inconnues. Le résultat remarquable de ce calcul
sera que les Y} satisfont en réalité simplement a des équations
différentielles le long de la bicaractéristique dans un sens que
Pon précisera.
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‘On a d’abord pour p =0
' P®--0.AYE — (),

Soit en utilisant les notations du § 1 et en mettant en évidence
les équations principales et les inconnues principales :

00...0, A<, B 00...0, Ax,D
py oAyl pw-aiyb

Multiplions par A:::::',“‘g (P) et sommons en utilisant (1-8)
et (1-11), on obtient:

dans le second membre, on somme en D, c¢’est-a-dire qu’on fait
la somme des produits de chaque Y par le coefficient

A}Z L (P—=1)&(D+1).. .k,

..................... ™
correspondant. On a donc trouvé:
12...(D—1) &(®+1). . .k, _
(1) Y:ﬁ — A12 .......... . ......... kg (P)Y?.

On rappelle que le (P) signifie qu'on prend les valeurs pour le
plan P.

Nous allons remplacer Y par cette valeur dans ’équation
(3-3) correspondant & p =1, soit:

PR O AYE,  [p(Pgo Mo, . L] (P).0YF = 0.
On a donc:

...0,AVYB
P%O 0 Yt+1

12... (P—1)&(D+1)... 1, —
+ [bi(Pg‘a,...al.Ala’la, . lat) . A_lz ............ — k,] (P) .bian
AR

+ [I(PE™ ™ la, - .. 1)) (P). YD =
Soit en réunissant les termes en YP :

Py 0 AYE,
. ' A12‘..(3—1)B(l_5+1)‘..k4 _
+ [b‘(P%*“*'--“c'Ala.la, T "*](P).o,-YP =0

12.. .k,
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Intégrons par parties le 2¢ terme, on a:

Poo...o,AYB + bi Pa,a,..,at,Al l l .Aig(ﬁ—l)B(B_‘—l)’lx
B t+1 B Gy Vdg * v 0 YAy A};ﬁ’
) Am...(ﬁ—l)n(ﬁ-;-l)...k, ' _
— Prom Al lat.0'< s s >] (P).2,YP = 0.
12 . ky :

Les déterminants caracteristiques de ce systéme en Y72,
sont nuls; celui relatif a la A¥me equatlon non principale donnera
la condition :

AL o Pae Tl 1 A (D—I)B(DH) :
(A=) F(R+1).. aye " e Py ALk
. A Ag...(ﬁ—1)B(—D+1)...I::. ' _
el T Y R Y A'l‘z'."";"’ """" 4 ] (P).2,YP =
12. . ky

Cette équation se simplifie en utilisant (1-9) et (1-10); on a,
en divisant par A3 ((P):

B O e )
(2) (—-1)("“”")[0'( A—}_’; +1 "'>](P).biY}’=O.

Le systéme des équations principales s’écrit en utilisant
(1-10) transposée :

Poo Y¢+1 Pw Yt+1

00...04 | A}g---(ﬁ—x)ﬁ(—nﬂ)...:, ~
1+ P [o' ..... g : ](P).biY}’,

Résolvons en multipliant par A}j;;;,’:;%(P)’, utilisant (1-8) et
1-11):

12...(P—1)&(D+1)..
(3) Y?+1=<A12‘ ....... >(P) YD

t+1

(AL =1 8B+ 5,
+ [b . Ag,’:‘ ...... 1 ](P).bth'.'

D’aprés cette démonstration, on remarque que 1’ensemble
des formules (4-1), (4-2), (4-3) est équivalent au systéme des
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équations du systéme (3-3), correspondant &
p=20 et p=1
Pour simplifier les notations, on posera dans la suite :
(Pgec-ae Al ... 1) (P) = P}

et on supprimera (P) dans les formules en se souvenant que
les valeurs des polyndmes en [, et de leurs dérivées sont prises
pour le plan P.

Nous allons maintenant, par récurrence, démontrer des
formules qui généralisent (4-1), (4-2), (4-3). Rappelons d’abord
(3-3) sous la forme:

= q
(4) PAYP, + z 7 O (PE) gy Y g = 0

valable pour tout ! > 0, en convenant que pour ! = 0 la somme
est nulle.

p étant un entier supérieur 4 1, admettons que le systéme
formé par les équations (4) correspondant a: 0 I <Cp—1
soit équivalent au systéme ci-dessous:

10
(5)
(X +D) e | iy, . .0 An{;:i;(&ii))k 5
(“—1) . Z Fbu-... T 1 ‘biqig--.i,YH.p_u_,:O
s=1 %0 12 ks

ou u prend toutes les valeurs: 1 <u < p—1.
20

(6)
s=p—u | Alz...(§—1)6(ﬁ+1)...k, _
Vi = 3 < - Aigfifk; """" B )0t Y pmumse

§=1
ou u prend toutes les valeurs: 1 < u < p.

Nous allons démontrer que le systéme des équations (4-4)
correspondant a: 0 <1< p est équivalent au systéme formé
par (4-5) et (4-6) ot 'on a remplacé p — 1 par p.

Pour I = p, l’équation (4-4) s’écrit :

s!

(7) PAY,+,,-|—2 b“ Y (PB) By i Yipg = 0.
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Remplagons le 2¢ terme de (4-7) en utilisant (4-6), 1l vient :

PEYE, _I_‘Epfibi.i,...i,,(l)g)

q=1

s=p—9¢ 4| Alz...(ﬁ-1)6(f>+1)...k, B
D Qigeigra - oigrs [ 21 k). . YD
S ! A12. A ids. . iges “t+P—q—s
s=0 ¢ 120k, ]

+ 2 b‘(lg (PIA)) bi.iruqu:—)+P—q = 0.

Soit :

PAYE,, + 3 - b“" (P3)

q-—l

s=p—q 4 ] Allg...(ﬁ——l)B(l—)—r-l)...;;, 5
IR TRUR] (RN ) YR o P

s=0 §- 12 .k,

p et t sont fixes dans chaque formule, les indices ¢ et s prennent
les valeurs indiquées; on va récrire la formule en rassemblant
les termes tels que: ¢+ s=r, ou: 1 r<p et en faisant
la somme des termes obtenus pour les différentes valeurs
de r. Pour avoir les termes correspondant 4 un r donné, on
associera a chaque ¢, (1 <<¢<r), la valeur de s =r—q.
On a donc:

e q-—r [ 7 ¢ 1
PAYH_p + rél qz itz "(Pﬁ) . (T———Q)_f
o ' 'Ag...('ﬁ—l)B(B+1)...£, S
.b‘Q*l‘q+!~~~’r< """ Alqu """" 1 b,‘.i,...i,.Yt-pp——r = O.
12. . .k,

Utilisons la formule de Leibnitz généralisée du § 4 a);
on a:

AVE r=p 4 AA12 (5—1)B(ﬁ+1)...‘::‘
®) PAYZ,+3 - [bt.‘, py Al ket

. Ag“‘(ﬁ—l)B(ﬁ'H)'“’,:‘ . -
— Pgotie | =B ARk ) ]-bi.i,-..irYt+p—r = 0.

Les déterminants caractéristiques de ce systéme aux incon-
nues Y7, , doivent étre nuls. Pour la A*® ¢quation non princi-
pale, on obtient le déterminant caractéristique en multipliant

par A}’ (EL)R(EL). Ia Fitme équation (4-8) et en sommant
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en F. En utilisant (1-9) et (1-10) il reste seulement :
12...(D—1)(D+1).. .k,

r=p(__1){X+D) AT B
©) Zp(—_Q—: Qi ‘i,-< 12.. . (K—1)(A+1).. .k4>amr 4 Y =0.

1 12.. .k
r=1 r. A]_z...k:

Le systéme des équations principales s’écrit compte tenu
de (1-10) transposée :

.

PiY? = —PiYD

D " t+p
=P . A12...(5—1)B(B+1)...k. _
+ 2 . PAB bi,l,”‘l’. 12 e ky b ‘Y?+p
. gl - -1 —re
=ty Ajg e

On le résout en multipliant et sommant par A}ﬁ’;ﬁ et

utilisant (1-8) et (1-11):

r=p 12...(D—1) &(D+1).. .k, _
(10) -YC — ibiiii"‘ir<A12"""""': ......... k,> d . D

t+p * Vigly. - ~ert+P—7"

On déduit bien de (4-9) et (4-10) que le systéme (4-4) ou:
0}]<I<p est équivalent au systéme:

i (Be1)(B1). ke
(— 1)(K+I’)) _pzl _1_ai,i,...i, <A1:..(X—i)(i +1).A.:.>
(11) = AR

D —
. bi,i,. . -i.Yt+p+1—u—: - 0

oun: 1 <Cuyp

et:
SEPEI=E A
Y§+p+1_,, = 2 __‘blu,...;,
s=0 -
- (B—1)8(5r1)...k,
(12) A o)
Al ka igia- . iy Xt P+1—u—s
12.. . ky

ou: I1<<up+ 1L

On a vu au début du § 4 b) que cette équivalence est valable
pour p = 1; le raisonnement par récurrence est donc terminé
et 'on a démontré, que quelque soit: p > 1, le systéme (4-4)
ou: 0 LI p est équivalent au systéme formé par (4-11)
et (4-12).

En posant p’ = p— u + 1, on peut aussi bien écrire (4-11)
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et (4-12) sous les formes:

s=p'

(__ 1)(A+D) sél ;_!bi.i,...i,
o (D—1)(D+1).. .k,
(13) Al Ea) &), 5. YP.  —0
ARk W Berpime T
ou: 1Lp'<p
et:
s=Pq
Y?—e—p' = sgo 3—? Qitee - -ls
(14) L S i) T
Ag ,l: iyly. . -y P —s

ou: 0 p' < p.
¢) Avant de poursuivre la transformation des équations (3-3),
nous allons indiquer des résultats qui nous seront utiles.

I. — y étant un nombre entier supérieur ou égal & un et <
étant positif ou nul, on démontre facilement par récurrence
que:

(15) o H(H')) (P) = 0,
pour tout T <.

II. — y étant toujours supérieur ou égal & 1, en utilisant
la formule de Leibnitz généralisée du § 4 a), on obtient :

[ober 4 (H)X] (P) -0y, gy = - [0 5 (HOPAE05(H) ] (P) 0y e

Raisonnant alors par récurrence, on obtient, avec des
notations du § 2:

(16) o (H )y (P) == o | Il . . . I,

d) Utilisons maintenant la multiplicité y, associée a k.
Avec les notations du § 1 f), le systéme (13) s’écrit :
s=p' 1 . i e _
(17) Z F bulg...i: [J{‘) %(H )/J] bhig .i,Y?a!-P’—S el O

s=1 ¢

o 1< p' < p.



254 JEAN VAILLANT

S1s <<y, on déduit de Papplication de la formule de Leibnitz
et de (15) que:

bi,i,‘..i,[.ﬂo’lﬁ_)(H')Xl] = 0.

I1 en résulte que s1 p <<y,, le systéme (17) est identiquement
vérifié. Si1 p > y,, les premiéres équations sont identiquement
vérifiées et le systéme se réduit a:

s=p' 1 i . i
(18) Y ot [AWA(H L] 0

|
s=Ya4 S .

iair--ixY;ﬁ+P'—s == O
ol 1 <P <P _ .
On peut remarquer que pour p’ = y,, I'équation s’écrit,

d’aprés (4-16):

,Rg'gbli‘li’. . .lilc.bi‘i',,,il‘Y? =0
ou, d’apres (§ 1 f))
(19) .}bgl"li’. . .lilcbi,i,,..izi P=

D’apres le § 1, ¢) et le § 2, les Jloﬁ; ne sont pas tous nuls.
D’apres le § 2, les I* ne sont pas tous nuls; or d’apres 'identité

d’Euler:

WH = l%lli I étant le degré de H’
soit sur P:
)
et:
P — 0.

Les I' ne sont donc pas tous nuls. Par suite (19) n’est pas
identiquement vérifiée.

Revenons au systéme (18). Il sera commode de I’écrire en
posant :

P—Y1=P P —Y=P e s—ypy=¢gq

q=p' 1 - . ’ ]

EEE——— L R Jl‘)—— Y4 O . A |

(20) q}::() (X1 -+ q) ! 0 ‘ .,[ D(H ) ] btup-.zzlﬂ, t+P'—q 0
ou 0L p' Kp.

Sous cette forme, il apparait trés analogue a (3-3). Nous allons
aussi le transformer de fagon analogue.
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e) Nous venons de voir que pour p’ =0, les équations
s’écrivent :

(21) o' o (H e vy, 3, YO = 0.,

Utilisons désormais le fait que H' a pour 2° corang k,.
Utilisant les notations du § 1, mettons en évidence les équa-
tions principales de (21) considéré comme systéme aux incon-

nues bi’i""ilt(H')X“bi.i,...il‘Y:—)- On a:

l‘lg

B S
. 4. ,m...k,c - . .
Multiplions par Blz...k,i et utilisons (1-8) et (1-11), il vient:
sl - (H')X i, iz,Y‘ﬁ
(22) Bz (5—1) C(B+1).. .k ) =
=T pmow 5 g (o, P

Pour p’ =1, le systéme (20) donne:

__1_ e iz, [Jl)’A HI ] i 2_1

l
T R
Soit :
L%'l—x).bi'“ n(H YL 0 |YE-1
2 :- 1J‘°'§'°"" S H g, YP
+ bili*‘ﬁo'g.bi"" w(H )10, u,ﬂYF
+ ol .}b'g.b""- o(H) 0 z4,+.Y§ — o

Remplacons le dernier terme & ’aide de (22) et réunissons-le
avec I’avant-dernier :

Jo' B e (HY Y 0y, Yo

+1 5 5

e LR GO Y,

B2 (P—1)B(D+1)...k,

S LN S SR [(H')X’ BT "’J B iger Yo =0

ll': ‘/,,H

Intégrons par parties le dernier terme; il vient en tenant
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compte de ’avant-dernier:

Jo'® giin i, (H Y oy i Yo
+ Y. i— 1 Jo'} ot (Yo g, Y
) 1
. < B2 . (D—1)B(D+1).. b
—I_y +1bhlg l,( +1 I:J{O'ﬁ. . 12 B/ .............. 2(H )X] hl’.“ill""Ytﬁ
1 |

7 :_1'}‘9,A bz.tg .y +4I:B,12(D—l)ﬁ(ﬁ+l)’)§:(Hl)X.] i ”i« +’Yt _0

Considérant que les inconnues sont les
bi,ig Wiy (HI)X- 2 \7‘+1’
nous écrirons que ce syqtéme est forme d’équations compatibles

en multipliant par B2 "'('A‘;i)'i,'("&‘"'l')“' la F#= gquation et en

sommant en F. En utlhsant (1-9) et (1 10), 1l reste seulement :

iydg.

(23)= _ B,lz (D 1)(ﬁ +1) : :
(-—_— 1)(A+D) . bi‘i,' ’ 'iln*‘ [ 12 (Allzl)(A+l) ki (H,)X‘l] -bigig. 7 -HYtﬁ == O.
- 12. . ke .

Le systéme des équations principales s’écrit:

.ﬂolg.bi'i' .y (HI),@ i YE_I 7
+— _|_ : U[lg;%.bid'e g (H'Y1 0 e iy +.YE
R O g ,
71 + 1 Jb A bhl’ ll.l“[ e Blig : ~Il:’ ....... f (H )X' ‘biaiz- -J.Z‘-HYIB = O-

A
On résout en multipliant par B'I: k*; et sommant en A;
il reste: o

(24)
bi‘i! (HI)Y‘ hl: l ?‘*‘1
) 2. . (P— 1)6(B+1)...£, .
J— bhle R7 (H ) . B,ig . ﬁ, ....... o blll! illYt_’»l

1 . [ Bz (5— 1)6(5+1)4..,;,] )
bl.t,...lllﬁ Hl ..................... ks d . D
- Yt 1 (B Friets e

1 biaie R +1(H’)Xl lglg l/i.HYlé‘

—_)11‘!'1
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Dans le seul but de simplifier les notations, nous poserons
maintenant : 3¥*-» = en n’indiquant ainsi que le nombre
de dérivations; on posera aussi: B3 ' = B’

. Nous allons maintenant, par récurrence, chercher des
formules qui généralisent (4-22), (4-23), (4-24). Rappelons
d’abord les équations d’un systéme (4-20) sous la forme :

(25) A ou(H'Yu.d,, ,ﬂ,

q9=p’
413 e W] 2y YRy =0,
valable pour tout p’ >0, en convenant que pour p’ =0,
la somme est nulle.

P étant un entier supérieur a 1, admettons que le systéme
formé par les équations (25) correspondant 4 0 <{p' <p —1
soit équivalent au systéme ci-dessous :

10
(26)

ne...(D—1)(
(— 1)(X+B) _pz_" 1 s [B N
s=1 (Xl + S) ' '

1).. ke
1).. ks (H’)’/u]

i
'bx.+sYt+ﬁ—u—: = 0°

T T\t

Lot u prend toutes les valeurs: 1 <u<{p—1.

20

(27)
/074<H’)/4 b)(. Yt+p—-u A
s=p—-u ’12--~(ﬁ—-1)5(=D+1)...k, _
f=— _Z.__.__ /4+$l: .................... ks ’ X,I] 2 5 ~

‘§0 (71 + S) B’ (H ) Z’/,r’f'-\' t+p—u—s

S—p—u

——X-———ZW-H H% . sY+ s

s§1 (2t s)! (H)* Tats Ti+P

ou u prend toutes les valeurs: 1 < u < p.
La somme précédée d’une astérisque sera prise nulle pour
u = p.

Nous allons démontrer que le systéme des équations (4-25)
correspondant 4 : 0 < p’ << P est équivalent au systéme formé
par (4-26) et (4-27), ou 'on a remplacé p — 1 par p.
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Pour p’ = p, (4-25) s’écrit:

' o(H) .0, YD, 5
(28) F ! A(H'
S o [V g Yy = 0.

Considérons ce systéme comme un systéme aux inconnues

ot(H') 2, Y?.; et mettons en évidence dans le 2° terme du
1" membre de (28) les expressions que I'on modifiera 4 'aide

de (27); on a:

(29)
S A AR e Y
E GTZ_FEI-)— bo'S oneta(H Y10, 4 Yo,
+ 2 Cotg- X (H 1 W50y 4 Vi,
e

— 1A E
+ 2 Ch+q oretd :(H,)X' oo £ z’)(.+n1 t+p—¢
\ + Gl 30 (H ). bq'ﬂ"'f 07.+th+P—q

La double astérisque devant l’avant-dernier terme signifie
qu’on le prendra nul pour ¢ = 1.
Calculons le dernier terme du second membre a I'aide de

(27), on a:

(30)
q=p !
S e 0 0,9
q P A
__Z_(; AWAA
=2 g e

T yal | BEICEE e oy
s§0 (Xl + S) ! ° B, ( ) 67 +g+s L t+p—q—s
_q:l_’ 71 !_— > {lg’x S;—'—‘-ﬁ_’l -\!1 ! O,(J-}—G H’ ”
'I§1 (Xl + q) ! CX.+q TR s=1 (Xl + s)! < ) s
\ . Z’"/'.rf'(l-l--t t+§—q—x;

Considérons le dernier terme du second membre de (30).



CARACTERISTIQUES MULTIPLES ET BICARACTERISTIQUES 259

On va le récrire en rassemblant les termes tels que: ¢+ s =r,
ol : 2 L r <P et en faisant la somme des termes obtenus pour
les différentes valeurs de r. Pour avoir les termes correspon-
dant 4 un r donné, on associera a chaque ¢, (1 <{qg<<r—1),
la valeur de s = r —¢. On a donc:

r=p g=r—1 1 2
— (¢ fa! A S ——— T 10 S YO SR
()2_2 qu (]' £ (7.1 + r__q)y ( ) fat p

On trouve donc, aux notations pres, ’opposé de ’avant-dernier
terme du second membre de (29),

Considérons de méme l’avant-dernier terme du second
membre de (30). On trouve qu’il est égal a:

r=p q9=r 1
La! J{O'A N S
rélqélq! (/1+"*‘Q)
) B'lz"'(ﬁ—l)ﬁ(ﬁ_._l)"'k’ ,
.O/*‘_H‘_q ....... B, ........... ks (H ) 7,+rYt—Lp—

Ce terme et le 2° terme du second membre de (29) se rassem-
bleront sous la forme :

Ej (_Z—i-—q)_ 2 Cg N

Compte tenu des calculs précédents, le second membre de

(29) s’écrit :

(31)
q=p |
¢ R J[(,'A ot (H 12 o
<1=1(X1+‘I)-3 (-2t tpq
+ J.bIA LqH(H’)Xl 7+qYl+p—q
s=q N B2 . (P—1)B(D+1).. ,
+ X Cid—q ¥ B b/4+‘1—3[ o B’ """"""" ks (H )/‘:IOXI+th+p-—q :
$=1 .

La somme des deux derniers termes de I’accolade dans (31)

(1) Si p =1, ce terme est nul.
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peut aussi s’écrire :

(32)
s=q . i . Bllz (D 1) ﬁ(D ;-1) .. ~’l:, ) .
2 CXH-q bst}% 5 .0L4+q—s[ ..................... N (H )7,J b/..*.q t+F—q

s=0

i [ B BEG) ke
- B S R B' ......... ’ (H )X' l.+qY¢+p—-q

Le premier terme de (32) se calcule a I'aide de la formule
de Leibnitz; en reportant dans (28), le systéme (28) s’écrit
finalement :

(33)
q=p ' '-
Jo'Bot(H' Y12, Y2, + g iy:l_q !% {)IAOIPHI(H')/ 3 tq Yers—g
BI (D ¥1)1_3(3+1)...k, - =
| o BRI R e |, ¥
. B' (D——I)E(D+1)...II§, ,
e 1/{0 fi‘ b/~'+q """" B' '''''''' 2 (H ) OYH-QYH'P—‘!] 0.

Ecrivons que les déterminants caractéristiques sont nuls :
pour la A#™ équation non principale, on obtient le déterminant
caractéristique en multipliant par B’} "'('A"'i)'i,'(x;;'l)"' ' la Fime
équation et en sommant en F. En utlhsant (1-9) et (1-10),
il reste:

q=p 1 = ==
34 I 1 (A+5)
(34) § (Ya+ 9 ! ( )
,12 . (D—1)(D+1).. B
Lt [ (A—Bl)(“l) (H,)X‘]‘b)’_&qYR—ﬁ—q = 0.

Le systéme des équations principales s’écrit compte tenu de
P P

(1-10) transposée :
WA, ox~<H')x- 2, Y2,

(35) + ‘121 (Xa + ‘]) 'RO’A %/'H(H’)y Ot lE+p-q

) B2 (B—1)E(B+1).. k, 5
J— b/‘rl'q 12....... B, ........... (H/) 07'|+qY¢+i._qg — O.

\
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On résout en multipliant par B'1: :’E_ et sommant en A il
vient : okt

(36)
S(H' )0, Y, 5
=F ! . gz B=1)EB+1).. ke _
:q P _Z.l'_ 07\'” [B 1. e k'(H')X‘]-O—,,ﬂYﬂ‘F_q

q§o<yl+q>! B’
S R S LIVY) < LV ¢
3 G g s i

On déduit bien de (34) et (36) que le systéme (4-20) est équi-
valent au systéme :

(37) (—yE+D

s§=p+1—u 1

2 uto!
B2 (B—1)(D+1).. ke _
DX"HII 12 (A1) (). i (H’)X‘:I Z,)',rl'.\'Yl]::-l-—’-i-l-m—.s = 0)

B’
ol u prend toutes les valeurs: 1 <Cu<p et:
(38)
of(H')x 2, Yt+p+1—u o
STl [B’ii. . .‘.?’.i‘,"l‘.’.(.‘?.‘f??: e (H’)X']
o (fats)! B

-~ b,('.+sYt+p+1-u—:
s=p-+1—u
—_— * ___Z._.__ laEs(H Y, sYC+- —u—se
s§1 (71 + S) < ) fats *t+p+1
ou u prend toutes les valeurs 1 < u <{p + 1. La somme pré-
cédée d’une astérisque vaut 0 pour u =p + 1.

On a vu que cette équivalence est valable pour p = 1;
le raisonnement par récurrence est donc terminé et I'on a
démontré que quelque soit p > 1, le systeme (4-20) est équi-
valent au systéme formé par (4-37) et (4-38).

En posant p’ =p —u + 1, on peut aussi bien écrire (37)

t (38) sous les formes:
1

39) (—1)&+9. Y

39) (=1 sZI ot
nz...(b—1)(D+1)... _

.OK‘+3|: 12 ( E)(A-H.) (Hl)y"]-blﬁ-s ?H_"—:z O
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ou p’ prend toutes les valeurs: 1 <p' < p

(40)
OX’(H )}' b)l t+p
=3 Bz (B—1&(B+1). ke
= P (Xll:_ 3) M‘"““[ 12....... B,k,(H ) b/4+$Yt+p .
R P’ 71 ST\ & _
s§1 (X + 3) 0 <H ) '07'-‘+‘Y‘+P —s

ou: 0 <p' < p; la somme précédée d’une astérisque est nulle
pour p’' = 0.

f) Utilisons la multiplicité y, associée a k,. Avec les notations
du §1f)le systéme (39) s’éerit :

Z L (Y2 ‘|‘ s)!

ou 1<p' <P
Si s <y,, on déduit de la formule de Leibnitz et de (15),
que:

41 s JZ»" (H')tate | L, Y2 =0
Ya P

ot @5 (H)11s] = 0.

Il en résulte que si p << ys, le systéme est identiquement
vérifié. Si1 p > y,, les premiéres équations sont identiquement
vérifiées et le systéme se réduit a:

s:zﬁ’ 1

s=Ye (X.l + S)

ou v, <p' <P
Pour p’ = y,, on a:

(43) BRI . Dren oy,

(42) b/«-{-s[ggh& H’)/H")(.e] X+3Yf+P g = 0

i iy, YO = 0.
On pourra écrire (42) commodément en posant:
P—Y%=p P—r2=Pp
et s— 7y, =gq; il vient:
9=p’ 1
iz (1 +r2+9)!

o 0 p' < p.

(44) e it [ Y5 (HY)rtte]

UII N

Do YD =0

Ulg -l v+ g t+p'—q

"UII
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Ce systéme se déduit de (4-20) en remplagant y; par y; + ¥,
et A’ par %'

On pourra donc lui appliquer les mémes calculs et ainsi de
suite jusqu’a ce que I'on rencontre un corang nul.

g) Regardons ce qu’on obtient lorsqu’on arrive a ce corang
nul. Pour simplifier les notations, nous supposerons que c’est
ks qui est nul.

L’équation (43) devient simplement :

(45) Bl Do oy Y? = 0.

llg. - - "7.4"'7-,

De facon générale, en appliquant les calculs précédents,
le systéme (44) se résout pour les inconnues

b
OXH'X:( H '))(_H'Xs . le"*"/J . Y 2
et équivaut a:

; D
le"l‘X:(H’)XH",{! . er"X,sYt"'l?'

— ——;=1=)' (Xl + X_Z) ! Lot Aats(H Y kate
E‘;(xl—l-xz—l-s)!'b ()

ou 0 p'<p, la somme précédée d’une astérisque étant
nulle pour p’ = 0.

On peut encore I’écrire sous forme plus explicite :

D
. b’X,H‘l:"‘SYt"‘I—_’ ]

. . 5
(46) ll'li’ R S bi‘i,. X 'il,+l,Y‘+l_-"
8=§’ 1 A N 5
= —_*2 . ohie- 'il'*l'ﬂ( HI)XH-L’ . bini¢~ . .i;(nl,ﬂYl‘l'I:"—:‘

S+ oA+ 98!
ot 0P <P

5. Résumé.

Nous donnerons ici un résumé des résultats obtenus au § 4;
pour simplifier les notations, nous le donnerons dans le cas
ks = 0.

Les résultats proviennent des formules (4-14), (4-40) et
(4-46). On a obtenu la proposition suivante :

Quelque soit p > 0, le systéme (3-3) est équivalent au systéme
formé par:
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{o
Il oL Do 0y ill+l’Y§+q—X4—[¢
" _ _s=q—§4— e 1
S atrets)!
(e YR

20
(2) .
Bl Ty, g Yoy,

S SE A SR [Bi%: - B—)CD )k (H’)X~]
s=0 (Xl + 8) ! 12.. ks

12. . . ks

Oy iy, “Yt+r—y —
s=r—Y%, 1 . , é
—_— bhlz ll +J(H )Xi H—r—){_,—s*

N ‘§1 (Xl + 8) ! ZUSERLA

30 ‘
s=un 1 Alz (D—l) C(D-i-l) ' —
(3) Yt+u - E bm’ < 12. ..k, “k‘ bi,i,. . .i,Ytl—)bu--:

=os! 12. -k,

ou ¢, r, u, prennent toutes les valeurs: 0 < gq, r, u<p, en
convenant qu'une somme X ou 'indice supérieur est inférieur
a l'indice inférieur est nulle et en remarquant une nouvelle
fois que Y? est nul si l <.

6. Intégration du systéme différentiel. Interprétation.

a) Considérons d’abord les équations qui ne comportent
comme inconnues que les Y, soit:

Bl Do vy, g Y2 =0
e L Doy, g YE
...(D-—1)6(=D+1)...k, =
W B ity Y =0
12..
12...(D—1)&(P+1) ...k, _
Y;ﬁ AR o yEn Y ky Y:) =0

Par un changement de coordonnées linéaires dans P, on
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peut prendre pour équations de la bicaractéristique déja
définie, les équations:

20 = 0, 2=0,...,22=0;

at variera seul sur la bicaractéristique.

Le systéme (6-1) est donc simplement un systéme d’équa-
tions différentielles pour I'indéterminée 2z, que I’on peut écrire,
en posant:

011...1 = dyxs
- X fois
dn Yo = 0 .
a B1z...(i'3—1)(_:(ﬁ+1)...k,

O(I)XA [ — e ......... O(I)X‘Yt — 0
(2) Bk
12 (D—1)&(D+1) -
[ WY - ‘Y: =0
12. . . ky

Rappelons maintenant la forme de la matrice (n}) équi-
valente & (P3) et dont les éléments de la diagonale principale
sont les puissances de H' qui déterminent les facteurs inva-
riants. On avait trouvé (§ 1e):

ke, (ky — ky)  (m—Fky) 7]
colonnes  colonnes  colonnes
k, lignes g(H’)X'ﬂ*S% 0 : )
(vh) = :
(k;— k) lignes 3 0 (H")meg o
(m—hy)lignes § 0O 0 s

L’ordre des équations différentielles du systéme (2) et le
nombre d’équations de chaque ordre sont donc reliés simple-
ment aux facteurs invariants.

Nous énoncerons le résultat correspondant dans le cas
général (k; quelconque).

Prorosition. — Les Y} satisfont a un systéme d’équations
différentielles linéaires a coefficients constants sans second membre,
o la variable repére un point de la bicaractéristique.

14
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Convenons d’ordonner ces équations en appelant d’indice 0
celles qui se réduisent & des équations algébriques, d’indice 1
celles de plus bas ordre, d’indice 2 celles d’ordre immédiate-
ment supérieur et ainsi de suite. Convenons d’ordonner les
sous-matrices de (w) non nulles en appelant sous-matrice

d’indice O la sous-matrice formée des Sé, d’indice 1 la sous-
matrice forméeAdes (H')X’.%, d’indice 2 la sous-matrice formée
des (H')X‘ﬂ’.a%, et ainsi de suite.

Le systéme différentiel est composé de la fagon suivante:

a) Le nombre total d’équations ou d’inconnues est m. Le
nombre d’équations d’indice ¢ est égal a I'ordre de la sous-
matrice d’indice .

b) L’ordre des équations d’indice i, (: > 0) est égal a la
puissance de H’ qui affecte chaque élément non nul de la sous-
matrice d’indice .

b) Le systéme (6-2) s’intégre facilement. On obtient pour
les Y? des polynémes en z' dont les coefficients sont des
combinaisons linéaires déterminées de séries formelles arbi-
traires en 2%, ... 2"

Supposons a nouveau pour simplifier les notations k3 = 0,
(kg = ki), on a, en fait:

(4)
YD - Y,o + -+ Yt[,;—l( )t o Y?,X,+X,—1(x1)7—‘+x’_1
'_'Y¢0+ +_th, ( )'_1
+ < %) [Y, (@) Y‘x.+,(.—1($l)x'+/"—l]

vt — (A2) [Y5, 4 ... + YP, i(at) /«-‘]
f's
+ [(Aﬁ) + (Aé)( )] [Yt,{, Mg e 4 le,+y,—1( I)XH—X’_I]
ou les Y}, sont des séries formelles arbitraires en 22, ... z"

et ou les (A) et (B) s’expriment facilement en fonction des
coefficients constants connus.
Plus précisément, les Y}, arbitraires sont: I) les y; + %a

premiers coefficients du polynéme Y, en 2! ordonné selon les
puissances croissantes. II) les y; premiers coefficients du

polynéme Y{ en 2! ordonné selon les puissances croissantes.
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Le systéme des équations aux Y3,, est aussi un systéme
d’équations différentielles en 2! dont les premiers membres
sont les mémes que ceux de (6-1), aprés avoir remplacé Y?
par Yi,,; les seconds membres ne sont plus nuls mais sont des
combinaisons linéaires différentielles des Y?. On trouve en fait
le systéme:

(5)

lidli! “ e lill‘*l’bi‘,", "ilﬁ-t Y‘+1
1 ., , =
_(71 _I_ 72 + 1) !bm’ lli*"(!""(H )XH-K bul; i1,+1,+¢ ?
lis A ’but ?+1
(=D )C(ﬁ+1)
B B kg ltm . l " bl.tz Yt+1
2. ~k,
_ 1 iyis. .0y Bm'f.'.(.ﬁ—.l)é(.ﬁ.f.l.)f"k’ e 5
T+l Z’”"'i““[ n ﬁg.f.k, = ()2 0y, iy Y
1 ; , s
— m bi’ 2. . .il{+l(H )Xl . bi,i,. . ‘ilﬁ-lY?
Au...(ﬁ—1)é(ﬁ+1)...k, _ ' A12"'(ﬁ“1)é(ﬁ+l)---k. ~
1 th_._l___ 12, Ez. ....... kYD — i Dz Agﬁ, ,,,,,,, & )5, YP.

On remplace les Y? a4 l'aide du systéme (4) et on intégre
sans difficulté le systéme (), en utilisant par exemple la
forme de Lagrange de la formule de Taylor. On obtient pour
les Y?,; des polyndmes en 2! dont les coefficients sont des
combinaisons linéaires différentielles déterminées de séries
formelles arbitraires de 22, ... 2"

Plus précisément, ces séries formelles arbitraires sont:
10 les Y¢, déja indiquées ci-dessus. 20 des séries en a2, ... 2"
notées Yi,1, qui représentent: I) les y; - y. premiers coef-
ficients du polyndéme Y7,; en 2! ordonné selon les puissances
croissantes.

A
IT) Les y, premiers coefficients du polyndme Y%,; en z*
ordonné selon les puissances croissantes.
On détermine ainsi de suite tous les Y5. Pour les obtenir,
il faut et il suffit donc que I'on connaisse : I) les y; + y, premiers

coefficients de chaque polynéme Y, ordonné en 2! selon les
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puissances croissantes. II) Les y; premiers coefficients de

chaque polynéme YS ordonné en 2! selon les puissances
croissantes. \

Autrement dit, il faut et il suffit, les inconnues y® étant
ordonnées cette fois en 2! que ’on connaisse. I) Les (y; + y2)
premiéres séries formelles en 2% a2, ... 2" formant les (71 + ¥2)

premlers coefficients du « developpement » en 2t de y°. II) Les
Y1 premiéres séries formelles en 2°, 22, ... 2" formant les Y1

premiers coefficients du développement en 2! de y°, toutes
ces données étant supposées compatibles avec les données
de Cauchy sur P.

De fag,on générale, une fois les déterminants tels que
AL k,,B "'k, . .. choisis, on fait une partition dans 'ensemble
des inconnues; on a(I 4 1) sous-ensembles qu on peut
ordonner; le premier cbntlent m — k; éléments, soit avec le

choix précédent les y * le second k; — k, éléments, soit les
¥, ... le (j 4 1)pme contient k; —k;,, éléments, soit les
yjharres, 1 chapeau’ <yB tels que kj—l—l < B < k})’ cee le (I _|_ 1)iému

contient ky éléments, soit les y* "™, Il faut donc et il suffit
que I'on connaisse les y; premiers coeflicients des dévelop-

pements en 2! des incqnnues y°, les yy + % premiers coeffi-

cients des développements en 2! des inconnues y°, ..., les
Y1 + 32 + -+ + 7, premiers coeflicients des développements
en 2 des inconnues y/ " Lot Cles yy A Y 4 o0 4
premiers coefficients des développements en z' des inconnues
y* P Ces coefficients arbitraires sont v séries formelles
en 2% 2%, ... 2", que nous appellerons, par exemple, pseudo-
données de Cauchy sur/le plan Q: a* = 0, pour les distinguer
des données de Cauchy habituelles.

On remarque que ces pseudo-données de Cauchy ne sont
pas déterminées de fagon unique: il y a autant de choix
possibles que de choix possibles de systémes de déterminants
tels que AL %, Bl etc.; on rappelle cependant que les
nombres kj— fI et lps nombres Y1 —|— Y2 + -+ - y; sont

déterminés de facon unique pour tout j.

Tout se passe comme pour les équations linéaires ordinaires,
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ou le choix des inconnues non principales n’est pas unique,
mais ou le rang est unique.

Lorsque le systéme (3-1) admet des seconds membres séries
formelles et que les données de Cauchy sur P ne sont plus nulles
mais sont des séries formelles quelconques de z', 2%, ... 2",
la détermination des y® se fait aussi bien: on a des équations
différentielles en Y3 qui ont les mémes premiers membres
que les précédentes mais qui possédent un second membre
déterminé en fonction de ces nouvelles données; li faut toutefois
que les données de Cauchy et les seconds membres vérifient v
« équations aux conditions initiales » que nous préciserons
au chapitre II § 3 et que les pseudo-données de Cauchy soient
encore compatibles avec les données de Cauchy, (nous revien-
drons aussi sur ce point au chapitre II § 6 a)).

Nous énoncerons pour conclure le théoréme suivant:

TaEtorEME. — Soit le systéme d coefficients constants
I - PN N B __ LA
PB‘a’ ¢ 'bd.,d.,. . .agy - g .

Soit P un hyperplan caractéristique non singulier et Q un
hyperplan quelconque coupant la bicaractéristique de P.

Il existe une solution séries formelles du systéme et une seule
correspondant aux données suivantes:

10 sur P, mt séries formelles, données de Cauchy, supposées
satisfaisant a un systéme de v équations aux dérivées partielles
exprimant leur compatibilité (v < mt).

20 sur Q, v séries formelles, pseudo-données de Cauchy, ces
données étant supposées compatibles avec les données de Cauchy.

7. Propagation des discontinuités.

Les calculs précédents peuvent recevoir une autre inter-
prétation en imaginant, grosso-modo, que les coeflicients Y%
représentent les discontinuités des dérivées d’une solution
non nulle d’un coété du plan caractéristique et nulle (dans le
cas d’équations homogénes), de l'autre.

C’est cette interprétation que nous allons maintenant donner
de fagon plus précise.
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a) Nous donnerons d’abord des définitions relatives aux
discontinuités des dérivées d’une fonction.

On notera ¢ un espace ponctuel affine & (n 4+ 1) dimensions
sur les corps des réels. Un point z de ¢ a pour coordonnées
dans un repére les nombres 2°; On désignera par P I’hyperplan
d’équation l,2* = h (I, non tous nuls). Une (n 4 1) — forme
quelconque fixe non nulle v nous servira d’élément de volume
de ¢; elle induit sur P une n-forme élément de volume et une
seule o telle que n =1 A .

Soit y une fonction a valeurs réelles sur . On suppose que y
est de classe C,_; dans e (¢t donné > 1) et de classe C, dans
le complémentaire de P, (' > t).

On fera de plus les hypothéses suivantes. Effectuons un
changement de coordonnées tel que P ait pour équation
2" = 0; nous supposerons que les dérivées transversales

usuelles [dgg...0y (' == ¢ > 1), ont toutes des limites quand 2°
g indices

tend vers 0 de chaque c6té de P et en chaque point de P et
que ces dérivées sont des fonctions localement sommables. Les
discontinuités [d. oy], (t << g <<t') (différence des limites du

q indices
coté 2° > 0 et de I'autre c6té) sont alors des fonctions locale-
ment sommables sur P et définissent des distributions sur P
(on utilise [5], [6]).

Ceci étant, nous définirons sur P des tenseurs-distributions
symétriques notés [d,,..a,y] par leurs composantes dans le
repére précédent.

[300...0y] sera la distribution discontinuité déja introduite
et déja notée de cette fagon. Par définition, on posera:

[bi.i,...i,oo...oy] = bi,i,...i,[boo...oy]a
qmces g—rindices
Les dérivées sur P étant prises au sens des distributions.
Regardons ainsi 'expression de [944,..4y]. Dans un repére
ou P a pour équation 2° = 0, en posant Y, = [dy...0y], On
aura : tTadices

(1) [bd.a,...a.ty] == Y[-la’lag PP ldt'

Cette égalité est donc valable en tout repére et Y, est un
scalaire a4 support dans P.

\

Ainsi & chaque dérivée usuelle d;,4,...4, définie sauf sur I'en-
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semble de mesure nulle P, on fera correspondre un tenseur-
distribution & support dans P, symétrique, [94q, ... ay]. On
conviendra de plus que cette correspondance soit linéaire :

[)\bala-: e aqy + P’bﬁaps BQ'Z] = x[baqa: e qu] + l“'[b@ﬁg B'I'Z]'

Dans le cas ou toutes les dérivées ont des limites sur P, les
tenseurs [ | introduits coincident avec les discontinuités
usuelles et ont les propriétés classiques données par
Hadamard [7] et Schwartz [5], [6].

b) Soit maintenant F’ un espace vectoriel sur R de dimen-
sion m. Une distribution vectorielle, [5], [8], sur ¢ & valeurs
dans F’ sera notée y; elle admet pour composantes des scalaires
distributions qu’on notera y®. Soit d’autre part, un tenseur
symétrique en a élément du produit tensoriel :

(E®)e®F®F*
(E désigne I’espace vectoriel associé a e).
Ce tenseur a pour composantes les nombres :

P%ia, e GBA

Nous étudierons le systéme différentiel aux inconnues y®.
e apA B __
(2) P @8 dg, ... ay” = 0.

ou les dérivées sont prises au sens des distributions.

¢) Supposons maintenant que les y® sont définies par des
fonctions de classe C,_; dans ¢, de classe C, dans le complé-
mentaire de P, dans les conditions du a) de ce paragraphe.
Dans ces conditions, on aura :

ba,az, a,yB = {ba,a, atyB}’

ol {44, ..y"} est la distribution définie par la dérivée usuelle
qui existe presque partout. Par suite, le systéme (2) s’écrira
aussi bien:

P%‘“’"'“"A{ba.a,...a,ny = 0.

Il en résulte que dans le complémentaire de P, I’expression
Poye-- @A 3, ... ay®, OU on dérive au sens usuel, sera nulle;
ainsi par conséquent que toutes ses dérivées usuelles (3).

(2) On supposera jusqu’au g) que ¢’ est infini; au g) on indiquera I'influence du
choix de ¢".
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On aura donc, d’aprés le a), quels que soient 3,, B,, ... f,:
(3) Pges @A [dge,. . Boan...ay”] = 0.

Cette égalité nous donnera toutes les conditions sur les dis-
continuités qu’on peut obtenir en dérivant (7-2).

Les calculs précédents sont invariants dans e. Faisons un
changement de coordonnées tel que P ait pour équation:
2° = 0 et posons:

[bwy] =Y,
¢ indices
Reprenons la formule (3) et explicitons-la. On a d’abord :
(4) PY---0AYP = 0.

Avec un seul indice § qu’on prendra nul, car sinon on ne
ferait que dériver ’équation (4), on a:

P;,a, atgA_ [b‘)a‘a,, d.tyB] = 0'
Soit :

(5) Pgo -+ OAYR,, 4 CIPi 0 Y} — .
Avec p indices § nuls, on a:

A Bl
Pglﬁg at A [600 co 000 . agy ] - 0'

P

p indices

Soit :
g=t

(6) S . P - Oids g A
g9=0

7 t+p—q O
Les Y7 satisfont donc au systéme (3) du § 3 et ce systéme

représente toutes les conditions auxquelles sont assujetties
les discontinuités.

d) Si P n’est pas un hyperplan caractéristique (%), on vérifie
facilement que toutes les distributions Y, sont nulles ce
qui est naturel.

On supposera donc désormais P caractéristique non singulier.

(3) On dira que P est caractéristique si le plan l,z* = 0 de I'espace vectoriel
E associé 4 ¢ est caractéristique; on dira que P est caractéristique non singulier
si ce plan est caractéristique non singulier.

On appellera bicaractéristiques du plan P les droites de direction T du plan
P; en chaque point z de P, P est tangent le long de la bicaractéristique issue
de ce point au cdne de sommet z et d’équation tangentielle H’ = 0.
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Les calculs du § 4 sont encore valables et on obtient finalement
les formules du § 5 pour les discontinuités.

e) En ce qui concerne les premiéres discontinuités Y?, on
a ainsi les formules (6-1) 6-2); on remarque que, comme
I = 0, les formules (6-1) sont invariantes dans les changements
de coordonnées affines de e. En intégrant, cf. [5], on obtient
les formules (6-4) ol les Y7, sont maintenant des distributions
indépendantes de 2! définies par des fonctions localement
sommables arbitraires de 22, ... 2"

Le support de —Y), est le produit ordinaire de la réunion des
supports des Y7, par une bicaractéristique. Autrement dit
interprétons les Y7, arbitraires comme des conditions initiales
dans le plan 2° = 2! = 0 et les bicaractéristiques comme des

rayons, le support de Y peut alors &tre interprété comme un
« pinceau » de rayons ayant pour base dans le plan 28 =0
le support des conditions initiales et la propagation des Y,
ne dépend que de ces conditions initiales.

Supposons maintenant que la convergence des y® et de leurs
dérivées sur P soit uniforme, les Y7 sont alors simplement
dérivables usuellemenr en 2. Les conditions initiales sont les
valeurs, sur 2! = 2° = 0, des (y; + 32 — 1) premiéres dérivées
des Y® et des YP eux-memes et des (y; — 1) premiéres dérivées

des Y? et des Yt eux-mémes par rapport a 2%, (st ks =0).
En particulier, si ces données sont nulles en un point du
plan 2t = 2° = 0, Y? est nul sur tout le rayon issu de ce point.
Dans le cas ou k, = 0, y; = 1, k; quelconque, on remarque
que le systéme (6-1) se réduit a un systéme d’équations du
1er ordre et d’équations algébriques.

1%, YP? = 0,
& AR -8B+ ko
t te
AL

On l’intégre aussi bien et on voit que Y, conserve sur tout
le rayon sa valeur initiale; on pourra dire dans ce cas que la
propagation est simple. C’est le cas qui correspond aux cas
étudiés pour les systémes d’équations aux dérivées partielles
a coefficients variables par Hadamard [7].

On aura de méme pour les Y7, et les discontinuités précé-
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dentes des polyndémes en 2! dont les coefficients seront des
combinaisons linéaires déterminées de fonctions localement
sommables arbitraires de 22, ... 2" et de leurs dérivées au sens
des distributions.

Interprétant encore ces fonctions arbitraires et leurs dérivées
comme des conditions initiales dans le plan 2! = 2° = 0, on
voit que la réunion des supports des Y%, et des discontinuités
antérieures est un cylindre, « pinceau », ayant pour base dans
le plan 2! = 2° = 0 la réunion des supports des conditions
initiales et pour génératrices, « rayons », les bicaractéristiques.
C’est vrai évidemment en particulier si la réunion des supports
est compacte dans 2! = 2° = 0. On voit aussi que la propa-
gation des discontinuités ne dépend que des conditions ini-
tiales.

g) Indiquons briévement ce qui se passe si ¢’ est fini. Si
on suppose t' =1t -4 I+ y; + 35, en formant les équations
du § 5 jusqu’a p =1+ y; + . on peut déterminer comme
précédemment toutes les discontinuités jusqu’aux Y%,, en
fonction de conditions initiales.

Toutes les équations du § 5 ne sont pas utilisées mais celles
qui restent donnent des conditions sur les discontinuités
d’ordre supérieur et ne suffisent pas d’ailleurs a les déterminer.
Si on suppose t' <t -+ I 4 %1 + 2 les équations du § 5 que
Pon peut former ne suffisent pas & déterminerles Y%, en fonc-
tion de conditions initiales analogues a celles du cas de t' = 0
elles donnent seulement des conditions plus faibles reliant entre
elles les discontinuités possibles.

h) Les résultats de ce paragraphe restent valables si I'on
remplace le systéme (7-2) par un systéme non homogeéne ayant
les mémes premiers membres et des seconds membres qui
soient des fonctions de classe C,.

Si on suppose seulement que ces seconds membres sont des

i=I
fonctions de classe supérieure ou égale & Y v;, le systéme (6-1)
reste valable. i=1

Si les seconds membres ont des dérivées non continues a
la traversée de P dans des conditions analogues a celles du a),
les équations de propagation (6-1) sont remplacées par des
équations non homogeénes ayant les mémes premiers membres
que (6-1) et des seconds membres connus.



CHAPITRE 11

SOLUTIONS ANALYTIQUES,
AU VOISINAGE D’UN HYPERPLAN CARACTERISTIQUE,
DES SYSTEMES D’EQUATIONS
DONT LES POLYNOMES DE DERIVATION
SONT HOMOGENES ET DE MEMES DEGRES

1. Transformation du systéme différentiel.

a) On considére le systéme:
(1) . P%‘a"”ahAba,a,...a.gyB J— gA'

Au § 1-2-3 de ce chapitre, I'inconnue est une fonction
vectorielle y & valeurs dans F’, définie sur l’espace e, contind-

ment différentiable de classe C,, ( >t+ Z x,), g est une

i=1
fonction vectorielle donnée de classe C,, <t”> > L) (Les

considérations de ces trois paragraphes étant essentiellement
algébriques, on aurait d’ailleurs des résultats analogues en
prenant des distributions.)

On utilisera les notations et les définitions du chapitre I.
On supposera, pour H’, que k5 = 0, ce qui simplifiera les
notations et ne changera pas le caractére des raisonnements
et des résultats.

On choisira des coordonnées de ¢ ou le plan P caractéristique
envisagé a pour équation 2° = 0 et ou les bicaractéristiques
correspondent a z! seul variable; on appellera encore Q le
plan 2! = 0.

On appellera données de Cauchy sur P un ensemble de
fonctions définissant les y® et leurs (t— 1) premiéres dérivées
transversales au plan P sur le plan P. On appellera pseudo-
données de Cauchy sur Q un ensemble de fonctions définissant

les y et leurs dérivées en 2 d’ordre inférieur ou égal 4 3, — 1
et les y et leurs dérivées en 2! d’ordre inférieur ou égal a

Y1 + %2 — 1 sur le plan Q (cf. chapitre I, § 6 b)).
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Enfin on posera dans le cours de ce chapitre :

%0...0 11...1= z’(0)47(1)1-
(AL
q indices j indices

b) On remplacera le systéme (1) par un systéme équivalent
obtenu par des dérivations en 2°, avec des conditions initiales
sur P, et par des combinaisons linéaires des équations.

Pour cela, on remarquera essentiellement que les calculs
conduisant a relier les dqyy® et leurs dérivées par rapport aux
Z, (g > t), aux dquy® et leurs dérivées par rapport aux ',
(0 < ¢ <t), (c’est-a-dire aux expressions qui se réduiront
aux données de Cauchy sur P), sont identiques aux calculs
du chapitre I, §§ 7 et 4, qui conduisent & chercher les relations
entre les Y7; les résultats relatifs aux discontinuités se tra-
duisent par des résultats relatifs aux dérivées dquy® en
remplagant les égalités par des congruences modulo les expres-
sions se réduisant aux données de Cauchy sur P et les fonc-
tions données des seconds membres.

On utilisera donc les calculs du chapitre I, §§ 7 et 4; on modi-
fiera toutefois 'ordre des opérations, en ce sens qu’ici nous
dériverons par rapport a x° les équations résolues par rapport
aux inconnues principales et les conditions de compatibilité,
alors qu’au chapitre 1, §§ 7 et 4, on dérivait successivement
le systéme non résolu en écrivant chaque fois les formules
de résolution et les conditions de compatibilité; I'inter-
version de l'ordre des opérations est sans importance,
les coefficients étant constants.

Indiquons de fagon plus précise, la suite des calculs, en
donnant la correspondance avec ceux du chapitre I.

Le systéme (1) s’écrit :

(2) PP-Ry® + GPFs R, . 0y —g* = 0.

Il équivaut au systéme:

2 by
(3) b(o)ly —_— 1 A]_z ._k‘ . b(o)'y
12. .
.k, C
12 k,A [CIP'“* @A Ey

A
12 1%y al—-ly j — 8 ]
(4) Am' - (A_I)F(A.H) o [Pta. ac_a.Fbm °‘HyB _ gF] =T*—0.
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L’équation (2) correspond a léquation (7-4) du chapitre I
et I’équation (3) a I'équation (I-4-1).
L’équation (4) est équivalente aux équations :

(5)  (0@yT? sur P) = 0, avec 0<p<ya
(6) douT* = 0,
puisque les T sont suffisamment continiiment différentiables.

On remplacera dans (5) et (6) les dguyC, (¢ > t), en fonction
des dgey® & l'aide de (3) et des formules dérivées en 2°. Les
calculs sont ceux du chapitre I, § 4. D’aprés le chapitre I,
§ 4d), les équations (5) sont des relations entre les données
de Cauchy sur P et I’équation (6) s’écrira:

-ﬂDED.b(l)li(o)tyﬁ ~ 0.
Le systéme (3) et (4) équivaut donc au systéme:

(D—1) C(D+1) ~a

(3) dayy® ~ . Al . doy®.
12...

(7) ) Systéme aux données de Cauchy sur P.

3) Jog - daysony” ~ 0.

L’équation (8) équivaut au systéme :

a BB (B—1)EB+1)..

(9) | daayuoyy® ~ T — b(1)‘*(0)‘3/
12.. .k
10 k, conditions de compatibilité du systéme (8) notées
L P y
T* = 0.

On remplacera (10) par le systéme équivalent, obtenu en
dérivant X, fois:

(11) (b((,)p'T'i sur P) =0, avec 0 p' <.

(12) 2, I = 0.

On remplace dans (11) et (12) les dérivées en 2° d’ordre

superleur atde y et de y en fonction des dérivées des yTj
a l'aide de (9) et de (3) et des formules dérivées en z°. Ce sont
les calculs du chapitre I, § 4e). D’aprés le chapitre I, §4 f),
les équations (11) seront des relations entre les données de
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Cauchy sur P et I’équation (12) s’écrira:

(13)

i 5
%ﬁ . 0(1)7.4 i)Yy  ~ O.

Le systéme (1) équivaut donc au systéme:

(15)

¢ A}%""B—l)e(‘_’*‘)“";* 5
dory’ ~ P e oy
12..k,

Systéeme aux données de Cauchy sur P.

C 12 ke ;
dayory ~ B2k - Y)Y

a Bl2--'(l=)—1)é'(f+1)...k,

b

12.. .k,

Systéme aux données de Cauchy obtenu a partir

de (11)

dyisoyy” ~ 0, (puisque &y = 0).

On précisera les résultats en remarquant que I'ordre total
des dérivations est le méme dans les deux membres de chaque
égalité et que toutes les expressions écrites sont linéaires et
a coefficients constants par rapport aux dérivées.

Le systéme (1) équivaut donc au systéme (16):

(16) |

(

. {g...(ﬁ—l)é(ﬁd—l)...ﬁ, _
..................... 4 D
ooy~ — T OY
= Qb y" + g

A 12...(D-1)C(B+1)...k b
B12 ..................... ke b(l)h(o)tyﬁ

A A
— (%1% - Cf—gigitsso o it tsC . . B 'C
- QB bdcde- v Qpgititer it Y + g
, D
“+
Ot + )Y ~
J— Aylls. . Opait. . ity +72: D s . B 'D
- QB ! . b“ﬂp e Opgige - -tt+z,+z,y —I— g

oules Q sont des coefficients constants connus et
les g’ des fonctions connues.

Systéeme d’équations aux dérivées partielles
linéaires et a coefficients constants ayant pour

II1{inconnues les données de Cauchy, qui sont des

fonctions des z' seuls, devant étre donc vérifié
sur P.

Le systéme (16-1) correspond au systéme (6-2) du chapitre I.
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2. Changement de fonctions inconnues et forme « canonique »
du systéme relative & un hyperplan caractéristique.

Nous allons remplacer le vecteur inconnu y de I’espace F’

par un vecteur ¥ du méme espace déduit de y par un auto-
morphisme.

On définira les composantes de u dans la base f3 de F’ par
les formules :

uf — Pq})}f...o,ﬁyn
(1) ut = Jl(i% p
ub = y".

L’examen de la matrice de ’application y — u nous montre
facilement que son déterminant est égal a:

12...k 12.. .k
A12...k:-B12...k: # O-

Par suite, cette application est bien un automorphisme.

Nous allons d’ailleurs le vérifier autrement car nous aurons
besoin de construire la matrice inverse.

Les formules (1) s’écrivent aussi:

>

00
u' = Py

...o,ﬁyﬁ ‘J‘ P%o...o,iyc
ut = gy + gy’

=]

u = yD.
Am...k‘g
i ltiphi 1 ! 12.. kA
Soit, en multipliant et sommant la premiére par _X‘”T":
12...kC 12k
N
: 12...kA |,
et la deuxiéme par Bk
12.. .k,
A p_ ARENEE) 5
el )
12.. .k, u = 12. ..k, Y +y .
12. ..k 12. . . ky
e A=
(2) gk:i 2 B}%"'(D-l)c(“—’““l)-“ﬁl _ 4
ol u —_— e A8 ly + y .
12.. . ks B12..,k,
12. ..k, 12.. .k

b D
u=y.
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I suffit de remplacer y° par u” dans la 2¢ équation et ensuite

y® en fonction de u* et u® pour avoir les éléments de la matrice
inverse.

En fait, nous allons utiliser les formules (2) sous la forme
ci-dessus pour transformer le systéme (1-16). On remplace
les y en fonction des u et on obtient le systéme équivalent:

& idy. .. a0 B nC
f Oy~ = RB’ =0 i, o U -+ 14
_ o
b(l)u(o):u
A A
— R8s . Git. . .igey,,C L B nG
= Ry ot b o g
D
(3) b(l)'l.ﬂl:(o)lu
— [ TN TEN TN TH0 ) ,ﬁ X . B nD
— RBI 1 1+l .bal,_,at_',t,,,,“h*l’u —I— g

ou les R sont des coefficients constants connus et
les g” des fonctions connues.

Systéme du méme type que (1-16-1I) ayant pour'
I3 . . :
\ inconnues des fonctions de z* seul.

Le systéeme (2-3) est une forme remarquable du systéme
initial adaptée a I’étude de ce systéme relative & un plan
caractéristique P et aux bicaractéristiques de ce plan.

L’unicité des facteurs invariants (cf. chap. I, § 1) nous
montre que cette forme canonique (2-3-1) est unique.

3. Remarque sur le systéme de conditions sur les données de Cauchy.

Cherchons le nombre d’équations du systéme (1-16-II) ou
du systéme (2-3-1I). Pour cela, il suffit de considérer (1-5)
et (1-11). On voit qu’il y en a:

kyya + kaye = v.
Le nombre de fonctions inconnues, données de Cauchy, est
égal & mt, c’est-a-dire au degré du polyndme.

Or, on a de fagon évidente :

y << mt.

Le systéme de conditions sur les données de Cauchy a donc
au moins autant d’inconnues que d’équations.
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4. Solutions analytiques au voisinage de D’intersection
d’un hyperplan caractéristique et d’un hyperplan
coupant les bicaractéristiques.

a) On supposera désormais que les fonctions g* des seconds
membres de (II-1-1) sont analytiques dans un voisinage de
I’ « aréte », (plan intersection de P et de Q).

Dans ces conditions, on se propose de démontrer le théoréme
suivant :

Il existe une solution analytique du systéme, et une seule
dans un voisinage de 'intersection de P et de Q, correspondant
aux données suivantes :

10 dans P, dans un voisinage de I’aréte, mt fonctions données
de Cauchy, supposées analytiques et satisfaisant au systéme
(1-16-11) exprimant leur compatibilité.

20 Dans Q, dans un voisinage de ’aréte, v fonctions pseudo-
données de Cauchy (*) supposées analytiques et compatibles
avec les données de Cauchy sur ’aréte.

b) En remplagant y par u, il est équivalent de démontrer
le théoréme analogue concernant le systéme (2-3). Les pseudo-

données du 2°) sont les valeurs des u® et de leurs dérivées

en 2! d’ordre inférieur & y; et les valeurs des u® et de leurs
dérivées en at d’ordre inférieur a y; + y,.

Comme nous supposons que les données de Cauchy sur P
satisfont & (2-3-1I), nous n’étudierons plus désormais que

(2-3-1).

5. Théoréme d’unicité.

Il résulte immédiatement du théoréme du chapitre I § 6 b)
exprimant I’existence et 'unicité dans les conditions du § 4 a)
d’une solution séries formelles.

Autrement dit, on a démontré, pour chaque point de I’aréte,
que s’il y a une solution analytique dans un voisinage de ce
point, il n’y en a qu'une et que son développement est celui
trouvé au chapitre I.

(4) Définition, au chapitre I, § 6 b) et au chapitre II, § 1 a).
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6. Théoréme d’existence.

a) Avant de démontrer la convergence des développements
en série trouvés au chapitre I, nous allons nous ramener par
des changements de fonctions inconnues & des données nulles
sur P et sur Q.

Plus précisément, on posera :

2t = ul — (ub), — 220

. (x())l—l

¢ [
—_ e Omri—1u
)0 (t _ 1) 1 ( (0) )0?
les quantités entre parenthéses affectées de I'indice 0 n’étant
autres que les données de Cauchy sur 2° = 0;

xo t—1

=1 (
(ah)ht

A
1 (0(1)1.4—11,&0 )1

[l

£ = ut — (ué)o — x°(boué)o b(o)c—xué)o

— (uf), ——x‘(blué)l e —

(a—1)
+ nf 4 :vl'rcf’ + .- —}—éﬁl)—k—r;)—'ﬂﬁ)z. 1
& T *
A A )1 A
+ 2° (“3 + a'ngy + - + (751%1)" “?1)“‘%)
e T P
0\{—1 A " 1) x4—1 A
+ (th:}—i)_' (“"’2))"1 + 2y 4 oo + éf—_%)' 118)“"‘(0)“‘)’

les dérivées entre parenthéses affectées de l'indice 1 de la
2¢ ligne étant données sur a* = 0 et les © étant des fonctions
de 22, ..., 2" ainsi définies :

TGy = valeur de (dgyyru®)o pour at = 0.
= valeur de (dgyryru’)! pour 2 = 0.
b b

.., lexpression de z°

par D et Y1 par y; + . dans

A b b
On posera de méme: z u

b ||

étant obtenue en remplagant

celle de zé.
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On vérifie que les z° répondent aux conditions désirées sur
les données. On est ramené & montrer la convergence des
séries du § b pour le systéme:

(1)6 Lo
I A
C 2 TR 7% »A C
dpuoya = Ryt te® 2y oo i iei ¥+ 8

Y D __ OyOla. .. Otgit . . i, +70r D B Ilﬁ
b(l)uﬂ.z(o)tz = RB‘ 2 —y +H+ie .bam'_,at_*,-‘_,,i,ﬂ‘%u —l— g’

ou les g"®(2*) sont des fonctions analytiques connues des z%,
les données étant donc nulles sur P et Q.

b) Le calcul des dérivées successives des z en un point de
laréte ne comporte que des additions, des multiplications
et des différentiations; nous emploierons la méthode des fonc-
tions majorantes. Nous démontrerons la convergence des
développements au voisinage de l'origine; on peut amener un
point quelconque a I'origine par une translation sans changer
la forme des équations (6-1).

Désignons d’abord par M un majorant de I’ensemble des
nombres suivants :

10 les valeurs absolues des coefficients R intervenant dans
les seconds membres de (6-1).

20 Les nombres K intervenant quand on remplace les
fonctions analytiques g"®(z*) par des majorantes :

_K . (K>0,0>0,0<h<1).
2 a4 2A
p

Puis, considérons le systéme :

(2) b(o)zze = M (Somme de toutes les dérivées

1
d; P
10y Ge. . - t—qz pour tout B + 1 . Exi + xot)\
P
(3) b(l)la(o)tzc == M <SOInme deS Oaca-sn-at_qi:it.u---i;+l‘2B
+ 1 Xt 4 2%\

°
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(4) b(l)z.m(o):zﬁ = M (Somme des dya,...qr i itsrer,?
4 1
1 Xt 4 2%\
P

Nous aurons démontré que le systéme (6-1) a une solution
analytique correspondant aux données choisies, (nulles), si
nous démontrons que

le systéeme (6-2) (6-3) (6-4) admet une solution
analytique au voisinage de l'origine telle que les z®

A
et leurs dérivées d’ordre inférieur a ¢, les z° et leurs

dérivées d’ordre inférieur a ¢+ y;, les z° et leurs
dérivées d’ordre inférieur a ¢ + y; + 7y, soient nulles
surl’aréte et telle que ces mémes expressions se réduisent
sur 2° =0 et sur 2t =0 a des fonctions dont les
développements aient tous leurs coefficients positifs
| ou nuls.

En effet, les données de (6-1) nulles seront majorées par les
nouvelles données correspondantes qui seront a coefficients
positifs ou nuls.

Nous chercherons donc une solution de (6-2) (6-3) (6-4)
satisfaisant a (A).
Nous la chercherons fonction des deux variables :

X=a22+ ... + 2" Y = Azt + x,.

Elle devra donc satisfaire au systéme :

b B
'—Z- = M. [P" . Somme des dérivées oz

oY oY
-+ combinaison linéaire a coeflicients positifs des
(5) dérivées t*"* des z° d’ordre inférieur a ¢ par rap-
\ 1
port a Y +—F—<- |

L X+ Y]
p

ot P”(A) est un polyndme en A sans terme constant, a coefficients
positifs.
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AL 2Yt+/ =M. [P' (Somme des dérivées —Yé_l—_)—(—>

+ combinaison linéaire & coefficients positifs des
(6) dérivées (t 4 y,)*" des z® d’ordre inférieur a t 4 v,
pour la variable Y.

b

yot
L_XF Y]
¢

ot P’(A) est un polynéme en A sans termes de degrés inférieurs
a v, + 1 et a coefficients positifs.

S
Aot E—Lﬂ'— = M| P(A)- | des ?;;?:;es ettt
Y Xt d Y Hrake

+ combinaison linéaire a coefficients positifs des
(7) dérivées (t + y3 + y2)*™* des z® d’ordre inférieur a
t + 1 + %2 pour la variable Y.

1
1 X4 Y/A
e
ou P(A) est un polynéme en A sans termes de degrés inférieurs
a 1+ %2 + 1 et & coefficients positifs (%).

On cherchera maintenant une solution telle que:

+

10 Tous les z° soient égaux entre eux, soit:
2 = i) vC, (on posera : z° = z).
20 Tous les z¢ solent égaux entre eux, soit:
& & & ’
z- =zt vC(, (on posera: z° =z )
5 _ . .
3% Tous les z~ solent égaux entre eux, soit:
2 =z, vD, (on posera:z® = z).

(5) Y n’a évidemment aucun rapport avec la notation des discontinuités du

chapitre I. La notation % est la notation usuelle de la dérivée par rapport a Y.
0
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Récrivons le systéme (6-5), (5-6), (6-7) dans ces conditions :
b,z ” b,z 2.2 32"

= MP"V)[ & ']
o= MO0 s 0% (ks — ) S+ (m— ) 25
+ combinaison linéaire a coefficients positifs des
dérivées t*m des z, z’, z” qui sont d’ordre inférieur

(8) a t par rapport a Y.

1
T X+l
\ :
L dp® d Oty 2 Oty 2
PR Y‘+74 M%P [’(‘2 Y‘+/4 kz) th_?_z

9) <—|— combinaison linéaire & coefficients positifs des
dérivées (t + y,)* des z, z’, z” d’ordre inférieur

a (t+ y;) en Y.

1
+1_X+wr
P
by, Qekxetts? Orty e
e s = 3 W[ - A + (k)
Ottty Out s
'_L_l._+(m_kl)z%]

bYH‘X_H’X:

(10) + combinaison linéaire & coefficients positifs des
dérivées (t + 1 + y2)®™ des z, z’, 2z d’ordre
inférieur a (t 4 y; + y2) en Y.

+——i——~
1 X+ YA
' P

Comme P”(A) est sans terme constant, on pourra, en prenant
A dans un certain voisinage de 0, soit A << A,, determiner A

ky) de %2 Y dans le

de fagon que le coefficient M.P”(A).(m —
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2¢ membre de (6-8) soit inférieur & 1; ceci fait on réunira les

4

th‘ dans le 1ef membre et on simplifiera par le coefficient

positif obtenu; il restera a la place de (6-8).

02" " 0z 0z
o= M0 [h gyt — k)
(11) !+ combinaison linéaire... (cf. (6-8);
+ une fonction analytique de X, Y dans un voisinage

de 0, dont le développement en X, Y a ses coef-
ficients tous positifs ou nuls},

ou Q"(A) est une fraction rationnelle en A, admettant un
développement en série entiére de A, & coefficients tous positifs
ou nuls, sans terme constant. >

Remplagons ensuite dans (6-9), ﬁx;-_;_—i; a laide de (6-11)

en utilisant cette derniére formule autant de fois qu’il sera
nécessaire pour ne plus avoir dans le 2¢ membre de (6-9)
de dérivées de z” d’ordre supérieur ou égal & ¢ par rapport 4 Y;
il vient a la place de (6-9) :

b, Oy 2

)\X’" YH'XJ [Ql Y‘+X'+ Qz( ) Y‘+X-'

+ combinaison linéaire a coeflicients positifs ou
nuls des dérivées d’ordre t + y,; de z, 7', 2" qui
sont d’ordre inférieur a t -+ y, par rapport 4 Y
pour z et z’ et qui sont d’ordre inférieur a ¢ par
rapport & Y pour z".

+ une fonction analytique de X, Y dont le dévelop-
pement a ses coefficients positifs ou nuls],

(12)

ou Q;(A) et Qy(A) sont des fractions rationnelles en A, admettant
des développements en A a coefficients positifs ou nuls sans
termes de degré inférieur a y; + 1.

On pourra donc en prenant A dans un certain voisinage
de 0, soit A < A << A, déterminer A de fagon que le coefficient

de A% % dans le second membre de (6-12), <soit M M>,
z’

soit inférieur & 1; ceci fait, on réunira les termes en A% ﬁé-l-_xi
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dans le 1°f membre et on simplifiera par le coefficient positif
obtenu; il restera a la place de (6-12):
[ g B ' Oty,2
we St = M Qo) S
+ combinaison linéaire (cf. (6-12)).

| + fonction analytique de X, Y... (cf. (6-12))]

(13)

Oty s o Qetpctts® s 1o
Enfin remplagons dans (6-10), SYeretss o gyt 2 Paide

de (6-11) et (6-13); 1l vient a la place de (6-10):
| Ahatrs OH'ZH'Z:z _ M[Q()\) bl‘l‘!a‘l'zgz

dY et T oYtk

-+ combinaison linéaire & coefficients positifs ou nuls
des dérivées d’ordre ¢t + y; + vy, de z, 7', 2" qui sont
d’ordre inférieur a ¢+ y; + y. par rapport a Y

(14) ( pour z d’ordre inférieur & t+ y, en Y pour z’,
d’ordre inférieur a4 ¢ en Y pour z".

-+ une fonction analytique de X, Y dont le dévelop-
pement a ses coefficients positifs ou nuls],

ou Q”(A) est une fraction rationnelle en A, admettant

un développement a coefficients positifs ou nuls sans

| termes de degrés inférieurs a y; + y2 + 1.

On pourra donc encore, en choisissant A dans un certain
voisinage de 0, soit: A << Ay < Ay << A, déterminer A de fagon

. o g Opps Z
que le coefficient de )\bﬁ"% dans le 2¢ membre de

(6-14) soit inférieur & 1; ceci fait, on réunira les termes en

INGrE Qyt®
oY atxe

coefficient positif obtenu; il restera a la place de (6-14):

dans le 1¢T membre et on simplifiera par le

(15) Akt %ﬁ%ﬁ% = combinaison linéaire... (cf. (6-14))

+ fonction analytique... (cf. (6-14)).

A étant fixe désormais dans les conditions indiquées et
a, b, ¢ étant des constantes numériques positives, on écrira
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(6-11), (6-13), (6-15) sous la forme:

2" b,z b,z’

oY b Y

-+ combinaison linéaire & coefficients positifs ou nuls

(16) des dérivées t*™ des z, z’, z”, d’ordre inférieur a ¢
par rapport a Y.

<+ fonction analytique de X, Y dont le développement

. a ses coefficients positifs ou nuls.

¥ty 2 — ot

DY Hra Y
-+ combinaison linéaire a coefficients positifs des
(A7) dérivées d’ordre (t+ y,) de z, z/, z° qui sont

d’ordre inférieur a (¢ + 7y,) par rapport a Y pour
z et 2z’ et qui sont d’ordre inférieur a ¢ par rapport
a Y pour z”.

-+ fonction analytique dont le développement a ses
coefficients positifs ou nuls.

Oty tys®
dY H Kt
= combinaison linéaire a coefficients positifs des
dérivées d’ordre (t + %1 + %2) de z, z', 2" qui sont
(18) d’ordre inférieur a ¢ + ot -+ y2 par rapport a Y
pour z, d’ordre ‘inférieur a (t —|— }'1) en Y pour 7,
d’ ordre inférieur a t en Y pour z”
+ fonction analytique dont le developpement a ses
\ coefficients positifs ou nuls.

Le résultat annoncé en (A) concernant le systéme (6-2)
(6-3) (6-4) sera démontré si nous montrons que

| le systéme (6- 16) (6-17) (6-18) admet une solution
analytique au v01smage de X=Y =0 telle que,
pour Y = 0, z” et ses dérivées d’ordre inférieur a ¢
(B) | °n Y, 2z’ et ses dérivées d’ordre inférieur a (¢ 4 y,)
en Y, z et ses dérivées d’ordre inférieur a (t + ¥, + Y%a)
en Y soient nulles et telle que, au voisinage de Y = 0,
ces mémes expressions aient des développements en
| X, Y a coefficients tous positifs ou nuls.
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En effet, il suffit de remplacer X, Y en fonction de 2* et de
faire
=0 et 2 =0,
ou bien
=0, ou 2t =0

pour obtenir des fonctions qu1 vérifient (A).

Nous allons reprendre un raisonnement analogue au précé-
dent. Les équations (6-16), (6-17), (6-18) permettent d’abord
d’avoir les valeurs de toutes les dérivées des z, z’, z” pour
Y = 0. On obtient ainsi, au voisinage de tout point de Y = 0,
pour z, z’, z” des développements en X, Y uniques qui vérifient
certainement (6-16), (6-17), (6-18), s’ils convergent et qui sont
a coeflicients tous positifs ou nuls vérifiant ainsi (B).

Pour montrer la convergence de ces développements dans
un voisinage de l’origine, nous emploierons & nouveau la
méthode des fonctions majorantes.

Désignons par M’ un majorant de I’ensemble des nombres
suivants :

10 Les coefficients a, b, c et les coefficients des combinaisons
linéaires intervenant dans les seconds membres de (6-16),

(6-17), (6-18).

20 Les nombresK’ intervenant quand on remplace les fonc-
tions analytiques intervenant dans les seconds membres de
(6-16), (6-17), (6-18) par des majorantes de la forme :

K
XY

P
Puis considérons le systéme :

02" ™z 4% ¥z
oY dY! " aY!

(K'>0,p">0,0<pn <),

+ Somme des dérivées d’ordre ¢t de z, z’, 2" qui sont
(19) d’ordre inférieur a t par rapport a Y.

+—t o\
1 X.iﬂ&)
p’



CARACTERISTIQUES MULTIPLES ET BICARACTERISTIQUES 291

bt+x.z, — M bl‘l‘laz
dYHr T dY 1

+ Somme des dérivées d’ordre (¢ +y,) de z, 2/, 2"
(20) d’ordre inférieur a t -4 y, par rapport a Y pour
z et z’, d’ordre inférieur a ¢ parrapport a Y pour z".

1
4+ \.
. M>
p 4

9t+71+22z . ’

dY Hutis —
(Somme des dérivées d’ordre (t 4 y, + y2) de z, 2/, 2"
qui sont d’ordre inférieur a (¢t + 7y, 4 y.) par rapport
a Y pour z, d’ordre inférieur a (t 4 ;) en Y pour
z’, d’ordre inférieur a ¢t en Y pour z".

1
3 _z_im)
Pl

Nous aurons démontré que le systéme (6-16), (6-17), (6-18)
admet une solution analytique correspondant aux conditions
(B), si nous montrons que

le systéeme (6-19), (6-20), (6-21) admet une solution
analytique au voisinage de l'origine, telle que z” et
ses dérivées d’ordre inférieur a t, z’ et ses dérivées

(C) d’ordre inférieur a (t 4 y;), z et ses dérivées d’ordre
inférieur a (¢4 y; + y2) solent nulles pour X =Y =0
et telle que ces mémes expressions se réduisent sur
Y =0 a des fonctions dont les développements aient
tous leurs coefficients positifs ou nuls.

En effet, les données de (B) seront majorées par ces nouvelles
données.

On cherchera une solution de (6-19), (6-20), (6-21) qui soit
fonction de la seule variable :

Z=Y + pX.
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Les équations (6-19), (6-20), (6-21) deviennent:

@) E =[S w3

1
+ Z]
e’

o S”(r) est un polyndéme en pm & coeflicients positifs sans
terme constant:

[ dupy 2 Oy,3 Oy B | OyB
7K T [ Zl+x4 < Z""X‘ + Z""K')
(23) Oy 2 1
+ Sz( ) OZH'X-‘ + 1 _-._Z_]’
e’

ou S;(i) est un polyndme en w a coefficients positifs sans terme
constant et Sy(i) un polyndme & coefficients positifs sans
termes de degrés inférieurs a (y; + 1);

e T Oyt p e
Z‘+X4+X= [Sl Zt+L1)4(—/e Sy ) Z¢+,@+;u
(24) ity ity 1
+ S3(P‘) * ()ZH‘XH'X’ + 1 B _Z__]'
e’

ou S;() est un polyndme en w a coefficients positifs sans
terme constant,

ol Sy(i) est un polyndéme en @ & coefficients positifs sans
terme de degrés inférieurs a (y; + 1),

ou S;() est un polyndéme en w a coeflicients positifs sans
terme de degrés inférieurs a (y; + 32 + 1).

Comme S”(@) est un polyndme sans terme constant, on pourra,
en prenant i dans un certain voisinage de 0, soit @ << g,
b‘z”
YA

dans le second membre de (6-22) soit inférieur & 1; ceci fait,

”

déterminer p de fagon que le coefficient: M’'. §"(u) de

s 0,z
on réunira les

Azt

dans le 1T membre et on simplifiera par le
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coefficient positif obtenu; il restera a la place de (6-22):
02" 03 0z "
@) E=Tw () .

ou T”(k) est une fraction rationnelle en @, admettant un
développement en . & coefficients tous positifs ou nuls et I"(Z)
une fonction analytique admettant un développement en Z

a coefficients tous positifs ou nuls
"

Remplagons ensuite dans (6-23), ,_:, a laide de (6-25);
il vient: oL
9 Kczl ’ ' 9 R b
26) L =W [Tyt - 2E 1y 222 1)),

ou T;(r) admet un développement a coefficients positifs ou
nuls, oit Ty() admet un développement a coefficients tous
positifs ou nuls sans terme constant et ou /j(z) est une fonction
analytique admettant un développement a coefficients tous
positifs ou nuls.

On pourra, en prenant v dans un certain voisinage de 0, soit
TR < o, déterminer . de fagon que le coefficient M’ Tz(}x)
de —Z{;L—/— dans le second membre de (6 26) soit inférieur a 1;

Ot
ceci fait, on réunira les termes en 7&7 dans le 1€ membre et

on simplifiera par le coeflicient positif obtenu; il restera a

la place de (6-26):

. Oty 2 ,
(27) b;zrx, = T3(p') Zt+x, + ( )

ot Tg(w) et I'(Z) admettent respectivement des développements
en (. ou en Z a coefficients tous positifs ou nuls.

Oty a2 Uyt
Y 7t e Y Ay Sa w0 &
de (6-25) et de (6-27), il vient a la place de (6-24)

Enfin, remplagons dans (6-24) a l'aide

bH‘ 2 — b Otpatxa® :
(28) OT*'LXA%‘II - 1( ) 7 HAHxe +1 ( )

ou T,(x) admet un développement a coefficients tous positifs
ou nuls sans terme constant et ou ,(Z) est une fonction ana-
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lytique admettant un développement a coefficients tous positifs
ou nuls.

On pourra encore en prenant ¢ dans un voisinage % << g < {4,
déterminer . de fagon que le coeflicient Ty(@) soit inférieur a 1

, . 0 z
et réunir les termes en —X4= dans le 16T membre; on aura :
dZ Kt

bt+xa+z«zz _ l(Z),

(29) dZ Nt T

ou l(Z) est une fonction analytique admettant un développe-
ment a coeflicients tous positifs ou nuls.
Fixant alors i dans les conditions indiquées, on pourra

écrire (6-25), (6-27) et (6-29) sous la forme:

d " d ’ 2 ”
(30) = 4 (5 T ) U
b‘+xlzl . bt+x"z ’
(31) 7. =e bZl+X, + l (Z)7
OH‘XH‘ZQZ —_
(32) dZ Ve - l(Z)’

ou d, e, f sont des constantes numériques positives ou nulles
et [, ', I” des fonctions analytiques admettant des développe-
ments a coeflicients tous positifs ou nuls.

Ces équations s’intégrent facilement. En imposant aux
premiéres dérivées de z', z’, z” d’&tre nulles & I'origine et en
remplacant Z par Y + X on obtient une solution analytique
qui répond a toutes les conditions de (C).

On a donc démontré, qu’au voisinage de chaque point de
Iintersection de P et de Q il existe une solution et une seule
répondant aux conditions du § 4. On en déduit immédiatement
Iexistence et I'unicité d’une solution au voisinage de cette
intersection dans les conditions du § 4 et le théoréme annoncé
au § 4 est démontré.

7. Construction d’une solution de classe C,_,;,
de classe C, « par morceaux ».

Considérons des données sur 2° = 0 et sur le demi-hyperplan
a2t = 0,2° > 0 correspondant au théoréme du § 4; & ces données
correspond une solution analytique unique dans un voisinage
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de 'aréte de la région 2° > 0, soit y'®. On construira de méme
une solution analytique dans un voisinage de l'aréte de la
région 2° < 0, soit y"®, correspondant aux mémes données sur
2® = 0. Désignons par y® la fonction égale & y'® pour 2° >0
et & y"® pour 2° < 0.

Cette fonction est continue ainsi que ses ({ — 1) premiéres
dérivées a la traversée de P, elle est analytique dans le complé-
mentaire de P et vérifie le systéme (1-1) dans le complémen-
taire de P (toujours dans un voisinage de 'aréte). C’est la
seule solution que l’on peut construire dans les conditions
ci-dessus.

Les discontinuités de cette solution, d’apres le chapitre 1,
ne dépendent que des discontinuités initiales sur I’aréte des
dérivées des données sur 2! = 0 et se propagent le long des
bicaractéristiques.

On remarque que la distribution définie par y vérifie le
systéme (1-1) au sens des distributions.



CHAPITRE III

SYSTEMES D’EQUATIONS DONT LES POLYNOMES
DE DERIVATION NE SONT PAS HOMOGENES

1. Matrices de polyndmes. Hyperplans caractéristiques.

a) On rappelle que ¢ est un espace ponctuel affine a (n 4 1)
dimensions, sur le corps des réels. On plongera ¢ dans I’espace
ponctuel affine & (n + 2) dimensions ¢ en identifiant ¢ avec
un hyperplan de ¢.

On notera af les coordonnées d’un point de ¢ dans un repére;
les indices grecs pointés varientde 0 an 4+ 1: 0 <p<Kn+1;
on posera souvent: n -+ 1 = L’espace ¢ sera identifié a
Phyperplan de é: 2* = 0.

b) Considérons une suite de tenseurs symétriques de e,
respectivement d’ordres ¢, t—1,¢t—2, ..., t—gq, ... 1,0,
que nous noterons :

Pa,a,. ..a.;, Pa,a,. . .ag_.,*’ Pa,a,. . .ag_,**, cen, Pa,a,. LKL K

—~
q étoiles

akk,  * kK K

. ey —~— o~y

(t—1)étoiles t étoiles

le nombre d’étoiles servant pour l'instant a distinguer ces
tenseurs. Il lui correspond un tenseur unique de ¢ symétrique :
P& & ayant pour composantes les composantes des tenseurs
précédents; ainsi:

l')a,a,...a;_q**u.* — Ptta. ..tk .k

Réciproquement a4 un tenseur symétrique d’ordre ¢t de ¢
correspond une suite de tenseurs de ¢ du type indiqué et une
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seule. Nous supprimerons donc dans la suite le point sur les
composantes d’un tenseur de ¢ du type considéré.

¢) Considérons maintenant une matrice de tenseurs symé-
triques : (Pd--24) et comme au chapitre 1, § 1-2, la matrice
de polyndomes homogeénes qui lui correspond :

(Pd‘d'"'&tl.d‘l.dg e I&,),

ou [z sont les composantes d’une forme [ de é.

Les définitions du chapitre 1, § 1, s’appliquent a cette matrice
et nous les rappellerons avec les notations de é.

H sera le déterminant de la matrice; nous supposerons que
H n’est pas identiquement nul. H' et H" satisfont & I'identité :

(1) H= H).H"

H’ est irréductible et H” non divisible par H’; v est la multi-
plicité totale de H'. On définit encore les corangs et multipli-
i=I

cités de H'; on a toujours: v= Y ky; On a a considérer les
i=1

Jbg, 5'5% ... définis par les formules:
o _ A12{D—1)}D+1)
92 JE — (1 (A+D) 12(A—1)(A+1)
( ) D ( ) (H,)X"
- _ Bl2 AB—1)(D+1)..
(3) df = (— P izl
(H')e

avec des notations évidentes dans é.

d) Considérons alors une matrice de suites de tenseurs
symétriques de ¢ du type indiqué ci-dessus:

(4) (Pga,...ag,A, Pg,a,...ag_.*,A’ e P§4**...*,A’ P;*...*,A>.

Entre parenthéses nous avons noté ’élément de la A*®™ ligne
et de la B#™ colonne.

A cette matrice correspond de fagon bijective, la matrice :
(Pm&c Gt )
et par suite la matrice:
(Pt -t Al Do 1),
15
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e) D’autre part, 3 une forme de ¢ de composantes I, =1,
et [, =0, nous associerons « canoniquement » la forme I,
de ¢ et réciproquement. Autrement dit au plan P de ¢ représenté
par I, (non nulle) correspondra le plan P de ¢ représenté par I;
telle que : [, = [, et Z* = 0.

f) Ceci fait, nous allons donner les définitions relatives a
la matrice (4). Par définition, on notera H le polyndéme a
(n + 1) variables [, tel que:

H(l,) = H(,, [,=0),  soit en abrégé H(P)= H(P).
On notera H' le polynéme défini par:
H = H(,=0); soit H(P)=H(®).
De méme:
H”" = H"(,=0); soit H"(P)= H"P)

Par définition, le nombre v défini pour H’ sera la multiplicité
totale de H' relative & la matrice (4); les corangs et multiplicités
définis pour H' seront les corangs et multiplicités de H’ relatifs
a la matrice (4).

Enfin avec des notations évidentes, on posera :

A_ X Y
A5 = Jog(l, = 0), Bs = B5(l, = 0), etc...
et ces polyndmes satisferont aux identités:

H= (Hl)yHll
- _ _ AR (B=1)(D+1). ok,

Mot = (— 1)(A+D 12...(A—1)(B+1)...0y
; (F)e

B - (B—1)({B+1).. %
12. .. (A—1)(A+1). . .k,

(H')

85 = (—1)%7

...................

g) Nous aurons besoin de I’hypothése suivante: il existe
au moins un plan caractéristique 7 relatif & H’ qui soit du type

My £ 0.

h) Dans ces conditions, les définitions données en f) entrai-
neront des propriétés pour H, H’, etc., que nous allons étudier.

P (c’est-a-dire I, = 0), non singulier et tel que:
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On voit d’abord que:
H = dét (Pge=--2Al 1, ... 1g,).

* H n’est donc autre que le déterminant des parties principales
des suites de polyndmes définies par d), en appelant partie
principale d’une telle suite le 1T terme. H n’est pas identique-
ment nul; en effet si H était identiquement nul, on aurait
soit H" =0 et par suite:

H"(t) = H"(%) = 0,

ce qui est exclu par g), soit H =0 et par suite:

’ 1’
m ==L =0,

« ol
ce qui est aussi exclu par g).

H’ ne dépend aussi que des parties principales. Démontrons
d’abord que H” n’est pas divisible par H': en effet on aurait
alors H" = H'K et par suite H”(x) = H"(%) = 0 ce qui est
exclu par g). Considérons maintenant ce qui se passerait si
H’ était décomposable en un produit de puissances de facteurs
irréductibles distincts, par exemple H' = (K')"(K”")*; on aurait
H'(r) = 0 et par suite soit K'(x) =0, soit K"(x) =0, (on
ne peut avoir K'(x) = K"(x) = 0 car cela entrainerait que
M’ . oH' |
bla (Tt) =

a

tions, par exemple s1 K’(n) 550, on aurait :

(m) = 0, ce qui est exclu par g); dans ces condi-

oH v oH L AR rpen,
ol (m) = ala()— ol (m). [K"(m)]";

cette expression est nulle, siv; == 1, cas qu’on doit donc exclure;
par suite H' = K'(K")" et H= (K')*".L ou L n’est pas divi-
sible par K’ et ou K’ est irréductible. Donec si H' est réductible,
on peut choisir un de ses facteurs irréductibles K’ par la condi-
tion K’(n) = 0 et ce facteur divise H avec la méme puissance
que H'. La multiplicité totale de H' définie en f) est donc égale
a la multiplicité totale de H' ou de K pour la matrice des parties
principales.
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On démontrera de méme que les corangs et multiplicités
de H' définis en f) sont les mémes que ceux qu’on obtiendrait
a partir de la matrice des parties principales pour H’ (ou pour
K’ s1i H' est réductible).

i) Par définition, on appellera hyperplan caractéristique

dans € un hyperplan P tel que I’hyperplan P associé soit carac-
téristique dans é. On aura donc:

Par suite pour qu’un plan soit caractéristique dans ¢, il
faut et il suffit que H(P) = 0, ou H ne dépend que des parties
principales.

Un plan caractéristique P sera dit non singulier si :

10 le plan associé P est non singulier,
& 1
20 bblljl (P) =0, [c’est-a-dire n’est pas nul pour tout «],
a
autrement dit, s’il remplit ’hypothése g).
On vérifie qu’un tel plan P est aussi non singulier pour la
matrice des parties principales.

J) En résumé, on a la proposition suivante.

Prorosition. — S’il existe au moins un plan caractéristique
relatif @ H' non singulier, on obtiendra les corangs et les multi-
plicités de H' a Uaide de la matrice des parties principales.

Y - LA
k) Enfin on posera: [* = 5 (P); ce vecteur, pour un plan
&
caractéristique non singulier, définit les bicaractéristiques de P
dans ¢, comme on ’a déja vu.
Or on a:

. OH 5 oH
v= o, F) = ol

(P)

on posera donc pour simplifier [* = [*. P étant caractéristique
non singulier, le vecteur [* de P définit la direction des bicarac-
téristiques de P; c’est encore le long d’une bicaractéristique
qu’un céne H’ est tangent a P dans e.

On remarque que les bicaractéristiques de P sont les projec-
tions sur ¢ des bicaractéristiques de P.
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2. Systémes d’équations dont les polyndomes
de dérivation sont homogénes et de mémes degrés
et systémes d’équations dont les polyndmes de dérivation
sont de degrés quelconques.

On écrira un systéme carré quelconque d’équations aux
dérivées partielles, linéaires et & coeflicients constants, d’ordre
maximum £, homogénes, dans & sous la forme:

- 7. N B
P;’a’ * ba,a,...a,y +

(1) g étoiles t 6toiles

+ CIPHos- - 2 T XA B “._‘r_P**-..‘*,A B_(
¢ . a,a,...at_qy B Yy =V.

Les y® sont, par exemple, des distributions sur .

On associera a (1) le systéme d’équations aux dérivées
partielles, linéaires et a coeflicients constants, d’ordre ¢, ne
contenant que des dérivées d’ordre t, homogéne, dans ¢, défini
par les équations :

(2) P48y 4, ay" = 0,

ou les y® sont des distributions sur &.

A chaque y® on associera la distribution y® définie par:
3) =y

On vérifie facilement la proposition suivante.

ProrositioN. — St y® est une solution de (1), y® défint par (3)
est une solution de (2); réciproquement sv y® est une solution de
(2) de la forme (3), y® est une solution de (1).

La recherche des solutions de (1) est donc équivalente a la
recherche des solutions de (2) qui sont du type (3).

3. Propagation des discontinuités.

a) Nous étudierons dans ce paragraphe les solutions de
(2-1) dont les dérivées ont des discontinuités dans les condi-
tions du chapitre 1, § 7 a). Plus précisément nous chercherons
les conditions auxquelles sont soumises les discontinuités des
dérivées de ce type.

Soit y® une telle solution, P le plan de discontinuité, YP?
les discontinuités des dérivées t*. D’apreés le § 2, a cette
solution correspond une solution du systéme (2), soit y® = ¢*y®;
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on voit facilement que y® est du type défini au chapitre 1,
§ 7 a), avec des discontinuités a travers le plan P associé 4 P,
qui vérifient :

(1) Y? = e, YR

Pour qu’il y ait effectivement des discontinuités a la tra-
versée de P, il faut donc que P soit caractéristique et par suite
que P soit caractéristique. Nous supposerons donc P carac-
téristique.

Nous supposerons de plus P caractéristique non singulier
au sens du § 1; cela entraine en particulier que P soit carac-
téristique non singulier.

Les formules (1-6-1) nous donnent les conditions auxquelles
sont soumises les Y}, dans le cas k3 = 0. Dans le cas général,
il n’y aurait pas d’autres difficultés que de notations.

jauf oretey, . . YD =
Pagls o Premadgg, gy 0 Yo =0
AT A T l&l‘bd’d,,,,dx’Y?
A3 T T o5
(2) = 12 Bu"'},:’ ks Jafda l”*bd‘d,mth,ﬁ
12.. .k,

_ A}i(ﬁ_l) &(d+1).. .Il:, .

.................. A
Au...k‘ t:
12.. .k,

Y7

Soit, en remplacant Y? a I’aide de (1) et en divisant par e,
on obtient:
i A lal”l’-baﬂg...azwng? + tee
+ Cg(,ﬁ'x.zla‘la! A l“lﬂlg—q(l*)‘Iba‘a’”
+ oo A (YD =0
Julos . l“‘*ba,a,...al,Y? + ...
+ CL Il L oo (1) Ry oy, Y + - A (P)YE
B12...(5—1)6(3+1)...k, _
= e I D, o Y

+ Cglml ... l“l«—q(l*)‘l.ba‘a,_,,%_qY,ﬁ + oo 4 ([9)eYD]

Y?

“Fg+ia—q

. L7

A12...k, Lo
12.. .k,

_ ARl

Y¢
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ol I'on a posé I* = [* et utilisé les définitions et les résultats
du § 1. Les équations (3) sont les conditions cherchées sur
les YP.
On remarque qu’elles sont invariantes dans les changements
de coordonnées affines de e.
On remarque aussi que les coefficients « non principaux »
du systéme (1-1) n’interviennent que par l'intermédiaire de
1/
=0 py,
ol
Comme nous avons supposé P non singulier, le vecteur I*
n’est pas nul; on fera comme au chapitre 1, § 6 a) un changement
de coordonnées affine tel que P ait pour équation: 20 =0
et que les bicaractéristiques de P aient des équations de la
forme :

20 =0, 2*® = constante, z® = constante, ...
x" = constante;

2 variant seul sur la bicaractéristique; de sorte qu’on aura
aussi :

Bh0; P=P=PB=..=0P=0(®.

Le systéme (3) s’écrira alors, en posant encore d;;...; = duy,
% fois
et en utilisant, en général, les notations du chapitre 1, § 6, sous

la forme:
b(l)lﬁ‘ltY? —]—- e + Cq‘+)(_,(l*)q b(l)lﬁ-h—qY? _|.. v B
__]__ (l*))(_|+)(:YP =0
b(l)lthc + N —|— Cgl(l*)qb(l)l‘_the _|_ e + (l*)XaYt&
= (B%> * [O(l)“YP + et + Cq’(l*)qb(l)ll-'qY? + o
+ (Y]
ve — (AS)Y".
Il sera commode pour intégrer ce systéme de faire le change-
ment d’inconnues défim par:

*pd
P =e"YP.

>
(%) En fait, on prendra ici | comme vecteur de base et on aura I! = 1.
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Le systéme (4) est remplacé par le systéme :
daytnls = 0
(5) dayZS — (BE JouyZ? = 0
8 — (AS)Z?
Le systéme (5) n’est autre que le systéme (1-6-2) qui a été
intégré en (1-6-4). En revenant aux Y%, on a donc les solutions :
(Y0 = e [¥ho 4 oo Yogm@t)e
+ Yo (@t ettt
Y= el o Y (et
Q + (BE) VB e+ + YBy oty
YE — e—“x’ﬁ(Aﬁ)[Y + e Y (2t
F(08)+ (30 (58] [Y?'?xxxl)x' + o
+ Yot gl

Les YPy introduits sont des distributions indépendantes de
2! définies par des fonctions localement sommables arbitraires
de 22, ... 2"

Les remarques de la fin du § 7 ¢) du chapitre 1 s’adaptent
facilement aux résultats précédents.

On pourrait de méme déterminer les discontinuités des
dérivées suivantes. Comme au chapitre 1, § 7 k) on peut adapter
les résultats précédents au cas d’un systéme non homogéne
ayant les mémes premiers membres que (2-1).

b) Nous résumerons les résultats de ce paragraphe par la
proposition suivante.

ProrositioNn. — On considére le systéme différentiel a
coefficient constant:
q étoiles
ITNATS
Lo dp A B CoapgkEL L KA B
P%.a, xt Oa,a,...a,y + + C?P%ﬂe *-a ba.,a,...a,__qy "I"

t étonles

+ P** . * A B O
On forme la matrice d’éléments :
Pice wudl,ly . Iy

= Pt an Al la, . lat + .
+ C?P%’“’ - TN LIS Ala,la, . la‘_q(l*)q 4+ o 4 P;;*,..*,A(l'*y
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et la matrice d’éléments:

Loap A
Pz adl I .. 1,

qu’on appellera matrice des parties principales.
On pose:

H = dét (Pg‘&’"'d" Al'dil.d! e idt) = (H,)VH”,

ot H' est irréductible sur R et H” non divisible par H'.

On définit H':
H(,)=H(,=1,1,=0).

On suppose qu’il existe relativement & H’ un plan caractéris-
tique non singulier (cf. § 1). On peut résumer « grosso modo »
cette condition en langage dual: elle exprime que l'intersec-
tion de I, = 0 et de H' n’est pas « singuliére sur H’ » et n’est
pas « multiple ».

H’ ne dépend que de la matrice des parties principales;
on calcule, & V'aide de cette matrice, sa multiplicité totale
et comme au chapitre 1 ses corangs et ses multiplicités. Pour
les mémes raisons qu’au chapitre 1, on a:

i=1I

y = 2 kiXi'

H’ = 0 s’interpréte encore comme l’équation tangentielle
d’un cdne. Soit P (défini par la forme [,) un plan caractéris-
tique non singulier. On appelle encore bicaractéristique les
génératrices de contact de (H') et des cones déduits par trans-
lation avec P.

Les distributions inconnues sont encore des fonctions de
classe C,—; partout, de classe C,, (¢ >>t) dans le complémen-
taire de P dans les conditions du chapitre 1, § 7. Les disconti-
tinuités sont encore notées par des Yj.

On obtient les résultats suivants concernant ces disconti-
nuités Yp.

Soit des coordonnées ou P a pour équation z° =0 et ou
le vecteur bicaractéristique est un vecteur de base, les bicarac-
téristiques correspondant a z' seul variable. Les discontinuités
Y? sont des produits d’une exponentielle déterminée de z!
par des polyndomes en z' dont les coeflicients sont des combi-
naisons linéaires déterminées de distributions définies par
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des fonctions localement sommables arbitraires de 22, ... 2%,
jouant le rdle de conditions initiales. Plus précisément, les
coefficients pour ces polyndmes des termes de degrés

(X1+X_2 +X,i_3>a (1<i<l), (1<S<Xz‘),

sont des combinaisons linéaires de k; fonctions localement
sommables arbitraires : les coefficients de ces combinaisons
linéaires sont déterminés & partir des valeurs pour P des

éléments de matrice P4, Jog, B5 cités précédemment et construits
a partir de la matrice des parties principales; I’exponentielle

’

%IL_I.—- (lo =1, [,=0); les termes non

*
principaux n’interviennent donc que par 'intermédiaire de I*,
qui est un scalaire de e. On a des résultats analogues pour les
discontinuités d’ordre supérieur. Le support des discontinuités
est encore un « pinceau » ayant pour base le support des condi-
tions initiales et pour « rayons » les bicaractéristiques.

En résumé, lorsqu’on a une solution du type indiqué, les
discontinuités se propagent le long des bicaractéristiques et
sont déterminées de fagon simple en fonction de « valeurs
initiales » sur l'intersection de I’hyperplan caractéristique et
d’un hyperplan coupant les bicaractéristiques.

est e avec [*=

¢) Remarque.

Les calculs du § 3 a) restent valables méme s1 P est carac-
téristique singulier pourvu que P soit caractéristique non singu-
lier, c’est-a-dire qu’ils restent valables méme si {* = 0, pourvu
que P ne soit pas singulier. Par suite, les équations (3-3) sont
encore valables dans ce cas et ’on voit immédiatement qu’elles
entrainent que: Y} = 0; de méme les discontinuités d’ordre
supérieur sont aussi nulles. On a donc la proposition suivante.

Prorosition. — A travers un plan caractéristique singulier P
correspondant & un plan caractéristique non singulier P, il ne
peut y avoir de discontinuités.

Ces circonstances se présentent pour toute droite carac-
téristique P dans le cas de I’équation parabolique & deux
variables. Lorsque H’ étant irréductible, H' est une puissance
supérieure & 1 d’un polyndéme irréductible K’; (cf. § 14)),
tous les plans caractéristiques P, (correspondant a P non
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singulier), de K’ sont singuliers : I* = [* = 0, [* 0 et d’aprés
la remarque précédente, il ne peut y avoir de discontinuités
a travers ces plans. On peut penser a dire ici que K’ a le carac-
tére parabolique.

4. Solutions analytiques au voisinage d’un hyperplan caractéristique.

On donnera d’abord en a) et b) quelques rappels et complé-
ments.

a) On considérera encore un plan caractéristique non singu-
lier P, relatif 4 (H'); son équation dans ¢ sera 2° = 0. On
prendra un repére dont un vecteur de base sera porté par une
bicaractéristique, de sorte que les bicaractéristiques corres-
pondront & 2! seul variable; on désignera par Q le plan d’équa-
tion 2* = 0, qui coupe donc les bicaractéristiques.

A P est associé le plan P dans ¢, d’équation 2° = 0 dans ¢;
on sait que ce plan est caractéristique non singulier pour le
come (H'). A Q est associé dans ¢, le plan Q d’ equatlon =0
dans ¢; Q coupe les bicaractéristiques de P, qui correspondent
a la dlrectlon du vecteur de composantes (=0, [0,
B—0,...01=00)

b) Un systéme d’équations aux dérivées partielles linéaires
et a coeflicients constants s’écrira dans ¢:

(1) Pg’a" . ~¢h50a‘a‘. ) .a‘yB + e + C?P%id! Co Q¥R LKA . ba.,a.,. ' -G-g_qu
doeee o PEEoRAYB — A

Les y® sont ici des fonctions analytiques, ainsi que les g*.
On associera a (1) le systéme, dans &:

(2) Pluda---bohy, o 4

B __ A 2*
= ge .

Les y® sont des fonctions analytiques.
A chaque y® on associera la fonction y® définie par:

(3) y° = e .y"

Comme au § 2, on vérifie facilement qu’a toute solution y
de (1) correspond une solution de (2) définie par (3) et réci-
proquement.

B
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On se propose maintenant de démontrer pour le systéme (1)
un théoréme analogue au théoréme du chapitre 11, § 4 a).

¢) On supposera désormais que les g* sont analytiques dans
un voisinage de I'intersection de P et de Q; on supposera que P
correspond aux corangs et multiplicités ky, %1, ks, %2, ks = 0.

Le théoréme a démontrer est le suivant:

TrEorEME. — Il existe une solution analytique du systéme (1)
et une seule, dans un voisinage de Uintersection de P et de Q,
correspondant aux donnédes sutvantes:

10 Dans P, dans un voisinage de aréte, les données de Cauchy
supposées analytiques et satisfaisant & un systéme exprimant
leur compatibilité (systéme (4) indiqué ci-aprés).

20 Dans Q, dans un voisinage de Uaréte, v fonctions pseudo-

données de Cauchy, cest-d-dire les valeurs des y® et de leurs
dérivées en x* d’ordre inférieur d y., et les valeurs des y® et de
leurs dérivées en x* d’ordre inférieur a y, 4 Y., ces données étant
supposées analytiques et compatibles avec les données de Cauchy
sur Uaréte.

d) Démontrons d’abord D'existence d’une telle solution.

On considérera le systéme (2). Le plan P est un plan carac-
téristique de ce systéme; le plan Q coupe les bicaractéristiques
Donnons-nous comme données de Cauchy sur P les produits
des données de Cauchy correspondantes sur P, qui sont des
fonctions de la forme F(2), par ¢ et imposons & ces données
dans P de satisfaire au systéme (1-16-I1) du chapitre 11 dans P;
ce systéme étant composé d’équations linéaires a coefficients
constants, ayant pour inconnues des fonctions de la forme:

e F(a')
se réduit, en fait, en simplifiant par ¢ a:

un systéme d’équations aux dérivées partielles, liné-
(4) !laires a coefficients constants ayant pour inconnues
les données de Cauchy F(z) dans P.

Comme par hypothése (4) est satisfait, les données sur P
satisfont bien dans P a des conditions du type (II-1-16-II).
Comme données sur Q, on se donnera les produits des données



CARACTERISTIQUES MULTIPLES ET BICARACTERISTIQUES 309

correspondantes sur Q par e™; on vérifie immédiatement
que ces données sont compatibles avec les données de Cauchy
de P, sur l'aréte.

Ces données dans P et Q déterminent d’aprés le théoréme
du chapitre 11, § 4 a) une solution analytique et une seule
du systéme (2) dans un voisinage de lintersection de P et
de Q, soit "

Cette solution est donc représentée par des développements
en séries de 2% z', convergents, en un point quelconque

(a®* =0, 2 =0, 22, ... ", 2*) de Dintersection de P et de Q.
Les coefﬁ(nents des séries sont des fonctions analytiques de
a?, ... 2", a*; ce sont les valeurs sur lintersection de P et Q

des dérivées en 2° et 2t des y®; d’aprés le chapitre 1, § 5 et 6,
les valeurs de ces dérivées sont des combinaisons affines a
coefficients connus (constants pour la partie linéaire) des
valeurs sur 'aréte, (P nQ), des dérivées des données sur P
et Q. D’aprés le choix des données sur P et Q et la forme des
seconds membres de (2), ces coeflicients contiennent tous e”
en facteur; par suite, la solution trouvée de (2) est de la forme :

(5) yB — e:c'yB,

ou y® est une fonction analytique de z* dans un voisinage de
Iintersection de P et de Q. D’aprés b) la fonction y® ainsi
définie est solution de (1); d’apres (5) les valeurs de ces pre-
miéres dérivées sur P et sur Q sont justement les valeurs
données sur P et sur Q.

On a ainsi démontré le théoréme d’existence indiqué en c).

e) Démontrons ensuite le théoréme d’unicité indiqué en c).

Procédons par I’absurde. Supposons qu’aux données sur P
et sur Q correspondent 2 solutions analytiques distinctes de (1)
dans un voisinage de l'intersection de P et de Q, soit y'®
y"®. A ces solutions correspondraient d’apres le b), deux solu-
tions distinctes de (2) soit y'® = ¢€”.y'® et y"® = "y"".y""
et y"® correspondra1ent sur P et Q aux mémes données, ce qui
est impossible d’aprés le théoréme d’unicité du chapltre I,
§ 4a).

Le théoréme du ¢) est donc démontré.

On en déduit comme au chapitre 11, § 7 la construction de
solutions ayant des dérivées discontinues.
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