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RELATION ENTRE LES CONJECTURES DE
FARRELL-JONES EN K-THEORIES ALGEBRIQUE ET
HERMITIENNE

par Naoufel BATTIKH

RESUME. On montre que si la conjecture de Farrell-Jones en K-théorie algé-
brique est vérifiée alors celle de la K-théorie hermitienne est équivalente a ’exis-
tence d’un entier p € Z tel que “assembly map” soit un isomorphisme en degré p
et p+ 1.

ABSTRACT. We prove that if the Farrell-Jones conjecture for algebraic K-
theory is true then the same conjecture for hermitian K-theory is equivalent to the
fact that it exists p € Z such that the assembly map is an isomorphism in degrees
pandp+ 1.

1. Introduction

Soient A un anneau et G un groupe discret. Dans [6] et pour tout n € Z,
Loday définit un morphisme de groupes

An i hn (BG,K4) — K, (AG)

couramment appelé “assembly map”. Les groupes d’homologie h,, (BG, K 4)
étant les groupes d’homotopie 7, (BG4 A K4) ot K4 est le spectre de K-
théorie algébrique de ’anneau A. D’une fagon analogue et pour tout n € Z,
on définit pour un anneau hermitien A, un morphisme de groupes

apn: hy (BG, L) — Ly, (AG)

ou les groupes h,, (BG, L) sont les groupes d’homotopie 7, (BG4 A L4)
et L4 est le spectre de K-théorie hermitienne associé a A. Dans [3] Farrell

Mots-clés : K-théorie algébrique, K-théorie hermitienne, conjectures de Farrell-Jones.
Classification math. : 19D99.
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et Jones ont conjecturé que pour A = Z le morphisme A, est un isomor-
phisme pour tout n € Z. Ils ont aussi conjecturé que si A = Z [%], les
morphismes «, sont des isomorphismes. Dans cet article, on prouve que
si A est un anneau hermitien pour lequel la conjecture de Farrell-Jones est
vérifiée en K-théorie algébrique, celle de la K-théorie hermitienne est alors
équivalente a 'existence d'un entier relatif p, tel que oy, et 11 soient des
isomorphismes.

2. Les spectres K4 et L4
2.1. Définitions

Soit A un anneau. Pour tout n € Z, on pose,
) Q-n (KO (A) x BGL (A)*) sin <0
A)p =
Ko (8"A) x BGL(5"A)" sin>0

L’espace S™A étant la nieme suspension algébrique de A. Loday montre
dans [6] que K4 est un Q-spectre et que pour tout n € Z, on a

Tn (Ka) = Ky, (A) : le nitme groupe de K-théorie algébrique de A.
De méme si A est un anneau hermitien, on pose pour tout n € Z
e Q" (LO (A) x B.O (A)*) sin <0
A)p =
Lo (S"A) x B.O (8" A)" sin>0

ou ¢ est un élément du centre de A tel que e = 1. Loday montre dans [6]
que L4 est un Q-spectre et que pour tout n € Z,

Tn (L£L4) =¢ Ly (A) : le nieme groupe de K-théorie hermitienne de A.

2.2. La structure multiplicative des spectres K et L4

Si A et B sont deux anneaux, un isomorphisme
p: A’ ® B! — (A® B)"

de A ® B—modules permet par le produit tensoriel des matrices de définir
un morphisme de groupes

GL,(A) x GLy (B) — GLy, (A® B)
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RELATION ENTRE LES CONJECTURES DE FARRELL-JONES 199

et donc une application continue
v:BGL(A)Y x BGL (B)" — BGL(A® B)*

bien définie & homotopie faible pres (cf. [6] pour plus de détails). D’autre
part, le produit tensoriel des modules définit un produit

Ky (A) x Ko (B) — Ky (A® B)
et on a alors la proposition suivante :
PROPOSITION 2.1 ([6]). — Pour tous anneaux A et B, I'application
~v:BGL(S"A)" A BGL(S™B)" — BGL (5" (A@ B))"
s’étend a un accouplement de spectres
KaANKp — Kagn
au sens de Whitehead [7].

3. “Assembly map”
3.1. “Assembly map” pour la K-théorie algébrique

Pour tout anneau A, le QQ—spectre K4 définit une théorie d’homologie
généralisée de la catégorie des CW-complexes finis dans celles des groupes
abéliens (cf. [7]) et ce en posant, pour tout CW-complexe fini X,

ho (X, Ka) =70 (Xp AK4).

Soient A un anneau et G un groupe discret. L’inclusion

j:G— GL(ZG)
induit I’application

j*:BG — BGL(ZG)"
En composant jT par I'application
BGL (ZG)Y — Ky (ZG) x BGL(ZG)*
x+— (0,x)

on obtient I'application
BG — (Kza)g

qui nous permet d’énoncer la proposition suivante.

TOME 57 (2007), FASCICULE 1



200 Naoufel BATTIKH

PRrROPOSITION 3.1 ([6]). — La composée
(Ka)y A BGy — (Ka), AN (Kza)g — (Kac),

définit un morphisme de spectres.
Ce morphisme de spectres induit par passages aux groupes d’homotopies
“Passembly map” :

At hn (BG,Ka4) — K, (AG)

3.2. “Assembly map” pour la K-théorie hermitienne

Soient A un anneau hermitien contenant % et G un groupe discret. L’an-
neau AG est muni de 'antiinvolution

Z aigi = Z@g{ '
De facon analogue a la K-théorie et en utilisant I'inclusion

G —.0(ZG)
1
2
)

g 0 -1 &
QF’@(O 1)<P 011<P—<

on définit “I’assembly map” pour la K-théorie hermitienne

n : hn (BG, L) —¢ L, (AG)

= Nl

Ce qui nous permet d’énoncer les conjectures de Farrell et Jones :

CONJECTURE 3.2 ([2]). — Pour tout groupe G sans torsion les mor—
phismes

At hn (BG,Kz) — K, (ZG) et ay: hy, (BG,Lz) —. L, (Z'G)
sont des isomorphismes pour tout n € Z. (L’anneau Z' étant Z [1]).

Remarque 3.3 ([1]). — Cette conjecture de Farrell-Jones est fausse pour
un anneau quelconque puisque si on prend G = C': le groupe cyclique infini,
la formule de Bass-Heller-Swan [3] pour K,, (RC) = K,, (R [t,¢t7']) induit
que

K, (RC)~K,_, (R)® K, (R)®NK, (R)® NK, (R)

ou NK,, (R) désigne le coker de I'inclusion K,, (R) — K, (R [t]) qui n’est

pas nul en général. D’autre part et puisque S* est un modele de BC, on a

ho (BG,K4) =~ K1 (R) @ Ky, (R) .

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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4. Foncteur hyperbolique et foncteur oubli
4.1. Définition

Soit A un anneau hermitien. On notera P (A) la catégorie dont les objets
sont les A-modules projectifs de type fini et les morphismes sont les isomor-
phismes et on notera . Q (A) la catégorie dont les objets sont les A-modules
projectifs de type fini munis de forme e-hermitienne et les morphismes sont
les isométries. Le foncteur “hyperbolique”

H:P(A) —: Q(4)

est le foncteur qui & tout A-module M associe H (M) = M® ‘M (*M
étant le dual de M) qu’on munit de la forme e-hermitienne associée a
I’isomorphisme

O:Ma'M—"'Me'M)~MaeM

0 1
e 0
A tout isomorphisme f : M — N, on associe 'isométrie

H(f): H (M) — H(N)

foo0
(3 5)

Ce foncteur induit une application

Ky (A) —: Lo (A)

définie par la matrice suivante

définie par la matrice

D’autre part, on a un morphisme de groupes
GL, (A) —¢ Oy, (A)

défini par la correspondance

M 0
M — 1
0 'M

qui induit apres passage aux limites inductives le morphisme
GL(A) —. O(A)

d’ou ’application
(Ka)g — (La)g

TOME 57 (2007), FASCICULE 1
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On notera U (A) la fibre homotopique de cette application. Le foncteur
“oubli”

F: . Q(A) —P(A
est le foncteur induit par les inclusions des objets et des morphismes. Ce
foncteur induit une application

eLo (A) — Ko (A)
D’autre part, 'inclusion naturelle de (O, , (A) dans GLg, (A) induit, par
passage aux limites inductives le morphisme
O (A) — GL(A)
d’ou ’application
(La)g — (Ka)
On notera .V (A) la fibre homotopique de cette application. Ceci nous

amene a énoncer le théoreme suivant qui est diu a Karoubi.

THEOREME 4.1 ([5]). — Soit A un anneau hermitien contenant un élé-
ment \ dans son centre vérifiant A + X = 1 (cette condition est satisfaite
si % € A). Il existe alors une équivalence d’homotopie naturelle entre les
espaces Q.U (A) et _.V (A).

Pour tout n > 0 on pose Uy, (A) = 7, (U (A)) et [V, (A) = 7, (V (A)) .
Pour n < 0 on pose, U, (A) = Uy (S7"A) et [V, (A) = Vo (S7™A).
Pour tout n € Z on aura alors

Unt1 (A) ~_. Vi, (A).
On aura aussi les longues suites exactes suivantes
r = K1 (A) —2 Va(A) —2 Ln(A) — Kn(A) —c Vi (4) — -
e L1 (A) —2 Un(A) — Kn(A) —c Ln(A) —c Una(A) —- -

5. Relation entre les conjectures de Farrell-Jones
5.1. Les spectres .Uy et V4.

Soit A un anneau hermitien. Pour tout n € Z, on notera (-U4),, la fibre
homotopique de I'application (), — (c£a), induite par le foncteur
hyperbolique. De méme on notera (-V4),, la fibre homotopique de I’appli-
cation (cL4),, — (Ka),, induite par le foncteur oubli et on a le lemme
suivant.
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LEMME 5.1. — Pour tout anneau hermitien contenant 3 les suites d’es-
paces ((Ua), et (:Va), sont des Q—spectres et pour tout n € Z, on a

Q(Ua), ~ (=Va),

Démonstration. —
Les applications S'A(Ua), — (Ua), 1 et S'A(Va), — (Va)
sont induites par les diagrammes suivant

n+1

ST A (euA>n — S'A (ICA)n — S'A <5£A>n

l l

(EuA)nJrl I (’CA)n+1 - (E‘CA)n+1

SYA(Va), — S*A(La), — ST A (Ka),

l l

(EVA)n+1 — (E'CA)n—i-l - (ICA)n+1
Ce qui induit que leur adjointes sont des équivalences d’homotopies. Ensuite
pour tout n € Z, on a

(Vi) = Q" (V(A)) sin<0
AT LY (S"A)sin>0

(Ua), = Q" (U(A) sin<0
Sdn = U(S"A) sin >0
d’ou le fait que pour tout n € Z,

Q (EUA)n = (—EVA)n
O

THEOREME 5.2. — Soit A un anneau hermitien, contenant %, pour le-
quel la conjecture de Farrell-Jones est vraie en K-théorie algébrique. Celle
de la K-théorie hermitienne est alors équivalente a I'existence d’un entier
n € Z tel que a,, et a,,_1 soient des isomorphismes.

Démonstration. — Pour tout n € Z, on a les diagrammes de suites
exactes suivants :
« =y (BG e Ua)—hy (BG, Ka)—hn(BG,c La)—hyp—1(BG,eUa)— -

= Un(AGQ) — K,(AG) — L,(AG) — U,—1(AG) —---

TOME 57 (2007), FASCICULE 1
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<o =hp (BG,VA)—hn(BG, . LA)—hn(BG,Ka)—hp_1(BG,cVAp)— -

! an | An L !
= VW(AG) — L,(AG) — K,(AG) — V,_1(AG) — ---

Supposons donc que la conjecture soit vraie en K-théorie algébrique et que
n_1 et a, soient des isomorphismes. On a alors le diagramme suivant

oo —hn(BGoeLa)— hn(BG,K4) —hn_1(BG,.V4) -

vl vl 1
= La(AG) = K, (AG)  — V., 1(AG)

—hn1(BG,eLa)— hn_1(BG,K4) —

U vl
— Ln_1(AG) — n-1(AG) —

Ce diagramme montre que le morphisme suivant
hp—1(BG,e Va) —c Va1 (AG)
est un isomorphisme. Par conséquent le morphisme
hn (BG,eUs) —¢ Uy, (AG)

est aussi un isomorphisme. Du diagramme

_’hn+1 (BG7 K:A)_>hn+1 (BG7E EA)_>hn (BG7E Z/{A)_)hn(BGae ICA)_)

3l ! vl ;)
— Kp11(AG) — .L,11(AG) — U,(AG) — K,(AG) —

on déduit que le morphisme

hnt1 (BGoe L4) — ¢ L1 (AG)

est surjectif. Considérons alors le diagramme suivant

e —>hn+1(BG75£A)_’hn+1(BG7 ’CA)_’hn(BG;EVA) ce

tl vl l
= Ln1(AG)  — Kp1(AG) — Va(AG)

— hp(BG,eLa) — hp(BG,Ka) —

V vl
—  L,(AG) — K,(AG) —
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Ce diagramme montre que le morphisme
hn (BG,e Va) —: V,, (AG)
est un isomorphisme. D’ol1 le morphisme
hnt1 (BG.eUa) —e Uny1 (AG)

est aussi un isomorphisme. Soit enfin, le diagramme suivant

o —’hn+1(BG;€uA)_>hn+l(BG7 ’CA)_>hn+1(BG»€»CA) e

vl vl !
c— Unt1(AG)  — Kpp1(AG) —  Ln1(AG)

— hy(BG,:Us) — hp(BG,Ka) —

) vl
—  U,(AG) — K,(AG) —

Ce diagramme prouve que le morphisme
Qpy1 t hn+1 (BG7£ EA) ¢ Ln+1 (AG)

est un isomorphisme. D’un autre coté, le diagramme suivant

«+ —hp(BG,Ka)— hn(BG,. L) —hpn_1(BG,Uy) ---

) vl !
o Kn(AG) —  Ln(AG) — U,_1(AG)

—hn1(BG,Ka)— hyp-1(BG,eLa) —

vl vl
E— n—l(AG) — aLn—l(AG) E—

montre que le morphisme
Tt (BG.oUs) —. Up—1 (AG)
est un isomorphisme. Ce qui implique que le morphisme
hn-2 (BG,e Va) — Vy2 (AG)

I’est aussi. Ensuite le diagramme suivant

th—l (BG7 ICA)*)hn—Q(BG7€VA)4)hn—2(BG7E ‘CA)Hh’TL—Q(BG7 ]CA)H

- K,(AGQ) — V,—2(AG) — L, 2(AG) — K, 2(AG) —

TOME 57 (2007), FASCICULE 1
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montre que le morphisme
hn72 (BG7E [’A) — aLn72 (AG)

est injectif. Considérons alors le diagramme suivant

- —hp_1(BG,Ka)—hpn_1(BG,e LAo)— hp—2(BG,:Ua)

vl vl 1
M TL—I(AG) — ELn—l(AG) - ¢ n—Q(AG)

— hy—o(BG,Ka) — hpo(BGc La) —>

vl 1
— n_Q(AG) — eLn—Z(AG) -

On en déduit que le morphisme
hp—2 (BG,eUa) —¢ Up—2 (AG)
est un isomorphisme. Par conséquent le morphisme
hn—3 (BG.e Va) —¢ Vo3 (AG)
Iest aussi. Soit enfin le diagramme suivant

- —hy1(BG, K p)—hp—2(BG,VA)—hn_o(BG,Lo4) -

tl vl !
M n—l(AG) — ¢ n—2(AG) — 6Ln—2(AG)

——hy_o(BG,KA)— hy_3(BG,.Vs) —

vl vl
— n—2 (AG) —  &Vn-3 (AG) —

Ce diagramme montre que le morphisme
ap—2:hy_g (BG7E ‘CA) —¢ Lp_2 (AG)
est un isomorphisme. O

Remarque 5.3. — D’une fagon analogue, on peut montrer I’équivalent
du théoreme 5.4 pour les conjectures de Novikov [4] en K-théories algé-
brique et hermitienne.
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