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QUELQUES PROPRIETES DES SURSOLUTIONS
ET SURSOLUTIONS LOCALES D’UNE EQUATION
UNIFORMEMENT ELLIPTIQUE DE LA FORME

0 0
b= =3 (Y i) =

par Rose-Marie HERVE

Dans deux articles antérieurs [5] et [6], j’al vérifié que les
solutions locales de Lu = 0 constituent un systéme de fonc-
tions harmoniques, et indiqué quelques propriétés des fonctions
surharmoniques qui lui sont associées. J’étudie ici plus spécia-
lement les fonctions surharmoniques e W2 ou WL2.

Je commence par montrer que les sursolutions (resp. les
sursolutions locales) u coincident avec les fonctions surharmo-
niques € W12 (resp. WL2), et que, si i désigne la distribution
positive Lu, p est aussi la « mesure de F. Riesz » associée
a la fonction surharmonique u. Pour cela, je reprends, avec
quelques compléments, ’étude faite par Littman, Stampacchia
et Weinberger [7] dans une boule, et en particulier la notion
de « solution faible de Lu = p dans Q, s’annulant sur 2Q »,
notion que j’étends au cas o Q est un ouvert connexe borné.

La fonction de Green de pole y dans Q est la solution faible
de Lu = ¢, dans Q, s’annulant sur 2Q; ses propriétés sont
étudiées directement, sans utiliser celles de la fonction de
Green relative a un opérateur a coeflicients réguliers. La
représentation intégrale d’une fonction surharmonique a
Paide de la mesure de F. Riesz associée et de la fonction de
Green permet d’améliorer un résultat de [6] et de montrer
que toute fonction surharmonique est limite ponctuelle de
ses régularisées, résultat bien connu dans le cas classique.

Dans la seconde partie, j’étudie la stabilité de la classe
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242 R. M. HERVE

des fonctions surharmoniques > 0, € W12 ou W2 Le résultat
essentiel est le suivant: toute fonction surharmonique > 0,
majorée par une fonction e W2 (resp. Wloc), appartient a
W2 (resp. WL2); et cette propriété est fausse si I’on remplace
VV12 par W2 En particulier:

— la balayée, sur un ensemble quelconque, d’une fonction
surharmonique >0 et e W32 (resp. Wloc)) appartient a W32
(resp. WL2);

— les fonctions surharmoniques localement bornées appar-
tiennent a WL2

Dans le dernier paragraphe, je caractérise les potentiels
e W12: ce sont les potentiels d’énergie finie; si u est un tel
potentiel et p sa mesure de F. Riesz:

* bu ou
a; —dx = ud
jg % i 0.’1? OIE f ts

formule due 4 G. Evans dans le cas classique [2].

Ce travail doit beaucoup & M. G. Stampacchia, dont j’utilise
les résultats et méme souvent les méthodes, et qui m’a suggéré
plusieurs améliorations.

Notations. — Q est un ouvert connexe et borné de R™
Les coefficients a;;(z) de 'opérateur

b= = 35 (3 o)

sont mesurables dans Q, symétriques par rapport aux indices ¢
et J, et

*1—2,? 2 ay@)EE <A LB, VzeQ.

Wir(Q) est 'espace des fonctions fe LP(Q), p > 1, telles
que

A rr@), i=1, ..., n,

0x;
et
Ifllwrey = [Ifllrey + |lgrad f{jurqy.

WiP(Q) est I’adhérence de D(Q) dans W1?(Q). Pour les
fonctions fe WgP(Q), la norme de W¥?(Q)) est équivalente a

|lgrad f{l.qy, notée [|f[|wirq)
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W#(Q) est le dual de WirQ), p>1, — + - =1,
il est formé des distributions sur Q de la forme T = Y b—f‘y

i 0T;
avec fie LP(Q) [8]. WgP(Q) est réflexif.
Co(Q) est I’espace des fonctions continues sur Q.

SH(Q) est l'espace des fonctions surharmoniques >0
dans Q.

On pose a(u, ) = ' a; — ou o 22 dz, pour u et v € W2(Q),
i,j ox; O
et plus generalement pour ue Wl'P(Q) et ve WLP(Q),
1 1

—+ —==1; a(u, u), encore noté |||u||, définit une norme

p
sur Wg2(Q), équivalente a la norme de Wg*Q).

Une solution (resp. une solution locale) de Lu =0 dans
Q est une fonction u e W22(Q) (resp. WL2(Q)) telle que

a(u, 9) =0, Vo e D(Q).

Une sursolution (resp. une sursolution locale) dans Q) est
une fonction u e W22(Q) (resp. WE2(Q)) telle que

a(u, g) >0, Ve >0 et e QD(Q)
Une solution de Lu= — Z Zﬂ dans Q, ou f,e12(Q),

est une fonction ue W2(Q) telle que

=f g_f,b_-dx Vo e D(Q).
Q i T

I. COMPARAISON DES SURSOLUTIONS
ET DES FONCTIONS SURHARMONIQUES e Wh?
1. La notion de solution faible dans un ouvert connexe borné Q.

Tuktorime 1. — Etant donné une mesure p. de masse totale
finie sur Q, il existe dans L1(Q), une classe unique de fonctions u,
appelée « solution faible de Lu = w dans (), s’annulant sur dQ »,
telle que :

(1) fuq; dx = fop du. pour toute $ e Co(Q)
ou ¢ est la solution continue € Wy2%(Q) de Lo = {.
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En outre ue WLP(Q), p' < " _’i 1

1_
n

y et

'elrd

IMan<dme [ dll,

avec c¢(n, p) et — + —, = 1.

Si ¢ e Co(Q), elle peut s’écrire y = :—5}‘ avec f;e LP(Q),
i 0
p > n; alors Ly = ¢ admet une solution unique e W}2(Q),

représentée par une fonction continue (1), notée ¢, et

1

@) 9 < A (mes ©)7 7 3 [fino

dans (), avec ¢(n, p) [7, th. 2.6. ou 11, th. 4.1]. La condition (1)
a donc un sens.
Pour montrer I’existence de u, on considére la forme linéaire

Y — f ¢ di, définie sur CO({2), et continue sil’on munit CO(Q)
de la topologie de W—12(Q), d’apreés (2). Comme CO({2) est dense
dans W1#(()), elle se prolonge en un élément ue WiF(Q),
i‘ + _17 = 1> et
p - p
i < dmmanpjﬂm
En outre, pour e Co(Q , )= f ¢ d., soit

‘/'uq;d:c=f<pd‘u..

Enfin, u est unique car, f u) dz =0 pour toute § e Co(Q)
entraine u = 0 p.p. dans Q.

2. Les solutions faibles € W}%((2).

Lemme 1. — Etant donné ¢ e Wix(Q), |¢| < k, et continue
dans Q, il existe une suite ¢,e D(Q), |9,| <k + 1, tendant
vers ¢ dans W'2(Q) et uniformément sur tout compact c (.

S1 ¢ est a support compact, ¢, = ¢ * p,, ol p, est une suite
régularisante e 9(Q). Dans le cas général, tout revient donc

(4) Cf [11, th. 7.5].
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a construire {,e Wi?*((2), a support compact, |{,| <k -+ 1,
et continue dans (, tendant vers ¢ dans W'?(Q) et approchant
¢ & e prés sur un compact Kc(Q.

On suppose 0 o<k et 0 <e<Cl. ¢ est limite dans

W2(Q) d’une suite &, € D(Q), donc aussi de inf<3,,, ¢+ —5—)

On considére d’autre part ¢ — —;— restreinte 3 K et prolongée
hors de K en une fonction & support compact dans (2, comprise
entre — % et k et continue dans , puis § une de ses régulari-
sées ’approchant a4 moins de —5—; on a donc ¢ — e LK<y
sur K et — % <K ¢ < k partout. On en déduit que

$, = sup 3inf (3,,, ¢+ —§—>, inf (3, ?)g
répond a la question.

CoroLLAIRE. — Etant donné ¢ e WE%(Q), continue et bornée
dans Q, 1l existe une suite P € D(Q), telle que a(u, 9,) - alu, ¢)
et f(p,, dp. —>f ¢ dw, quels que soient ue Wr2(Q) et la mesure

w sur ) de masse totale finie.

LeMMmE 2. — Soit 1, et . des mesures de masses totales finies
sur Q, u, et u des fonctions qui représentent les solutions faibles
dans (Q, s’annulant sur d3), de Lu,=p, e¢ Lu=p Si

f ¢ dp, — [‘ ¢ di.  pour toute ¢ continue et bornée dans Q et
fd|y.,, < M vn, alors: :

1) u, — u fatblement dans Wi¥' (Q),

n_.

—1’

2) il existe une suite partielle u, — u p.p. dans Q.

1) L’hypothése entraine: (u — u,, ¢) — 0, V§ e Co(Q).

Soit maintenant T e W—2(Q): T est limite dans W—1?(Q)

d'une suite §, « CO(TY) et, si i 4 % —1:

4

Ku — — )l < ||“ u,.llwam'@)HT — Yol lw-eny
< ¢ (mes Q)7 f dlpr — pllIT — dqllw-mgy  (the 1),
< AT — ¢flw-rrq)
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d’aprés I’hypothése; donc
{u — u, T)—>0, VT eWLrQ).

2) Si © est un ouvert < possédant la propriété du cone,
il résulte du théoréeme de Sobolev [3] que u, - u fortement

1 1 1

dans LYw), avec — > — — — En utilisant une suite
q p n

croissante d’ouverts w; possédant la propriété du cone et de
réunion ), et le procédé diagonal, on en déduit 'existence
d’une suite partielle u, — u p.p. dans Q.

TatorkME 2. — Soit . une mesure de masse totale finie
sur Q et u la solution faible de Lu = . dans Q, s’annulant
sur dQ:

1) pour que u e W2(Q), il faut et il suffit que la distribution
e W2(Q); alors:

a(u, ¢) = fq; dw pour toute - ¢ e Wi2(Q),

continue et bornée dans Q.
2) quel que soit u, a(u, ¢) = f'cp dy. pour toute ¢ e D(Q).
1) Supposons que la solution faible de Lu = u appartienne

a Wi2(Q):
[ uLede=a(u,¢) = [ ¢dy,

Vo e Wi2(Q), continue et bornée dans Q et telle que

’ Lg e Co(Q).
Soit ¢ e D(Q);
Le=— 3 2(3 a; 2 )eWLrQ), vp>1
¢ = AN aijbxj € ( )’ P> ’

donc il existe upe suite §,eCo(Q), tendant vers Lo dans
W-12(Q), Vp >1. Si ¢, est la solution continue e W}2(Q)
de Ly, = ¥, on a d’une part ¢, — ¢ dans W}2(Q) car I’appli-
cation T — ¢ de W—2(Q) dans W}2(Q) est continue, et d’autre
part ¢, — ¢ uniformément dans Q d’aprés I'inégalité (2) du

th. 1 pour p > n. De a(u, ¢,) =f<p,, dp., on déduit
a(u, 9) = [¢du VgeD(Q),
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donc e W—12(Q); en outre, grace au corollaire du lemme 1,
’égalité s’étend & ¢ e Wi2(Q), continue et bornée dans ().

Réciproquement, soit @ = 22—’;—', avec f;el2(Q), et u

la SO]ution EW3’2(Q) de Lu — 2 Sb%; on a

a(u, ) = f ¢ du, Vo e D(Q),

donc aussi V¢ € WL2(()), continue et bornée dans (), et u est
la solution faible de Lu = y dans (, s’annulant sur d().

2) On a a(y, qo)=f§0dp. VoeD(Q) si we W2(Q), en

particulier si dy(z) = ALY s est la fonction caracté-
vp dx '

ristique d’une boule ouverte < (Q; comme u — a(u, ¢) est

une forme linéaire continue sur W3 ?(Q), le lemme 2 permet

d’étendre la formule de proche en proche : d’abord aux mesures

discrétes, puis aux mesures a4 support compact, enfin aux

mesures quelconques de masse totale finie.

3. La fonction de Green dans un ouvert connexe borné Q.

TutoriME 3. — La solution faible dans (Q, s’annulant sur
0Q, de Lu = ¢,, est représentée par un potentiel de support y,
noté g@ ou briévement g,, et appelé fonction de Green de Q, de
péle y.

En outre, st () et Q' sont deux ouverts sy, g — g est
harmonique dans Qn (', da

On considére les mesures w, définies par dy.,(z) = L0

1 Jrp.da
ou B, = B(y, —;) est la boule ouverte de centre y et de rayon

- La distribution {,e W-#(Q), Vp >>1; donc la solution

faible u, de Lu = u, est dans W}2(Q), et on peut la choisir
continue dans (). Comme w, > 0, u, est une sursolution dans
Q; elle est donc >0 dans Q [5, th. 1]. En outre, u, est har-

monique dans{ n [:B,,, et elle est surharmonique dans () car, si 8
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est une boule telle que BcQ et si L& = HE [5, th. 3] est la
solution continue de Lu = 0 dans §, telle que

u, — L, « W5*(B),

on a u, > L& dans B. Comme u,e Wg*Q), c’est un potentiel
dans Q [5, corollaire du th. 1].

Soit u un représentant de la solution faible de Lu =c,.
Sur chaque compact K de mesure >0 et <Q — {y}:

sup u, < cinfu, pour n assez grand;
K K

donc, si u, est une suite partielle convergeant vers u p.p.
dans Q (lemme 2), u, est uniformément bornée sur K;
Paxiome 3’ entraine alors I’existence d’une nouvelle suite
partielle, uniformément convergente sur tout compact

<Q — {yj

vers une fonction harmonique >0 dans Q — {y}, donc
prolongeable en une fonction surharmonique >0 dans Q,
notée g@.g@ = u p.p. dans Q, donc g@ ne dépend pas de la
suite partielle considérée et toute la suite u, a pour limite
uniforme g sur tout compact <Q — {y}. Enfin g est >0
dans ) d’aprés le théoreme 2,2), ou I'on prend p =g,.

g? est un potentiel dans ) car c’est la limite d’une suite
de potentiels dont les supports sont contenus dans un méme
compact K et qui convergent uniformément sur tout compact
cQ — K [4, lemme 3.2].

Soit Q' un autre ouvert sy et u, la solution continue
e Wi2(Q') de Lu = p,: g — g% est limite uniforme sur tout
compact cQn Q" — {y} de la suite des fonctions u, — uj,
harmoniques dans Q n Q’. Donc, si § est une boule de centre y,
B<cQn(Q, la suite u, — u, est uniformément convergente sur
3f3 et le principe du maximum entraine la convergence uniforme
de cette suite dans . Sa limite est donc harmonique dans §
et g@ — g est prolongeable harmoniquement dans Qn Q'.

4. Propriétés de la fonction de Green.

1) ProrosiTion 1. — g@(x) est fonction s.ci. de (z, y) dans
Q X Q, continue hors de la diagonale ou elle vaut + oo.
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Pour montrer que g,(y) = + o, on remarque d’abord que
g, n'est pas borné supérieurement au voisinage de y. On en
déduit que sup g, - + o quand r — 0, car sinon il existerait

B, 1)

une suite r, —> 0 et un nombre A tels que sup g, <A et,
(> Ty

d aprés le principe du maximum, on aurait g, <{ A sur un

voisinage de y, privé de y. Alors 'inégalité E)sup gy << ¢ inf g_.,,
oBCr

ou ¢(A, n) [6, lemme du n°1], entraine hm gig,( )= —l—og d’ou

&(y) = + co.

La continuité de Iapplication y — g,(a:) sur Q — {zi se
démontre en utilisant le lemme 2, ou p,=c¢, et p=g¢,
avec y,—>y=*x: il existe une suite partielle g, tendant
vers g, p.p- dans Q. L’axiome 3’ entraine l’existence d’une
nouvelle suite partielle, uniformément convergente sur tout
compact <Q — {y} vers g,; donc toute la suite g, tend vers
g, sur Q — f{yi.

Un résultat général démontré dans [4] (proposition 18.1)
prouve alors la continuité de lapplication (z, y) — g,(z)
hors de la diagonale et la s.c.a. de cette application dans

Q x Q.

Conséquences :
Rappelons [6, th. 1] que les potentiels dans () de support
ponctuel donné sont proportionnels. Par suite:

a) Tout potentiel P dans Q admet une representation inté-
grale unique de la forme P(z fgy dA(y), o A est une
mesure >0 sur Q [4, th. 182

Réciproquement, si A est une mesure >0 sur (), f g,(x) dA(y)
est hyperharmonique dans Q, et, si elle appartient a S*(Q),
c’est un potentiel dans Q [4, th. 18.3].

b) Pour que les potentiels P et P’ différent d’une fonction
harmonique sur 'ouvert w < (, il faut et il suffit que les mesures
A et A’ alent méme restriction & o [4, th. 18.3].

c) Si P est localement borné dans (, A ne charge pas les

ensembles polaires [4, th. 18.2 et corollaire de la proposition
15.3].

2) Représentation intégrale de la solution faible de Lu = p,
a 'aide de la fonction de Green et de la mesure .
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PropositioN 2. — Soit i une mesure sur (), de masse totale
finte. (z) =fg§3(x) duv. (y) existe pour presque tout xeQ);
c’est un représentant de la solution faible dans (Q, s’annulant
sur 3, de Lu = u.; st i est > 0, & est un potentiel dans Q.

Il suffit de supposer p > 0. Soit § € C*(Q) et ¢ la solution
continue e Wy*(Q) de Ly = {. g, étant la solution faible de

Lu=z¢,: _
fg:r Y do = lf‘? de, = 9(y);

Ugy z) dx du(y fqa dy..

Par suite di(z f gy(x) dp.(y) existe pour presque tout z,

e LY(Q) et /‘u{adx—ffdp.

d’ou

3) Prorosition 3. — g,(z) est fonction symetrique de (z, y).

g,(z) est une fonction intégrable de (z, y) d’aprés la démons-
tration précédente ou 'on prend ¢ = 1, du(y) = dy.

Soit ¢ eCo(Q), et ¢ la solution continue e Wi2(Q) de
Ly =1¢. On a

= [ g2) $(a) dz,  VyeQ,
et, d’aprés la proposition 2:

f g.(y) $(z) dz pour presque tout y e Q.

Donc f/‘g, y) dz dy = /ng y) dz dy Vh et
ke Co(Q); on en dedult g(z) = g.(y) Vx et y

5. Les fonctions surharmoniques « W12(Q) et WL2(Q).

ProrositioN 4. — 1) Etant donné une fonction u surharmo-
nique dans Q, il existe une mesure A unique, > 0 sur Q, appelée
« mesure de F Riesz assoczee a u v, telle que sur tout ouvert
wcwel):

u= f 8.y Y) + une fonctwn harmomque dans w;

le support fermé de '\ est le plus petit fermé de Q hors duquel u
est harmonique.
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En outre, st u admet une minorante harmonique dans () :

u= f g2 dA(y) + la plus grande minorante harmonique
(p.g.m.h.) de u dans Q.

2) La mesure de F. Riesz est inirinséque: st u est surharmo-
nique dans Qu Q', les mesures de F. Riesz dans Q et Q' ont
méme restriction a Qn Q.

3) St u est localement borné dans (), A ne charge pas les
ensembles polaires.

1) Dans tout ouvert wc®c(, on a la décomposition :

u = un potentiel dans  + une fonction harmonique dans
o [4, th. 13.1], et d’aprés la représentation intégrale des
potentiels dans (:

u = f g% dA,(y) + une fonction harmonique dans o,

ou A, est une mesure >0 sur (), dépendant de v, et qu’on
peut restreindre & w; par suite A, et A, ont méme restriction
a wno' et les mesures A, sont les restrictions aux o d’une
mesure unique A sur (.

- Si de plus u admet une minorante harmonique dans Q, u
admet une plus grande minorante harmonique dans Q, soit h,
et u = h 4+ un potentiel dans Q, qui est de la forme

[ 9 d(y)

2) résulte de: g — g est harmonique dans QnQ’,
y eQnQ. ‘ IS

) Soit Bcw' c’"cQ: si u est localement borné dans Q,
f g, o(y) est localement borné dans ', donc

fwamx < [ 8 dho(y),

est localement borné dans (, et A, ne charge pas les ensembles
polaires.

CororraIre. — Toute fonction surharmonique appartient &

WLr', p n 1 tout ensemble polaire est de mesure nulle.
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En effet, f 2%.(y) dA(y), solution faible dans Q, est dans
WP (Q).

TutoriME 4. — 1) Si u est une sursolution locale dans Q
et si @ est la mesure > 0 Lu, un représentant de u est une fonc-
tion surharmonique dans Q dont la mesure de F. Riesz est p.

Par suite, si u est une sursolution dans Q:

U= f g du(y) + L@ p.p. dans Q,
ou L est la solution de Lu = 0 dans Q, telle que
u — L& e W2(Q),

2) Réciproquement, si u est surharmonique dans Q, e W12(Q)
(resp. e« WE(Q)), et st . est sa mesure de F. Riesz, alors u
est une sursolution (resp. une sursolution locale) dans Q et

Lu = p.

1) Soit un ouvert w c@c (). La restriction de ¢ 4 w; soit
WY est une mesure >0 de masse finie sur o et elle € W12(w);
donc (th. 2), la solution faible u,, de Lu = .y, dans , s’annu-
lant sur dw, est dans W}%w), et u — u, est la solution LY
de Lu = 0 dans w. D’aprés la proposition 2, un représentant
de u|w est donc surharmonique, de la forme:

[ goroly) duly) + L,

donc aussi de la forme:
f g1.(y) du(y) + une fonction harmonique dans w; dans

o n o', les représentants ainsi formés, d’une part sont égaux
p-p., d’autre part différent d’une fonction harmonique, donc ils
coincident. Les représentants ci-dessus sont donc les restric-
tions aux ®» d’une méme fonction @, surharmonique dans (,
dont u est la mesure de F. Riesz.

Siuest >0 p.p. dans Q: LY est > 0 dans w [5, proposi-
tion 2], donc les représentants ci-dessus sont > 0, c’est-
A-dire %t > 0 dans Q; @ a donc une p.g.m.h. dans Q, qui est 0
si en outre u e W2(Q) [5, th. 1].

Enfin, si u est une sursolution dans (, on applique ce qui
préceéde a u — LQ.
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2) Dans chaque ouvert wc@cQ:
u= f 2.,(y) du(y) + une fonction harmonique dans w;

comme u, = f g%7..(y) di(y) est la solution faible de Lu = py,,
dans (, s’annulant sur 2Q, on a (th. 2).

a(u, ¢) = a(uy, ¢) = f‘PXw dg., Vg e (o),
Qo alu, ¢) = [ ¢ dp, VgeD(Q) ().

Conséquence. — On retrouve un résultat démontré directe-
ment par G. Stampacchia, sans utiliser la théorie du poten-
tiel [10]:

s1 u; et u, sont deux sursolutions (resp. sursolutions locales),
il en est de méme de inf(u,, u,).

6. Capacité d’un compact (3).

Lemme 3. — FEtant donné v e WE2(Q) et K compact <Q:

1) les fonctions e W}2(Q), a support compact dans Q et
> ¢ p.p. sur un voisinage de K, forment une famille ¥ = 3%
non vide; soit ¥ son adhérence dans W53 Q);

2) il existe P unique €J rendant minimum |||¢|f = a(g, ¢)

quand ¢ parcourt F; on peut chotsir pour P un potentiel dans Q,
harmonique dans Q — K, soit P¥.

1) Soit § e D(Q), 0 <8< 1, § =1 sur un voisinage de K:
alors ¢, = dv répond a la question.

2) Comme % est formé et convexe, il existe P unique eJ
rendant minimum |2
Soit § la famille des fonctions € W§2#(Q), & support compact

dans Q et > 0 p.p. sur un voisinage de K: si { G, pour tout

e>0 on a P+ eped donc |||P||2<<|||P + ||, d’ou
a(P, §) > 0.

(2) Cette propriété est méme vraie pour toute fonction u surharmonique dans Q,
ce qui a un sens d’aprés le corollaire de la proposition 4.

(3) Tout ce qui suit : lemmes 3, 4, 5 et proposition 5, reprend, pour la commodité
du lecteur, le travail de Littman, Stampacchia et Weinberger [7] sans autre chan-
gement que la boule X remplacée par I'ouvert Q.






