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SUR LA CO-INDICATRICE
DES PRODUITS CANONIQUES

par Aimée BAILLETTE

Etant donné une suite A = (A,), positive, croissante, de densité
supérieure finie,

n
D = lim sup— < o,

n-> o n

considérons le produit canonique associé a cette suite

< w2
C(w):II (1———)

n=1 X;:) ;
Dans [1] (p. 99) nous avons introduit la fonction H (8), co-indicatrice

de C(w):
1

1
H @) = lim sup —lo
®) P g )

n—> r

0= km.

Nous avons établi quelques propriétés de H (0) et nous les avons appli-
quées a I’étude de la convergence des suites de polyndmes de Dirichlet
associés a la suite A.

Nous nous proposons ici de préciser les propriétés de H (8) et en
particulier d’évaluer
A = lim H (0)

650

en fonction de la suite A. La limite A peut étre finie ou infinie. Krasitch-
kov a donné dans [5] et [6] une condition nécessaire et suffisante pour
que A < oo; cependant il n’a pas évalué A en fonction de la suite A.

Nous démontrerons les théorémes suivants :
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THEOREME 1. — Soit n (f) la fonction de distribution de la suite A,
soit D (f) sa fonction de densité :

n (1)
n= ) 1, D) = —-, t>0.
)\"<t t
On a
r
D(——)—D(rt)
¢ t
A = lim lim sup 2 f dt.
E51—0 r— x 0 1_.[2

s 3n _
THEOREME 2.-—Pour—4—<‘9!<—i-, ona H(@®) <—D, !sinB

)

avec
_ 1 r
D, = lim inf — D (o) 4.
r— % r 0
THEOREME 3. — A = O si et seulement si H () = — D, |sin8|.

Ces théorémes nous permettront en particulier de préciser le domaine
d’existence de la fonction somme de la série de Dirichlet

Ed e—)\nz

,.;1 C ()

(lorsque cette série a une abscisse de convergence finie) ou de la fonction,
limite uniforme dans certains domaines, d’une suite de sommes partielles
de cette série.

1. Démonstration du théoréme 1.

On peut écrire pour 0 # k1t

! 1 ! f”] (1 2"2 20 #)d ™)
—lo = — (6] — £ — COS + — ni(A).
& 2r 0 & AQ l‘

r

1
C (re®)
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La suite A ayant une densité supérieure finie D, on a
lim sup D (t) = D-.

to o

Il en résulte, selon un calcul classique, en intégrant par parties et en
posant A = rt, que l'on a

1 = ?cos20—1
— log —| =2 D (r?) dt
r C (re®®) 0 t*—2cos20 41
r
/‘1 D@ (2cos26—1) + D(—) (cos 20 — 1)
= t
0 dt.
t#—2¢cos20 + 1
Soit 0 < £ < 1. On peut écrire :
! 1 I 1
—lo =L + 1
r & C (re') '
avec

D r) D(rt <r> ‘
2/*5 (; o r)d e t —n ) 2sin?20 (1 4+ 3)

L= t—2
1—1 0 r t4-—2t2C0823+1
— (1 —7
t
() —neo
ny\—)—n(rt
1 t cos 20 — 2 1
L =2 dt—2 D (r?) dt.
¢ r/t t*—2rcos20 + 1 ¢

Dans ce qui suit, pour étudier H (8) au voisinage de zéro, nous

T
supposerons 6 positif (H (8) est une fonction paire) et inférieur a T

1) Pour £ = \/cos 26, on a
D(%)—D(rt)

Veos 20
<2 [ — dt.

0

1
— log
r

1
C (re®®)

On en déduit

T D (T) — D (ro)
H @®) < limsup 2 f " - dt.
0 —

T x
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r
D (—-) —D ()
¢ t

A < lim inf limsup 2 f dt.
]

£E51—0 row 1 —1¢2

2) Pour£ =1— V8, la suite A ayant une densité supérieure finie,
ona:

n(L)——-n(rt)
2/‘5 t 2sin?20 (1 + )
0

r tt—2cos20 +1
—(1—0
t

€ 2sin?0 (1 + 22
_Klf 1+ 2 ar,
o (1—¥)(*—2cos20 + 1)

K, étant une constante qui ne dépend que de la suite A. L’intégrale du
second membre est égale a

2_—2Ecosf 4+ 1 1 —cos 0
: : [Arctgg———

—cos 0 lo + —sin @
4 g 2

E2 + 2Ecos B + 1 sin §

cos 6
+ Arctg E——'_——]

sin 6

1 1 +E
+ —lo ;
2 P1_¢

pour £ = 1 —+/8, cette expression tend vers zéro lorsque 6 tend vers
z€ro.

On a aussi :

r
n{—)—n((t
1 <t) ) cos 20 — 2
Zf dt
&

r t—212cos20 4 1

n(%)-n(rt)

r

1
= zv/vcoszo
t

1
—2f D (i) dt > —K;\/0 ,
4

<_ _2-) dt>—K, 02,
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K, et K; étant des constantes qui ne dépendent que de la suite A.

,
D (T) —D()

1—-V8
>2f dt + £ (0)
0 1—2

¢(0) étant une fonction de 6 qui tend vers zéro avec 6. On a donc

r

On en déduit

1
—log
r

C (re®®)

1—-V8
H (8) = lim sup 2f " - dt + ¢ (0)

r—% 0 —t

r A\

D(——) —D D
€ t
A > lim sup limsup 2 f dr.

£ 1~0 rowx 0 1 —12

Ceci achéve de démontrer le théoréme 1.

Remarque 1. — Le calcul précédent montre que si & (8) est I'indi-
catrice de la fonction C (w),

1
h (8) = lim sup — log !c (re’®) ,’

r— o r
(%)
ED@)—D\ ¢t
A0) = lim limsup 2 f dt.
0

£>1—0 r-w 1 —1£

on a

Ce résultat est a rapprocher de ceux de [4] (p. 128).

2. Démonstration du théoréme 2,

Nous avons déja vu que

1 1 * 2cos20—1
_log - = Zf D@ dt
C (re®) 0 ' —2r%cos20 + 1

r
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Soit D () la fonction de densité moyenne de la suite A
_ 1 T
D@ = —f D (¢) dt.
r 0

A T'aide d’'une intégration par parties, on obtient
1 1

—1lo
r g C (re®)

t.

deo 42 (t*cos20—21% 4 cos 20)
=j D () d
0 (#—2rcos20 4 1)

Soit D, la densité moyenne inférieure de la suite A :
D, = lim inf D ().

r—>

T 3n
Pour —4—< 16l < —, on a cos 20 << 0, d’ou
*_ 4 (t*cos206—2¢ 4 cos20) -
H@®) < D, dt = — 7D, sm8|.
0 (t*—22cos 20 + 1)?

Remarque 2. — Soit D+ la densité moyenne supérieure de la suite A :
D+ = lim sup D (r).
) LT 3n
Un calcul analogue au précédent, montre que si " < 6] <—4—, on a

h(©0) < nD:|singl.

3. Démonstration du théoréme 3.

La formule de Jensen appliquée a la fonction C (w), peut s’écrire

_ m/2 1
—xD(r) = f —log
0 r

D’apres [1] (p. 99-100) il existe une constante B, qui ne dépend que de
la suite A, telle que, pour 0 < 8 < 8y et r > r, (8y), I'on ait

1

—log ’
r

C (re')

1
<B log—a-.

C (re®)

T
D’autre part, pour 8, < 0 < X on a
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-
H(9)<accosﬁ+H<-2—)sine.

avec

H(8) — H (%) sin 8,

o =

cos 0o
4
Pour 6, <0< -2— et r > ry(e), on a donc

1

—log ‘
’

1
C (re®)

T
Sacos8+H<—2—>sin9+s.

On déduit de la formule de Jensen et des inégalités précédentes, que
I'on a

_ T
—aD, < B (0—98log ) + a (1 —sinby) + H <?> cos 0.

En faisant tendre 6, vers zéro et en tenant compte du théoréme 2, on
obtient

—_ TT
—aD, <A+ H<—2—><A—nD.

T —
Si A = 0, on a donc H(-;) = — D, et par suite
H(@®) = —-—Ttﬁ. |sin0|.

Remarque 3. — 11 est démontré dans [7] (p. 428) que & (0) = O si
et seulement si & (9) = n D |sin 8. Ce résultat permet de démontrer le
théoréme 3 dans le cas o A a une densité maximum finie Dy,y :

nir)—n(r
Duax = lim lim sup—il——ﬁ < oo.
§->1-0 r- o r(l-—-&)

On sait ([2] p. 6) que A est alors contenue dans une suite positive, crois-
n
sante, I" = (ys), de densité Dy, (C’est-a-dire telle que lim — = Dyay).

n—>x Y"
Posons

- w?
C1 (w) = H (1—-—;) =C(W)C2(W).
n=1 Y"
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D’apres [2] (p. 138), on a

.
b

1
lim — log |C1 (re“’)l = T Dmax |sin (]

r—>ow J

d’ou
H (8) = A2 (8) — 7 Dax | sin 6,
h2(0) étant I'indicatrice de C; (w).
OnaA = 0_si et seulement si A, (0) = 0, c’est-a-dire si et seulement
si hy (@) = —7D:|sin 9|, D; étant la densité moyenne supérieure de

la suite complémentaire de A par rapport & T. Le théoréme 3 découle
de la relation : Di = Dy — D..

4. Applications,

Rappelons tout d’abord la définition du co-diagramme conjugué Q
de C (w) ([1], p. 102). C’est la réunion des ensembles Q; et Qo, tels que
Qi={z=x+4+1iy; xcos0—ysind<H@®) V06€]0,r[}
Q:={z=x+1iy; xcosf+ysine<H@® V6€10,x[}

Considérons la série de Dirichlet

© e——)\"z

=1 C" (\s)

Nous avons démontré dans [1] (p. 104-105) que cette série posseéde une
suite de sommes partielles qui converge uniformément vers une fonction
f (2), dans tout domaine A tel que

x
A= jz=x+1iy; x=x1>x0() |Y|<6XP< )2
L +4¢
¢ étant un nombre positif arbitraire et L une constante qui ne dépend que
de la suite A. Nous avons aussi montré que la fonction f (z) se prolonge
en une fonction holomorphe a I'extérieur du codiagramme conjugué Q de
C (w) et que chaque point extréme de Q est point singulier de f (z).

Lorsque A est fini, f (z) est holomorphe dans le demi-plan x > A.
En particulier, lorsque la série de Dirichlet considérée a une abscisse de
convergence finie, A est son abscisse d’holomorphie.
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Supposons que A -est fini et que Q posséde un point extréme d’or-
donnée ! sur la droite x = A. La fonction f (z) est holomorphe sur un
intervalle ouvert de longueur 2 || de la droite x = A. Le théoréme 2
montre que

[l|>A + =D,
et on sait d’autre part ([1], p. 102) que si A a une densité maximum finie
|1] < nDmax.
On a donc
A + oD, < |!| € nDmax.
Le théoréme 3 montre que si A = 0 on a |I| = — =D,. 1l serait inté-

ressant de savoir pour quelles suites A on a |I| = nwDmax et pour cela
d’exprimer ! en fonction de la suite A. Nous n’avons pu y parvenir.

Remarque 4. — La remarque 2 montre que le diagramme conjugué
S de C(w) est contenu dans le carré de sommets z = =+ nD* et
z = = inDe. Il en résulte que si le contour de S contient un segment
paralléle a 1’axe imaginaire, de longueur 2d, on a l'inégalité

d < nD'—h (0).

La remarque 3 montre que si 4 (0) = 0 on a I’égalité d = n D-.

D’autre part lorsque A a une densité minimum non nulle, Dy, :

n()—n(te
Dpyn = lim lim inf —l——&— >0,
E51-0 tow t(1—9
on a

d 2= Dyy.
En effet, on sait ([2], p. 6) que A contient dans ce cas une suite positive,

croissante, Q = (w,), de densité Dy, (c’est-a-dire telle que

n
lim — = D).

n—>0 Dy

Posons

® wé

n=1 u),%

Cw) = C3 (w) Cy (W).
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On a ([2] p. 138)

1
lim — log le (re®)| = wDp, |sin 0( ;

r—> 0 r
d’ott
h (B) = TEDmln Isin BI + h4 (9),

h, (0) étant lindicatrice de C4 (w). Le diagramme conjugué de C (w) est
donc la somme de celui de C4 (w) et du segment [— i TDwin, i T Dmin] de
I’axe imaginaire; par suite d = Dyy,.

Il existe cependant des suites de densit¢é minimum nulle, telles que
le contour du diagramme conjugué de C (w) contienne un segment paral-
lele & I’axe imaginaire ; un exemple en est donné dans [3]. Il serait donc
intéressant de savoir exprimer d en fonction de la suite A.
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