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CHANGEMENTS DE BASE EXPLICITES
DES REPRESENTATIONS SUPERCUSPIDALES
DE U(1,1)(F)

par Laure BLASCO

RESUME. — Soit Fy un corps local non archimédien de caractéristique nulle et
de caractéristique résiduelle impaire. On décrit explicitement les changements de
base des représentations supercuspidales de U(1,1)(Fp). C’est une étape vers la
description du changement de base des paquets endoscopiques supercuspidaux de
U2, 1)(Fo)-

ABSTRACT. — Let Fy be a nonarchimedean local field of characterisitic 0 and
odd residual characteristic. We describe explicitly the two base change lifts of
supercuspidal representations of U(1,1)(Fp). This represents a step towards the
goal of describing base change of endoscopic supercuspidal L-packets of U(2,1)(Fp).

Bien que le titre n’en dise rien, cet article fait suite & [4] dans lequel nous
décrivons explicitement le changement de base stable de certaines représen-
tations supercuspidales du groupe unitaire U(2,1)(Fp) relativement & F au
groupe linéaire GL(3, F) ou Fy est un corps p-adique de caractéristique
résiduelle impaire et F' une extension quadratique de Fy. Cette description
repose sur la classification des représentations supercuspidales par la théo-
rie des types de C. Bushnell et Ph. Kutzko et sur les travaux de J. Rogawski
[18].

Plus précisément, dans [4], n’est explicité que le changement de base
stable de paquets cuspidaux de cardinal 1 (et on pense qu’ils y sont tous).
Il reste donc a faire I’analogue pour les paquets cuspidaux endoscopiques,
ce qui se réalise en deux temps [18, Ch. 4, § 2] :

Mots-clés : corps local, changement de base, groupe unitaire, représentations supercus-
pidales, L-paquets.
Classification math. : 22E50, 11F70.



906 Laure BLASCO

(1) déterminer les images par 'application de transfert des représenta-
tions de carré intégrable du groupe U(1,1)(Fp)xU(1)(Fp) au groupe
U(2,1)(Fo);

(2) décrire le changement de base “labile” (ou “instable”) des représen-
tations supercuspidales de U(1,1)(Fp) au groupe GL(2, F).

On conclut alors grace aux résultats de J. Rogawski [18, prop. 13.2.2(c)].
Notons que pour la représentation de Steinberg de U(1, 1)(Fp) et ses tordues
par un caractére, la deuxiéme étape est faite dans [18] (prop. 11.4.1 et dé-
monstration de la prop. 12.4.1).

Ce texte présente la réalisation du point (2). Elle repose sur la liste
des types de U(1,1)(Fp) obtenue dans annexe de [3], sur les résultats
concernant GL(2, F') exposés dans les chapitres 5 et 8 de [7] et sur ceux
du chapitre 11 de [18]. Comme dans le cas de U(2,1)(Fp), on détermine
le changement de base stable dont I'identité de caractéres ne dépend que
des classes de conjugaison et conjugaison tordue stables, le changement
de base labile s’en déduisant aisément puisqu’il est explicitement relié au
précédent ([18, § 11.4] ou voir § 1). La compatibilité du changement de base
a la torsion par un caractere permet de se restreindre aux représentations
supercuspidales de niveau minimal parmi leurs tordues par un caractere.

Dans le cas de U(1,1)(Fp), les paquets supercuspidaux sont bien connus :
on en donne une description “typique” dans le paragraphe 2. Les pa-
quets endoscopiques sont précisément les paquets de cardinal 2 [18, prop.
11.1.1(a)] et sont formés, en niveau strictement positif, de représentations
cuspidales scindées (c’est-a-dire celles dont le type provient d’une strate
gauche fondamentale scindée suivant un sous-groupe de Levi non rationnel
sur Fp). Les représentations supercuspidales de niveau 0 sont toutes dans
des paquets de cardinal 2 si F' est non ramifiée sur Fy et toutes sauf deux
dans des paquets singletons si F' est ramifiée sur Fj.

Par contre, il est plus difficile de distinguer les images des deux change-
ments de base, toutes deux formées de représentations admissibles, inva-
riantes sous l'action du groupe de Galois de F/Fy et de caractére cen-
tral trivial sur F. Pour un paquet endoscopique, emprunter la “voie” par
Papplication transfert de U(1)(Fy) x U(1)(Fo) a U(1,1)(Fp) et utiliser le
changement de base de U(1)(Fy) a F'* permet d’ignorer cette question.
Mais pour un paquet singleton ot 'on établit le changement de base en
vérifiant une identité de caractéres entre représentations de U(1,1)(Fp) et
de GL(2,F) (voir (4.6.1)), repérer les représentations supercuspidales de
GL(2, F) qui appartiennent & I'image du changement de base stable est un
point crucial.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Dans le paragraphe 3, on détermine le changement de base stable des
paquets endoscopiques en empruntant la méthode de Y. Flicker [9] puis on
conclut grace a [18, prop. 11.4.1(a)]. Dans le paragraphe 4, on décrit les
changements de base des paquets non endoscopiques en suivant la méme
démarche que celle exposée dans [4] dont on ne reprend pas tous les détails.
L’ensemble des résultats est présenté aux corollaire 3.6 et théoreme 4.4.

Le dernier paragraphe expose un calcul technique permettant de com-
parer les caracteres de représentations d’'un groupe et de I'un de ses sous-
groupes. Il est utilisé a plusieurs reprises dans les paragraphes précédents.

Les méthodes utilisées n’ont pas d’originalité mais fournissent les résul-
tats désirés, non écrits jusque-la, sous une forme que nous pourrons exploi-
ter ultérieurement et sous un minimum d’hypotheses (Fy de caractéristique
nulle et de caractéristique résiduelle impaire). Pour ces raisons, on inclut
les représentations cuspidales de niveau 0 déja étudiées par J. Adler et
J. Lansky ([1] et [2]).

Je remercie Corinne Blondel pour ses encouragements patients et sa re-
lecture critique.

1. Notations

Soient Fjy un corps local non archimédien, de caractéristique nulle et de
caractéristique résiduelle différente de deux et F' une extension quadratique
(séparable) de Fy d’indice de ramification ey et dont le groupe de Galois
estnoté I' : T = {1, }.

On désigne par oy (resp. o) Panneau des entiers de F (resp. F'), po (resp.
p) l'idéal maximal de og (resp. 0) et wy (resp. w) une uniformisante de po
(resp. p). On choisit les uniformisantes w et wy telles que : w = wy si
eo = 1, w est de trace nulle et de norme wy si eg = 2. On note kg et k les
corps résiduels de Fy et F' respectivement et ¢ le cardinal de kg.

Pour une extension F de Fj, on conserve les mémes notations que pour
F, cette fois indexées par E. Si L est une sous-extension de F, on désigne
par E‘lL le groupe des éléments de £ dont la norme dans L est 1.

On fixe un caractere additif ¢y de Fy, de conducteur pg. Sa composée avec
la trace trp/ g, est un caractere 1 de F' de conducteur p. On fixe également
un prolongement a F* du caractere wp/p, de Fy¢ associé a F/Fy par la
théorie du corps de classes. On choisit ce prolongement, noté pu, égal a
T (—1)V"‘1F(w) si F' n’est pas ramifiée sur Fy ; trivial sur 1+ p et égal a la
constante de Langlands Ap (100) en w si F est ramifiée sur Fy (voir par
exemple [7, § 34.3]).

TOME 60 (2010), FASCICULE 3



908 Laure BLASCO

Si x est un caracteére de Fﬁ%? on désigne par x le caractere de F'* dé-
fini par : X(v) = x(£),2 € F*. L’application x + X n’est autre que le
changement de base stable de U(1)(Fp) & GL(1, F).

Soient V' un F-espace vectoriel de dimension 2 muni d’une forme hermi-
tienne “isotrope” non dégénérée <, >, G = U(1, 1)(Fp) son groupe d’isomé-
tries et G = GL(2, F) son groupe d’automorphismes. On note Z le centre
de U(1,1) : Z(Fyp) s’identifie a F‘}O et Z(F) a F*.

Le groupe I' agit sur G par : I’élément non trivial de I" transforme un
élément g de G en 7(g) = o(g)~*
Endp V et associée a <,>. Alors, G n’est autre que le groupe des points
de G fixes sous ' : G = G7.

On fixe une base hyperbolique B = (e_1,e1) de V et on note gy la

ou o désigne l'involution définie sur

similitude de matrice < 0 ou ag = wp si F' n’est pas ramifiée,
Qo

ap € o) nest pas une norme si F' est ramifiée. Alors le groupe GU(1,1)(Fp)
des similitudes unitaires de V est la réunion de Z(F)G et goZ(F)G.

On fixe également un élément € de F' : € est une unité de trace nulle si
F n’est pas ramifiée sur Fp, w sinon. On note également ¢ 1’élément de G

dont la matrice dans B est ( é 2 ) Alors I'application ® définie par :

(10 10"
9797V ¢ )90 ¢

est un isomorphisme de GZ(F) sur GL(2,Fy)* Z(F) identifiant SU(1, 1) (Fp)
et SLy(Fy). Rappelons : GL(2, Fy)™ ={g € GL(2, Fy)| det g € Np|p, (F*)}.

Le groupe endoscopique elliptique H = U (1)(Fp) x U(1)(Fp) de G s’iden-
tifie au sous-groupe des éléments de G' dont la matrice dans la base ortho-
gonale 5°
G, il existe au plus deux plongements de H. Ils sont alors conjugués par gq.

Les définitions de Papplication de transfert de H & G (cf. prop. 3.1) et
du changement de base labile [18, § 4.7] dépendent du choix d’un caractére
de F* prolongeant wr/p,. On choisit le caractere p défini précédemment.
On a alors [18, § 11.4] : si 7 est une représentation admissible de G, son
image par le changement de base stable est 7 si et seulement si son image
par le changement de base labile est 7 - 1 o det.

Pour établir le changement de base stable des paquets supercuspidaux
singletons de G, on vérifie I'identité de caractéres qui le caractérise et qui

(e—1+ %61, e_1— %el) est diagonale. A conjugaison pres dans

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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s’exprime grace & la norme cyclique, notée N, (4.6.1). Il s’agit d’une bi-
jection de I'ensemble des classes de 7-conjugaison stable de G dans Den-
semble des classes de conjugaison stable de G, qui associe a la classe de
T-conjugaison stable de g, 'intersection de la classe de é—conjugaison de
N:(g) = g7(g) avec G [14].

Rappelons que la classe de 7-conjugaison d’un élément g de C:’, Cl,(9),
est Pensemble des éléments de G de la forme h=1gr(h) avec h € G et que
sa classe de T-conjugaison stable CI5*(g) est ’ensemble des éléments ¢’ de
G tel que N.(¢') soit é—conjugué a N;(g).

De fagon analogue, pour un élément = de G, on désigne par Cl(z) sa classe
de conjugaison et par CZSt(:E) sa classe de conjugaison stable (c’est-a-dire
de conjugaison sous é)

2. Les paquets supercuspidaux de U(1,1)(Fp).

Le groupe GU(1,1)(F}) agit par conjugaison sur I’ensemble des représen-
tations lisses irréductibles de U(1,1)(Fp). Les orbites sont exactement les
paquets de U(1,1)(Fp) [18, § 11.1]. On en déduit :

PROPOSITION 2.1.

(i) Les représentations irréductibles trés cuspidales de U(1,1)(Fp) de
niveau strictement positif sont seules dans leur paquet. Les autres
représentations cuspidales de niveau strictement positif appartien-
nent a des paquets de cardinal 2.

(ii) Si F est non ramifiée sur Fy, tous les paquets formés par des
représentations irréductibles cuspidales de niveau 0 sont de car-
dinal 2.

(iii) Si F est ramifiée sur Fy, tous les paquets formés par des représenta-
tions irréductibles cuspidales de niveau 0 sont de cardinal 1 sauf
un. Ce dernier est {Ind% ot,Ind% o=} ot K est le sous-groupe
parahorique maximal et o= les deux représentations de S Lo (ko) de

dimension %1 [19].

La suite du paragraphe justifie ces assertions.

Soient 7 une représentation irréductible cuspidale de G et (J, A) un type
pour cette représentation : m = Ind? A. 11 suffit d’étudier si 7 et 97, sa
conjuguée par gg, sont isomorphes. On distingue deux cas selon le niveau.

TOME 60 (2010), FASCICULE 3
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2.1. 7 est de niveau strictement positif. Alors (J, \) provient d'une
strate gauche semi-simple s = (£, n, [2],b) (au sens de [20, déf. 4.9]). On
note Z(b) le centralisateur de b dans G et Zg(b) celui de b dans G :
Za(b) = Za(b) NnG.

Si 7 est trés cuspidale [3, § A.5], Za(b) U {0} est I'extension quadratique
F[b] de F. LVélément ¢ = b — %trp[bhF b engendre aussi F'[b] sur F, appar-
tient a l'algebre de Lie de G et engendre une extension quadratique Fy[c]
sur Fp, autre que F'. On vérifie que les éléments de Fy[c]™ sont des éléments
de GU(1,1)(Fp) dont le rapport est égal a leur norme dans Fp. Il en existe
donc un, ¢y, qui appartient & goFy U(1,1)(Fp). Alors : 9071 ~ o ~ 7.

Sim est cuspidale scindée [3, § A.6], Z5(b) est isomorphe a F* x F*. On
montre par I’absurde que I’ entrelacement E(s,95) des strates semi-simples
5 et 995 = (goL,n, [ ] 90 1bgo) contenues dans A et 9°)\ respectivement,
est vide (d’ou l'on déduit que A et 9°X ne sont pas entrelacées dans G).

L'entrelacement &(s,%s) de s et %5 dans G est égal & g(ﬁ)gal ot &(s)
est lentrelacement de s dans G. De plus, par le théoréeme 4.10 précisé par
(4.15) de [20], £(s) est égal & Up(L)Z5(b)Un (L) avec m = [“4']. On
déduit que :

E(s,75) = E(s,75)" = (Tn(£)Z5(0)g5  Tm(906))

_ ~177 i
= Ueez=) (Om(£)295 " Tm(90L) )

Si (s, %s) # 0, il existe z € Zz(b) tel que : ((7 (£)z95  Unm (goﬁ))T # 0.
Fixons un tel z. Comme L et goL sont des chaines autoduales (go appar-
tient & GU(1,1)(Fp)), les deux pro-p-sous-groupes Un, (£) et Uy, (go L) sont
invariants par 7. Par le lemme 2.2 de [20], généralisé sans encombre au cas
de deux pro p-groupes, Un, (£)zgo Up, (goL) est invariant par 7. En particu-
lier 7(zg 1), qui est égal & ap7(2)g, ', appartient & Uy (C)Zgo m(goL) =
Upn (L) 20U (L)gg* ot = gz~ 7(2) = 27 uz - o/ avec u,u’ € Upy(L).

Exprimés dans une base orthogonale formée de vecteurs propres de b et
adaptée a L, le terme de gauche est une matrice diagonale dont les termes
diagonaux appartiennent & agNp, g, (F*) tandis que le terme de droite a
au moins un de ses coefficients diagonaux dans 1 + p™. L’égalité entraine
donc que «g doit étre une norme de F* dans Fy ce qui est absurde.

2.2. 7 est de niveau 0. Il existe un sous-groupe parahorique K maxi-
mal (au sens de Bruhat-Tits) et une représentation irréductible o de K,
triviale sur le radical pro-unipotent K; et définissant une représentation

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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cuspidale du quotient réductif (connexe) K/Kj, tels que 7 soit isomorphe
4 Ind$ o (dans ce cas, K est son propre normalisateur) [17, §§ 2 et 3].

Quand F' est non ramifiée sur Fp, il existe, a conjugaison pres, deux
sous-groupes parahoriques maximaux : K = Uy(L) ol £ est une chaine
de réseaux autoduale de période 1, d’invariant pair ou impair, et K’ son
conjugué par go. Dans ce cas, m = IndIG( oet 9o = Ind% 900 ne sont pas
isomorphes.

En effet, puisque U(1,1)(Fy) = KSU(1,1)(Fp), les restrictions de 7 et
gor a SU(1,1)(Fp) sont deux représentations irréductibles de ce groupe
dont les conjuguées par e, notées °m et (%) respectivement, sont deux
représentations de SLs(Fp), cuspidales, irréductibles et de niveau 0 : 7 =
IndESI?Z(FO) €0 et £(%m) = 9°(°m) (puisque € et gy commutent). Elles sont
donc toutes deux sous-représentations de la restriction & SLo(Fp) d’une
représentation irréductible cuspidale de niveau 0 de GLy(Fp) et ne sont
donc pas équivalentes [15, th. 4.4].

Lorsque F' est ramifiée, il existe une unique classe de conjugaison de
sous-groupes parahoriques maximaux représentée par Uy(L) ou L est la
chaine de réseaux autoduale de période 1 et d’invariant impair. Le quotient
Uo(L)/U1r(L) est isomorphe & SLa (ko).

Ainsi, o définit une représentation cuspidale irréductible de SLo(ko).
D’aprés T. A. Springer [19, II § 3], o est de dimension ¢ — 1 ou % et
est décrite par son caractere. Il est alors aisé de montrer que si o est de
dimension ¢ — 1, elle est isomorphe a sa conjuguée par go tandis que si
sa dimension est q;—l, sa conjuguée est lautre représentation cuspidale
de méme dimension, notée ¢’. Dans le premier cas, 7 est isomorphe a sa
conjuguée par gg. Dans le deuxiéme cas, montrons que o et ¢’ ne sont pas
entrelacées.

Grace a la décomposition de Cartan, K étant un bon compact dans ce
w 0
0 =!
o et o’. Sim =0, c’est clair car o et ¢’ ne sont pas isomorphes. Si m > 0,

0
oo 1
sous-groupe ne contient pas le caractére trivial tandis que celle de 90 est

m
cas, il suffit de montrer que g = < ) , m € N, n’entrelace pas

K NY9K contient le sous-groupe ( ) Or la restriction de o’ a ce

triviale.

TOME 60 (2010), FASCICULE 3
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3. Les paquets endoscopiques cuspidaux
et les caracteres de H

Il s’agit d’identifier le caractére 6 de H associé a un paquet endoscopique
cuspidal de G par I'application de transfert.

Remarquons que lorsque F' est ramifiée sur Fp, il existe un unique paquet
endoscopique de niveau 0 et deux caracteres réguliers de H de niveau O :
0=1® xet x®1="T60ou y est le caractere de FlvaU
(14 p)‘lFO. Nécessairement, le paquet endoscopique est 'image de 6 (et 76)
par 'application de transfert. Par la suite, on suppose donc :

d’ordre 2 trivial sur

n >0 ou F n’est pas ramifiée sur Fj.

3.1. Soit II un paquet endoscopique cuspidal de G. Il est entierement
déterminé par la donnée d'un type simple (J,\) :

(a) J=HUpn(L) ou L est la chaine de o-réseaux autoduale stable par
H, c’est-a-dire celle de période 1, d’invariant pair, et m = [241],
n € N;

(b) Cas de niveau 0, F non ramifiée : X est le relévement & Uy (L) d’une
représentation irréductible cuspidale o de U(1,1)(ko) vérifiant :

(¢—1)-x(z) si x € Z(ko)
Vx € H(ko),tra(x) - { _(X(x) +X(wxw_1)) iz € Z(ko)
pour un caractére régulier x de H (ko) [8, § 6]. L’élément w appar-
tient au normalisateur de H (ko) mais non & H(kg). Notons 6 ® 0o
le caractere de H relevant x.

(b’) Cas de niveau strictement positif : A est une représentation irréduc-
tible de J dont la restriction a Uy, (£) est multiple d’un caractere
Py avec b € a_p (L) \a_,11(L)~ et dont la restriction a H vérifie :

dim A - 0; ® Ox(x) sixz € Z(Fp)

—b6, ® 02(x) six & Z(Fo)

pour un caractere régulier ¢4 ® 6> de H prolongeant ¥y gy, (2)

(voir § 5 et en particulier § 5.3.4, (1)). Précisons que b est de la

forme b; @ by dans la décomposition de F? définie par B° avec
by — by & p~*1 (quitte & tordre II par un caractere de G).

On a alors : IT = {m,%x} ot 7 = Ind§ \.

Vo € H tr A(z) = {

PROPOSITION 3.1 ([18]). — Soit 6 le caractére de H correspondant & II
par lapplication de transfert. Il existe un unique ey € {+1} tel que pour

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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tout h € Hg_yeq, h = (h1, he) (c’est-a-dire h de matrice diag(h, he) dans
B°),

(3.1.1) trr(h) — tr 97 (h) = e Df&) (0(h) + 0(whw™1))
ott t(h) = u(hy — he), Dg(h) = ‘(h;nhz " et w= ( (1) (1) ) dans B°.

3.2. Evaluons le membre de gauche de (3.1.1) en suivant la méthode de
Y. Flicker [9], c’est-a~dire en se ramenant aux résultats de [16, § 2], grace a
l'isomorphisme ® entre GZ(F) et GL(2, Fo)TZ(F) (cf. § 1). Précisons que
dorénavant, toutes les matrices sont exprimées relativement a la base B.

On note ¢ le plongement de F* dans GL(2, Fo)T quiaz = a+¢ef € F
(o, B € Fp) associe i(x) = 5? 26
P

LEMME 3.2.

(i) Soient h = (hi,he) € H, x € F* et z € Z(F'). Alors :

®(hz) =i(ahy)-a *z otta € F* tel que aa ' = deth = hyhy
et & Yxz)=h, -Tzoth, = (2T ',1) € H.

En particulier, ® identifie HZ(F) et i(F*)Z(F).

(ii) Soient k € N et LY la chaine de og-réseaux dans F§ stable par F*.
Lorsque k = 0, on suppose en outre que F n’est pas ramifiée sur
Fy. Alors :

O(Ur(L)Z(Fy)) = {uz,u € Up(L"), 2z € Z(F)|detu- Np,, (2) = 1}.

(iii) ®(JZ(F)) N GL(2, Fo)*t = i(FX)Up(LO).

Démonstration. — L’assertion (i) est obtenue par de simples calculs tan-
dis que (iii) est une conséquence immédiate de (i) et (ii).

(ii) Supposons d’abord k > 0. Soient x € Uy(L) et z € Z(Fp). Il existe
y €1+ p¥ tel que : yy~ 1 = detx, puis 2’ € Up(L) N SU(1,1)(Fp) tel que :

_ Y 0 ’ . _ vy 0 N
x—(o yl)x.Alors.CI)(mz)—( 0 1)@(1‘) yz.

TOME 60 (2010), FASCICULE 3
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k+1
Or 2’ est de la forme < e_alc Edb > avec a,d € (1+pF)NFy = 1+p([) 2o |

k.
etebe leepPNFy = pg"‘”} donc ®(z’) appartient a

1+pk  pk .
( plg 0 1+0p]5 ﬂSL(2)(F0) C Uk(ﬁo) sieg =1

(4] (5]
( i P ) N SL(2)(Fy) € V(L) si e =2

E E+1
plET g L

yy O

De plus, 47 € 1 + trp¥ donc ( 01

) € Ur(L%). Ainsi, ®(z) appartient

. yy 0 __
A UL(LY)Z(F) et det (( 0 1 ) @(w’)) “Np ., (¥ ) =1.
L’inclusion inverse se montre de fagon analogue.

Lorsque k£ est nul, F' est non ramifiée sur Fy : les mémes arguments
fournissent les mémes résultats. O

3.3. Pour poursuivre, on choisit un caractére Q de Z(F') prolongeant le
caractere central w, de 7 et tel que

{ Vu € any1 (L) NZ(F), Q1+ u)=¢((b1 +bo)u) sin>0
(3.3.1)

Q=0:0, ou O; est un prolongement de 6; & F'* sin = 0.

On prolonge alors 7 et 9om a GZ(F') en faisant agir Z(F') via €. On note
encore 7 et 9°1 ces prolongements puis :

1 GL2(Fo) __+

-1 - _9go — 9o+ _
Ty = 7ro<I)|GL2(FO)Jr =%y, m= IndGL2(F0)+ Ty -

+ _
o =m0 G, (k) +>

LEMME 3.3. — Posons : Jo = F*U,,(L°), Jo.. = 05 Un(L"). Notons A
la représentation (AQ) o (I)I_J}) de Jy et A, sa restriction a Jo c.
(i) La paire (Jo.c,Ac) est un type simple maximal de my et mp =
Ind§" o) A
La représentation 7 est donc irréductible et cuspidale.
(ii) Cas n > 0. La restriction de A a U[g}_,_l(ﬁo) est un multiple du
caractere ¢ o ot a = i(by —by) € a_,(L%) \ a_p11(L).
La restriction de A a F* vérifie pour tout x € F* :
sidimA =1, A(z) =6 (2)QT);
dim A - 6y (z)UT)  si @ € By

sidimA>1, trA(z)= —01(2)Q(T) sinon
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(ili) Casn =0 (F n’est pas ramifiée). La restriction de A a Ug(L") est
le relévement d’une représentation og de GLa(kg) caractérisée par :
trog(z) =(¢ — 1)Qz), z €k
trog(zn) =—Q(z), z€ky,ne N(ky) — {id}
trog(z) = — Q@) (01 () + O2(x)), =€k —k
et A(wg) = Q(wp).
Démonstration. — La premiére assertion est une conséquence des deux
suivantes et ces derniéres proviennent des propriétés de \ et de Q) via ®.
Plus précisément, pour établir (ii), on étudie d’abord la restriction de A a
U[%Hl(ﬁo) NSU(1,1)(Fp). Un calcul du méme style que dans le lemme 3.2
montre que cette restriction est multiple de 9o o ot @ = i(by —ba) + D avec
D une matrice diagonale. Ensuite, si # = diag(z,z71) € U[%]_H(EO), A(z)
est multiple de -, (2)2(Z), qui vaut 1 par choix de 2 (3.3.1). On peut donc
prendre D = 0. L’élément « ainsi défini appartient & a_,,(£%) \ a_,4+1(£%)

par 3.1 (b’). La suite est immédiate, tout comme ’assertion (iii). O
COROLLAIRE 3.4. — Soit Ag, gp, le caractere de F* de niveau 0 défini
par :

(i) quand F n’est pas ramifiée sur Fy, Ap, 00, = ]
(ii) quand F' est ramifiée sur Fy,
A91®92|F0>< =WF/F, €t Do,06, (@) =wr/r,(@(b1—b2)) AR, (o).
Posons : © = A;1%9291ﬁ sin>0et®=pu"10,05 sin=0. Alors my est
la représentation de GLo(Fy) associée au caractére © par [13].

Démonstration. — C’est une application des résultats de [7], §§ 19 et 34.
O

3.4. D’aprés la théorie de Mackey, la restriction de mg & GLo(Fp)™ est la
somme des représentations 7r0+ et m, . D’apres [16, p.738], pour tout z € F*
régulier,

_ x—7\ O(z)+6(7)
trrd (z) — try (2) = EAF (Yo)wr)Fy < 5 > D) ,

(@72 |V

2
ot D(x) = | = o Mais, si h = (h1, he) € H est G-régulier et a € F*
0

tel que aa = hiho, @hy est un élément de F'* régulier dont le conjugué est
ahsy et 'on a :

trmw(h) = trw(®@ " (i(ahy) -@a b)) = trag (i(@hy))Qa ),
et tr%n(h) = trm, (i(ahy))Qa ).
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Par suite (on note A = Ay, z¢,) :

trw(h)—tr®m(h) = £Ap (wo)wF/F(J(ahl—ahz) Q(a—l)w

I A(Ehl)
= £Ar, (ol — ) (2) A~ @ea?)

AT ()0 (@hy)Q@hs) + A (hy)6: (@hs)Q(ahs )
D¢(h)

= A, ((e) @A @)

(101 ® O3(h) + p 0 @ Oa(whw ™))

en remarquant que : A(z)=pu(z) pour tout xeﬂF et 0y (@hy) =0y (h1hg")
tandis que Q@ )Q(ahs) = Q(h1ha)QURTY) = 01(h2)02(ha) car hy € FllF0
De plus, Mg, (%o)p(e) ™" est égal & —1 si F est non ramifiée et a 1 si F
est ramifiée (par choix de ¢ et p) et le caractére de F*, a — p(a)A~1(a),
est trivial si F' n’est pas ramifiée et égal & (wp/ g, (w(by — b2))"*1(@ si F est
ramifiée. Dans ce dernier cas, a est de valuation paire si et seulement si
hihy € (14 )k, En comparant & (3.1.1), on conclut :

PROPOSITION 3.5. — Soit IT = {rm,%7} un paquet endoscopique cus-
pidal de G décrit en 3.1 (dont on reprend les notations). On définit un
caractére 6g, gp, de F‘lF0 par : dp, @0, est trivial si F' n’est pas ramifiée sur
Fy; 89,0, est trivial sur (1 —|—p)‘1F0 et 69, 00,(—1) = wp/p, (w(by —b2)) si F
est ramifiée.

Alors le paquet 11 est I'image par 'application de transfert du caractére
0 de H défini par :

Vhe H, 0(h)=20, 4, (deth) S0 @ 09(h).
En application de la proposition 11.4.1(a) de [18], on obtient :

COROLLAIRE 3.6. — L’image par le changement de base stable du pa-
quet IT décrit en 3.1 (dont on reprend les notations) est T = IndGL2(F) w(8)

oit P est un sous-groupe parabolique de GLy(F) de facteur de Lev1 H(F)
et p(0) le caractere de H(F') défini par :

Vhe H(F), u(0)(h) =p~'3, ., (deth) - i '81 @ Ba(h).

Lorsque F est ramifiée sur Fy et que II est 'unique paquet endoscopique
de niveau 0, I'image de Il est ™ = IndGL2 B =1 @ xu L.
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4. Changement de base stable
des paquets cuspidaux singletons

On procede en trois étapes : la premiere est consacrée a la construction de
représentations irréductibles cuspidales de G = G Ly (F), 7-invariantes et de
caractére central trivial sur Fj° & partir de représentations trés cuspidales
de G. Par [18, prop. 11.4.1(c)], ces représentations appartiennent a I'image
d’un des deux changements de base, le “stable” ou le “labile”. Dans la

deuxieme étape, on distingue parmi les représentations construites celles
qui appartiennent a l'image du changement de base stable. La derniere
étape décrit les changements de base stable et labile des paquets singletons

de G.

4.1.

(a)

Soit (J, A) un type simple maximal de G, c’est-a-dire :
Cas de niveau 0 (F ramifiée sur Fy) : J est le sous-groupe paraho-
rique maximal de G, c¢’est-a-dire J = Up(L) avec L la chaine auto-
duale de F2, de période 1 et d’invariant impair. La représentation \
est une représentation irréductible de J, triviale sur le sous-groupe
pro-unipotent J; de J et dont la factorisation A par J/Jy ~ SLa(ko)
est une représentation cuspidale de dimension ¢ — 1. Elle est asso-
ciée & un caractere 0 régulier d’ordre différent de 2 du groupe des
éléments de norme 1 de l'extension quadratique ¢ de kg par :

tr \(z) = (¢ — 1)0(x) six e {£1}

tr \(zn) = —0(z) six € {£1},n € N(ko) — {id}

trA(z) = —(0(z) + 0(y(x))) size Ellko —{%1}
ol v est ’élément non trivial de Gal(¢/kg) [19].
Cas de niveau strictement positif : (J, A) provient d’une strate gau-
che tres cuspidale (£,n,n — 1,b) avec n > 0, c’est-a-dire, en notant
E = F[b] 'extension de F engendrée par b et L = E“ la sous-
extension de F formée des points fixes par o,

J = 011E|LU["T+1](L) SJi=(1+ IJE)|1LU["T+1](£)
O H = (1 -|-]JE)|1LU[%]+1(,C)

et A est obtenue a partir d’'un caractere § de H; prolongeant le
caractere v, de U[%Hl(/:), comme un prolongement de l'unique
représentation irréductible ny de J; contenant 6 [3, annexe]. On
note wy le caractere central de A.

On note (7, V) linduite compacte de J & G de A. C’est une représentation
irréductible trés cuspidale de G (et toute représentation irréductible trés
cuspidale de G s’obtient ainsi).
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4.2. Construction dans le cas de niveau 0. On consideére le type
simple (J, A) décrit en 4.1 (a) (dont on reprend les notations) et on construit
deux types simples maximaux 7-invariants de G, (j , K) et (j A ).

On choisit J = F*Uy(L) = @w%Uy(L). La représentation A est un prolon-
gement d’une représentation 7-invariante A de U (L) triviale sur Uy (£) qui
se factorise en une représentation cuspidale A de Uy(£) /U (L) ~ GLa (ko).
On définit donc A comme suit.

On considére le caractére 6 de £* défini par : () = 0(zy(z) 1), z € £%.
11 est régulier donc associé a une représentation cuspidale X(é) de GLy(ko),
caractérisée par [7, (6.4.1)] :

tr \0)(z) = (q — 1)8(x) si x € kY
tr A(6)(zn) = —0(z) stz € ki,n € N(ko) — {id}
tr A(0)(z) = —(0(x) + 0(y(z))) sizel* —kj.

Alors A est le relevement de A(6) & Uy(L). Elle est de caractére central
trivial sur oj et est 7-invariante :

(4.2.1) Vg € Uo(L),  A(r(g)) = A((detg)~'g) = A(g)-

Elle possede deux prolongements a J T-invariants, A et A , qui different
par leur valeur en w : A(w) = wy(—1) = —A(w).
On note alors

(4.2.2) T = Ind:jgi/N\ et 7= Indgi N

On prolonge 7 et # a GT en imposant A(1) = A'(1) = A7) = 1 (4.2.1).
En notant F l'extension quadratique non ramifiée de F', dont le groupe
multiplicatif E* est plongé dans le normalisateur de ag(£), on a immédia-
tement :

(4.2.3) Ve e EX,x ¢ F*, trA(zr) = tr A(N,(z)).

4.3. Construction dans le cas de niveau strictement positif.
C’est 'analogue de [4] dans le cas de dimension deux.

On considere les sous-groupes ouverts compacts modulo le centre de é,
I'-invariants :

H = (1 +PE)ﬁ[g]+1(ﬁ)7 Ji=(1 +PE)ﬁ[#](ﬁ)’
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Sur ﬁl, on considere le caractére § = 0 o N [4, cor. 3.2]. Si n est pair,
il existe une unique représentation 77 de jl contenant 5, nécessairement
T-invariante. Si n est impair, on pose 77 = 0.

Puisque la dimension de 7] et 'ordre de jc / jl sont premiers entre eux,
il existe des prolongements de 7}, et en particulier des prolongements 7-
invariants de caractére central trivial sur oj . Deux tels prolongements ont
méme restriction au sous-groupe Jy = o N E‘L(og)jl. On distingue alors
trois cas :

(nr-nr) F n’est pas ramifiée sur Fy : extension E est alors ramifiée et 7] est
de dimension 1. De plus, p est d’ordre 2 et les deux changements de
base de 7 ont méme caracteére central égal & wy. On impose donc que
le caractére central de A soit @y - 1l existe alors deux prolongements
de wyn & J : ils ont méme restriction X a J. et sont égaux a =1 en
wr,.

(r-r) F est ramifiée sur Fy et n est impair : Uextension F n’est pas
ramifiée sur F et @™ "b est un élément de o} invariant par o :
L = Fy[w™"b] n'est pas ramifiée sur Fp et £ est ramifiée sur L.
Le groupe Jo est d’indice 2 dans J et J=F XJ Il existe quatre
prolongements 7T-invariants de 1 = 6 & J de caractére central trivial
sur Fj*, deux de caractére central wy et deux de caractére central
(—1)algy. Mais, si I'on considére I'autre prolongement de n & .J, on
retrouve ces mémes prolongements de 7.

(r-nr) F est ramifiée sur Fy et n est pair : Uextension E n’est pas ramifiée
sur F et L est engendrée sur Fy par o~ "1b, une uniformisante de
E. Donc E n’est pas ramifiée sur L. Le groupe JO est d’indice ¢+ 1
dans J, et J = F*J,. 1l existe 2(q + 1) prolongements 7-invariants
dena J de caractére central trivial sur Fy, une moitié de caracteére

)valigy. Mais, si I'on

central wy et lautre de caractére central (—1
considere les (¢ 4+ 1) prolongements de n & J on retrouve les mémes

prolongements de 7.

Remarque 4.1. — Ces trois cas, auxquels on ne cesse de faire référence
par la suite, se reperent par la ramification de F' sur Fy puis celle de E
sur E7. Les deux premiers cas correspondent & des paires (E/F, o) “paire”
au sens de la définition 1.2 de [12] tandis que le dernier cas correspond
& une paire (E/F,c) “impaire”, tout comme le cas de niveau 0 vu précé-
demment. Cette différence se reflete dans les énoncés des proposition 4.3
et théoreme 4.4.

LEMME 4.2. — Il existe une unique représentation A de J -T vérifiant :
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(i) A‘j est un prolongement T-invariant de 17, de caractére central wy,

(i) pour tout x € EX, tr A(z7) = tr A(N; ().
On note alors
~ G _
(4.3.1) = IndJ~A‘J
que l'on prolonge a GT par Ind%l: A
Démonstration. — On rappelle [4, lemme 3.3] qu’il existe un unique pro-
longement de 77 a J1I" tel que :

Vg € Ji, trij(gr) = trn(N-(g)).

Soit A un prolongement de 77 de caractére central wy. On le prolonge a J-T
en imposant : A(7) = 7j(7). Dans les cas (nr-nr) et (r-r), A est de dimension
1 et la condition (ii) du lemme équivaut a : INX(wE) = 1 dans le cas (nr-nr);
/NX(C ) =1 ott ¢ est une racine primitive (¢? — 1)-iéme de 1 contenue dans E
dans le cas (r-r). Ceci définit un et un seul prolongement de la liste.

Dans le cas (r-nr), seule la restriction X de A & J, importe. Le calcul de
la trace de A sur les éléments de 0E|L est effectué au paragraphe 5 (5.3.4,

(2)). Il existe donc un unique caractére £ de U}E‘LH 1, prolongeant 6 tel que :
(4.3.2) Vx € U%E‘L,a: ¢ ollFO,tr Azx) = e£(x),

ou € est égal a -1 si dimn = ¢, 1 sinon.

Pour le calcul de tr X, on distingue deux cas suivant la dimension de
X. Si A est de dimension 1, A Dest également et le résultat est immédiat.
Supposons donc X de dimension q. On introduit alors le groupe X des
caracteres de jc Jo* jl qui s’identifie au groupe des caracteéres de kj, triviaux
sur k>, groupe cyclique d’ordre ¢+ 1 engendré par un caractére T-invariant
k. Grace aux calculs effectués en 5.3.2 avec les notations précisées au (3)
de 5.3.4, on est assuré de 'existence de ¢ + 1 entiers m; de somme ¢ tels
que :

Vo € ok, tr Ma) = &L m, (R (x).
Chaque composante isotypique étant T-invariante, il existe g + 1 entiers n;
tels que :

q
Vo € of, tr A(a7) = @i (F€)(x) et an = tr7(r) = dim7.

On raisonne alors comme dans la démonstration de la proposition 3.5 de
[4], et on obtient :

— si dimn = 1, tous les entiers n; sont nuls sauf un égal a 1;
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— si dimn = g, tous les entiers n; sont égaux a 1 sauf un qui est nul.

Il existe donc un et un seul prolongement X de 7a jc tel que :
Vo € ok, x & oX, tr MNaT) = e€(x) = tr AN ().
Ceci termine la démonstration du lemme. O

4.4. Stabilité.

PROPOSITION 4.3. — Soit 7 = IndJQTX la représentation de GLo(F)
définie en (4.2.2) ou (4.3.1).

(i) Elle appartient a I'image du changement de base stable si et seule-
ment si
— elle est de niveau 0 ou
— elle est de niveau strictement positif et I'extension E associée
est non ramifiée sur F' et sur L := E°.

(ii) Lorsque 7 appartient a l'image du changement de base labile,
7 -~ ! o det appartient a I'image du changement de base stable.

Démonstration. — L’assertion (ii) n’est qu’une redite de [18, § 11.4].
Pour 'assertion (i), on distingue deux cas.

On suppose d’abord que A est de dimension 1. Alors par [7, § 19] 7 est
associée & la paire admissible (E, 1~\‘ E£x ). Mais FE est soit d’indice de ramifi-
cation 2 sur F', soit non ramifiée sur F' mais ramifiée sur L. Autrement dit
la paire (E/F,o) est paire au sens de [12, déf. 1.2]. Comme A est triviale
sur L* (lemme 4.2 (ii)), 7 est G Lo (Fp)-distinguée [12, Théoréme 1.1] donc
7 appartient au changement de base labile [10, Théoréme 7).

On suppose maintenant que A est de dimension au moins 2. 11 n'y a
plus de rapport simple entre la trace et la trace tordue de A ce qui rend
I’emploi du critére précédent moins adapté que celui de la définition. Grace
a [18], il n’y a que deux possibilités : soit le caractére tordu de 7, soit celui
de 7 - o det™" est constant sur les classes de T-conjugaison stable de G.
On peut donc déduire si 7 appartient a 'image du changement de base
stable en évaluant son caractére tordu en deux éléments g et ¢’ stablement
T-conjugués et tels que tr7(g7) # 0 et podet(g~1g’) # 1.

On choisit g = ¢ (¢ est une racine primitive (¢> — 1)-iéme de 1 contenue
dans o) et ¢’ = wpg ot wy, = C%l w. Tous deux sont de norme cyclique
="t podet(wr) = po N . (wr) = —1. Notons que x € Uo(L) est
tres régulier : Vh € G,  h™'zh € Uy(L) = h € F*Uy(L).
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Par conséquent, si 7 est de niveau 0, la formule de Mackey donne :

trw(¢r) = Z tr X(h_lgT(h)T) = tr K(CT) = tr A(z)
he@/j
h71CT(}L)EL7

et de méme,
tr 7 (Copr) = wa(—1) tr 7T 1) = wa(—1) tr A(—z) = tr 7(CT).

D’apreés la définition de A (cf. 4.1 (a)), tr A(z) n’est pas nul dés que le
caractere 6 associé n’est pas d’ordre 4. Si 6 est d’ordre 4 (¢ = —1 mod 4),
on refait le méme raisonnement avec g = (2 sachant que tr 7(¢?7) # 0.
Quand 7 est de niveau 0, elle appartient & 'image du changement de
base stable.
Supposons maintenant que 7 est de niveau strictement positif. Notons
K(L) le normalisateur dans G de ordre associ¢ & £, K(£) = F*Uy(L),

et & = mdSOT A, Alors 7 est Indér
Jr K(LC
formule de Mackey, on a :
() =tra(¢r) = Y trA(hTI¢r(h)r)

helo(£) /T
h=1¢r(h)ed.

(44.1) et trA(Cwpr) =wr(—1) S w AR (b))

heUo(L)/ Te
_,.at3 ~
h™'¢ 2 7T(h)EJ.

o o et en appliquant deux fois la

On reprend alors le raisonnement de [4, § 4.7] en remarquant que Gal(E/Fp)
est abélien (car d’ordre 4). On obtient :

trFCr) = > A7) =trA(z) + trA(z )
yEGal(E/F)
=wr(=1D)(trA(—=z) + tr AM(—z™1)) = tr T(Cwp7)

Or ) est associé & un caractére € par (4.3.2) : ou bien &(z) +&(z71) # 0, ou
bien ¢(x?) + £(z72) # 0. On proceéde comme dans le cas de niveau 0. O

4.5. Description des changements de base.

THEOREME 4.4. — Soit (m, V) une représentation irréductible trés cus-
pidale de G et (J,\) un type simple maximal définissant m comme au pa-

ragraphe 4.1, (a) ou (b). On note 7 = Ind?K la représentation irréductible

cuspidale de G définie en (4.2.2) ou (4.3.1) selon que 7 est de niveau 0 ou
non.
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(i) F n’est pas ramifiée sur Fy : Iimage de m par le changement de
base stable est 7 - p~!odet tandis que celle par le changement de
base labile est 7.

(ii) F est ramifiée sur Fj et E est ramifiée sur E? : on note x le caractére
d’ordre 2 de J trivial sur J, et on pose : 7' = Ind§ A - x et 7 =
Ind:]C~i A- X-

L’image de w par le changement de base stable est 7 - u~

1

Lo det si

g=1 mod 4, 7 - pu~!odet sinon. L'image de T par le changement
de base labile est alors ™ si g =1 mod 4 et T sinon.

(iii) F est ramifiée sur Fyy et E n’est pas ramifiée sur E? (y compris cas
de niveau 0) : image de w par le changement de base stable est T,
celle par le changement de base labile 7 - p o det.

Suit la démonstration de ce théoréme.

4.6. Gréace a [18, § 11.4] il suffit d’établir le résultat pour le changement
de base stable. Notons 74 la représentation de G préssentie étre 'image de
7 par le changement de base stable dans le théoreme et montrons qu’elle
vérifie bien I'identité de caractéres décrivant ce dernier [18, §§ 4.11, 12.5
et 11.4], c’est-a-dire : pour tout g € G dont la norme cyclique N (g) est
régulitre elliptique et tout = € N, (g),

(4.6.1) tr st (g7) = ¢ (Tst) tr (),

ol Tst(7) est un opérateur d’entrelacement d’ordre 2 entre 7y et 77, et
¢ (Tst) un signe ne dépendant que du choix de 75 (7). Dans la construction
précédente, on a choisi 7s(7) pour que ¢, (Ts:) soit égal & 1.

Soit g € G. On suppose que z = N, (g) est un élément de G, régulier et
elliptique. On note T'(Fp) le centralisateur de « dans G. C’est un tore com-
pact de G et T(F') est T-invariant et isomorphe soit au groupe multiplicatif
d’une extension quadratique E, de F, soit a F'* x F'*.

La formule de Mackey fournit une expression des traces de 7(x) et 7(g7) :
(4.6.2)
tr(x) = Z trA(ylay) et trig(gr) = Z trxst(h_lgT(h)T).

vea/J heG/T
y o ayed hlgr(h)e]

4.7. On suppose d’abord que 7 est de niveau strictement positif. La
démonstration est semblable & celle du théoréeme 3.7 de [4].

On introduit le sous-groupe distingué de é, noté (N}"*7 défini comme le
noyau du caractere podet. Pour tout sous-groupe H de 67 on abrege H NG+
en HT.
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LEMME 4.5. — Soient g € G et 2 € G comme ci-dessus. On note CI5(g)
la classe de T-conjugaison stable de g et CI*'(x) la classe de conjugaison
stable de x.

(i) Le groupe G est réunion de classes de T-conjugaison.

(ii) Si p o det est d’ordre 2, G+ rencontre Ia classe de T-conjugaison
stable de g et CI°'(g) T contient la moitié des classes de T-conjugaison
contenues dans CI%*(g).

(iii) Si pu o det est d’ordre 4, ou bien CI**(g)™ n’est pas vide et alors
Cl*'(g)" contient la moitié des classes de T-conjugaison contentues
dans CI'(g) ; ou bien CI%'(g) ne rencontre pas G*, et alors :

Cig)nJ =0 et Cl*ax)nJ=0.

(iv) Chaque classe de T-conjugaison dans CI*'(g)" contient deux classes
de 7-G " -conjugaison.

Démonstration. — Pour la premiere assertion, il suffit de remarquer que
o det est constant sur les classes de T-conjugaison.

Pour la suite, on sait que les classes de 7-conjugaison de g dans Clit(g)
sont paramétrées par H'(I', T(F)) : & un cocycle ¢, on associe la classe de
7-conjugaison de ¢(7)g.

Si T(F) ~ EY, il y a deux classes de T-conjugaison, celle de g et celle
de ag ot a € Li,a & Ng,, (E)) et L, = E7. Notons que L, est une
extension quadratique de Fj, nécessairement distincte de F. Mais alors,
det a appartient a Ny, ., (L) sans étre un carré de F donc p o det(a) est
égal & —1. Ainsi, p o det prend deux valeurs opposées sur les deux classes
de T-conjugaison.

Si T(F) ~ F* x F*, il y a quatre classes de 7-conjugaison, celles de g,
(1,0)g, (ap,1)g et (ap,ag)g. Encore une fois p o det prend deux valeurs
opposées.

Par conséquent, si p o det est d’ordre 2, la moitié des classes de 7-
conjugaison dans CI**(g) sont contenues dans GT.

Supposons que pgodet est d’ordre 4. Ou bien podet(g) € {£1} et la moitié
des classes de T-conjugaison dans CI*(g) sont contenues dans G ; ou bien
podet(g) € {#i} et CIZ*(g)* est vide. On termine la démonstration en
remarquant que : godet(J) = {£1} et det(J) C 1+p. En effet, I'hypothese
sur det g implique que celui-ci est de valuation impaire et par suite, que
det x appartient a —1 + p.

(iv) Si g1 et go sont deux éléments de G+ T-é—conjugués par deux élé-
ments h; et ho alors hihy ! appartient au 7-centralisateur de g;, en parti-
culier la norme de son déterminant est 1. Par conséquent, si u est d’ordre 2,
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h1 et ho different d’un élément de G*+.Si w est d’ordre 4, le 7-centralisateur
de g; contient un élément a tel que podet(a) = —1 (cf. (ii) et (iii)) et hy
et hy different d’un élément de G+ ou de GTa. Dans les deux cas, il y a
deux classes de T—é*—conjugaison dans une classe de T-conjugaison. g

Dans le cas ot CI**(g)* est vide, 'égalité (4.6.1) est satisfaite puisque les
deux sommes de (4.6.2) sont nulles. On peut donc supposer que CI*(g)*
n’est pas vide et, quitte & changer g dans sa classe de T-conjugaison stable
sans changer de x, que g € G+.

Notons C3(x) Pensemble des classes de J-conjugaison contenues dans
Ccrt(z) N J et C:tl7+ (9) celui des classes de 7-J'-conjugaison contenues

dans CI3t(g) N J*. Notons également n(z) (resp. 71(g)) le nombre de classes
de conjugaison (resp. T-conjugaison) contenues dans CI* () (resp. CI¥'(g)).
En suivant le raisonnement de [4, § 4.2], on a :

trm(x) = L Z c(x’) tr M(z')
’I’L(il?) z'€C5 (x)

(4.7.1) _
L Z (g ) tr A (g'T)

et trg(gr) = E0)
9’€ij7+ (9)

ou c(z') = [T(Fy) : T(Fo)NyJy '|sia’ =y oy, ye G
ot &g') = [T(Fy) : T(Fo) NhJh=] si ¢’ = h-1gr(h), h € C.

4.8. On introduit les sous-groupes J’ et J de J et J* respectivement,
en distinguant deux cas :

cas 1 : F/F, est non ramifiée ou ¢ =1 mod 4. Dans ce cas, J = F|1FOJ1
et J' = ijl ;
cas 2 : F/F, est ramifiée et ¢ = —1 mod 4. Alors J' = J; et J = Foij

Dans les cas ou J est plus grand que J' ou Jt plus grand que Ng, (og)j’,
c’est-a-dire lorsqu’on se trouve dans le cas (r-nr) ou le cas (1-r) et ¢ = —1
mod 4, on considére les représentations par “paquets” fabriqués de la facon
suivante.

Du c6té de G, on consideére tous les prolongements a J de la restriction
a J' de A. Ils sont au nombre de d = [J : J'| et de la forme A ® k",
0<r<d-—1,ouk est un caractére de J, trivial sur J’ et d’ordre d (qui
s’identifie & un caractére du groupe engendré par ¢(¢-! dans le cas (r-nr),
-1 dans le cas (r-r)).
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Notons & le caractére de J que 'on obtient sur J en relevant le caractére
o Ny de J/Ng, (of)J". On remplace 7 et Ty par :

T= @f;éﬂr ou m = Ind?v AQ K"

Tot = ®f g o1 T =Ind$ Ay @R

Alors, en sommant les expressions (4.7.1) des caracteéres des m,. d’une part,
et des 7, d’autre part, on obtient :

1 1
trm(z)=—— de(z') tr Mz = —c(z') tr AM(a")
n(x) w’ecjtz(w)ﬂf n(z) a:’ecz'jf,’(z) (=")
et trmg(gr) :% Z de(g') tr Kst(g/T)

J

gE€C (9N, (05) T

1 d _
= > ——(g') tr Ast(9'7)
g/ecst N(g) d(g )

X
T,NElL(nE)J/

ou d(z') est le nombre de classes de J'-conjugaison dans Iintersection de
la classe de J-conjugaison de z’ avec J' et d(g’) celui des classes de 7-
Ng,, (0j)J'-conjugaison dans I'intersection de la classe de 7-J*-conjugaison
de ¢’ avec NE‘L(og)j'. N

Remarquons que les nombres d(z’) et d(g’) sont invariants quand on
conjugue z’ par un élément de J, respectivement T-conjugue g’ par un
élément de N, (05)J".

On uniformise les notations en posant d(g’) = d(z’) = 1 dans les cas non
mentionnés dans ce paragraphe.

4.9. L’étape suivante consiste & remplacer NElL(DE)J’ par J'. Elle ne
concerne que le cas (r-1).

LEMME 4.6. — Dans le cas (r-r),
(4.9.1)
~ ~ d _ ~
Z ~— cg)trAse(g'T) = Z ~— c(g) tr Ase(g'T).
g/ecst ‘o~ g) d(g ) g’ECSt,\, (9) d(g )
TvNE‘L(UE)J/ T, J!
Démonstration. — Considérons D’application ¥ de CS’}/ (g) dans
cst ;(g) qui, & la classe de 7-J’-conjugaison de ¢’ € Clt(g) N J,

T,NE‘L(OE)

associe la classe de 7-Ng, (og)j’—conjugaison de ¢'. Etudions d’abord son
image.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



CHANGEMENTS DE BASE DE U(1,1)(Fo) 927

Soit ¢ € N E‘L(og)j’ L’ensemble des classes & droite modulo J' dans
Ng,, (oE)J est represente par {¢*,r € [0, 5]} T existe donc 7 € [0, 1]
et h € J tels que : ¢ = (¥h = CT((Th( "7 (¢™"). L’élément ("h(™"
appartient a J tandis que ¢" appartient a Ng, L(og)j’ si et seulement si
r est pair. Donc si r est pair, ¢’ appartient & Im . Rec1proquernent les
classes de 7-.J'- conjugaison dans la classe de 7-Ng, (UE)J conjugalson de
g’ ont un representant de la forme (~2%¢'7(¢?%) = (?"~ 45(C23hc %) pour
un s € [0, 4 ]] L'une d’entre elles est contenue dans J' si et seulement il
existe s € [[ , 1 tel que (274 € FyY, cest-a-dire r —2s = 0 mod (45).

Sig=1 mod 4, g est donc 7-Ng,, (03)J'-conjugué a un élément de J :
U est surjective.

Si¢g=—1 mod4, ¢ est T—NElL(og)j’—conjugué a un élément de J' si
et seulement si r est pair.

Etudions les fibres de W. Soient 91,92 deux éléments de J’ qui sont -
NE\L(OE)J conjugues Quitte & 7- J'- -conjugué g;, on peut supposer qu’il
existe r € [0, < ] tel que (2" T-conjugue g, en g;. Mais alors (~*" appar-
tient & J', ¢ est a-dire ‘”1 divise 2r.

Sig=1 mod 4, q42- d1v1se r et g1 = go : U est injective. En remarquant

que VU conserve la valeur de ﬁg(g’) tr /NXst(g'T), on établit 'égalité (4.9.1).
g

Si¢=—1 mod 4, q;’;—l divise r et go est égal & g1 ou C’%gn(g%l) :
les fibres de ¥ sont de cardinal 2.
Dans ce cas, on remarque que 'application ¢’ +— ¢(~1g'7(¢) définit une

bijection de Im ¥ sur son complémentaire dans C% ~(g) qui préserve
TNg  (05)T
la valeur de ﬁg(g’) tr As:(¢'7). On retrouve donc 1'égalité (4.9.1). O
g

4.10. Il reste a étudier la restriction de ’application N, a C“’t?/ (9).
Tye

LEMME 4.7. — Soient g et x comme précédemment.
(i) Soit ¢’ € J'. Il existe h € J' tel que N.(h~g'T(h)) € J'.
(ii) Soient x1,x2 deux éléments de J' conjugués sous J'. Alors ils sont
conjugués sous J'.
(iii) Soit z' € CI*"(x)NJ'. Il existe ¢’ € Clit(g)ﬂj’ tel que : N, (¢') = 2'.
Il en existe deux a 7-J'-conjugaison prés dans le cas 1 et 4 dans le

cas 2.

Démonstration. — On se place dani le cas 1.
(i) Ona g = zjouz € F*, j € J;. Par le lemme 3.1 de [4], il existe
h € Ji tel que N, (h=tj7(Rh)) € Ji. Alors N, (h=tg'r(h)) € J'.
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(ii) Notons pour i = 1 ou 2, x; = u;j; ol u; € Fl}o, ji € Ji. Soit h € J'
tel que £o = h~ a1 h. On peut prendre h € J;. Alors :
xo=h lzh & uflug = hiljlhjgl S F|1F0 N jl S U = Us
et jo=h"15h.
Par le lemme 3.1(ii) déja cité, on peut choisir h € J;.
(iii) Notons &’ = uj avec u € F|1Fo et j € Ji. Par le théoreme de Hilbert

90 et encore le lemme 3.1(ii), il existe ¢’ = zj,z€FXetje€ Jp tel que :
N,(¢") = 2. De plus, ¢’ € CI¥(g).

Soient maintenant ¢}, gy € CI5H(g) N J” tels que : Ny(g1) = Ny (g2) = 2.
Alors g;, i = 1,2, s’écrit z;j; ott 2z; € F* et j; € J; tel que J4it(ji) € J1.
L’égalité précédente donne alors :

21%2 . . . c o\ —1 — X . . . .

22y 2R T()) T & zZ € By’ et ji7(j1) = j27(j2)

quitte a multiplier z; et j; par un élément de 1 + p sans changer leur
produit. Encore une fois, j1 et jo sont donc 7- Jr- conjugués. Alors g1 et go
sont 7-J'- -conjugués si et seulement si zle est une norme de F'* dans Fj.
ArJ -conjugaison pres, on a deux ¢’ € J’ de norme cyclique z'.

On se place dans le cas 2. Les assertions (i) et (ii) sont immédiates. Soit
x' € Cl*"(z) N J'. Alors il existe j € J1, unique a T-jl—conjugaison pres, tel
que N, (j) = 2. Mais pour tout u € F;*, uj est de norme cyclique 2’ et uj
est 7-J’ -conjugué & j si et seulement si u est un carré dans Fy*.

En effet, si u est un carré, il est clair que j et uj sont T—j’—conjugués.
Réciproquement, on peut supposer que u est 1, wq, (9T ou wpC?t!. Si
J et uj sont 7'-j'—conjugués7 il existe v € F) et j' € jl tels que uj =
v~ 15" 7 (57)) T (v). Mais alors, wv? € J; N Ff=1+pgdoncu=1 0O

4.11. Etablissons I'égalité (4.6.1). Si CI%'(g) N J est vide, CI**(x) ne
rencontre pas J' (lemme 4.7, (i)) donc les deux sommes de (4.7.1) sont
nulles. Supposons maintenant que g € J et z € J' (lemme 4.7, (i)). Alors
Papplication N, induit une surjection de Cjtj/ (g) sur C5t(z) dont les fibres

sont de cardinal 2 dans le cas 1, 4 dans le cas 2 (lemme 4.7). De plus, tr A
est constant sur ces fibres et I'identité s’obtient comme dans [4, § 4.5 et
4.6] en ajoutant le résultat suivant :

LEMME 4.8. — Soit ¢ € J' tel que 2’ := N,(g') € J'. Alors d(g') est
égal a d(x") dans le cas 1, 2d(z") dans le cas 2.

Démonstration. — Le résultat est immédiat dans les cas (nr-nr) et (r-r)
quand ¢ =1 mod 4.
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Dans le cas (r-r) quand ¢ = —1 mod 4, J est le produit {£1}.J’ donc
d(z') vaut 1. D’autre part, Ng,, (UE)J’ est un sous-groupe d’indice 2 de J T
donc la classe de 7-J +—conl]ugauson de ¢’ contient au plus deux classes de
T—NElL(UE)j’—conjugaison, a savoir celles de ¢’ et de —(~1¢/7(¢). Remar-
quons qu'il existe un entier r tel que ¢’ € C(‘H‘l)’”wozjl et que toute la classe
de T—NElL(og)j’-conjugaison de ¢’ est contenue dans U Csw%jl. Mais,

s=0[4]
—(7tg'7(¢) appartient & Csw%jl ol s = ‘12771 —24(¢g+ 1)r =2 mod 4.
Par suite : d(g') = 2 = 2d(2').

Dans le cas (r-nr), ¢’ s’écrit zg, avec z € (FX)* et g} € Ji. Alors
o' = Zz) ou @) = N;(¢}) € Ji. Puisque z et £ sont centraux dans J*
et J respectivement, on a : d(g') = d(gl) et d(z') = d(z}). On peut donc
supposer que g’ € .71 et ' € J1. Sous cette hypothese, J' contient toute
la classe de T—j'“-conjugaison de ¢'. D’apres le lemme 4.7, N, induit une
application de I’ensemble des classes de r-J -conjugaison contenues dans
Cl__ 5. (¢') dans l'ensemble des classes de J'-conjugaison contenues dans
Clj(z"). Cette application est clairement surjective car tout z” € Cly(a')
s'écrit j7la'j, j € J, et est llmage par N, de ¢" := j7'¢'7(j), élément
appartenant a Cl__ 5, (g") N Ji.

Etudions la fibre en z”. D’aprés le lemme 4.7, elle contient au plus 2
classessig=1 mod 4,4 si g = —1 mod 4 et, d’apres la démonstration de
ce méme lemme, ces classes de T—f—conjugaison sont représentées par : g”’
et apg” si ¢ =1 mod 4; ug” ol u parcourt un ensemble de représentants
des classes de Fj; modulo ses carrés. Mais, une de ces classes est contenue
dans Cl__ 7, (¢') si et seulement si son représentant zg" est 7-Jt-conjugué
a g", c’est-a-dire il existe h = (w()"(**y, r,s € Z et y € Ji tel que :

29" = (@) ¢*y) g (@) (*y) & 2 = @ "¢~ mod

=0et z=1 ig =1mod4
Sy= warcf(q+1)(r+28) mod 1+pg< " etz S1q o
z=1louz=wy(?"! sig=—1mod 4

Ainsi, la fibre en x”” est de cardinal 1 si ¢ =1 mod 4, 2 sinon. O

A ce point, sont démontrées les assertions du théoréme 4.4 correspondant
aux cas (nr-nr) et (r-r) lorsque ¢ est congru & 1 modulo 4.

4.12. Dans les autres cas de niveau strictement positif, chaque représen-
tation 7, est 'image par le changement de base stable d’une représentation
m) [18, § 11.4.1] caractérisée par I'identité (4.6.1). D’apres ce qui préceéde,
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pour tout x € G régulier, elliptique, de la forme N.(g) pour un g € G,

d—1 d—1
Z tro (x) = Z tr(x).
i=0 =0

Alors, comme au paragraphe 4.7 de [4], on obtient que les images des
représentations m,,0 < r < d — 1, par le changement de base stable sont
les représentations 7., 0 < r < d — 1.

Dans le cas (r-r) ol ¢ est congru a -1 modulo 4, les deux représentations
7o et 71 ne sont autres que 7-pu "L odet et 7 - p~ ! odet et seule 7 - p " odet
a pour caractere central w,. Elle est donc 'image de 7 par le changement
de base stable.

Dans le cas (r-nr), lorsque ¢ est congru a -1 modulo 4, Pargument du
caractere central permet d’affirmer que I'image de m par le changement de
base stable appartient & {7, = 0 mod 2}. Sans hypothése sur ¢, pour
montrer que 'image de 7 est bien 7, il suffit d’évaluer leurs caracteres
en des éléments bien choisis. Comme dans la démonstration de la propo-
sition 4.3, on choisit g = ¢ ou ¢2. Alors, par (4.4.1) et en poursuivant le
raisonnement comme en [4, § 4.7] :

tr(gr) = tr M) + tr Az ™) = trm(z) # 0.

Ceci termine la démonstration du théoréme dans le cas des représentations
de niveau strictement positif.

4.13. Considérons le cas ou 7 est de niveau 0. La représentation 7 est
une représentation 7-invariante, a caracteére central trivial sur Fy et de
caractere stable : elle appartient donc a 'image du changement de base
stable et son antécédent est nécessairement une représentation de niveau
0 décrite par 4.1 (a), conséquence de tout ce qui préceéde. Ces dernieres
se distinguent par la restriction de leurs caracteres en les éléments de G
dont le groupe des points sur F' du centralisateur est le groupe multiplicatif
d’une extension quadratique de F, éléments dits “elliptiques” dans [11] et
“tres elliptiques” ici pour éviter les confusions.

Soit g € G tel que = g7(g) est un élément de G régulier et treés
elliptique. Le groupe T'(F') des points sur F' du centralisateur de x est le
groupe multiplicatif d’'une extension quadratique E de F', nécessairement
non ramifiée sur F'.

Si CISt(g) N J est vide, alors CI*(z) N J aussi. En effet, un élément 2’ de
Cl*"(x) N J est de la forme N, (g') ot ¢’ € CI¥*(g) et commute & x (puisque
g commute & x). Or 2’ est trés elliptique donc ¢’ appartient & F'* ﬁo(ﬁ) =J
[11, th. 1]. Pour un tel g, I'identité (4.6.1) est satisfaite.
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Si CI2t(g) N J 'est pas vide, on considere ¢’ € CI3t(g)NJ et 2/ = N,(g').
Alors 2/ € Uy(L) et 2 est G-conjugué a z : o' =y~ tay,y € G.

Notons que 7(z') appartient & Up(£L) et 7(2') = (y~ 7 (y)) La'y 17 (y).
Ainsi y~17(y) € F*Uy(L), autrement dit : 7(y) = yj, j € J. Mais alors la
chaine de réseaux yL est une chaine autoduale de F? et x € Uy(yL). De
deux choses 'une :

— la chalne yL est de méme invariant que £ auquel cas il existe yg € G
tel que yL = yoL : yy 'ayo € Up(L) = J ;

— la chaine y£ n’est pas de méme invariant que £ auquel cas il existe
Yo € G tel que yL = yoL' ou L est une chaine de période 1 telle que Uy (L)
contient le méme sous-groupe d’Twahori Z que Up(L) : yo "zyo € Up(L').
Mais, £’ est d’invariant pair et Up(L’) est la réunion disjointe de Z et de
son complémentaire, le premier formé des éléments de déterminant dans
1 4 p, le second formé des éléments de déterminant dans —1 + p. Or le
déterminant de y, Lryo est égal & det ¢/ /det g’ oul det g’ est nécessairement
de valuation paire, donc est un élément de 1+ p. Ainsi, y, L2yo appartient
alcC Uo(ﬁ)

Dans les deux cas, CI*(x) N J n’est pas vide. On peut donc choisir = € J
puis g € J. Par la formule de Mackey et puisque x est tres elliptique, on
obtient : tr7(g7) = tr /~\(g7') et tr(z) = tr A(z).

On conclut grace a (4.2.3).

5. Caracteéres de représentations irréductibles
de certaines extensions de groupes finis.

On présente dans ce paragraphe un calcul de caracteres de représen-
tations admissibles de groupes compacts qui permet de justifier ou de se
convaincre de la validité d’affirmations contenues dans le paragraphe 3.1
(cas (b)) et la démonstration du lemme 4.2.

Le calcul exposé est plus complexe que nécessaire ici. Mais, on rencontre
cette méme question dans 1'étude du transfert de U(1,1)(Fp) x U(1)(Fp)
a U(2,1)(Fp). On a donc choisi un cadre suffisament grand pour réutiliser
les résultats lors de cette étude.

5.1. Données, hypotheéses et objectif. On fixe un nombre premier p.
Soient J un groupe fini, J; un sous-groupe distingué de J de centre Z et
J’ un sous-groupe de J tels que J = J'J; et J'NJ; C Z. On suppose que :

(i) J1 est un p-groupe, extra-spécial de classe 2 ou abélien ;

TOME 60 (2010), FASCICULE 3



932 Laure BLASCO

(ii) J' = TJ} o T est un sous-groupe abélien de J' et J| un p-sous-
groupe distingué, ou bien extra-spécial de classe 2 dont le centre Z’
contient J§ N'T, ou bien abélien (dans ce cas on le note aussi Z');

(ii) [J7,J:] =15
(iv) J'/J} est d’ordre premier a p;

(v) Z'Z est contenu dans le centre de J et J{J; est un p-groupe extra-
spécial de classe 2, de centre Z'Z.

Soient # un caractere fideéle de Z et 6’ un caractere fidele de Z’ tels que
0)znz = 9|/ZﬂZ"

Ainsi, le groupe Z est un groupe cyclique d’ordre p et le quotient V =
J1/Z est un Fp-espace vectoriel de dimension paire, muni d’une forme bili-
néaire alternée non dégénérée < .,. > définie par :

<, .> : VxV = tp
(92,9'2) — 0(lg,9']).
Ceci est également valable pour Z’ “en primant” V', J1, Z et 6.

On note O le caractere -0 de Z'Z et ne la représentation de Heisenberg
de J|J; de caractére central ©. Elle est isomorphe au produit tensoriel des
représentations de Heisenberg de J; et J| de caractéres centraux 6 et ¢’
respectivement. On note ng et ng: ces deux représentations, p® et p® leurs
dimensions respectives.

On suppose que les représentations ng et 79 se prolongent en des repré-
sentations de J et J' respectivement.

Notre but est de définir une bijection entre les prolongements de ng a J
et ceux de ngr & J' caractérisée par une identité de caractéres.

Dans les deux cas, les prolongements se distinguent par les valeurs de
leurs caracteres sur les éléments de T'. On cherche donc a calculer la trace
des prolongements de ng en un élément de T en fonction de celle des pro-
longements de 79, au moins dans les situations qui nous sont utiles.

5.2. Cinq conséquences des données et hypothéses.

5.2.1. Tout d’abord, de ’hypothése (iv), on déduit que :
Jnlicly dou J/I=T/I,~T/TnZ e VNl cCZ,

le dernier isomorphisme et l'inclusion sont alors conséquences de (ii) et (i)
respectivement.

5.2.2. A z € J', on associe Pautomorphisme symplectique de V', encore
noté x, défini par la conjugaison par x, le sous-espace V¥ de V formé des
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points fixes sous = et le caractere x, de V* défini par :
Xz(v) = 0([x, v]) pour tout v € V7.

Remarquons d’une part, que J} centralisant J; (iii), V' et x, ne dépendent
que de la classe de  modulo J ; d’autre part, que si  n’appartient pas &

1, son ordre r dans J'/J| est premier & p (par (iv)) et x, est trivial. Pour
cette derniére assertion, il suffit de remarquer que :

— pour tout v € V¥, tout s €N, x,(v)* =14 s =0[p] ou x.(v) =1;

— pour tout v € V¥, x,(v)" = xur(v) = 1.

Par conséquent, puisque € est fidele, la projection naturelle du sous-
groupe J{ des éléments de J; invariants par conjugaison par x sur V7 est
surjective. En primant les notations, on obtient le résultat analogue pour
tout élément de T'. Ainsi,

(5.21) Vzel, (1h/2)"~I%/Z et VteT, (J,)2) ~1,')7
Il s’en suit que :
vieT, (WhW/2'2) ~0\'1,)Z' 2.

5.2.3. Soit t € T. L’application de V dans V qui & v € V associe [t~1, v]
est linéaire de noyau V*. Son image Z, = {[t"!,v],v € V} est Porthogonal
de Vt. De plus, 'action de T par conjugaison sur J; fournit une représenta-
tion de T' dans GL(V) triviale sur T'NJ}. Puisque T/T NJ} est fini d’ordre
premier & p (iv), cette représentation est semi-simple donc somme de carac-
téres. On en déduit que les sous-espaces V¢ et Z; sont supplémentaires. Par
conséquent, pour tout ¢ € T (et par suite pour tout = € J'), la restriction
de < .,. > au sous-espace V! est non dégénérée et la dimension de V? est
paire, notée 2ay.

5.2.4. Les paires (J,\) et (J',\) sont deux cas de la situation A.1.7
de [6]. En utilisant le corollaire A.1.8 et la surjectivité des projections de
(J,J1)t sur (3,01/2'Z)" et de J)" sur (J}/2")" pour tout t € T (comme
dans la démonstration de la proposition 13.1 de [5]), on obtient :

LEMME 5.1. — Soitt e T.

a) trA(t) £ 0, teN@E) £ 0 et |trA@)] = |V - [V'3,
[tr X ()] = [V"]%.

b) Soit y € J{J1. Alors tr A(ty) est non nul si et seulement si ty est
J,J1-conjugué a un élément de tZ'Z.

c) Soit y' € Ji. Alors tr N'(ty’) est non nul si et seulement si ty' est
J}-conjugué & un élément de tZ'.
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5.2.5. Enongons une derniere conséquence.

LEMME 5.2. — Deux éléments de J' sont J-conjugués si et seulement
s’ils sont J'-conjugués.

Démonstration. — Soient x, 2’ deux éléments de J' qui sont J-conjugués.
Quitte & conjuguer 'un d’entre eux par un élément de J', on peut supposer
que x et x’ sont Ji-conjugués. On écrit : © =ty out € T et y € J| et
2’ = jzj~! avec j € J;. Montrons que 2’ et z sont égaux.

Si x € Jp, il suffit d’utiliser (iii). Si « € Ji, on a grace a (iii) :

o =ty y T gly - gl =2 )

Ainsi, [t71,j] = 2712’ appartient & Z (J; NJ’' C Z par hypothése), c’est-
d-dire que j € Vt = V*. Et puisque Y, est trivial (§ 5.2.2) et 6 fidele, on
conclut que z et 2’ sont égaux. O

Par les lemmes 5.1 et 5.2, on obtient :

COROLLAIRE 5.3. — Soit x un élément de J'. Les quatre propositions
suivantes sont équivalentes :

(i) trA(z) #0;
(i) tr N (z) #0;
(iii) « est J'-conjugué a un élément de TZ';
)

(iv) x est J-conjugué & un élément de TZ'.
5.3. Comparaison de traces.

5.3.1. Soit A un prolongement de ng a J. Notons J, le centralisateur de
J; dans J'. La restriction de A a Jj est de la forme Xj - 79 ot Aj est un
prolongement de ng: & Jj. Soit A’ un prolongement de Aj a J'.

Par la suite, on note X' 'ensemble des caracteéres de J triviaux sur JgJ;.
11 s’identifie via la restriction & 1’ensemble des caractéres de J' triviaux sur
Ji ou & ceux de T triviaux sur T'NJj. Selon le contexte, on regarde X d’une
fagon ou d’une autre et on note d son cardinal.

Remarquons que lorsque a = 0, A\ est isomorphe & \' ® 6 pour un pro-
longement X\ de 7y convenable. Il existe donc une bijection que 1'on peut
définir “canoniquement” par ’égalité des traces sur les éléments de 7.

Si d =1, J n’est autre que le produit JpJ; et J' est égal a Ji,. La re-
présentation A est de la forme A\ ® 79 pour un unique prolongement \ de
ng. 11 existe donc une bijection que 'on peut définir “canoniquement” par
I’identité de caracteéres suivante :

Ve eT, tr(z)=p*tr\(z).
On suppose donc : a > 0 et d > 1.
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5.3.2. On désigne par K le groupe J'Z. Puisque X prolonge g, sa restric-
tion a K est une sous-représentation de la restriction a K de Ind%, 7, Ao ® 19
0
qui est multiple de Indjlfé 2 A -0 d’apres la formule de Mackey. Il existe donc
d entiers positifs me (£ € X) tels que :

(5.3.1) VEEK, Ak)=EDmeEN 0)(k) et > me=p

feXx fex

dot : VeeT, tri(z)=tr\( Z meé(x

Notre but est d’évaluer ., mef(x). De lassertlon a) du lemme 5.1,
on déduit qu’elle est de module [V*|'/2 pour tout x de T. On obtient alors

un systéme d’équations en les inconnues mg, a savoir :

> me=p"

fex

(5.3.2)
Z m? + Z (Z memee )€ (x) = |V pour chaque T # 1,
{ex fex—{1} {ex

ou T représente la classe de z € T modulo J;NT.

5.3.3. On suppose dorénavant que :
(H) T/J, NT est cyclique et que pour tout T € T/Jy N'T non trivial,
[V =1.
Alors les d inconnues My = 3 .y mg —1 et Mg = Deex Memeer, § € X
non trivial, sont solutions du systéme linéaire

My + Z My :p2a_1

gex—{1}
M+ Y (x)Mg =0,
gex—{1}
p2a_1
‘est-a-dire : V¢ € X, Mg = E-=L. En particul; 1=
c est-a-aire : 5 & 1 particulier : me d

fex
Soit {me, £ € X} une solution entiere de (5.3.2). Alors :

(5.3.3)

@41 ? L
Z(pd —ms> =|f'\’|(pd ) —2pd S me+ Y mi=1

fex fex tex

i) Si IJ(ZTH € Z, il existe, a permutation pres des mg, deux solutions
entieres de (5.3.3), & savoir :
p*+1 p*+1

d

my = £1 et meg= si £#£1;
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et, toujours & permutation pres des my, il existe une unique solution entiere
de (5.3.2), a savoir :
p*+1 p*+1
si 1.
7 7 £#

i) Si #j‘l ¢ Z, chaque terme de la somme (5.3.3) appartient a ]0, 1]
donc, pour tout £ € X, m¢ est égal & uw ou u + 1 oll u est la partie entiere

my = -1 et me=

de piT'H. Notons r la différence (p* + 1) — ud et n le nombre d’entiers mg
égaux a u. Remarquons que : 0 < r < d.

De la premiére équation de (5.3.2), on déduit que n = d+ 1 — r, puis de
(5.3.3), on obtient :

S (P ) = n () -0 () =

fex
S (r-2)(r—d)=0=r=2.

Dans ce cas, d divise donc p® — 1, I'un des m¢ est égal a % + 1 et tous

les autres a 2 06;1. On obtient ainsi toutes les solutions de (5.3.2).

En conséquence :

LEMME 5.4. — On suppose I'hypothése (H) satisfaite. On note Jj le
centralisateur de J; dans J', d le cardinal de T/J,NT et p*® celui de J1/Z.
Si d divise p* + 1, il existe un unique prolongement X' de ng: tel que :
pitr N (z) sizelynT,

—trN(xz) sinon.

VeeT, trA(z)= {

Sinon, il existe un unique prolongement X' de ng: tel que :
pitrN(z) sizelynT,

tr N (x) sinon.

Ve eT, trA(z)= {

5.3.4. AppLICATIONS. (1) L’affirmation de 3.1 (b’) demande une justi-
fication lorsque la représentation A n’est pas de dimension 1. D’aprés |3,
§ A.6.2], A est de la forme Ay pour un caractére § d’un sous-groupe de J.
On applique ce qui précede avec :

J=J/Ker6,Jy =JNU(L)/Ker§,T=H/Ker0 NH ,J} =2 =Z

en remarquant que T/JGNT ~ kllko, V est de cardinal ¢? et le stabilisateur
de chaque élément non nul de V est réduit & {1}.

(2) On reprend les notations de 4.1 (b) et on se place dans le cas (r-nr)
du paragraphe 4.3. Pour calculer tr A sur olEIL, on pose :

J=J/Ker0,Jy = Ji/Ker§,T = oy, Jop,, NKer§ et I} =2'=Z2
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et on applique le lemme précédent. Remarquons que Jj, est alors égal a
{£1}J] donc d vaut % tandis que a vaut 1 ou 0 suivant que la dimension
de X est g ou 1. Si @ = 0, le résultat est obtenu au paragraphe 5.3.1; si
a = 1, 'hypothése (H) est bien satisfaite car T/T N Jj est cyclique et tous
les éléments de 0}5‘ non centraux sont minimaux.

(3) On se place dans la méme situation que précédemment mais on s’in-
téresse cette fois a la représentation X. On suppose de plus que X nest pas
de dimension 1 (donc a = 1). On pose :

J=J/Ker6,J, = Ji/Ker,T = 0} /o5 NKerf et J) = Z' = Z.

C’est un cas particulier de 5.1 et toutes les conséquences qui suivent sont
valables, en particulier 5.3.2.
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