ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER

N. V.QUE

Du prolongement des espaces fibrés et des
structures infinitésimales

Annales de institut Fourier, tome 17,n°1 (1967), p. 157-223
<http://www.numdam.org/item?id=AlF_1967__17_1_157_0>

© Annales de I’'institut Fourier, 1967, tous droits réservés.

L’accés aux archives de la revue « Annales de l’institut Fourier »
(http://annalif.ujf-grenoble.fr/) implique I’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AIF_1967__17_1_157_0
http://annalif.ujf-grenoble.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Ann. Inst. Fourier, Grenoble
17, 1 (1967), 157-223.

DU PROLONGEMENT DES ESPACES FIBRES
ET DES STRUCTURES INFINITESIMALES

par Ngo van QUE

Introduction.

Ce travail a pour point de départ le papier fondamental de D. C.
Spencer : « Deformation of structures defined by transitive continuous
pseudogroups ». D. C. Spencer y a développé pour la géométrie diffé-
rentielle une nouvelle méthode dite cohomologique. Cette méthode, qui
a été illustrée par I'important mémoire de I. M. Singer et S. Sternberg :
« On the infinite groups of Lie and Cartan », s’aveére €tre d’ailleurs un
formalisme élégant et essentiel pour I’étude des opérateurs différentiels
ou des systemes différentiels linéaires en général (voir la profonde these
de D. G. Quillen a2 Harvard 1964, qui nous est malheureusement parvenue
apres que ce travail a été congu). Notre but est de préciser le cadre géné-
ral dans lequel s’applique la méthode de D. C. Spencer et de I'appliquer
a Pétude particulicre des structures infinitésimales. Les différents chapi-
tres de ce travail sont précédés chacun par une note explicative qui dégage
les résultats essentiels obtenus ; nous y renvoyons donc le lecteur pour une
introduction plus détaillée.

Le professeur B. Malgrange m’a donné I’essentiel des idées contenues
dans le paragraphe 4 du chapitre II. En particulier, je lui dois I’élégante
forme du théoréme II-4-b de ce paragraphe. Je profite pour lui présenter
ici ma reconnaissance entiere.

Qu’il me soit permis d’exprimer ma profonde gratitude au profes-
seur A. Lichnerowicz dont I’enseignement et les conseils bienveillants ont
depuis toujours guidé mes recherches.

(1) Le sujet de ce travail fait partie de la thése présentée le 16 juin 1966 a la
Faculté des Sciences de Paris pour I'obtention du grade de docteur &s-sciences.
L’autre partie de la thése, qui développe les idées de D.C. Spencer en théorie de
déformation, sera présentée dans une prochaine publication.
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CHAPITRE PREMIER

GROUPOIDE DE LIE ET ESPACE FIBRE ASSOCIE

Nous rappelons dans ce paragraphe la notion de groupoides de Lie
et des espaces fibrés associés. Il nous a semblé nécessaire pour la suite
d’introduire la notion de groupoides de Lie qui est cependant équivalente
a celle bien connue d’espaces fibrés principaux a groupe structural.

1. Groupoide de Lie.

DEFINITION I.1.a. — Un groupoide ® sur P'ensemble V (ou plus
précisément, dont V est 'ensemble des unités) est un ensemble muni d’'une
application

(ab): ¢ —>V XV
z2—>(a(2),b(2))

et d’'une loi de composition interne associative et partielle, vérifiant les
axiomes suivants :

1) z et 2’ étant deux éléments de ®, le composé z-7' est défini si et
seulement si a (z) = b (z). Et on a

b(z7Z)=b® et a(z-7) = a(@).
2 Vx,xe€V, 31, élément de ® tel que
a(lm) =b (lw) =X

et que si -1, est défini, 7-1, = z
si l,-z est défini, l,-7 = z

3) Vz, z€®, 3z, élément de @ tel que

z:z7l =1, ol y=>5b(2)

z7lz =1, ou x=a(2
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Les applications a et b sont appelées respectivement application
« source » et « but » de ®. L’élément [,, associé a tout élément x de V
d’aprés I’axiome 2, est unique ; il est appelé P'unité en x de ©.

On vérifie que I'’ensemble des éléments de @ de source et but confon-
dus au méme €élément x de V, forme un groupe G,, appelé le groupe d’iso-
tropie en x de ®@. Et si z, est un élément de @, de source x et de but y,

Z20: G — G,
I——> 20°2°25 "

est un isomorphisme de groupes de G, sur G,.

Dans le cas ou I'application (a, b) est surjective, nous dirons que le
groupoide @ est transitif.

DEFINITION I.1.b. — @ étant un groupoide sur V, ® est un grou-
poide différentiable s’il existe sur ® et V des structures de variétés diffé-
rentiables (de classe infinie et paracompactes) telles que

1) lapplication (a, b) est différentiable (indéfiniment).

2) lapplication :
O —-oeuo O
Z— 7!
soit différentiable,

3) pour toute variété différentiable W, munie de deux applications
différentiables f et g de W dans ® vérifiant

a af = bo 8,
Papplication
fg: Weee—— D
z— f(2)'8(2)

qui est alors définie, est différentiable.

Suivant Matsushima, nous dirons qu’un groupoide différentiable est
un groupoide de Lie, si I'application (a, b) est une submersion (i.e. sur-
jective et partout de rang maximal). Un groupoide de Lie est donc transitif.

PROPOSITION 1.1. — Si ® est un groupoide de Lie sur la variété V,
ona:

1) les groupes d’isotropie de ® sont des groupes de Lie isomorphes,
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2) en posant
O, = {z,z€ D, tel que a(z) = x}

O, est un espace fibré principal différentiable sur V, par la projection
« but » b, avec comme groupe structural le groupe de Lie d’isotropie G,.

En effet,

a) Comme l’application (a, b) est une submersion, les groupes d’iso-
tropie de ® sont des sous-variétés fermées de ® (lemme de Thom). Et
les conditions 2 et 3 de la définition I.1.b entrainent que leur structure
algébrique est compatible avec leur structure différentiable. Ce sont donc
des groupes de Lie, qui sont isomorphes puisque @, étant un groupoide
de Lie, est transitif ;

b) de méme, comme ’application a est aussi une submersion, @, est
aussi une sous-variété différentiable fermée de ®. Et I'application b est une
submersion de @ sur V : @, est donc un espace fibré différentiable sur V.
D’autre part, la condition 3 de la définition I.1.b entraine que G, est un
groupe de Lie opérant a droite sur @, de facon simplement transitive sur
les fibres. Alors, en vertu du théoréme ci-dessous qui généralise un théo-
reme de Gleason, ®, est un espace fibré principal différentiable sur V,
avec comme groupe structural le groupe de Lie G, (I’espace fibré principal
a groupe structural étant compris au sens de Steenrod, Topology of fibre
bundles).

THEOREME. — Soit E un espace fibré différentiable sur une variété
différentiable V. Si G est un groupe de Lie opérant sur la variété diffé-
rentiable E, de fagon simplement transitive sur les fibres, E est un espace
fibré principal différentiable sur V, a groupe structural G.

Démonstration.

LEMME. — Soit E un espace fibré différentiable sur V. Tout point de
V admet un voisinage U, muni d’une application différentiable s de U dans
E tel que p o s = 1d., p étant la projection de E sur V.

Autrement dit, ce lemme assure ’existence des sections différentiables
locales définies au voisinage de tout point de V. Ce lemme n’est que la
conséquence immédiate de la proposition 2, page 80 du « Theory of Lie
Groups », de C. Chevalley, qui reste valable dans le cas différentiable.

Soit donc U, un ouvert de V, muni d’une section différentiable s.
Considérons I'application
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¢s: UXG—>Ey (=p~1(U)
x,9) —s(x) - g

ot le point du second membre désigne ’action de 1’élément g de G sur un
élément de E.

L’application ¢, est différentiable (comme I’application de la variété
différentiable produit U X G dans la variété différentiable Ey). Elle est
aussi bijective. Et on peut voir facilement que son application tangente est
une bijection en tout point. C’est donc un difféomorphisme : ¢; 'existe et
est différentiable.

Il reste & voir que les « fonctions de changement de coordonnées »
(voir Steenrod) sont des fonctions différentiables a valeurs dans G. Il
revient a voir que si 5’ désigne une autre section différentiable définie
sur U, Papplication suivante :

g: U—5G

X ———> g (x), tel que s’ (x) = s (x) - g (x) est différentiable. Or

’application g n’est autre que I’application composée
fo Ps s

ou f est la projection canonique de U X G sur G. Comme chacune des
applications f, ¢; % s est différentiable, 1’application g est donc différen-
tiable.

C.QF.D.

De la proposition I-1, nous tirons facilement le corollaire.

COROLLAIRE I.1. — Le groupoide de Lie ® est localement isomorphe
au groupoide trivial R* X G X R*, oit n est la dimension de V, et G, un
groupeode Lie isomorphe aux groupes d’isotropie de .

Le groupoide de Lie trivial R* X G X R™ admet comme espace des
unités R” et la loi de composition suivante :

@ g,y 0,8x =(2¢"8x.

Et de fagon précise, le corollaire affirme qu’en tout point de V, il
existe un voisinage ouvert U et un difféomorphisme

¢:(a,b)~1(Ux U ———R"x G X R"
z2—> (¥ (2), 8 (2), x (2))
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tel que si a () = b (z), on ait

x(Z)=y©®@
et

¢ - 2) =9(&) ¢ ®.

Exemples.

1) V étant une variété différentiable, désignons par II* (V), I'’ensem-
ble des jets inversibles d’ordre k de V dans V (voir C. Ehresmann - a -).
II* (V) est un groupoide de Lie sur V, de groupes d’isotropie isomorphes
au groupe L.

2) Si E est un espace fibré vectoriel différentiable (localement trivial)
sur V, I’ensemble II (E), des isomorphismes linéaires de fibres sur fibres
de E, est un groupoide de Lie sur V.

3) Si © et @’ sont deux groupoides de Lie sur V, soit ® x @’ le
produit de Whitney de @ .et de @’, ou I’ensemble de couples (z, ') d’élé-
ments de @ et de @’ vérifiant a (z) = a () et b (z2) = b (Z'). Alors la loi
de composition naturelle :

zL2) @, ) =@ 2,21 2)

détermine dans @ X @’ une structure de groupoide de Lie sur V.

2. Espace fibré associé.

DEFINITION 1.2. — Soient ® un groupoide Lie sur V, et E une
variété différentiable fibrée sur V, i.e. munie d’une submersion p sur V.
Nous dirons que E est un espace fibré associé a ®, si et seulement si les.
conditions suivantes sont vérifiées :

1) Vz,z€®, avec a(z) = x et b (2) =y, z détermine un difféo-
morphisme de la fibre E, (= p—! (x)) sur la fibre E, :

z:B,—— E,

e——> Z(e) noté z - e
Et on a

~ ~

27 =2z07.
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2) pour toute variété différentiable W, munie de deux applications
différentiables f et g respectivement a valeurs dans ® et E telles que

ao f =pPo g
Papplication | - g, qui est alors définie,

f-g: W—— E
X — f(x) - g(x)

est différentiable.

PropPosITION 1.2. — E étant un espace fibré associé @ un groupoide
de Lie @, E est un espace fibré différentiable localement trivial de fibre F
et a groupe structural G, ot F est une variété différentiable difféomorphe
a toute fibre de E et G, un groupe de Lie isomorphe aux groupes d’iso-
tropie de ©.

En effet, désignons par F la fibre E, de E. Il est facile de voir que E
est Pespace fibré obtenu par modelage de F sur le fibré principal ®,, dont
le groupe structural G, opére d’aprés la définition I-2 sur F.

Il est & remarquer que si E est un espace fibré différentiable obtenu
par modelage d’une variété F sur le fibré principal @,, E est un espace
fibré associé au sens de la définition I-2 au groupoide de Lie ®.

Et lorsque sur chaque fibre de E, il existe une structure algébrique
(resp. de groupes, d’espaces vectoriels, d’algebres, etc.) compatible avec
leur structure différentiable et que pour tout élément z de ®, z est un
isomorphisme algébrique, E est un espace fibré différentiable & structure
algébrique (resp. fibré en groupes, fibré vectoriel, fibré en algebres, etc.).

N

1) Fibré en groupe canonique associé a un groupoide de Lie. Soit
@ un groupoide de Lie sur V. Désignons par G (®), ’ensemble (a,b)~1(A),
ol A est la variété diagonale fermée de V x V. L’application (a, b) étant
une submersion, d’aprés le lemme de Thom, G (®) est une sous-variété
différentiable fermée de ® - G (D) est évidlemment un espace fibré diffé-
rentiable sur V, par I'application a ou b, et tel que chacune de ses fibres
soit un groupe de Lie, groupe d’isotropie de @ - G (®) est d’autre part
canoniquement associé a @, de fagon compatible avec la structure algé-
brique de ses fibres : c’est donc un espace fibré différentiable en groupes
sur V.

2) Un espace de prolongement infinitésimal d’ordre k d’une variété
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différentiable V est par définition un espace fibré associé au groupoide
de Lie II* (V).

3) Si E et E’ sont deux espaces fibrés sur V associés respectivement
aux groupoides de Lie @ et @, leur produit de Whitney sur V est encore
un espace fibré sur V associé au groupoide ® x @’, produit de Whitney
de @ et @’ (voir ex. 3, I-1).

3. Sous-groupoide de Lie et groupoide d’extension.

Soient @ et @’ deux groupoides sur V. Un foncteur de @” dans @ est
une application f :
f: 0 —m O
telle que
aofza', bof:b'
et

fz-2)=1@ @)

Lorsque ® et @ sont des groupoides différentiables, un foncteur est
toujours supposé différentiable.

Sous-groupoide de Lie.

Nous disons que @’ est un sous-groupoide de Lie du groupoide de
Lie @, s’il existe un foncteur injectif de @’ dans ®.

Comme dans le cas de groupes de Lie, un foncteur injectif est néces-
sairement régulier, i.e. partout de rang maximal : @ est réalis¢é comme
une sous-variété différentiable de @.

DEFINITION 1.3. — Soit E un espace fibré sur V, associé au grou-
poide de Lie ®. Une section (différentiable) globale de V dans E est dite
réguliére si et seulement si pour tout couple d’éléments x et y de V,
il existe z, élément de @ de source et de but respectivement en x et en y,
tel que

z - 5(x) =s().

PRrOPOSITION 1.3.a. — Toute section réguliére s d’un espace fibré E,

associé a un groupoide de Lie ®, définit canoniquement un sous-groupoide
de Lie @' de .
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Démonstration.

Considérons en effet

¥ ={zz€0d, tel que z-s(a(2) =s5(b ()}

@’ est un sous-groupoide de @, transitif sur V : le sous-groupoide qui
laisse invariant la section.

@’ est un sous-groupoide de Lie si @’ est une sous-variété différen-
tiable de @. Or, en effet, il nous suffit de regarder localement, i. e. supposer
que @ est un groupoide de Lie trivial R* X G x R" (voir corollaire I-1)
et que E est un fibré trivial R, X F, ou F est une variété différentiable
sur laquelle opére le groupe de Lie G, associé a @ de la maniére suivante :

z€0, z=(x,8y) et ecE, e= (1)
z-e=(xg"0.

Et soit donc la section réguliere s -

s: Rr—>R" X F
x ——>(x, 5 (x)).

Considérons I'application différentiable :

S:R*xGXRr——F X F
(x,8y) ——(s(x), g s(»)

I1 est clair que @’ est 'ensemble S—* (A), ol A est la sous-variété diagonale
de F x F. Mais comme la section s est réguliére, on peut supposer que
G opere transitivement sur F, car sinon au lieu de F on peut prendre la
sous-variété orbite G - s (x). Et alors, I’application S est transversale a A;
d’aprés le théoréme de transversalité de Thom, S—! (A) est une sous-
variété différentiable fermée de ®.

C.QF.D.

Exemples.

Une structure infinitésimale d’ordre k sur la variété différentiable V,
c’est la donnée d’une section (différentiable) d’un espace fibré associé au
groupoide de Lie IT* (V). La structure infinitésimale est réguli¢re si cette
section est réguliére. Elle détermine donc un sous-groupoide de Lie de
IT* (V) et ce sous-groupoide est ce qu'on appelle une G-structure sur V
(G, sous-groupe de LY, isomorphe aux groupes d’isotropie du sous-grou-

poide).
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1) Désignons par T*, le fibré cotangent de V - T*, est associé au
groupoide de Lie II' (V). Le produit symétrique au sens de Whitney de T*
par lui-méme, S? (T*), est encore associé a II* (V). Ceci dit, une structure

pseudo-riemanienne sur V est la donnée d’une section réguli¢re non nulle
de S2(T*).

2) De méme, le produit extérieur au sens de Whitney de T*, A2 T*,
associé a IT* (V). Une section de A? T*, qui est partout de méme rang, est
une section réguliere. Dans le cas ou le rang de la section (la 2-forme) est
partout égal a la dimension de V, qui doit étre donc paire d’aprés un
théoréme de Lepage, on a ce qu’on appelle une structure presque symplec-
tique sur V. Une structure presque symplectique est donc réguliere.

Groupoide d’extension.

Soient @ et @’ deux groupoides sur V. @ est dit un groupoide d’exten-
sion de @, s’il existe un foncteur ¢ surjectif de ® sur @’.

De méme comme dans le cas des groupes de Lie, un foncteur surjectif
d’un groupoide de Lie ® sur un autre groupoide de Lie @’ est nécessaire-
ment partout de rang maximal : @ est fibré sur @’.

Et a toute extension @ de @', @ et @’ étant deux groupoides de Lie,
il correspond la suite exacte suivante de fibrés en groupes sur V :

1->N(@—->G@)—->G@)—1 (1

Si nous appelons une réduction de ® dans @’ tout foncteur p de ¢’
dans @ tel que ¢ o p = Id, il correspond a toute réduction de @’ dans ®
une scission de cette suite exacte de fibrés en groupe. Et cette scission est
réguliére en ce sens : p étant le relévement de la scission, pour tout couple
d’élément x et y de V, il existe z, élément de @, de source et de but
respectivement en x et en y, tel que

gEG@), z-p@ z7'=p@@@ g 9@

Et inversement, nous avons la proposition :

PROPOSITION 1.3b. — Si @ est un groupoide de Lie d’extension du
groupoide de Lie O’, toute scission de la suite exacte de fibrés en grou-
pes (1), telle que pour tout point x de V, G, (®’) opére alors par I'opération
adjointe sur N (¢) |. sans autre point fixe que I'élément neutre, détermine
une réduction de O’ dans ®.
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En effet, désignons par p le relevement de la scission. Il est immédiat
de constater que I’ensemble des éléments z de @ tels que

2rp@ 27t =p(p(@ g (@),

pour tout g de G, (®’) avec x = a (z), est sous-groupoide de Lie de O,
isomorphe par le foncteur ¢ a @”.



CHAPITRE 11

PROLONGEMENT DES ESPACES FIBRES
ET OPERATEURS DIFFERENTIELS

Soit donné (E, p, V), i.e. une variété différentiable E fibrée sur la
variété différentiable V par la submersion p. Désignons par J; (E, p, V),
ou lorsqu’il n’y a pas de risques de confusion, simplement par J; (E),
I’ensemble des jets d’ordre k des sections (différentiables) de E. C’est
encore une variété différentiable fibrée par l'application « source » sur V,
dite le fibré de prolongement d’ordre k de E. Et si s est une section
différentiable de E, I’application

s : V—— J;(E,p, V)
x —— jks
est une section différentiable de V dans J; (E, p, V).

Si E est un fibré vectoriel, nous montrerons que le fibré de prolon-
gement est aussi un fibré vectoriel. Et en définissant sur les fibrés de
prolongement l'opérateur de Spencer, nous donnerons une contribution a
I’étude des opérateurs différentiels.

1. Prolongement de groupoides de Lie.

@ étant un groupoide de Lie sur V, considérons ’ensemble
o C Jx (D,a,V)
tel que si X est un jet d’ordre k de section de (®, a, V),

X € ®* si et seulement si bX € IT* (V), bX désignant le composé de
jets.

ProposITION Il.1a. — L’ensemble ®% admet une structure cano-
nique de groupoide de Lie sur V.

En effet, considérons les applications suivantes, comme les applica-
tions source et but de ®* sur V:
a : OF — 'V
X —— a (X), la source du jet X
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et
b, : ¥ —— V

X —— b @ (X)),
B (X) étant le but du jet X.

Alors si X et X’ sont deux éléments de @, vérifiant a, (X) = b, (X)),
définissons le composé

X X=XbX) X

ol X b X’ est le composé de jets et le point du second membre est compris
de la maniére suivante : si Z = jk f et Z' = j¥ g, f et g étant deux appli-
cations différentiables de W dans @, telles que ao f = bo g, Z - Z est le
jet j¥ (f - g) de lapplication f - g (voir définition I-1-b), ce jet ne dépen-
dant que du jet d’ordre & de f et de g au point x.

Muni de cette loi de composition interne et partielle, ®* est évidem-
ment un groupoide sur V. Pour montrer que c’est en fait un groupoide de
Lie sur V, il suffirait de regarder localement, i.e. supposer que ® est un
groupoide de Lie trivial R* X G X R”; ce qui est laissé aux soins du
lecteur.

C.QF.D.

ProPOSITION II.1b. — Si E est un espace fibré différentiable, associé
au groupoide de Lie ®, le fibré de prolongement J; (E) est canoniquement
associé au groupoide de Lie @, .

En effet, soient Z € ®*, avec a; (Z) = x, et X € J; (E), de source x;
posons :

Z-X=ZOb2) ) - XOb2)™

ou les éléments entre parenthéses sont des composés de jets et le point
du second membre est ainsi défini: si Y = j¥ fet Y = j* g, f et g étant
deux applications de W respectivement dans @ et dans E, telles que
aof=pog ona Y'Y =jk(fg), le jet de lapplication f-g de W
dans E (voir définition II.2), ce jet ne dépendant que du jet d’ordre k de f
et de g en x. :

Z-X est alors un jet de section de E, de source y (= by (Z) ). Et O
opere donc sur J;; (E). Pour la condition de différentiabilité (axiome 2 de
la définition I.2), il est encore immédiatement suffisant de regarder loca-
lement, i.e. supposer que @ est un groupoide de Lie trivial R* X G X R”"
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et que E est le fibré trivial R® X F, G étant un groupoide Lie opérant sur
la variété F ; ce qui est laissé aux soins du lecteur.

C.Q.F.D.

@% sera dit le groupoide de prolongement d’ordre k£ de ®. Il est un
groupoide d’extension du groupoide produit @ x II* (V), par le foncteur
canonique

p: O —m O x II* (V)
Z— B(@),b7)

Et désignons encore par p, 'application canonique qui associe a tout
jet d’ordre k le jet d’ordre r inférieur. Appliqué & ®* c’est un foncteur
surjectif de ®* sur @”. Appliqué a J, (E), c’est V-morphisme de fibrés
surjectif de J; (E) sur J, (E). Et on a

Ze 0k Xeli(®), o Z-X) = (D)o X).

2. Prolongement de fibrés vectoriels.

Dans toute la suite, E désignera un fibré vectoriel (différentiable et
localement trivial) sur une variété V. Rappelons que II (E), I'’ensemble de
tous les isomorphismes linéaires de fibres sur fibres de E, est un grou-
poide de Lie auquel le fibré E est associé.

PROPOSITION II.2.a. — Le fibré de prolongement J,, (E) est un fibré
vectoriel.

En effet, J; (E) étant un fibré associé au groupoide de Lie II* (E),
il suffit de montrer que chaque fibre de J, (E) est un espace vectoriel tel
que si Z est un élément de II, (E) de source x et de but y, Z soit un
isomorphisme linéaire de Ji (E) |, sur Ji (E)|,.

Soient donc X = j¥ set X' = j¥& & (s et s’ étant deux sections de E) ;
posons '
X+X=j(s+5)
L ER, AX =j5 (Xs).

Muni de ces lois de composition, J; (E) |, est évidemment un espace vec-
toriel. Et il est facile de constater que les éléments de II* (E) sont des
isomorphismes linéaires de fibres sur fibres de J, (E).

C.Q.F.D.






