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HOLONOMIE SANS STRUCTURE DE FROBENIUS ET
CRITERES D’HOLONOMIE

par Daniel CARO (*)

RESUME. — Ce travail s’inscrit dans le cadre de la théorie des D-modules arith-
métiques de Berthelot. Nous définissons la notion de D-modules arithmétiques
holonomes. Lorsque les modules sont munis d’une structure de Frobenius, nous
retrouvons la définition d’holonomie de Berthelot. Nous vérifions que I'inégalité de
Bernstein et le critere homologique d’holonomie de Virrion restent valables sans
I’hypothese d’une structure de Frobenius. Nous établissons qu'un D-module sur-
cohérent (sans structure de Frobenius) devient O-cohérent sur un ouvert dense de
son support. Il en résulte qu'un D-module cohérent est holonome si son dual est
un complexe surcohérent. En particulier un D-module surholonome est holonome.

ABSTRACT. — This work fits into Berthelot’s theory of arithmetic D-modules.
We define the notion of holonomic arithmetic D-modules. When the modules are
endowed with a Frobenius structure we recover Berthelot’s definition of holonomic-
ity. We show that Bernstein’s inequality and Virrion’s criterion hold without the
hypothesis of a Frobenius structure. We prove that an overcoherent D-module
(without Frobenius structure) is O-coherent over a dense open set of its support.
This implies that a coherent D-module whose dual is an overcoherent complex is
holonomic. In particular, an overholonomic D-module is holonomic.

Introduction

Soit V un anneau de valuation discrete complet d’inégales caractéris-
tiques (0,p), de corps résiduel parfait k, de corps des fractions K. Soient
X un V-schéma formel lisse de fibre spéciale X supposée integre et D;Q le
faisceau des opérateurs différentiels de niveau fini construit par Berthelot
(voir [4]). Soit F un D;’Q—module cohérent muni d’une structure de Fro-
benius. Berthelot associe alors canoniquement (la structure de Frobenius

Mots-clés : holonomie,D-modules arithmétiques.

Classification math. : 14F10, 14F30.
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implique 'indépendance par rapport au choix du niveau auquel on descend
F) & F une sous-variété réduite notée Car(F) de l'espace cotangent T*X,
de maniére analogue a la variété caractéristique d’un D x-module cohérent
lorsque X est une variété lisse sur C (voir [4, 5.2]). Il valide I'inégalité de
Bernstein : lorsque F est non nul, dim Car(F) > dim X. Le module & est par
définition holonome lorsque dim Car(F) < dim X. On dispose de la caracté-
risation homologique de Virrion de ’holonomie : le module F est holonome
si et seulement si, pour tout [ # 0, H'D(F) = 0, ott D est le foncteur dual
(voir [15]). On bénéficie de plus du critere surcohérent d’holonomie : si le
complexe D(F) est surcohérent alors le module F est holonome (pour la dé-
finition de la surcohérence et sa caractérisation, voir [7] et [13]). Mise & part
la définition de la variété caractéristique qui pose a priori probleme (e.g.
voir la remarque 1.6), nous étendons dans ce papier la notion d’holonomie
et ses critéres en nous affranchissant de Frobenius.

Précisons a présent les différentes sections de ce travail.

Soit € un D;Q—module cohérent (sans structure de Frobenius). Apres
une premiére partie consacrée a quelques préliminaires sur les variétés ca-
ractéristiques de niveau m, nous vérifions dans une deuxieme partie que la
dimension de € a bien un sens : pour m assez grand, la dimension de la
variété caractéristique de niveau m de & est indépendante du choix de m
(par contre, comme on ne dispose pas de structure de Frobenius, la variété
caractéristique dépend a priori du choix du niveau m choisi). L’inégalité
de Bernstein reste valable, ce qui nous conduit a étendre de maniére natu-
relle la notion d’holonomie. On vérifie au passage le critere homologique de
Virrion et la stabilité de I’holonomie par dualité.

Dans la troisieme partie, on démontre que lorsque & est surcohérent (en
fait, « & a fibres extraordinaires finies » suffit), il existe un ouvert dense
du support de & au-dessus duquel & devienne O-cohérent (voir 3.7). Ce
théoreme de O-cohérence générique, que I'on peut appeler surconvergence
générique en référence aux isocristaux surconvergents, correspond a une
version sans structure de Frobenius du théoréme [10, 2.2.17]. De maniére
analogue au cas déja traité avec structure de Frobenius (voir [9, 11]), ce
résultat est la premiere étape pour établir que les complexes surcohérents
(sans structure de Frobenius) se dévissent en isocristaux surconvergents.
Nous nous intéresserons a cette extension dans un prochain travail.

Le théoreme de surconvergence générique de cette troisieme partie est
I'ingrédient fondamental qui permet d’établir dans une quatriéme partie le
critére surcohérent d’holonomie (voir 4.2). Il découle de ce second criteére
qu’un module surholonome (pour cette notion, voir [12]) est holonome.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Terminons par une précision technique. Soit 7" un diviseur de X. Ber-
thelot a défini le faisceau @;(TT )o des opérateurs différentiels sur X de
niveau fini a singularités surconvergents le long de 7. Pour étre plus exact,
nous définissons dans ce papier la notion de D;(TT)Q—holonomie et véri-
fions que les deux critéres d’holonomie restent valables (lorsque le diviseur
est vide et avec une structure de Frobenius, nous retrouvons la définition
de Berthelot).

Remerciements. — Je remercie Pierre Berthelot et Tomoyuki Abe pour
m’avoir communiquer leur contre-exemple sur les inclusions de variétés ca-
ractéristiques lorsque l'on fait varier le niveau (plus précisément, voir la
remarque 1.6).

Notations et rappels

e On désigne par V un anneau de valuation discrete complet d’inégales
caractéristiques (0, p) de corps résiduel parfait k, de corps des fractions K.
Soit 7 une uniformisante de V. On fixe s > 1 un entier naturel et F' désigne
la puissance s-iéme de I’endomorphisme de Frobenius.

e On note X un V-schéma formel lisse, X sa fibre spéciale et 1" un diviseur
de X.

e Les modules sont par défaut a gauche.

e Nous reprenons les notations usuelles concernant les opérations co-
homologiques de la théorie des D-modules arithmétiques (voir [4] et [12,
1]). Par exemple, le foncteur D désigne le foncteur dual DT?(TT)Q—linéaire
au sens de Virrion (voir [15]). Rappelons que le foncteur Dr préserve la
DI,(1T)g-cohérence (et la perfection) car le faisceau DI, (1T)q est cohérent
et de dimension cohomologique finie (voir [14]).

e En général, lorsque T est vide, on omet alors de l'indiquer dans les
notations.

1. Préliminaires sur les variétés caractéristiques
de niveau m

On suppose X integre.

Notation 1.1. — Soit €™ un @g:%—module cohérent.
e D’apres [4, 5.2.5], on lui associe de maniére canonique une variété ca-
ractéristique notée Car(m)(E(m)). Notons F la puissance m-iéme de ’en-

domorphisme de Frobenius X — X. Posons &0 .= (Fm)b@g?)Q ®Fm)
, A

TOME 61 (2011), FASCICULE 4
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M) Dlapres [4, 2.1.4.1], £0™) est un DY )Q—module cohérent induisant
I'isomorphisme canonique F™*(&(0m) =, €(m) oy et F™* le foncteur
image inverse par F™. Via [4, 5.2.2.1], on identifiera Car(® (£(0™) avec
Car™ (&™) (en effet, si on choisit un modele sans 7-torsion de &™)
alors son image par F* donne un modéle sans m-torsion de &(™)).

e La « dimension de niveau m de &™) » est définie en posant
dim™ (£(m) = dim Car™ (&(™). La « codimension de niveau m de
&(m)  est définie en posant codim™ (&™) := 2dim X — dim (™ (£(m™)).

S’il n’y a pas d’ambiguité sur le niveau (e.g. il se peut a priori qu’un
@gemg Y_module cohérent soit aussi un D( ()@—module cohérent), nous note-
rons plus simplement dim(&(™)) et codlm(S( )). De plus, on dispose des
encadrements 0 < dim(S(m)) <2dimX et 0 < codim(E(m)) < 2dim X.

e Avec ’équivalence de catégories canonique entre @g%—modules a gau-
che cohérents et @ggl()@—modules a droite cohérents induit par le foncteur
— ®p, wx (on rappelle que wy := NIx Qx/v), on obtient des constructions
et définitions analogues pour les modules & droite.

1.2. — D’apres [4, 3.1.3.(ii)], si X est affine alors la dimension homolo-
gique de I'(X, Dgemé) est comprise entre dim X et 2dim X.

PROPOSITION 1.3. — Soit &™) un @g”%-module cohérent. Alors :

~

(1) codim™ (ExtDm) (&lm Dge ™) ) =i, pour tout i > 0.

(2) Sxt%?é(ﬁ(m ,Dgem%g) =0, pour tout i < codim™ (£(m)),
Démonstration. — On procéde de maniére analogue & [15, II1.2.4] : soit

gom) .— (F’")"@gg)(@ ®F(m) €M), D’aprés Virrion (voir [15, 11.3]), on dis-
: A
pose de I'isomorphisme canonique
m i m) (0 ~ i mx m) g7
(L3.0) (F7)eatyo (& ), DY) = Eaty ) (F™°E ), DY)
R ext%g,%(ewhﬂg%).
Modulo 'identification [4, 5.2.2.1], il en résulte que
) N m i m) q(m
Car(o)(ﬁxt5(9> (E(O’m),D;’)@)) et Carl )(Sxtﬁ(m (&l ),D;’é))
sont isomorphes. Gréce a a [15, IT1.2.3.(i)], il en résulte (1).

De plus, comme Car®(£0m) = Car(™ (&™) alors codim(S(O m)) =

codim(E(™)). Dapres [15, 111.2.3.(ii)], on en déduit que 8xtD<m (&m),
().

QA); é) = 0 pour tout i < codim™ O

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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PROPOSITION 1.4. — Soit &™) un @g%—module cohérent non nul.
Alors :
(1.4.1) codim™ (&™) = mln{z | Ext,D(m) (E(m),ﬁggl()@) # 0}.

Démonstration. — 11 s’agit de reprendre [15, I11.3.4-5] en remplagant Df
par D) et (grace 4 1.2) dim X par 2dim X. Pour la commodité du lecteur,
voici les grandes lignes de la preuve : posons k := codim™ (&(™)). Grace
a l'isomorphisme de bidualité, on dispose de la suite spectrale

B = Egth(m) (Ext 9:3{ (g(m) D ) D(m)):» EN = g(i+i(gm)y,
x,

D’apres 1.3.(2), E;’fi = 0 pour i < k. Par 'absurde, supposons Eg’fk =0.
En outre, via 1.3.(1), codim(Ey ") > k+ 1 pour 4 > k + 1. Comme la
filtration de €(™) induite par la suite spectrale est finie, on obtient alors :
codim(E™)) >k + 1, ce qui est absurde. O

COROLLAIRE 1.5. — Soit &™) un @(m) -module cohérent. Pour m'>m,

posons elm’.— 'D( ) ®A(7n) &™) On dispose de I'inégalité

codim ™’ ()Y > codim ™ (£0™)).

Démonstration. — Si €M) = 0 alors I'assertion est immédiate. Suppo-
sons donc &(m") # 0. Comme l’extension D( 6 — D( )

tout i < codim™ (£(™)), on obtient :

0= 81;%%(8( ™, DE) @ D) D) &;tA( (€ ), DEY).

est plate, pour

DY
D’ou le résultat via 1.4. O
Remarque 1.6. — Avec les notations de 1.5, d’apres des contre-exemples

de Berthelot et de Abe, il n’existe pas d’inclusion entre les variétés carac-
téristiques de respectivement &™) et em’,

2. Inégalité de Bernstein, holonomie et
son critére homologique

Pour simplifier ’exposé, supposons X intégre (voir aussi la remarque 2.9).

Notation 2.1.
e Sauf mention explicite du contraire, on désigne par € un 'D;’Q—module

cohérent. Soit mg le plus petit entier m > 0 tel qu’il existe un @ggm()@—module

TOME 61 (2011), FASCICULE 4
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cohérent €(™) et un isomorphisme D&,Q—linéaire de la forme D&,Q ®5g€m&
g(m) =5 €. D’aprés [2, 3.6.2], cet entier est bien défini. Choisissons &(™0)
un tel Dgem&)—module cohérent. Pour tout entier m > mg, on note alors

etm .= DY) D) g(mo)

e Il résulte de 1.5 que, pour tous m’ > m > mg, on a dim(m)(E(m)) >
dim ™) (£(m").

e On note dim(€&) le minimum des dim™ (&™), j.e., la limite de la suite
stationnaire (dim(m)(ﬁ(m)))m>m0. On pose aussi codim(€) := 2dim X —
dim(€). Remarquons que d’aprés [2, 3.6.2.(ii)] les entiers dim(€) et
codim (&) ne dépendent pas du choix de &™),

Remarque 2.2. — Avec les notations de 2.1, si € est un D;’Q-module
cohérent muni d’une structure de Frobenius, pour tout niveau m (assez
grand si p = 2), les variétés caractéristiques Car(™ (&™) ne dépendent pas
du niveau m et sont égales a la variété caractéristique définie par Berthelot
(voir [4, 5.2.7]).

Etendons d’abord via les deux propositions suivantes les résultats de la
section précédente :

PROPOSITION 2.3. — Avec les notations de 2.1 :
(1) codim(Extl'I);Q(S, @;7(@)) > i, pour tout i > 0.
(2) Extg);@(& D;&Q) =0, pour tout i < codim(€&).
Démonstration. — Pour tout m > mg, comme ’extension @gem«)@ — CD; Q
est plate (voir [2]), comme le foncteur dual commute aux extensions (voir
[15, 1.4]), on obtient le second isomorphisme :

(23.1) Eatyy (8,Dyg) > Eathy (Dkg®pem €™, Dig)

%0
~ i (m) 7(m) =R t
— Ext‘Dngﬁ(E 7D.‘£,Q) ®‘D(;,L)Q @x,Q.
Pour m assez grand, codim™ (&(™)) = codim(&). D’apreés 1.3, il en résulte

que Ext%;,Q(S,D;@) = 0 pour tout ¢ < codim(€). Par définition de la

codimension de Sxt;; Q(E,Q;Q), I’isomorphisme (2.3.1) se traduit pour
m assez grand par

codim(Exth;@(E, 9;@)) = COdim(m)(Exti@g%(g(m)v Dgem%)))

D’apres 1.3, il en résulte alors (1). O

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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PROPOSITION 2.4. — Soit € un D&,Q—module cohérent non nul. Alors :
(2.4.1) codim(€) = min {’L | ExtiD;Q(E, D;’Q) # O} .
Démonstration. — 11 suffit d’utiliser 1.4 et les isomorphismes (2.3.1). O
THEOREME 2.5 (Inégalité de Bernstein). — Pour tout QQVQ—module co-
hérent € non nul, on a
(2.5.1) dim (&) > dim X.

Démonstration. — La preuve est identique a celle de [4, 5.3.4]. Pour la
commodité du lecteur, nous donnons néanmoins ici ses grandes lignes :
comme X est somme de ses composantes irréductibles, on peut supposer
X integre. On procede alors a une récurrence sur la dimension de X. Sup-

posons que le support de € soit X. Soit €M un @gem)

sans m-torsion tel que D;é ®,_5<m> Em) 5 e(m) Alors le support de

-module cohérent

gr( /778(’”)) contient X et 1’1negahte est vérifiée. Sinon, le support Z
de € est un fermé de dimension strictement plus petite a celle de X. Quitte
a changer X par un ouvert affine U tel que Z N U soit lisse et dense dans
une composante irréductible de Z de dimension maximale, on peut suppo-
ser Z lisse et que Z C X se releve en une immersion fermée u : Z — X
de V-schémas formels lisses. Comme &™) est & support dans Z, d’apres [4,
5.3.2], quitte & augmenter m, il existe un DZ Q—module cohérent F™) tel

que “Sr )(S"(m)) = &), On pose 0™ .= (Fm)"@gg)(@ ®5§:L£E em) et
FOm) .= (Fm)b@gg)(@ ®A(m) Fm) Soit FO™) un @(0)—module cohérent
sans m-torsion tel que @ @ ®’\(o) FOm) >, 0m) QOp pose FO:m) .
DY )®A(0) F0m) Comme dans le cas classique (voir ce qui suit [4, 5.3.3]), on

vérifie la formule Car'® (u (0)(?(‘)””))) = v(g! Car®(FOm)) on T*Z
Z xx T*X - T*X sont les applications canoniques. Comme ugf) (F(0.m))
donne un modele sans 7-torsion de €(%™) on conclut alors par hypothése de
récurrence en remarquant que q est plat et v est une immersion fermée. [

THEOREME 2.6. — Soit & un D%Q—modulc cohérent. Alors, pour tout
i >dim X,
Ext%;@(&, Dl o) =0.

Démonstration. — Par ’absurde, supposons qu’il existe i > dim X tel
que Exti; (8 D o) # 0. L'inégalité de Bernstein se traduit par
codlm(Smt (€, @x o)) < dim X, ce qui contredit 2.3.(1). O

Dl o .

TOME 61 (2011), FASCICULE 4
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DEFINITION 2.7. — Soit € un D; Q—modu]e cohérent. On dit que € est
holonome si codim(€) > dim X.
PROPOSITION 2.8. — Soit & un D; Q—modu]e cohérent. Alors € est ho-

lonome si et seulement si, pour tout i # 0, Exth; Q(8, D;Q[dim X])=0.

Démonstration. — Cela se vérifie comme [15, I11.4.2] en utilisant la pro-
position 2.4 et le théoreme 2.6. g
Remarque 2.9. — Lorsque X n’est plus integre, la définition 2.7 et le

critere 2.8 sont encore vrais de la maniére suivante. Comme X est lisse, X est
somme de ses composantes connexes notées (X, ),. Soit € un @Tx@—module
cohérent. On désigne alors par dim(€) (resp. codim(€), resp. dim X) le
faisceau sur X localement constant égal a dim(€|X,) (resp. codim(E|X,),
resp. dim X,.) sur X,.

La proposition 2.8 nous permet d’étendre de maniére naturelle la notion
d’holonomie de la maniere suivante :

DEFINITION 2.10. — Soit & un DY ('T)g-module cohérent. On dit que &
est « @;(TT)Q—holonome » ou « holonome en tant que D;(TT)@—module »
si, pour tout i # 0, H'Dp(E) = 0.

Exemple 2.11. — Les D;(TT)Q-modules cohérents Ox (TT)g-cohérents
sont D;(TT)Q—holonomes. En effet, cela découle de Iisomorphisme
DT((CJ) L> Ev = U‘Comox(fT)@(E, Ox(TT)@) (VOiI’ [8])

Remarque 2.12.

— Soit € un D;(TT)Q—module cohérent qui soit @;yQ—holonome. Alors €
est @;(TT)Q—holonome. En effet, cela résulte de I'isomorphisme (1) o
D(&) = D7 o (TT)(€&) = D7(€) (le premier isomorphisme provient
de la commutation du foncteur dual aux extensions des scalaires, le
second du fait que & est un D;(TT)@—module) et du fait que le foncteur
extension (TT) est exact sur la catégorie des D;Q—modules cohérents
(car 'homomorphisme ’D;Q — 'D;(TT)Q est plat d’apres [2, 4.3.11]).

— La réciproque est fausse : la @;(TT)Q—holonomie n’implique pas la
D;Q-holonomie. En effet, d’aprés I'exemple tout a la fin de [2], il
existe des @;(TT)Q—modules cohérents Ox (TT)g-cohérents qui ne sont
pas D;Q—cohérent (ni a fortiori ‘D;Q—holonome).

Par contre, lorsque les modules sont munis de structures de Frobe-
nius, Berthelot conjecture dans [4, 5.3.6] que c’est le cas :

CONJECTURE 2.13 (Berthelot). — Soit € un F—D;(TT)@—module cohé-
rent. Si € est D;(TT)Q—ho]onome alors € est D;Q—holonome.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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PROPOSITION 2.14. — Soit 0 — & — & — &” — 0 une suite exacte
de D; (1T)g-modules cohérents. Alors & est @&(TT)Q—holonome si et seule-
ment si & et & sont D; (1T)q-holonomes.

Démonstration. — Si & et &” sont Dge(JfT)@—holomomes7 il est immé-
diat que € l'est aussi. Traitons la réciproque. On suppose ainsi que € est
D&(TT)Q—holonome. Par [2, 4.3.12], on se rameéne au cas ou le diviseur
T est vide. Pour m assez grand, via [2, 5.3.2] (et [2, 3.4] pour lexis-
tence d’'un modele de €”), on se rameéne & supposer que la suite exacte
0— & — & — & — 0 provient par extension d’une suite exacte de @ggm)_
modules cohérents sans m-torsion. En considérant la suite exacte déduite
par réduction modulo 7, la proposition résulte alors de [4, 5.2.4] (et de la
proposition 2.8). O

PROPOSITION 2.15. — Le foncteur D7 induit une auto-équivalence de
la catégories des D;(TT)Q-modules holonomes.

Démonstration. — Cela résulte aussitoét de 'isomorphisme de bidualité
et de notre définition 2.10. g

3. Surconvergence générique d’un D-module cohérent
a fibres finies

Nous vérifions dans ce chapitre qu'un module arithmétique cohérent dont
les fibres extraordinaires sont finies (e.g. un module arithmétique surcohé-
rent) devient O-cohérent sur un ouvert dense de son support (plus précisé-
ment, voir le théoréme 3.7). Cela correspond & une propriété bien connue
de I’holonomie en caractéristique nulle.

Les ingrédients qui nous avaient permis d’obtenir [10, 2.2.17] seront abon-
damment réutilisés. Comme nous nous contenterons de les citer, le lecteur
pourra commencer par la section [10, 2.2] avant de lire cette section.

Notation 3.1. — Pour tout point fermé z de X, on notera par i, :
SpfV(z) — X, un relévement de I'immersion fermée canonique induite
par z. On notera i¥ le foncteur image inverse (isomorphe & H4x o4'). On
remarque que V(x) est un anneau de valuation discréte complet d’inégales
caractéristiques (0,p). Son corps des fractions sera désigné par K(x).

LEMME 3.2. — Soit & un D;Q—module cohérent, Ox g-cohérent. Il
existe alors un ouvert dense Y de X tel que &|Y soit un Oy, g-module libre
de type fini.

TOME 61 (2011), FASCICULE 4
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Démonstration. — On peut supposer X affine et muni de coordonnées
locales. Soit mg un entier. D’apres [1, 3.1], il existe un Dgemo)—module cohé-
rent £("0) sans m-torsion, Ox-cohérent et un isomorphisme ‘D;’@—linéaire :
D;Q ®93gn0> £(mo) 5 £ De maniére analogue a [5, VIL.9.3], on vérifie
qu’il existe alors un ouvert affine et dense Y de X tel que Ox ®o, glmo) |y

soit un Oy-module libre (forcément de type fini). On termine la preuve via
par exemple [10, 2.2.16]. |

Soit € un 'D;Q—module cohérent tel que, pour tout point fermé x de X,
le K-espace vectoriel i% (&) est de dimension finie. Un probléme supplémen-
taire technique qui apparalt contrairement a la situation avec structure de
Frobenius est que lorsque le niveau m s’éleve, 'ouvert au-dessus duquel le
@gg%—module cohérent associé a € devient Oy g-cohérent rétrécit a priori.
Le phénomene de contagiosité du lemme 3.3 ci-dessous nous permettra de
résoudre cet obstacle.

LEMME 3.3. — On suppose X affine et muni de coordonnées locales.
Soient m’ > m deux entiers, Y un ouvert affine dense dans X, & un @;m(é—
module cohérent tel que € soit un Ox g-module projectif de type fini.

On suppose que T'(4, €) est muni d’une structure de T'(4L, @gﬁg)—module
prolongeant sa structure de F(ﬂ,@gﬁé)—module. Alors T'(%,€) est muni
d’une et d’une seule structure de I'(%, @gem(’@) )-module prolongeant sa struc-

ture de T'(X, @gﬁé)—module.

Démonstration. — L’unicité provient du fait que I'(%, @g{m«)z) est dense
dans T'(%X, @g{m& (e.g. voir [10, 2.2.9]). Soient e € T'(X,€&) et 1 ® e ’élé-
ment induit de (4, &). Comme les éléments 9% sont de norme 1 dans
(%, @gem(’Q?) (pour la norme de Gauss), la famille 9%t . (1@ ¢) avec k par-
courant N? est bornée pour la topologie de I'(l, €) induite par sa structure
de T'(44, @gg”(/@) )-module de type fini. Or, d’apres [2, 4.1.2], cette topologie
est identique & celle induite par la structure de I'(4, Ox g)-module de type
fini sur T'(4, €).

Soient N un entier et F un Ox g-module cohérent tel que EHF — Og@.
On obtient le diagramme commutatif :

[(X,0x0)Y —=T(X, &) dT(X,5) —=T(X,€)

{

T(, 0% )N —=>T(4, &) & T(8, F) — T (1L, &)
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dont la fléche injective de droite envoie 9™ ) . ¢ sur 9% . (1@ e) (cela
a bien un sens car 9% ) e T(X, Dgem(é)) Comme I'(U, Ox) NT(X, 0% 0) =
I'(%,0z%) (en effet, comme X est lisse et U est dense dans X, le mor-
phisme I'(X,0x) — T'(U,Ox) est injectif), on vérifie alors que la famille
{Q@('"’) -e | k € N?} est un sous-ensemble borné de I'(X, £) pour la topo-
logie induite par sa structure de I'(X, Ox g)-module de type fini. Soit P =
> kend aﬁQ@(m’) un élément de I'(X, @gemQ?) 11 en résulte la convergence de
la somme 7, ca aE(Q@(m’) -e). On pose alors P-e 1= na aE(Q@OW -e).

Tl reste & vérifier que cela munit bien I%, €) d’une structure de (X, @gem(é) )-
module. En multipliant par aj les égalités O e = 9B . (I1®e),
puis en les sommant, on obtient P-e = P - (1 ® e). Ainsi, I'(X, €) est un

sous-T'(X, @g{m(g )-module de T'(4L, &). O
THEOREME 3.4. — Soit € un D;’Q—module cohérent satisfaisant la pro-

priété suivante : pour tout point fermé x de X, le K-espace vectoriel i%(€)
est de dimension finie.

II existe alors un ouvert affine dense Y de X tel que €|Y soit un Oy g-
module libre de rang fini.

Démonstration.

I) Supposons dans un premier temps que le cardinal de k n’est pas dé-
nombrable.

Le théoreme étant local, supposons X affine, integre et muni de coor-
données locales. Soit mg > 0 un entier tel qu’il existe un @g:%)—module

cohérent £(™0) et un isomorphisme D; Q—linéaire de la forme D; Q@ ®Fmo)

glmo) =5 & (voir [2, 3.6.2]). Pour tout entier m > mg, on pose &™) :

@gem()@ ®F(mo) gmo) pm) .= (%, &) et E := T'(X, €). Soit &mo) yn
, o

Dgemo)—module cohérent sans m-torsion tel que 'on ait un isomorphisme

@ggm)—linéaire : é(gno) 4 £0mo) (voir [2, 3.4.5]). On note (™) le quotient

de @;m) ®75mo) €(mo) par sa partie de m-torsion. D’aprés [2, 3.4.4], E(m)
X

est un Dgem)—module cohérent. On pose E(™ = T(%, £(™). La preuve du

théoréme se décompose en six étapes :

1) Pour tout entier m > my, il existe un ouvert affine dense H(m) de X
tel que Ty, := X \ Y{;,,) soit le support d'un diviseur de X et tel que
E(m)|‘gj(m) soit isomorphe au complété p-adique d’un Oy, -module
libre.
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Le faisceau Ox ®¢, €(m) est un D(m) module cohérent. De maniere ana-
logue a [5 VIL9.3], il existe alors un ouvert affine et dense Y,,,) de X tel que
Ox ®oy &m )|Y(m) soit un Oy,,,,-module libre. Il résulte alors de [10, 2.2.16]
que I'(Y (), g(m )) est isomorphe au complété p-adique d'un T'(Y ), 0y, )-
module libre. Or, par passage & la limite projective de [2, 2.3.5.2], on obtient
I’isomorphisme
Oy, ®F(H<m),0x)r‘(%(mw E(m)) — D‘(;(nr,)l) ®r(y(m),j)(m)) I'(Ym), 8<m))~

Comme T'(Y (1), (m)) est un I'(Y (), D( ))-module de type fini et comme
(m) [Y(m) est un D( m) -module cohérent, via le théoreme de type A de
Berthelot [2, 3.3.9], on obtlent alors les isomorphismes :

A (m) H(m) N S (m
DH(nz>®F(‘é<m> IR (’z}(m gm )) Y(m) F(yw,j)g")) F(lé(m)’ el ))
L> é(m)lg(m)

Ainsi, é(m)w(m) est isomorphe au complété p-adique d'un Oy,  -module
libre.

2) Comme k n’est pas de cardinal dénombrable, il existe alors un point
fermé x de X n’appartenant pas a Uy,enTy,. Quitte a rétrécir Y,
on peut supposer Y(,,) O Y(m41)- Notons I C Ox I'idéal définissant
iy et T:=T(%, 7).

3) Il existe m1 = myg tel que, pour tout m > my, le faisceau (g,(m)m(m)
soit un Oy, -module libre de type fini.

Par I’absurde, supposons que, pour tout entier m > my, E(m)/IE(m)
soient des K (z)-espaces vectoriels de dimension infinie. D’aprés la propo-
sition [10, 2.2.6.(i)], F ; (m)/Il%(m) ik (é(’”)) Notons ™ 1’1mmer51on fer-
mée Spf V( ) = Y(m) induite par i,,. Comme i (8( ) paad i (8(m)|9( )
E(m)/ TE(™) est donc, d’apres I'étape 1, isomorphe au complété p-adique
d’un V(x)-module libre (voir [10, 2.2.6.(ii)]). On peut alors reprendre la
preuve de [10, 2.2.10] a partir de « Par ’absurde, supposons que... » pour
aboutir a une contradiction. On a ainsi vérifié qu’il existe un entier m; > mqg
tel que E(™)/TE(™) soit un K (z)-espace vectoriel de dimension finie.
Avec [10, 2.2.8], il en résulte alors qu’il en ait de méme de E™) /TE(™)
pour tout m > my. D’ou le résultat.

4) Soit m un entier tel que m > m;. Le morphisme canonique de
Oy(,.41).0-modules libres de type fini : MY g1y = EMFVY iy
est surjectif.
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En effet, comme D’assertion est locale, il suffit de I’établir pour un ou-
vert affine U de Y(,,41). D’apres [6, 3.7.3.1], en munissant T'(L(, &My et
L(s, €m+D) de la topologie induite par leur structure de T'(U, Ox g)-
module de type fini, 'image de T'(4, ™)) dans T'(4, £(™+D) est fermée.
Or, d’aprés [10, 2.2.9], 'image de T'(&f, £0™)) dans T'(8, E™+1) est dense,
lorsque (4L, E(m“)) est muni de la topologie induite par sa structure de

(Y, D mH)) module de type fini. Mais, grace a [2, 4.1.2], ces deux topolo-
gies sur I'(4, E(m“)) coincident. On en déduit que le morphisme canonique
L8, ™)) — (U, EMFD) est surjectif.

5) Si E/IFE est un K (z)-espace vectoriel de dimension finie égale a r,
alors il existe un entier mo > my tel que pour tout m = msy, le
morphisme canonique €Y, 1y — EMFI|Y ) soit un iso-
morphisme de Oy, ., g-modules libres de rang r.

Il résulte alors de I’étape 4) que le morphisme canonique E(m) /1 E(m)
Em+D /TEMHD est surjectif. Comme E/IE — hglm EM/TEM) (eg.
voir la fin de la preuve de [10, 2.2.10]), il existe un entier mg > m; tel que
pour tout m > my, la dimension du K (z)-espace vectoriel E(™ /I E(™)
est 7. Or, on remarque que le rang de &™) |Y(m) est la dimension du K (x)-
espace vectoriel E(™ /TE(™) Pour tout m > msy, le rang de E(m)w(m)
vaut donc r. Pour m > msg, le morphisme canonique E(m)\‘d(mH) —
EmFIY .41y est donc un morphisme de Oy (,.41),0-modules libres de
rang r. D’aprés I’étape 4), ce morphisme est surjectif. Comme pour tout
ouvert affine Y de Y, 1) Panneau I'(4l, Ox g) est integre, ce morphisme
devient injectif aprés extension par 'homomorphisme de I'({l, Ox ) dans
son corps des fractions. On obtient donc son injectivité.

6) Le morphisme canonique 8(m2)|H(m2) — &Y (m,) est un isomor-
phisme. En particulier, €[Y,,) est un Oy ,,),@-module libre de
rang r.

Soit m > mg en entier. D’apres I’étape 5, le morphisme canonique
e[y — EM™M[Y, est un isomorphisme de Oy, g-modules libres
de rang r. Il en dérive que, pour pour tout ouvert affine non vide i de
Ym), [ E (m2)) est muni d’une structure de I'(41, D(m) p)-module. Avec 3.3,
il en résulte que I'(Y(m,) ,&(m2)) est muni d’une (umque) structure de
L' (Yma), @gﬁé)—module prolongeant sa structure de I'(Y ), D m2)) Cela
implique que le morphisme I'(Y(n,), E™2)) = T'(Y(my,), ™) admet une
rétractation canonique. Celui-ci est donc injectif. Vérifions a présent sa
surjectivité : le morphisme canonique I'(Y m2),8(m2)) — I‘(‘A(mZ),E(m)),
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ott, pour m’ = m et m' = ma, T'(Y(m,), 8("’/)) est muni de la topologie in-
duite par sa structure de I'(Y(,,), @:(38)—module de type fini, est continue.
Or, il résulte de [2, 4.1.2] que la topologie de I'(Y (), €(m2)) induite par
sa structure de T'(Y(,n,), @g%))—module de type fini et celle induite par sa
structure de I'(Y (), @gﬁé)—module de type fini sont identiques. Comme
F(H(mz),i\)gglé)) est dense dans F(H(mz),@g%), il en résulte que le mor-
phisme canonique F(H(mz),ﬁ(mZ)) — F(H(mz),ﬁ(m)) est F(%(m2)7@g:é)—
linéaire. Son image est donc fermée. Comme elle est aussi dense, ce mor-
phisme est surjectif.

Le morphisme canonique I'(Y(n,), E™2)) = T(Y(n,), E™) est donc un
isomorphisme. En passant a la limite inductive sur m, il en découle I’isomor-
phisme canonique I'(Y ), €™2)) = T'(Yn,), €). D’apres [10, 2.2.13], on
en déduit que €|Y(,,) est Oy, g-cohérent, i.e., est un isocristal convergent
sur Y(m,)- Dans ce cas, on sait alors que le morphisme canonique
8(7”2)\9(m2) — €|Y(m,) est un isomorphisme (voir la preuve de 3.8 ou [1,
3.1.4.1 et 3.1.4.2)).

IT) On se rameéne au cas ou le cardinal de k est quelconque grace au
lemme 3.6 ci-dessous. O

Changement de base 3.5. — Soient V — V' un morphisme d’anneaux de
valuation discréte complets d’inégales caractéristiques (0, p), X':=X X gp¢(v)
Spf(V'), f: ¥ — X la projection canonique.

Par passage a la limite projective, on dispose d’apres [2, 2.2.2] et [3, 3.2.1]
des homomorphismes canoniques d’anneaux

—>D(

(m) m)
(3.5.1) ) — f7 DY X7/ Spt(V’)

X/ Spf(V) x/ spf(V)

dont le dernier est un isomorphisme. Il en résulte que le foncteur image
inverse f* se factorise en un foncteur de la catégorie des Dx;s (V) -modules

cohérents dans celle des D -modules cohérents. Par tensorisation

36’/ Spf(V’)
par Q, on obtient alors un foncteur de la catégorie des 9(}:77)Spf(v) Q—modules

’ A (m) , I
cohérents dans celle des Dx' /Spf(v,)@—modules cohérents. Pour préciser le

niveau m, on le notera f(")*. Ce foncteur f(")* est le foncteur changement
de base (via V — V') de niveau m.

Comme les homomorphismes (3.5.1) commutent aux changements de ni-
veaux, on obtient par passage a la limite inductive sur le niveau les homo-
morphismes d’anneaux

1
FDY sotmne = P sotvne — Phssprovn o
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Le foncteur f* se factorise donc aussi en un foncteur dit de changement de
base (via V — V') de la catégorie des D;/ spf(v),g-modules cohérents dans

celle des ?;, / SpE(V) Q—modules cohérents. De plus, via cette compatibilité

au changement de niveaux, on vérifie que si &) est un @(x”/L)Spf(V) Q—module
cohérent, on dispose alors de I'isomorphisme canonique

(352) D Fmx(glm)y

T ®A
X/ spE(v).@ OB

~

* t m
= £ (DY sprcvy.0 O em,

x/SpE(V),0
. . T
LEMME 3.6. — Avec les notations de 3.5, soient € un Dx/ Spf(v)@—modu]e

cohérent et &' := f*(&) le D;’/Spf(vl) g module cohérent déduit par chan-
gement de base. Les deux assertions sont alors équivalentes :

(1) II existe un ouvert dense Y de X tel que E|Y soit un Oy, g-module
libre de type fini.

(2) Il existe un ouvert dense Y’ de X’ tel que €'Y’ soit un Oy, g-module
libre de type fini.

Démonstration. — L’implication (1) = (2) est immédiate. Réciproque-
ment, supposons qu’il existe un ouvert dense Y’ de X’ tel que &'|Y’ soit un
Oy, g-module libre de rang fini r.

D’apres 1’étape 1 de la preuve de 3.4 et avec ses notations, pour tout
m = my, il existe un ouvert affine dense Y,,) de X tel que (‘Ol(m)w(m) soit
isomorphe au complété p-adique d’'un Oy, -module libre. Quitte a rétrécir
Y(m), on peut d’ailleurs supposer () D y(om,+1). Le rang (un entier s’il
est fini, sinon on le définit égal & +oo) de E(™[Y,,) en tant que Oy (9
module est alors le méme que celui de S(m)|‘d(m) en tant que Oy, 0"
module. Notons g: f~ (Y (m)) = Y(m) le morphisme induit par f, gm* le
foncteur de changement de base de niveaux m, 9’(m) =Y'nN f_l(‘j(m)) et
Rim)* .= |E’(m) o glm)*,

Comme le foncteur h(™)* préserve la cohérence et avec (3.5.2), on obtient

I’isomorphisme de D;, g-modules cohérents :
(m)’

Dl @ (K E™ ) <> €5,

.
Par [1, 3.1], comme &'[Y(,, est en outre O%m),@—cohérent, il en résulte
R (MY, ) €'1Y{,n)- Comme le rang de RM* (MY, 1) en
tant que Oy; ),Q—module est le méme que celui de S(m)\’z}(m) en tant que

Oy,.,,@-module, il en résulte que é(m)w(m) est un Oy, -module de rang r

TOME 61 (2011), FASCICULE 4



1452 Daniel CARO

(i.e., on a établit 'étape 3 de 3.4 pour m; = mg). Or, en reprenant la
preuve de 'étape 4 de 3.4, on vérifie alors que le morphisme canonique
E(m)|9(m+1) — glm+1) |9 (m+1) est surjectif. Comme c’est un morphisme de
Oy ,.11),@-modules libres de rang r, celui-ci est un isomorphisme (i.e., on a
établit 'étape 5 de 3.4 pour mg = mg). En procédant comme pour I’étape 6
de la preuve de 3.4, on vérifie alors que €[Y(,,,) est un Oy(mo>@—module libre
de rang r. O

THEOREME 3.7. — Soit & un D;(TT)Q—module cohérent tel que, pour
tout point fermé = de X, i*(€) soit un K-espace vectoriel de dimension
finie. Il existe alors un diviseur T O T de X tel que (T")(€) soit un
isocristal surconvergent le long de T".

Démonstration. — Cela résulte aussitot du théoreéme 3.4 et du théoreme
de Berthelot énoncé dans [10, 2.2.12]. O

Dans notre lancée, terminons par la proposition suivante qui donne une
version sans Frobenius de [10, 2.2.14].

PROPOSITION 3.8. — Soit € un @; g-module cohérent. Soit mg > 0 un

entier tel qu’il existe un @gg%)—modu]e cohérent &™) induisant & par ex-

tension ([2, 3.6.2]). Pour tout entier m > mg, notons &™) := @g’% ®5(rmg)
glmo).

Le faisceau € est Ox, g-cohérent si et seulement s’il existe une suite stric-
tement croissante (M., )nen telle que €M) soit Ox,g-cohérent.

Démonstration. — L’assertion est locale et ’on peut supposer que X est
affine. Si € est Ox, g-cohérent alors € est associé a un isocristal surcon-
vergent ([2, 4.1.4]). D’aprés [1, 3.1.4.1 et 3.1.4.2], on obtient alors que &™)
est isomorphe a €.

Réciproquement, supposons qu’il existe une suite strictement croissante
(mp)nen telle que &lmn) goit Ox,g-cohérent. Le morphisme canonique
[(X, E(mn)) — T(X, EMn+1)) est alors surjectif (comme pour I'étape 4 de
la preuve de 3.4). En passant a la limite sur n, il en résulte la surjectivité de
(X, M)y - (X, €). D’apres [10, 2.2.13], € est donc O, g-cohérent. [

3.9. — Avec les notations du théoréme 3.8, le fait que €(™0) soit Oz, o-
cohérent ne devrait pas a priori impliquer que € soit Ox g-cohérent.

4. Critére surcohérent d’holonomie

Gréce au théoreme 3.7 qui étend la version précédente au cas sans struc-
ture de Frobenius, la section [12, 2] se généralise. En particulier :
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LEMME 4.1. — Soit € un ZD&(TT)Q—module cohérent. Alors H°(Dr(€))
est D;(TT)@—ho]onome. De plus, H°Dr o H'D7(€) est le plus grand sous-
D;(TT)Q—module de & qui soit @;(TT)@—holonome.

Démonstration. — La preuve est analogue a [12, 2.4] : grace a [2, 4.3.12],
on se ramene au cas ou le diviseur T' est vide. Avec le théoréme de Bern-
stein (2.5.1), le théoréme 2.6 et la proposition 2.3, les arguments de la
preuve de [12, 2.4] sont donc encore valable sans structure de Frobenius. O

THEOREME 4.2 (Criteére surcohérent d’holonomie). — Soit & un
D;(TT)Q—modu]e cohérent. Si les espaces de cohomologie de D (&) sont a
fibres extraordinaires finies (e.g. si Dy (€) est D;(TT)@—surcohérent), alors
& est @;(TT)Q-holonome.

Démonstration. — Gréace a [2, 4.3.12], on se rameéne au cas ot le diviseur
T est vide. 11 suffit alors de reprendre la preuve de [12, 2.5] en remplagant
l'utilisation de [10, 2.2.17] par sa version sans structure de Frobenius 3.7.

O

COROLLAIRE 4.3.

(1) Un 'D;Q—module surholonome est holonome.

(2) Le foncteur Dy induit une autoéquivalence de la catégorie des D;Q—
modules surholonomes qui sont en outre munis d’une structure
de @;(TT)Q—modu]es cohérents. En particulier, le foncteur D in-
duit une autoéquivalence de la catégorie des @;yQ-modules surho-
lonomes.

Démonstration. — Cela résulte du critére surcohérent d’holonomie 4.2.
O
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