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UN THEOREME DE BLOCH PRESQUE COMPLEXE

par Benoit SALEUR

REsuME. —  Cet article est consacré a la démonstration d’une version presque
complexe du théoreme de Bloch. Considérons la réunion C de quatre J-droites
en position générale dans un plan projectif presque complexe. Nous démontrons
que toute suite non normale de J-disques évitant évitant la configuration C admet
une sous-suite convergeant, au sens de Hausdorff, vers une partie la réunion des
diagonales de C. En particulier, le complémentaire de la configuration C est hy-
perboliquement plongé dans le paln projectif presque complexe modulo la réunion
des diagonales de la configuration C.

ABSTRACT. — This article is devoted to the proof of an almost complex version
of Bloch’s theorem. Let C be the reunion of four J-lines in general position in an
almost complex projectif plane. We prove that any sequence of J-disks which is
not normal has a subsequence that converges in Hausdorfl’s sense to a subset of
the reunion of the diagonals of the configuration C. In particular, the complement
of the configuration C is hyperbolicaly embedded in the almost complex projectif
plane modulo the reunion of the diagonals of the configuration C.

1. Introduction

Cet article est consacré a la démonstration d’un résultat d’hyperbolicité
dans le plan projectif presque complexe faisant suite a ceux déja obtenus
par R. Debalme et S. Ivashkovich d’une part et J. Duval d’autre part. 11
s’agit du théoréme de Bloch, partiellement démontré par A. Bloch en 1926
(voir [2]) avant d’étre définitivement établi par H. Cartan en 1928 (voir

[51) :

THEOREME 1.1 (Théoréme de Bloch). — Soient Ly, La, L3 et Ly quatre
droites projectives de P?(C) en position générale, c’est-a-dire telles que la

Mots-clés : Hyperbolicité complexe, théorie de Nevanlinna, courbes pseudoholomorphes,
courants positifs.
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configuration C' = Ly U Ly U L3 U Ly ne possede pas de point triple. Notons
A la réunion des trois diagonales A1, Ao, Ay de la configuration C, c’est-
a-dire des droites projectives passant par les points doubles de C'. Toute
suite de disques holomorphes f, : D — P?(C) \ C vérifie I'une des deux
propositions suivantes :

(1) La suite (f,) est normale.

(2) Pour tout r € ]0,1[, la suite (f,) posséde une sous-suite (fn,)
telle pour tout voisinage U de A, il existe un entier po tel que f,,, (D(0,7)) C
U pour tout p = py.

Ce théoreme contient strictement le théoreme de Borel, énoncé par Car-
tan sous la la forme suivante (voir [5]) :

THEOREME 1.2 (Théoréme de Borel). — Avec les notations du théoréme
1, toute courbe entiére non constante a valeurs dans P?(C) \ C' dégénére
sur A.
En particulier, toute courbe entiére dans P?(C) évitant cinq droites projec-
tives en position générale est constante.

Depuis Bloch et Cartan, '’hyperbolicité du complémentaire de droites
projectives dans le plan projectif complexe a fait ’objet de nombreuses
études. Ainsi, via le théoréme de reparamétrisation de R. Brody (voir [3]),
M. Green a pu déduire du théoreme de Borel le caractére hyperbolique-
ment plongé du complémentaire de cing droites en position générale dans
le plan projectif. De la méme maniere, le théoréme de Bloch suffit & montrer
que le complémentaire dans le plan projectif d'une configuration C quatre
droites en position générale est hyperboliquement plongé dans P?(C) mo-
dulo le diviseur diagonal A (nous renvoyons & [14] pour la définition de
Ihyperbolicité complexe et de la pseudo-métrique de Kobayashi-Royden).
Plus récemment, M. Cowen a donné une démonstration de type géomé-
trique du théoréme de Bloch (voir [6]), reposant sur la construction d’une
métrique de courbure négative sur le complémentaire de la configuration
C. Sa méthode a I'avantage de fournir un minorant de la pseudo-métrique
de Kobayashi-Royden du complémentaire de quatre droites en position gé-
nérale.

Enfin, dans [17], M. McQuillan démontre un théoréme de type Bloch valable
dans des surfaces plus générales que le plan projectif. L’argument utilisé
dans la derniere partie de cet article est inspiré de son travail.

Derniérement, J. Duval, a la suite de R. Debalme et S. Ivashkovich, a
obtenu une version presque complexe du théoreme de Green, réduisant I’hy-
perbolicité du complémentaire de cing droites dans P?(C) & des propriétés
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géométriques globales du plan projectif. Pour pouvoir énoncer son résultat,
nous aurons besoin de quelques éléments de géométrie presque complexe.

Soit X une variété lisse de dimension paire munie d’une structure presque
complexe, c’est-a dire d’un automorphisme lisse J de TX tel que J? = —Id.
Etant donnée une surface de Riemann ¥ de structure complexe j, une
application différentiable f : ¥ — X est dite J-holomorphe si pour tout
z€X:

df,0j = Jf(z) odf,.

On parle aussi de J-courbe, et en particulier de .J-courbe entiere si ¥ = C
ou de J-disque si X est un disque topologique. Rappelons qu'une J-courbe
est de classe C*°, et que la limite uniforme locale d’une suite de J-courbes
est encore une J-courbe (voir l'article de J.-C. Sikorav dans [1]). Une suite
(fn) de J-courbes est dite normale si elle admet un sous-suite convergeant
localement uniformément.

L’existence, pour tout point P € X et tout vecteur v € TpX, d’un J-
disque f non constant passant par P tangentiellement & v (voir larticle
de J.-C. Sikorav dans [1]), motive la définition d’une pseudométrique de
Kobayashi-Royden presque complexe K x (voir [15]) :

1
Kx(P,v) = inf {|>\| >0 | il existe f : D — X J-holomorphe

avec f(0) = P, df ((i) = )\v} .

La variété X est dite hyperbolique au sens de Kobayashi lorsque Kx est
non dégénérée. Dans le cas contraire, il existe un point par lequel passent
des J-disques arbitrairement grands dans une direction donnée. Si la variété
X est compacte, cela équivaut a l'existence d’une J-courbe entiere, c’est
a dire d’une application J-holomorphe f : (C,i) — (X, J) non constante.
Ce critére, dii & Brody dans le cas complexe, découle du théoréeme de re-
paramétrisation suivant (voir [3] dans le cas complexe et [15] dans le cas
presque complexe) :

THEOREME 1.3 (Théoréme de reparamétrisation de Brody). — Soit f,, :
D — X une suite non normale de J-disques. Il existe une suite de contrac-
tions affines p, de C convergeant vers un point du disque unité, appelé
point d’explosion, telle que f, o p, converge uniformément sur tout com-
pact de C vers une courbe de Brody, c’est-a-dire une courbe entiére non
constante a dérivée bornée.

TOME 64 (2014), FASCICULE 2



404 Benoit SALEUR

Ainsi, la notion d’hyperbolicité se généralise au cas presque complexe.
On peut de méme généraliser la notion de partie hyperboliquement plon-
gée dans une variété presque complexe. Pour pouvoir donner un énoncé
presque complexe du théoreme de Bloch, nous devons d’abord définir le
plan projectif presque complexe.

Soit J une structure presque complexe de classe C* sur P?(C) positive

par rapport a la métrique de Fubini-Study w, i.e. wp(v, Jv) > 0 pour tout
point P et tout vecteur v € TpP?(C) non nul. Une J-droite du plan pro-
jectif presque complexe (P?(C),.J) est une courbe J-holomorphe plongée
dans P?(C), diffeomorphe & P!(C) et de degré 1 en homologie. D’aprés M.
Gromov [13] (voir aussi J.-C. Sikorav [20]), I'espace des J-droites est difféo-
morphe & P?(C). En outre, par deux points distincts passe une unique .J-
droite, deux J-droites distinctes se coupent transversalement en un unique
point, et les J-droites passant par un point P forment un pinceau difféo-
morphe & P1(C), donnant une projection centrale 7p : P?(C) \ {P} —
P(C).
Lorsque J coincide avec la structure complexe standard .Jy, les J-droites
sont exactement les droites projectives. Ainsi, la notion de J-droite pro-
longe naturellement celle de droite projective dans le plan projectif presque
complexe (P?(C),J). La version presque complexe du théoréme de Green
obtenue par J. Duval s’énonce alors ainsi :

THEOREME 1.4. — Soit C' une configuration de cinq J-droites en posi-
tion générale (c’est-a-dire ne possédant pas de point triple) dans un plan
projectif presque complexe (P?(C),J). Son complémentaire P2(C) \ J est
hyperboliquement plongé dans P?(C).

Auparavant, R. Debalme et S. Ivashkovich avaient fait un pas en direc-
tion d’un théoreme de Green presque complexe en démontrant que le fait
pour P2(C) \ C d’étre hyperbolique au sens de Kobayashi est une propriété
ouverte dans l’ensemble des configurations (C, J).

Il est naturel de poursuivre I’étude et de s’intéresser au complémentaire de
quatre J-droites en position générale. Nous allons démontrer la généralisa-
tion suivante du théoréme de Bloch :

THEOREME 1.5 (Théoréme de Bloch presque complexe). — Soient
Ly, Ly, L3 et Ly quatre J-droites de (P%(C),J) en position générale, c’est-
a-dire telles que la configuration C = L; U Ly U Lg U Ly ne posséde pas
de point triple. Notons A la réunion des trois diagonales A1, Ao, Ay de la
configuration C, c’est-a-dire des J-droites passant par les points doubles
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de C. Toute suite de J-disques f, : D — P2(C) \ C vérifie I'une des deux
propositions suivantes :

(1) La suite (f,) est normale.

(2) Pour tout r € ]0,1], la suite (f,) posséde une sous-suite (fy,) telle

pour tout voisinage U de A, il existe un entier py tel que
fn,(D(0,7)) C U pour tout p = po.

Comme dans le cas ou J coincide avec la structure complexe standard
sur P2(C), le théoréme de Bloch presque complexe implique que la pseudo-
métrique de Kobayashi-Royden Kp2(c)\ ¢ du complémentaire de C' ne dégé-
nére pas hors de A. Ainsi, P?(C) est hyperboliquement plongé dans P?(C)
modulo A. On dispose en particulier d’'un théoréme de Borel presque com-
plexe : toute J-courbe entiere f : C — P2(C) \ C non constante vérifie
FON\A.

La démonstration du théoreme de Bloch presque complexe est purement
géométrique, et repose presque exclusivement sur 1'utilisation de projec-
tions centrales. Elle reste intéressante lorsque J est la structure complexe
standard Jy car elle réduit le théoreme de Bloch a la géométrie globale de
P2(C). Notons que la méthode de M. Cowen n’est pas utilisable ici puis-
qu’elle repose sur des calculs explicites que I’on ne peut pas reproduire dans
un contexte presque complexe.

Nous allons démontrer le théoreme 5 par I’absurde : supposons donnée
une suite non normale de J-disques évitant C, un réel r € ]0,1[ et une
sous-suite (fp,) de (fn) tels que (fn,(D(0,7))) ne vérifie pas la seconde
alternative du théoreme de Bloch. Nous construirons un courant positif
fermé numériquement effectif relativement a A. Dans un premier temps,
nous montrerons que ce courant est porté par le diviseur diagonal, a 1’aide
d’un lemme de feuilletage de son support similaire a celui établi par J.
Duval dans [9]. Dans un second temps, nous obtiendrons une contradiction
aux points doubles par un argument d’homologie inspiré de M.L. McQuillan
[17]. Les deux étapes de la preuve feront abondamment appel a la théorie de
recouvrement des surfaces d’Ahlfors pour les applications quasiconformes.

Remerciements : Cet article doit énormément aux idées et aux nombreux
conseils de Julien Duval. Qu’il en soit chaleureusement remercié.

2. Préliminaires

Ce chapitre énumere des définitions et des résultats généraux a pro-
pos de la géométrie du plan projectif presque complexe, des applications
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quasiconformes et plus particulierement de la théorie d’Ahlfors. Il s’agit
principalement de rappels.

2.1. Rappels de théorie d’Ahlfors

Ce paragraphe rappelle un résultat essentiel de la théorie d’Ahlfors, le
théoréme des iles. Nous renvoyons a l'ouvrage de R. Nevanlinna [18] pour
plus de détails.

Soit f : ¥ — ¥y une application holomorphe entre deux surfaces de
Riemann compactes a bord. Munissons ¥y d’une métrique riemannienne,
induisant via f une pseudo-métrique sur 3. L’aire de ¥ pour cette pseudo-
métrique est égale a l'aire de I'image de X par f, calculée en prenant en
compte les multiplicité. Notons-la Aire f(X). Le réel S = ﬁ%{g est appelé
nombre moyen de feuillets au-dessus de X, et correspond au degré topolo-
gique de f lorsque les surfaces de Riemann sont compactes. Le théoreme de
Riemann-Hurwitz relie alors ce degré topologique avec les caractéristiques

d’Euler-Poincaré x(X) et x(3g) des surfaces ¥ et .

L’inégalité d’Ahlfors joue le réle d’une formule de Riemann-Hurwitz a
bord. Elle s’énonce ainsi :

THEOREME 2.1. — Notons x~(X) = > ; min(x(%;),0), ot les ¥;sont
les composantes connexes de ¥. 1l existe une constante h > 0 indépendante
de ¥ et de f telle que :

X~ (X) < Sx(%o) + hL

ot L = Longueur(f(X)\90%) désigne la longueur de I'image du bord relatif
de f(2).

Soit ¢ un disque ouvert de Yy. Les composantes connexes de f~1(§)
n’intersectant pas le bord 0% de ¥ sont appelées iles au-dessus de d. Les
autres composantes sont généralement appelées péninsules. Le degré d’un
ile d au-dessus de d est le degré topologique de I'application fiq : d — 4.
Le théoréme des iles, conséquence de l'inégalité d’Ahlfors, est une version
géométrique du second théoreme principal de Nevanlinna :

THEOREME 2.2. — Soit f : ¥ — PY(C) une application holomorphe
entre une surface de Riemann X et P*(C). Fixons trois disques ouverts 61,
b2, 03 de P'(C), deux-a-deux disjoints. Notons i(d;) le nombre d’iles au-
dessus du disque d;. Il existe alors une constante indépendante de ¥ et de
f, encore notée h, telle que :

S <i(61) +i(82) +i(d3) — x () + hL.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Supposons que f évite deux points de P(C), un point de d» et un point
de 3. Il ne peut donc y avoir d’iles au-dessus des disques do et d3. Plus
précisément, le théoreme des iles permet de montrer que le nombre moyen
de feuillets au-dessus de ¥ est majoré, au terme de longueur pres, par le
nombre i'(d1) d’iles de degré 1 au-dessus de 65 :

COROLLAIRE 2.3. — Si I'image de f évite un point de d5 et un point de
03, alors :
S <i'(61) + hL.

Voyons ce que donne ce résultat pour une courbe entiere f : C — P1(C)\
{0,00}. Notons 4..(d1) le nombre d’iles de degré 1 au-dessus de §; lorsque
la surface X est le disque D(0,r). D’apres ce qui précede :

Aire f(D(0,7)) < 4..(81) + h Longueur(f(0D(0,7))) (2.1)

les aires et les longueurs étant calculées pour la métrique de Fubini-Study
sur P1(C). D’apres le lemme d’Ahlfors, le terme de longueur est, en un
certain sens, négligeable devant le terme d’aire (voir aussi le paragraphe
3.2); cette inégalité montre donc que f se comporte asymptotiquement
(quand r est grand) comme un revétement.

2.2. Rappels concernant les J-courbes

Fixons une structure presque complexe J sur P?(C) positive par rapport
a la forme de Fubini-Study, ie. telle que w(v, Jv) > 0 pour tout vecteur
v non nul tangent au plan projectif. Nous rappelons deux propriétés des
J-courbes dans P?(C) valables dans un contexte plus général.

2.2.1. Positivité d’intersection

Sans entrer dans les détails, il est connu depuis M. Gromov [13] que les
points d’intersection de deux J-courbes d’images C et C’ distinctes sont
isolés. De plus, I'intersection homologique de C' et C’ en un point P € CNC’
est strictement positive. De énoncés précis sont donnés dans les articles de
D. McDuff et de J.-C. Sikorav dans [1]. Nous nous contenterons de ’énoncé
suivant :

THEOREME 2.4. — Soient deux J-disques f,g : D — P?(C) d’images
distinctes. Suppsons que f(D) et g(ID) s’intersectent en un point P = f(0) =

g(0). Alors cette intersection est isolée, et I'intersection homologique de
f(D) et de g(D) en p est strictement positive.

TOME 64 (2014), FASCICULE 2
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Ce résultat nous sera moins utile que le corollaire suivant (voir [9]), qui
généralise au cas presque complexe le théoreme d’Hurwitz.

COROLLAIRE 2.5. — Soit L une J-droite, et soit une suite de J-disques
fn : D — P?(C) évitant L, ie. tels que pour tout n € N, f,(D) n’intersecte
pas L. Si la suite (f,) converge uniformément sur tout compact vers un
J-disque f : D — P?(C), alors soit f(D) évite L, soit f(D) est contenu
dans L.

2.2.2. Théoreme de Lelong

Soient (¥,7) une surface de Riemann et f : (3,j) — (P?(C),J) une
J-courbe non constante. Notons Aire(f(X)) = [y f*w l'aire de I'image de
Y. Le théoréme suivant est une version presque complexe du théoreme
de Lelong, qui sera utilisée & plusieurs reprises par la suite. Il découle de
lexistence d’une inégalité isopérimétrique quadratique pour les petits J-
disques (voir l'article de J.C. Sikorav dans [1]).

THEOREME 2.6 (Théoréme de Lelong). — Supposons que f(X) soit
contenue dans une boule fermée B(P,r) de centre P et de rayon r, et que
I'image f(0X) de la frontiére de ¥ soit contenue dans la frontiére OB(P, r)
de la boule. Il existe alors deux constantes strictement positives rqg et C,
ne dépendant que de w et de J, telles que si r < rg, on ait :

Aire(f(X)) = Cr?.

2.3. Géométrie plan projectif presque complexe

Rappelons que J désigne une structure presque complexe sur P2(C) posi-
tive par rapport a la 2-forme de Fubini-Study. Comme nous ’avons dit dans
I'introduction, par tout point P de P?(C) passe un pinceau de J-droites dif-
féomorphe & P!(C), induisant une projection centrale wp : P?(C) \ {P} —
P!(C). L’existence de ce pinceau permet de définir [’éclaté presque compleze
du plan projectif en P (voir [9]).

2.3.1. Eclaté presque complexe
Etant donné un point P, il existe un difféomorphisme ¥ d’un voisinage de

P vers la boule unité B de C?, envoyant P sur 0 et redressant localement
toute J-droite passant par P en une droite complexe passant par 0. Ce

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



BLOCH PRESQUE COMPLEXE 409

difféomorphisme est de classe C*T"P et lisse hors de P, et peut étre choisi
de telle sorte que ¥, J coincide avec Jy en 0. L’éclaté presque complexe X
de P2(C) en P est obtenu en recollant I'éclaté standard B de B en 0 via .
Nous disposons d’une application naturelle 1T : X - P2(C). Le diviseur
exceptionnel Ep au-dessus de P est 'image réciproque II-1({P}) de P par
II. Par construction, il s’agit d’une sous-variété compacte difféomorphe a
P!(C), d’auto-intersection —1. La restriction de I & X \ Ep est un diféo-
morphisme vers P?(C) \ {P}.

La structure presque complexe J se releéve en une structure presque com-
plexe dans X \ Ep, admettant un prolongement lipschitzien J a tout I'éclaté
(voir [9]). La 2-forme IT*w est définie sur tout 'éclaté, mais dégénére le
long du diviseur exceptionnel. Il est possible de la modifier de fagon a ob-
tenir une 2-forme non dégénérée par rapport a laquelle J est positive (i.e.
(v, Jv) > 0si v #0).

ProrosITION 2.7. — Il existe une 2-forme A a support dans un voisi-
nage de Ep telle que J soit positive par rapport a w = IT*w + .

Démonstration. — Le difféomorphisme ¥ induit un difféomorphisme T
d’un voisinage de Ep vers B.Si Ao désigne une 2-forme de Ba support dans
un petit voisinage du diviseur exceptionnel et positive le long du diviseur
exceptionnel, alors A = \Tf*)\o est positive le long de Ep. Il suffit alors de
poser w = IT*w + ¢ pour un réel ¢ > 0 assez petit. g

A cause de la perte de régularité pour la structure presque complexe, il
n’est pas possible de définir des tours d’éclatements. Il est cependant tout-a-
fait possible d’éclater le plan projectif presque complexe en plusieurs points
distincts.

2.3.2. Projections quasiconformes

Etant donné un J-disque f : D — P?(C) évitant le point P, Papplication
nmpof: D — P(C) n'est pas nécessairement holomorphe, mais simplement
quasiconforme. Rappelons de quoi il s’agit (nous renvoyons a [16] pour plus
de détails).

Une application g : Q — P(C) définie sur un ouvert 2 de C est dite ab-
solument continue sur les droites si sa restriction a presque tout segment
horizontal ou vertical contenu dans 2 est absolument continue. Les dis-
tributions % et % peuvent alors étre considérées comme des fonctions

localement intégrables.

TOME 64 (2014), FASCICULE 2



410 Benoit SALEUR

Une application g absolument continue sur les droites est dite a-quasi-
conforme pour un cetain réel « € ]0,1[ si elle vérifie presque partout :

9y 9y
0z 0z

Le théoréme d’Ahlfors-Bers montre qu’en reparamétrant une application

<«

quasiconforme par un homéomorphisme convenable on obtient une fonction
holomorphe :

THEOREME 2.8. — Soit g : D — P*(C) une application a-quasiconforme
définie sur le disque unité de C. Il existe un homéomorphisme «a-quasi-
conforme ¢ : D — D et une application holomorphe h : D — P!(C) tels que
g=hoo.

Les fonctions a-quasiconformes ont donc des propriétés topologiques
identiques & celles des fonctions holomorphes : elles vérifient le principe du
maximum (en d’autres termes, une fonction a-quasiconforme non constante
est ouverte) et le principe des zéros isolés (I’ensemble des antécédents d’un
point par une fonction a-quasiconforme non constante est discret). Par
ailleurs, les homéomorphismes a-quasiconformes vérifient un critére inté-
ressant de normalité :

THEOREME 2.9. — A extraction d’une sous-suite prés, une suite d’ho-
méomorphismes a-quasiconformes
¢ : D — D du disque unité converge uniformément sur tout compact vers
un homéomorphisme a-quasiconforme ou vers une application constante.

La théorie d’Ahlfors se généralise aux applications applications quasicon-
formes : en particulier, I'inégalité d’Ahlfors, le théoréme des iles et leurs
corollaires restent vrais pour les applications quasiconformes. L’intérét de
ces rappels dans le contexte provient du résultat suivant (voir [9]) :

PROPOSITION 2.10. — Soit P € P?(C). Il existe un réel a € 10,1 tel
que pour tout J-disque
f:D — P%(C) \ {P}, 'application wp o f soit a- quasiconforme.

2.3.3. Forme normale de J le long d’'une J-droite
Soit L une J-droite. La structure presque complexe J admet une forme
normale le long de J :

PROPOSITION 2.11. — Soit L une droite projective de P?(C). Il existe
un difféomorphisme ® d’un voisinage de L vers un voisinage de Ly, envoyant
L sur Ly, et tel que (®,J) et Jy coincident le long de L.
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Démonstration. — Rappelons d’abord (voir J.-C. Sikorav [20]) qu’il
existe un difféomorphisme de P?(C) envoyant L sur Lg et J sur un struc-
ture presque complexe coincidant tangentiellement avec Jy le long de Ly.
Nous pouvons donc supposer que L = Lg et que Jipp, = (Jo)jrr- Il reste &
redresser J sur Jy normalement a L.

Fixons un point P de L. L’existence de coordonnées normales pres de P
(voir I'article de J.-C. Sikorav dans [1]) permet de redresser J en une struc-
ture presque complexe (encore notée J) coincidant avec Jy sur un voisinage
0 de P dans L.

Fixons alors un point P’ hors de L. Soient L’ et L{, une J-droite et une
droite complexe passant par P’, et s’intersectant en un point de L\ §. Une
J-droite L” du pinceau centré en P suffisamment proche de L rencontre
respectivement L’ et L{ en un unique point (puisque L est une petite
déformation de L, qui est a la fois une droite complexe et une J-droite).
Nous pouvons donc projeter L’ sur L, prés de L, et par ce procédé, redresser
prés de L les J-droites du pinceau centré en P’ et coupant L hors de § en
des droites complexes du pinceau centré en P’.

Apres ce redressement, par tout point @) de L\ ¢ passe un J-disque d¢g non
contenu dans L, qui est aussi un disque d’une droite complexe standard.
Il existe alors un difféomorphisme de dg, variant de maniere lisse avec @,
envoyant J(Q) sur Jo(Q). Ceci conclut la démonstration puisque tout point
suffisamment proche de L\ ¢ est contenu dans un tel disque dg. O

2.4. Courants positifs et fonctions plurisousharmoniques

Nous renvoyons & [19] pour les résultats énoncés dans ce paragraphe,
excepté pour le théoréme de restriction des courants positifs fermés a une
J-droite, que l'on trouvera dans [10].

2.4.1. Courants positifs

L’automorphisme J se prolonge en un automorphisme C-linéaire, en-
core noté J, du complexifié C ®g TrP?(C) du fibré tangent réel TrP?(C)
du plan projectif. Notons respectivement T}’O et T?’l les sous-fibrés de
C ®r TrP?(C) dont les fibres sont les sous-espaces propres de J associés
aux valeurs propres ¢ et —i, et T, ;17 ; leurs duaux. Notons enfin 1J’1
Vespace des formes différentielles de classe C*°, de bidegré (1,1).

Un courant T est dit de type (1, 1) s’il s’écrit localement comme une forme

différentielle de bidegré (1, 1) dont les coefficients sont des distributions.
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Une forme 6 de bidegré (1,1) est dite positive si pour tout champ de
vecteur ¢, 0(¢,J¢) > 0. Comme nous sommes en bidegré (1,1), une telle
forme différentielle s’écrit localement comme une somme de formes du type
iaNa,ona €Ty, ,.

Un courant T de bidegré (1, 1) est positif si pour tout (1, 1)-forme 6 positive,
T(0) > 0. Si ((1,C2) est un repere local du fibré T}’O, d’apres [19], T' s’écrit
dans le repére dual (¢, (5) :

T =Ty 1 Ay + 0Ty 26 ACoy +iT21 G ACy +iTa0C5 Ay

ot les 1) s sont des distributions d’orde zéro, donc des mesures de Radon
complexes, avec 11,1 et Th o positives. De plus, ||T1 2], [|T21]] < 2111 +
2T5 . En particulier, en écrivant la forme locale du courant dans le repére
(MG, A22), avec Ay > A1 > 0, on on montre que si To o = 0, alors T3 o =
T271 =0.

Les courants positifs sont d’ordre zéro, et une suite de courants positifs
de masse uniformément bornée admet donc une valeur d’adhérence pour
la topologie faible, qui est encore un courant positif. Si ¢ est une courbe
J-holomorphe, le courant [c] d’intégration sur c¢ est positif.

Bien que ne disposant pas d’un théoreéme de Siu pour les courants positifs
fermés, nous pouvons malgré tout isoler leur composante singuliere portée
par une J-droite donnée : si T est un courant positif fermé du plan pro-
jectif presque complexe, pour toute J-droite L, le courant 17T est positif
fermé (voir [10]), et s’écrit donc 1T = «[L], ol @ est un réel positif. En
particulier, T" admet la décomposition suivante :

T =T + a1[A1] + az[As] + az[As)

ol les avy, sont positifs et 7" n’admet aucune diagonale comme composante
singuliere.

2.4.2. Fonctions plurisousharmoniques et voisinages pseudoconvexes

Rappelons brievement ce qu’est une fonction plurisousharmonique dans
le contexte presque complexe.
Si U est un ouvert de P2(C), une application u : U — R U {—o0} est dite
plurisousharmonique si pour tout J-disque f : D — U, 'application u o f
est sous-harmonique.

Si P est un point du plan projectif presque complexe, il existe une difféo-
morphisme v d’un voisinage de P dans un ouvert de C2 envoyant Jp sur i.
D’apres [19], P — ||[u(P)]|? (]|.|| désignant ici la norme hermitienne de C2)
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est plurisousharmonique. Tout point P possede donc une base (U)ogi<e
de voisinages pseudo-convexes, donnés par : Uy = u~1([0,¢]). Ainsi, le di-
viseur exceptionnel Fp au-dessus de P dans I’éclaté presque complexe de
)~(~ p de V en P posseéde lui aussi une base de voisinages pseudo-convexes
(U = 75" (Ur))ogre-

Si f : D — P2(C) est un J-disque évitant P et dont le relevé fp dans Xp
vérifie : fp(@]]])) c au, pour un certain 0 < ¢t < ¢, le principe du maximum
pour les fonctions sous-harmoniques interdit que f~p(]D)) soit contenu dans
Uy \ U, pour un certain ¢ < t' < e. Cette remarque nous sera utile au
dernier paragraphe.

Venons-en a la démonstration proprement dite du théoreme de Bloch.

3. Construction de courants de Nevanlinna

Donnons-nous une suite (f,,) non normale de J-disques. Raisonnons par
labsurde, et supposons que la suite f,, (D) ne converge pas vers A au sens
de Hausdorff. Il est toujours possible de supposer que f,(0) reste loin de
A : quitte a reparamétrer les J-disques par un automorphisme du disque
unité et & extraire une sous-suite de (f,,), nous pouvons supposer que pour
un certain g9 > 0, d(f,(0),Ag) > €p. Notons que malgré cette supposi-
tion, les courbes entieres issues des explosions de la suite des J-disques
peuvent quand-méme étre portées par les diagonales (voir la remarque sur
le théoréme de Brody dans l'introduction).

Ce paragraphe est dédié a la construction, a partir des suites (f,) et (fn)7
de courants T et T de bidegré (1,1), positifs, fermés et numériquement ef-
fectifs (nef). Classiquement, nous allons les construire a partir des fonctions
caractéristiques de Nevanlinna (paragraphe 3.1). L’effectivité numérique se
déduit d’'un Lemme de Brunella presque complexe (paragraphe 3.2), ce qui
justifie 'utilisation de courants de Nevanlinna et non de courants d’Ahlfors.

3.1. Construction de courants fermés

Rappelons les définitions des fonctions caractéristiques de Nevanlinna.
Soit (M, J,©) une variété presque complexe de dimension réelle 4 mu-
nie d’une (1, 1)-forme positive © induisant une métrique hermitienne .||
(Dans le contexte, (M,J,0) = (P2(C),J,w) ou (X,.J,&). Si R est une
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réel strictement positif et g : D(0, R) — M une application J-holomorphe,
notons pour 0 <r < R :

" dt
Ty, = / [g(D(O,t))]7 le courant caractéristique de g
0
" e | A Lo -
T, ,(0) = g*0© | — la caractéristique d’aire de g
0 D(0,t) t
" dt o
Ly, = |ldglle— la caractéristique de longueur de g.
o Jop(o,0) t
Le courant T}, est positif (voir 2.3.1). Nous recherchons une suite (r,)
L~
telle que :  lim iad TR [V FniTn ; les suites de courants po-

n—-+00 Tfnﬂ"n ((,u) n—+400 T};ﬂ“n (CNU)

nrn (@) Flog

Ffrorn (W)

sous-suite, vers des courants fermés.

T~
. Ty, ., . .
sitifs (T Lotn ) et ( Lt > convergeront alors, aprés extraction d’une

Les caractéristique d’aire T, ,(w') = [; (fD((],t) @*w’) 4t et de longueur

Lor= [y faD(O,t) ||dep||.r & dune application quasiconforme ¢ : D(0, R) —
P!(C) relativement & la forme de Fubini-Study normalisée w’ sont bien dé-
finies; en vue du paragraphe 3, la suite (r,) recherchée devra en outre
vérifier : lim ——2&m™ .
n_>+OOT@k,n7rn (w/)
Classiquement, 'existence d’une telle suite (r,) repose sur 'inégalité
longueur-aire suivante (voir par exemple [4]) :

Lgr—Lgn r 1 dT, -(©)
YO<n<r<R, T1,.0) < \/27rrlog(n)Tg7r(@)2 R

(3.1)

Pour une courbe entiére f : C — P?(C) non constante, cette inégalité
permet immédiatement de trouver une suite (R,,) croissant vers I'infini telle
que lim ﬂ
n—+oo Tf,Rn (w)
intégrable sur [2,4o00[ par rapport & la mesure de masse infinie

= 0. En effet, la fonction positive %Wﬁiw est

dr .
rlog(r) *

R
27r ] dTs ., d 1 1
/ rrlog(r) dTy,(w) dr e
2

Ti(@)?2  dr  2rlog(r) Tra(w) Trrw)

Pour tout § > 0, 'ensemble des r > 2 tels que % > § est donc de
mesure de Lebesgue finie. Comme par ailleurs liril Ty r(w) = 400, la suite
T—>400

(Ry,) est aisément construite.
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Le cas de la suite de J-disques (f,,(D)) est moins immédiat. Remarquons
d’abord que la suite Aire(f,(D(0,7))) est non bornée pour un certain 0 <
r < 1. Il suffit pour cela de voir que les explosions de ( f,,) sont d’aire infinie :
soit f : C — P2?(C) une J-courbe de Brody obtenue par reparamétrisation
en un point d’explosion e de la suite (f,). Si f(C) était d’aire finie, f se
prolongerait en une J-courbe rationnelle f : P1(C) — P2?(C) appelée bulle
(voir Particle de J.-C. Sikorav dans [1]). Comme lintersection d’une J-
droite et d’une J-courbe rationnelle non constante n’est jamais vide (voir
par exemple [9] pour la démonstration d’un théoréme de Liouville presque
complexe), cette bulle rencontrerait C' en au moins deux points distincts.
La J-courbe entiere f(C) = f(P!(C)\ {oc}), couperait donc C' en au moins
un point, et par positivité d’intersection, serait contenue dans I'une des
quatre J-droites L; tout en évitant les trois autres, contredisant le petit
théoréeme de Picard.

Ainsi, pour un certain 0 < 79 < 1, limsup Ty, »,(w) = +00. Si 7 est

n——+o0o
compris strictement entre 0 et rg, pour tout » > rg on a :

lim /T 2ntlog(t/n) dTy, +(w) dt
T

n—+o00 Ty, +(w)? dt  2wlog(t/n)
I ( ! ! ) 0
= 1m —_ =
notoo \ Ty, o (W) T, r(w)
donc pour presque tout r > 7o, liminf fut — ZIn (). Ce nest pas

S )

suffisant pour conclure, car rien n’indique a priori que lim inf e,
n—too Ty, r(w)

Notons alors D(0,7,,) le disque centré en 0 dont I'image par f, est d’aire

1. La suite des J-disques f,(D(0,7,)) est normale, puisqu’elle est d’aire
bornée et évite C, donc la suite (Ly, ,,,) est bornée. Pour tout r > ro,

Tff "’(’Z) a donc pour limite inférieure 0. Distinguons deux cas :
nsT
— Si (n,) est minorée par un réel strictement positif n, alors pour

L .
presque tout r > 7o, T f"’(w) converge vers 0, et la suite constante
n,"

r, = r convient.

— Si la suite (n,,) tend vers 0, il est tentant de reparamétrer ’anneau de
grand module D(0,7) \ D(0,n,) par 'anneau D(0,r/n,)\ D(0,1), de
facon & nous ramener a une situation similaire & celle d’une courbe

entiere. Cela équivaut a effectuer le changement de variable suivant :

r r/Nn
/ on(t)dt _ / on(Nnu)du avec o (1) = tlog(t/m;) demt(w).
om, tlog(t/mn) /o ulog(u) T, +(w) dt
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Cette intégrale vaut 1/TY, oy, (W) — 1/TY, r(w), et est donc majorée
L < 1/log(2). Comme la fonction —2

Ty, 200 (W) ulogu
grable sur [2, +o0o[, pour tout 6 > 0, ’ensemble {u € [2,7/n,] | on(Mnu) >
0} est de mesure de Lebesgue majorée uniformément en n par une
constante Ms. Nous en déduisons que 'ensemble {t € |2n,,,7] | ©n(t) >

0} est de mesure de Lebesgue inférieure & n, Ms. Pour presque tout

0 < r <1, la suite Tfo" (w) a donc pour limite inférieure 0.

Dans tous les cas, pour presque tout r E]ro, 1], lim inf
n=too Ty, r(w)

par n’est pas inté-

Lfn,T = 0.

Voyons les cas des suites (f,,) et (Prm)-
La suite (Aire(f, (D)) n'est évidemment pas bornée, donc ce qui précede
reste valable, et pour presque tout r suffisamment proche de 1 :

T A,

hmint G =0
D’apres le paragraphe 2.2.2, les suites (¢, »,) nie sont pas normales non-plus.
Comme elles évitent deux points de P*(C), les suites Ty, , »(w’) ne sont pas
bornées pour r suffisament proche de 1 (argument de prolongement des
courbes entieres d’aire finie utilisé plus haut s’adapte sans problémes aux
applications quasiconformes). Le raisonnement précédent s’applique encore,

L
et pour presque tout r assez proche de 1 : lim inf —25"" _ — (.

n—+oo TLPk,?Lar(wl)

I -
Choisissons alors un rayon r tel que lim inf Sl ITEURR [ Y R L -

notoo Ty p(w)  notoeTr (W)
nos
lim inf PhyniT
n—+oo T‘Pk,nyr(w/)

= 0 (pour 1 < k < 6). Les suites de courants Tfo“"(L)

et s In ‘(2) convergent faiblement (apres éventuelle extraction d’une sous-
~ w

fnor

suite) vers des courants fermés T et T. Quitte a reparamétrer le disque

D(0,r) par le disque unité, nous pouvons supposer que r = 1. Les suites
Ty, rs Tme”‘ et Ty, , r(W') ainsi que Ly, ., Ly

fnor
Tfn’ Tfn et ka,n Pk,n"

et Ly, . r seront notées

(w') ainsi que Ly, , Ly et L
3.2. Intersection homologique et intersection géométrique

L’objet de ce paragraphe est double : d'une part, rappeler que la caracté-

ristique d’aire de f,, domine asymptotiquement celle de ¢, , (1 < k < 6), ce
qui peut s’interpréter comme un premier théoreme principal de Nevanlinna,
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et d’autre part, minorer 'intersection homologique [T ][5;] (1 <1< 3)par
un terme d’intersection géométrique asymptotique. Les deux inégalités re-
posent sur la formule de Jensen, et s’obtiennent en mimant les techniques
classiquement utilisées dans le contexte holomorphe.

Notons #[C].[C’] le nombre de points d’intersections de deux J-courbes
distinctes C' et C’, comptés avec multiplicité. Pour tout n > 1 et tout
1 <1 <6 posons :

.80 = [ #U(DOH)LAIT
et

~ 1 ~ ~
15,8 = [ #7 (00,0135,

Les intersections géométriques asymptotiques (T, A;) et I (T, ﬁl) sont dé-
finies ainsi :
Ip, (A ~ I+ (A)
(T, A)) :hmsupM et I(T,A;) = limsup In
e Ty, (@) T @)
La premiere inégalité a déja été établie et utilisée par Julien Duval dans
[9]. Elle nous sera utile au paragraphe suivant.

PRrROPOSITION 3.1. — Pour tout 1 < k <6 :

. Ty, . (W)
lim sup ——"——
n—too T, (w)
Démonstration. — L’inégalité est une conséquence de 'existence d’une

fonction w négative a singularité logarithmique en Si et d’une 1-forme
bornée « définie sur P2(C) \ {Sk} telles que :

e, w =w+ ddju + da. (3.2)
En appliquant T, a cette égalité, nous obtenons, grace au théoreme de
Stokes et a la formule de Jensen :

1 2m ] 1 dt
Tor (W) =Ty, (w) + */ wo fu(e)dd —uo fr(0) +/ fra—
’ 2 0 0 oD 3

< Tfn(w) —Uuo fn(O) + O(Lfn)

Comme f,(0) reste loin de Sy pour tout n, —u o f,(0) est majoré. La
proposition découle alors du caractere fermé de T'.

Rappelons briévement d’ou provient 'identité (3.2) : les 2-formes ngw’ et
w étant cohomologues sur P?(C) \ { Sk}, il s’agit d’un probléme local en Sj.
Apres redressement du pinceau de J-droites en Sj par Ug, , ngkw’ s’écrit :
e, w = w+dd®logl||Z|| = w + dd5log||Z|| + d(dlog||Z]|) o (J — i) ou
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Z est une coordonnée locale preés de Sy et ||.|| la norme hermitienne de
C2. Comme Wg, est de classe C1*% J(Z) —i = O(||Z]|) et la 1-forme
a = d(log||Z]]) o (J — i) est bornée. O

La seconde inégalité recherchée est un Lemme de Brunella presque com-
plexe relatif au courant T et & A; (1 <1< 3):

PROPOSITION 3.2. — [T].[A)] = I(T, A).

Démonstration. — Le procédé est similaire a celui utilisé pour démontrer
la proposition 3.1 : nous allons nous ramener a une situation proche du cas
holomorphe. L’inégalité proviendra alors du théoreme de Lelong-Poincaré
et de 'inégalité de Jensen, comme pour le lemme de Brunella (voir [4]).
Le probleme est localisé au voisinage de A D’apres le paragraphe 2.3.3,
nous pouvons supposer que 4; est une droite complexe le long de laquelle
J coincide avec i. La structure relevée J coincide alors avec i le long de Al.

Fixons une métrique hermitienne |.| sur le fibré en droites associé au
diviseur Al, qui soit plate hors d’un petit voisinage de &l‘ Si s est une
section de ce fibré s’annulant le long de El, d’apres le théoreme de Lelong-

Poincaré, la 2-forme wx définie au sens des courants par :
1

wx, = [5;]—ddclog|s| :[ 1 - dd” log |s| 4+ d(d°log s|) o (J —i) (3.3)

est dans la classe de cohomologie duale a la classe d’ homologle de Al
Comme .J = i le long de A, la 1-forme 3 = d¢(log |s|) o (J — i) est bornée.
En appliquant T~ a l'identité (3.3), nous obtenons, grace aux formules de
Jensen et de Stokes
- 1 2 0

Tﬂ(wzl) = I};(Al) — %/0 log|so fn(e")|dd +log|so fr,(0)] + O(L};).
Comme f,(0) reste loin de Ay, log |s o E(O)\ est minoré, ce qui conclut la
démonstration. ]

Remarquons enfin, en vue du paragraphe 4, que pour 0 < k < 6,
[T].[Es,] = 0, puisque J coincide avec i le long des diviseurs exception-
nels.

4. Le courant T est diagonal
Le courant T" admet la décomposition suivante : T = Tg;qq + T’ ou

Taiag = @1[A1]+ a2[Ag] + a3[As] est la composante diagonale singuliere de
T. L’objet de ce paragraphe est de montrer que 7’ est nul. Raisonnons par
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I’absurde et supposons T’ # 0. L’ingrédient principal de la démonstration
est le lemme suivant, analogue pour le support de 77 du "lemme géomé-
trique" de Julien Duval relatif & ’adhérence d’une courbe entiere évitant
cing droites (c.f. [9]) :

LEMME (Lemme géométrique). — Par tout point du support de T’ passe
un J-disque non trivial contenu dans le support de T' et obtenu comme
limite d’une suite de J-disques d,, C f, (D).

Nous démontrons ce lemme en nous ramenant & la dimension 1 a 'aide
des projections centrales g, .

4.1. Notations

Soit P € P%(C) un point appartenant au support de T'. Les droites Ly
étant en position générale, il existe au moins deux droites distinctes de
la configuration C, disons L; et Lo, telles que P ¢ L; U Ls. Notons Sy
leur point d’intersection, et L3, L4 les deux autres droites de C'. Soient
alors §, 0; et 3 des disques ouverts de P!(C) d’adhérences deux a deux
disjointes, contenant respectivement les points 7g, (P), ms, (L1 \{S1}) (que
nous noterons 0) et 7g, (L2 \ {S1}) (que nous noterons co).

Comme les J-disques f,,(D) évitent les droites Ly et Lo, pour tout n,
©1,n(D) évite les points 0 et co. Ainsi, d’apres I'inégalité (2.1), le nombre
moyen de feuillets du disque o1 ,,(D) au-dessus de P*(C) est équivalent au
nombre d’iles de degré 1 au-dessus de 6 quand n tend vers l'infini. Plus
précisémment, si 'on note I, ; 'ensemble des iles de degré 1 au-dessus de

d pour la fonction ¢4, contenues dans le disque fermé D(0,¢), on a alors :
T, . (W
lim % =1. (4.1)
n—-+00 fO #In,tT
Si d est une ile de degré 1 au-dessus de 6, la restriction de la projection g,
a fn(d) est un homéomorphisme sur ¢ (voir Figure 1).

Si Ty, ,, (w') n’est pas négligeable devant T}, (w), alors de telles iles sont
nombreuses relativement & T, (w), et nous pourrons définir le disque re-
cherché comme une limite de sous-disques de la famille (f,(D)) de degré 1
au-dessus de §. Sinon, nous verrons que le courant T’ est localement verti-
cal relativement a mg,, et nous conclurons a ’aide d’une projection depuis
un autre point double.
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Lo Ly

/ (SLP) \

Figure 1

La suite des courants :

1 ! dt

del, ¢

étant de masse uniformément bornée, elle converge, aprés une éventuelle
extraction que nous ignorerons, vers un courant positif 7). Distinguons
deux cas, selon que P appartienne ou non au support de 77.

4.2. Cas ou P € Suppl}

Nous allons construire le disque recherché comme limite de .J-disques
(fn(dyn)), ott les d,, sont des iles de degré 1 au-dessus de §. Notons :

G = {J -disques v € P*(C) | (mg, )y : v — 6 est de degré 1 et yNC = (}.
FArT 1. — L’ensemble G est relativement compact pour la distance de
Haussdorff, et son adhérence G vaut :
G=GU(mg (6) N Ls) U (my "(6) N L) U{S1}.
En effet, par projection centrale en S; des J-disques de G, nous obtenons
une famille d’homéomorphismes a-quasiconformes (¢)ecg & valeurs dans

J, donc normale (voir le paragraphe 2.2.1). Le paragraphe 2.2.2 montre alors
que G est une famille normale. Par positivité d’intersecion, son adhérence
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s’obtient en ajoutant simplement les disques 7r§11(5) N Ls et 77511(5) N Ly
ainsi que le point 5.

Montrons qu’il existe un disque holomorphe v € G\ {S1} passant par
P et contenu dans le support de Tj. Pour cela, considérons 1’ensemble
M(G \ {51}) des mesures localement finies sur G \ {51}, qui est un espace
compact pour la topologie de la convergence faible sur tout compact de
G\ {S1}. Pour un disque v € G \ {S1}, d, désignera la masse de Dirac au
point . Pour tout n > 0, la mesure pu,, définie par :

1 ! dt
= 5 _—
. Tfn<w>/o 2 A | 5

del, ¢

est bien localement finie, car pour tout compact K de G\ {S;}, les J-
disques v € K sont d’aire minorée en vertu du théoreme de Lelong pour les
J-disques (voir article de J.C. Sikorav dans [1]). La suite (u,) converge
donc, quitte & en extraire une sous-suite, vers une mesure p de M(G\{S;}).
On vérifie alors aisément le fait suivant :

Fair 2. — Ty = / [v]dp(v). En particulier, Supp Ty = U .
G\{Si} YESupp

Ainsi, comme P est dans le support de T, il existe un disque v apparte-
nant au support de p passant par P. Comme Supp p C J,, Supp pir,, v est
bien limite de J-disques de (f,,(ID)).

4.3. Cas ou P ¢ SuppT}

Nous allons démontrer que le courant T” est vertical relativement a la
projection mg,. Commengons par vérifier que 77 est localement la partie
horizontale de T relativement a 7g, :

Farr 3. — (’/Tsl)*(,_r‘ﬂ_gll(é)) = (Wsl)*Tl.

Démonstration. — D’apres (4.1) et la proposition 3.1, on a :
1 ! dt T, '
/ / (Sol,n)*w/ i 0( P1,n (w )) _ 0(1)
Ty, (w) 0 D((Lt)\UdeL ) t Ty, (w)
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On en déduit :

. 1 ! dt
(75)-Tipz2(0) = S 7 JACRCIF
1 ! dt
= lim / /<p n(d —
n—-4o0o Tf'n. (o.)) 0 dGXI;Yt d[ L ( )] t
= (7r5'1)*T1' O

Ainsi, comme P n’est pas dans le support de 71, 1g(p)T1 = 0 pour un
certain € > 0, et donc : (75, )«(IppeyT") = (75, )«(1p(pe)T) = 0. Quitte
a réduire ¢, on peut trouver dans B(P,¢) un repeére local ((1,¢2) du fibré
TJl’0 tel que (; soit tangent aux J-droites du pinceau en S;. Dans le repere
dual, 1gpT" s'écrit :

LppeyT = iT1,1¢0 NGy +iT12C A Co +iT21G NGy +iT22G5 A Co.

Comme (71'51)*(13(1:)76)71/) = 0, alors T272 = 0, puis T172 = T271 =0
(voir paragraphe 2.3.2). Comme de plus 7" est fermé, la fonction 7 ; est
constante le long des J-droites du pinceau en S;, donnant une mesure
positive dT' 1 sur §. Le courant 1g(p)T" est donc de la forme :

Lo T’ = / [m51(2) N B(P,2)|dTi 1 (2). (4.2)
75, (B(Pye))

Achevons la démonstration du lemme géométrique. Supposons pour com-
mencer que P n’appartienne pas a Lz. Notons S3 le point double L N L3.
Comme (ms,)s ([r5,(2)]) est non nul pour tout z € &, I'égalité (4.2) im-
plique que le point P est dans le support du courant (wg,).7”’. Comme
dans le paragraphe 4.1, nous pouvons définir, a partir des iles de degré
1 au-dessus d'un petit disque contenant mg,(P) pour 'application quasi-
conforme ¢3 ,,, un courant T3 de support inclus dans celui de T”. Le fait
3 s’applique, et P est dans le support de T3 : le J-disque  recherché est
alors construit comme dans le paragraphe 4.2. La situation est identique si
P n’appartient pas a Ly.

Il reste a traiter le cas ou P est le point double Sy = L3N Ly situé en vis-

a-vis de S1. Nous allons voir que ce point appartient forcément au support
de T1, et le paragraphe 4.2 permettra alors de conclure la démonstration
du lemme géométrique.
Supposons que ce ne soit pas le cas; 'équation (4.2) est alors vérifiée. La
diagonale A reliant les points S; et S n’est pas une composante singuliere
de T”, donc le point 7g, (S2) ne peut étre un atome pour la mesure d7; ;.
Soit z € Supp(dTi 1) \ {7ms, (S2)} un point proche de g, (S2).
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Comme nous I’avons vu plus haut, (7753)*[77511 (2)] # 0, donc le point P, =
7r§11 (2)N Ly est dans le support de T5 : il existe un J-disque v, contenu dans
le support de T3, issu de la suite (f,, (D)), passant par P,. Par positivité d’in-
tersection, v, C L4, donc comme (7g, )«[L4] # 0, le courant T; a de la masse
prés de P, : le point z pouvant étre pris arbitrairement proche de g, (S2),
le point S5 est dans le support de T}, contrairement a ce qui a été supposé.

4.4. Conclusion a l’aide du lemme géométrique

Rappelons que nous avons supposé 7" non nul. Nous allons obtenir une
contradiction a l'aide du lemme géométrique et du fait suivant, analogue
du théoréme de Liouville pour le courant 7" :

FAIT 4. — Toute J-droite de P?(C) rencontre le support de T.

Démonstration. — Soit Ly une J-droite de P?(C) non entiérement conte-
nue dans le support de 7”. Notons (L. ).ep1(c) le pinceau de J-droites centré
en un point de Ly \ Supp(7”). Le support de 7" rencontre forcément une J-
droite L, du pinceau, et par tout point de L, NSupp(T”) passe un J-disque
contenu dans Supp(7”). Au moins un J-disque v C Supp(7”) rencontre
L, sans y étre contenu (sinon, le fait pour un point de L, d’étre contenu
dans un J-disque inclus dans Supp(7”) N L, serait une propriété ouverte, et
L, serait contenue dans le support de T, ainsi que le centre du pinceau).
Par positivité d’intersection, les droites proches de L, coupent aussi v, et
finalement toutes les droites du pinceau, et en particulier Ly, rencontrent
le support de T". O

L’ensemble L; N SuppT”’ est donc un ensemble fermé non vide. C’est
aussi un ouvert de Lj, car par tout point P de L; N SuppT’ passe un
disque holomorphe + non trivial contenu dans Supp7” et issu de (f,(D)),
donc contenu dans L; par positivité d’intersection. Ainsi, L1 C Supp?”, et
de méme Lo C SuppT’. Par le point Li N Ly passe donc un J-disque non
trivial issu de (f, (D). Toujours par positivité d’intersection, ce J-disque
doit étre contenu a la fois dans Ly et dans Lo, ce qui est impossible.

5. Obtention d’une contradiction aux points doubles

Le paragraphe précédent montre que le courant T" est porté par A. Sui-
vant une idée de M.L. McQuillan (c.f. [17]), nous allons examiner le com-
portement des J-disques f, au voisinage des points doubles de la confi-

guration C' & laide d’éclatements. Rappelons que (X, J) désigne 1’éclaté
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du plan projectif presque complexe (P?(C), J) en les S, que les Eg, (1 <
k < 6) désignent les diviseurs exceptionnels au-dessus des points Sy, et
que IT : X - P2(C) est la projection canonique. Les longueurs et les aires
seront calculées pour la métrique hermitienne associée a la (1, 1)-forme @
définie au paragraphe 2.3.1.

Le courant T est porté par la réunion de .J-courbes D = (| &)U(U Es,).
Comme il est fermé et d’ordre zéro, il est de la forme :

T = Gui[A] + @2[A0) + a3[As] + D MelEs, ). (5.1)

1<k<L6

Pour tout 1 < k < 6, [T].[Es,] > 0 (voir paragraphe 3.2), donc T ne peut
étre porté par les diviseurs exceptionnels, qui sont d’autointersection —1.
Rappelons que S1 est le point d’intersection de Lq et Lo. La forme parti-
culiére de T (voir 5.1) permet de calculer [T].[A4] :

[T].[A1] = —a1 + e +as+ A+ Xo = I(T, Ay).
La contradiction recherchée découle du lemme suivant :
LEMME. — 622 + 623 + A1+ A < I(f,£1>

Démonstration. — Nous allons établir que A; est majoré par I'intersec-
tion géométrique asymptotique prés de Eg, du courant T et de 51 (le
raisonnement se transposera aisément aux cas des diviseurs ESQ, Ag et
As). Nous allons pour cela projeter sur Eg, les morceaux de fn( ) si-
tués pres du diviseur exceptionnel, de facon a pouvoir appliquer la théorie
d’Ahlfors. L’inégalité recherchée découlera alors de l'inégalité 2.1 et du fait
que les J- disques fn évitent L1 et L2 le nombre d’iles au-dessus du point
Al N Es, majore asymptotiquement la masse pres de Eg,, soit environ,
apres intégration a la Nevanlinna, A Tan (@).

Commencgons par localiser 1’étude au voisinage de Fg,. Il existe une fa-
mille (Ut)o<t<y de voisinages pseudoconvexes de Eg, , le voisinage U,, étant
pris suffisamment petit. En identifiant Eg, avec P1(C), la projection qui a
tout point P de U, associe le point d’intersection de la transformée stricte
de la J-droite passant par II(P) et S; avec Eg, s’indentifie a la projection
TS, -

Les longueurs et les aires sur le diviseur exceptionnel Eg, seront calculées
pour la métrique asociée a la forme de Fubini-Study w’.

— 1 ~
Fixons un 0 < & <. Posons ¥,, = f,  (Ue). Les applications Tg o fy :
¥, — Eg, s’identifient aux applications ¢, et sont a-quasiconformes.
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Posons, pour tout 0 < t < 1, 3, ; = ¥, N1 D(0,t). Nous allons, grace a la
théorie d’Ahlfors, établir I'inégalité :

1 dt dt
/ Aire(ipr0(Sn)) 5 + ol @ / ST (DO, )].[A N ]7

0

(5.2)
Comme (7, )« (1. T) = A1 [E1], nous obtiendrons, aprés division par T+ (@) :

1 ~ ~
y<tim s o [ HEDO.0LENUIT

n—+o00 T}Vn (UJ
ce qui est 'inégalité recherchée.

Supposons dans un permier temps que ¥, ; soit connexe. Commengons
par montrer que
fol —min(0, x(Xn,)) % est faible devant s (). Le domaine %, ; est de la

forme O, \ U,;, , ©

sont des disques topologiques ouverts, et ou pour tout j : fn( )N U, =
fn(aQn’j) (voir Figure 2).

n,j» OU Jn¢ est un entier positif, 2, ainsi que les €, ;

.}?n(ﬂml) &
1

fn Us {\/%Sl r Esl

Figure 2

Comme nous ’avons vu au paragraphe 2.3.2, pour tout 1 < j < jny, le
disque §2,, j ne peut avoir son image fn( n,j) entierement contenue dans U,
puisque les ouverts U, sont tous pseudo-convexes. Le j—disque ﬁl(ﬂn]) ne
peut non plus rester pres du diviseur D. En effet, si ]?,L(Qn]) était contenu
dans le 2e-voisinage (D)2, de D, I'image du J-disque f,, (€25, ;) par une pro-
jection centrale sur A; depuis un point P situé hors de A; contiendrait
forcément le point Ss , en vertu du principe du maximum pour les applica-
tions quasiconformes. Le J-disque f,, (£, ;) passerait donc prés du diviseur
exceptionnel Eg,, coupant ainsi les droites L3 et L4, ce qui est impossible.
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Ainsi, pour tout j, le J-disque fn(ﬂnj) sort de (D)., et d’apres le
théoreme de Lelong, il existe une constante c. > 0 telle que l'aire de
la portion de fn(QnJ) contenue dans (D)g. \ (D). soit minorée par ce.
Comme T ne charge pas (D). \ (D)., de tels disques sont peu nombreux
et fol —min(0, X(En,t))% est bien négligeable devant T, (w).

Vérifions également que la longueur de I'image du bord de X, ; est né-
gligeable devant le terme d’aire. Plus précisément, nous n’aurons besoin
de nous intéresser qu’a la partie de 9%, ; dont I'image par f, est loin de

,Avl : posons Cy,p = 08,1 \ fvn_l ((&1)5)7 (&1)E désignant le e-voisinage de
51. D’une part, rappelons que L]y est négligeable devant Tf (W). D’autre

part, comme 7' ne charge pas U, \U: U (&1)5, la formule de coaire permet
d’affirmer, quitte & modifier légérement ¢, que fol Longueur(ﬁL(C’n,t))% est
négligeable devant Tj~,n (@).
En vue d’appliquer la théorie d’Ahlfors, considérons le disque ouvert
§ = 7, (A1) NU.) de Eg,, contenant le point T, (A; N U.), et posons
Yt = Znt \ n( ). Comme les disques f, (D) évitent les droites Ly et
Lg, les fonctions ¢, évitent deux points distincts, que nous noterons 0
et oo. Nous disposons d’un recouvrement quasiconforme ¢, : X,; —
Es, \ (0 U{0,00}). L'inégalité (2.1) est vérifiée : il existe une constante
h > 0 telle que si I(n,t) désigne le nombre d’iles au-dessus de § dans %,, ; :
Aire(p1,n(En,t)) < I(n,t) —min(0, x(Xn,¢)) +h Longueur (¢ ,, (9%, ;)\ 99).
(5.3)
Comme d’une part, 'image par fn de toute ile au-dessus de § coupe Ah
et d’autre part, Longueur(p1,,(9%7, ;) \ 99) est majorée (a une contante

multiplicative prés dépendant de &) par Longueur(fn(C’n’t))7 on obtient
I'inégalité :
Aire(p1.n(Zn0)) < #[Fa(D(0,1)].[A1 N U]
—min(0, x(Xn¢)) + Longueur(fn(Cn_’t))

qui, apres intégration par rapport a %, donne 'inégalité (5.2) recherchée.

Si l'on ne suppose plus X, ; connexe, il existe une inégalité du type (5.3)
pour chacune de ses composantes connexes; il suffit alors de sommer ces
inégalités.

Nous pouvons reproduire ce raisonnement a 1’ 1dent1que au voisinage du
diviseur Es, puisque les disques fn évitent Lg et L4, ainsi qu’au voisinage
des diviseurs Ay et Ag, puisque les diviseurs exceptionnels F3, Fy, Es5 et Fg
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sont aussi évités. Ceci achéve la démonstration du lemme, puis du théoréme
de Bloch. O
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