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UN EXEMPLE DE FEUILLETAGE MODULAIRE
DEDUIT D’UNE SOLUTION ALGEBRIQUE
DE L’EQUATION DE PAINLEVE VI

par Gaél COUSIN

A la mémoire de Marco Brunella.

RESUME. —  On peut construire facilement des exemples de connexions plates
de rang 2 sur P2 comme tirés en arriére de connexions sur P1. On donne un exemple
de connexion qui ne peut étre obtenue de cette maniére. Cet exemple est construit
a partir d’une solution algébrique de I’équation de Painlevé VI. On en déduit un
feuilletage modulaire. La preuve de ce fait repose sur la classification des feuilletages
sur les surfaces projectives par leurs dimensions de Kodaira, fruit du travail de
Brunella, McQuillan et Mendes. On décrit ensuite le feuilletage dual. Par une
analyse fine de monodromie, on voit que notre surface bifeuilletée est revétue par la
surface modulaire de Hilbert construite en faisant agir PSLa(Z[v/3]) sur le bidisque.

ABSTRACT. — One can easily give examples of rank 2 flat connections over P2
by rational pull-back of connections over P!. We give an example of a connection
that can not occur in this way; this example is constructed from an algebraic
solution of Painlevé VI equation. From this example we deduce a Hilbert modular
foliation. The proof of this relies on the classification of foliations on projective
surfaces due to Brunella, Mc Quillan and Mendes. Then, we get the dual foliation
and, by a precise monodromy analysis, we see that our twice foliated surface is
covered by the classical Hilbert modular surface constructed from the action of
PSL2(Z[v/3]) on the bidisc.

1. Introduction

Les feuilletages modulaires sont des feuilletages naturels sur les quotients
du bidisque par des réseaux irréductibles I' de PSLg(R) x PSLo(R). Ils sont
induits par les feuilletages horizontaux et verticaux du bidisque et sont

Mots-clés : feuilletages holomorphes, dimension de Kodaira, surfaces modulaires de Hil-
bert, connexions plates, équation de Painlevé VI.
Classification math. : 34M56, 14G35, 37F75, 34M35.
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naturellement munis de structures transversalement projectives. On peut se
donner un tel I" par le choix d’un nombre réel quadratique, voir section 2.1.

Dans une classification récente de Brunella, McQuillan et Mendes, parmi
les feuilletages sur les surfaces projectives, les feuilletages modulaires sont
caractérisés par leurs dimensions de Kodaira : kod = —oo et v = 1 ce sont
deux invariants numériques codant les propriétés de tangence du feuilletage.

Dans [26], Mendes et Pereira donnent les premiers exemples de modéles
birationnels explicites pour des feuilletages modulaires. La découverte de
ces feuilletages est fondée sur une bonne connaissance de la surface sous-
jacente. Il apparalt que les structures transversalement projectives de deux
de ces exemples (les feuilletages Ho et Hz associés a /5 dans [26]) corres-
pondent a des déformations isomonodromiques de feuilletages de Riccati a
quatre péles sur P! x P! — P!, ¢’est-a-dire & deux solutions de I’équation de
Painlevé VI (PVI). Ces solutions sont, par construction, algébriques ; elles
sont des transformées d’Okamoto de solutions icosahédrales de Dubrovin-
Mazzocco [15], les solutions n°31 et 32 de la liste de Boalch [5].

L’objectif principal de cet article est de produire un exemple de feuille-
tage modulaire en inversant cette construction : le choix d’une solution de
I’équation de Painlevé VI paramétrée par une courbe C donne un feuilletage
de Riccati R sur un P'-fibré P — P! x C; en choisissant une section de ce
fibré, on se donne un feuilletage transversalement projectif F sur la surface
P! x C; on souhaite que ce dernier soit un feuilletage modulaire.

Le choix de la solution de (PVI) est bien siir guidé par les propriétés
des feuilletages modulaires : on a des contraintes sur la monodromie de
R et, d’aprés Touzet [32, Théoréeme II1.2.6.], F ne doit pas étre tiré-en-
arriere rationnel d’un feuilletage de Riccati Ry sur une surface algébrique.
Cherchant a obtenir un des feuilletages modulaires sur la surface rationnelle
associée & v/3, on a ainsi été conduit sans ambiguité a la solution utilisée a la
section 3.1. On a trouvé un groupe de symétries d’ordre 4 pour le feuilletage
de Riccati R construit & partir de cette solution. Soit R le feuilletage de
Riccati quotient. En choisissant une section du P!-fibré sous-jacent & R, on
a obtenu le feuilletage F,, décrit ci-dessous.

THEOREME 1.1. — La surface bifeuilletée (P2, {F,,,G,}) est un modéle
birationnel d’une surface modulaire munie de ses feuilletages modulaires,
ou

w=—12y(1 + 3y)(3z — y)dx
+ [(10 — 18z)y® — 9z(18z — 5)y — 92*(9z — 2)] dy
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et
T =-12y(1+ 3y)(12z — y — 3)dx
+ [(4 — 182z)y* — 3(18z — 1)(3z — 1)y + 9z(2 — 9z)(z — 1)] dy.

De plus, I'involution birationnelle de P? suivante échange F et G.

o (5 y) = (3y(3y+13)x—y(7y+9) )

135y + 9)z —3y(3y +13)""7

La preuve de ce théoréme est fondée sur un calcul de dimensions de
Kodaira.

Apres un revétement double, on obtient les feuilletages modulaires de Hil-
bert construits en faisant agir I' = PSLy(Z[v/3]) sur le bidisque (voir théo-
réme 4.6). On peut en fait voir que la surface feuilletée du théoréme 1.1 est
celle construite & partir de l’extension de Hurwitz-Maass de PSLy(Z[v/3]),
cf lemme 4.5.

Dans [12, Theorem 2 p 1273], Corlette et Simpson établissent un résul-
tat de factorisation pour certaines représentations p : m(X) — PSLy(C)
de groupes fondamentaux de variétés quasi-projectives : si la représenta-
tion ne se factorise pas par une courbe, alors elle est tiré-en-arriere par
une application f : X — Y d’une des représentations tautologiques d’un
quotient Y d’un polydisque. Ils manifestent leur intérét pour la détermina-
tion d’une telle application f pour les représentations de monodromie des
feuilletages de Riccati obtenus & partir de solutions algébriques de (PVI).
C’est ce que nous avons fait ici pour notre feuilletage initial R, avec Y une
surface modulaire.

Pour les propriétés générales des feuilletages sur les surfaces on se réfere a
[7]. Pour des propriétés particulieres des feuilletages modulaires, on pourra
consulter [26]. Pour les notions relatives aux feuilletages transversalement
projectifs, on recommande [24] et [9]. Pour une introduction aux connexions
logarithmiques plates, voir [27]. Enfin, pour les calculs de groupes fonda-
mentaux, on propose [30] ou [11]. Par commodité, on a employé fréquem-
ment un logiciel de calcul formel pour nos discussions. Toutefois, ce recours
au calcul formel ne s’avere strictement nécessaire que pour ce qui est décrit
a la section 3.2.

L’auteur tient a remercier chaleureusement son directeur de thése Frank
Loray ainsi que Jorge Pereira pour leurs nombreuses indications. Remer-
ciements également aux membres de I’équipe de géométrie analytique de
I'TRMAR, a Philip Boalch, Serge Cantat, Slavyana Geninska et a Pierre
Py. On remercie aussi le CNRS pour son financement de these, 'IRMAR
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et PIMPA pour leur accueil. Les commentaires du referee ont permis une
grande amélioration de ce travail. Qu’il en soit remercié.

2. Préliminaires
2.1. Surfaces modulaires, feuilletages modulaires

Soit K = Q(v/d) avec d € N* sans facteur carré. Soit Ok 'anneau d’en-
tiers de K. Les deux plongements de K dans R induisent deux plongements
de PSLy(Ok) dans PSLy(R) : v — A et v — A, ol A — A est I'action
du groupe de Galois de K. On obtient un plongement i : PSLy(Og) —
PSLy(R)2,v +— (A, A). Soit T'x I'image de 4.

D’apreés Baily-Borel [2, Theorem 10.11], le quotient X = (HxH)/T x est
une surface complexe singuliére qui se compactifie en une surface projective
Yk par adjonction d’un ensemble fini de points (cusps) aux bouts de X .
Les singularités de X sont des singularités "quotients cycliques', on les
appelle aussi singularités de Hirzebruch-Jung. Leur désingularisation a été
donnée par Hirzebruch [18], voir aussi [13, §IV]. Cette désingularisation
consiste a remplacer chaque point singulier par une chaine adéquate de
courbes rationnelles lisses : une chaine de Hirzebruch-Jung.

Chaque cusp donne aussi lieu & une singularité de Y, la désingularisation
des cusps a été expliquée par Hirzebruch dans [19, §2]. Cette fois, chaque
singularité est remplacée par un cycle (contractile) de courbes rationnelles
lisses. On notera Z ou Z /5 la surface projective lisse ainsi obtenue, cette
surface est appelée la surface modulaire de Hilbert associée a K.

Les surfaces Z, ;; ont été intensément étudiées, par exemple Hirzebruch,
Van de Ven et Zagier [20] ont démontré que Z /; est rationnelle exactement
pour d € {2,3,5,6,7,13,15,17,21,33}. 1l existe aussi des tables donnant
le nombre et le type des singularités de Hirzebruch-Jung en fonction de
d. Le nombre de cusp est le nombre de classes de K, pour une exposition
détaillée des propriétés de Z_ 5, se référer a [16].

Dans son article [25], McQuillan considére des surfaces un peu plus gé-
nérales.

DEFINITION 2.1. — Soit I' un réseau de PSLy(R)? non commensurable
a un produit T'y x 'y de sous-groupes de PSLy(R). La surface Xr =
(H x H)/T" est compacte ou peut se compactifier en une surface projective
comme les surfaces précédentes, c’est-a-dire par adjonction, a chaque bout,
d’un cycle contractile de courbes rationnelles lisses. Les seules singularités
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de la surface ainsi compactifiée sont alors des singularités de Hirzebruch-
Jung. Aprés leur désingularisation, on obtient une surface lisse qu’on ap-
pelle surface modulaire et note Zr.

Remarque 2.2. — Dire que deux sous groupes H, H' d’un groupe G sont
commensurables signifie qu’il existe g € G tel que HNgH’g™! soit d’indice
fini dans H et dans gH'g™".

D’apres les travaux de Margulis sur I'arithméticité des réseaux, dans le
cas ou Xr n’est pas compact, le groupe I' est commensurable a un I'y
(dans PSLa(R)?).

DEFINITION 2.3. — Les feuilletages modulaires de Zr sont les images
des feuilletages verticaux et horizontaux de H?. On les note (Fr,Gr). Si
Zr = Zk est une surface modulaire de Hilbert, alors F1 et Gr sont appelés
feuilletages modulaires de Hilbert et notés Fi et G .

La principale source d’intérét pour les feuilletages modulaires et leur réle
dans la classification birationnelle des feuilletages, nous y reviendrons a la
section 2.4.

Les feuilletages modulaires sont naturellement munis de structures trans-
versalement projectives.

2.2. Feuilletages transversalement projectifs, feuilletages
de Riccati

La définition suivante est diie & [24] et équivalente & celle de [29].

DEFINITION 2.4. — Soit H un feuilletage de codimension 1 sur une va-
riété complexe lisse M. Une structure transversalement projective
(singuliére) pour H est la donnée d’un triplet (mw, R,o) consistant en

(1) un P-fibré w: P — M ;

(2) un feuilletage holomorphe singulier R de codimension 1 sur P trans-
verse a la fibre générale de et

(3) une section méromorphe o de m telle que H = o*R.
En présence des conditions (1) et (2), on dit que R est un feuilletage de

Riccati sur le fibré «.

DEFINITION 2.5. — Soient R un feuilletage de Riccati sur w, D un divi-
seur de M tel que R\ p est transverse aux fibres de myp\p et x € M \D.
Par compacité des fibres, en relevant les lacets de M \ D dans les feuilles de
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R, on peut définir une représentation (M \ D,*) — Aut(r=1(x)). Si D
est le plus petit diviseur ayant cette propriété, on I'appelle le lieu polaire
de R et la représentation est appelée représentation de monodromie de
R, I'image de cette représentation est le groupe de monodromie de R.

En pratique, on doit choisir une coordonnée sur 7= (x) et la monodromie
est donnée par des éléments de PSLy(C).

DEFINITION 2.6. — Soient C; C Co deux hypersurfaces sur une variété
complexe lisse M et G un groupe. Si p : w1 (M \ C2) — G se factorise par
it m (M \Ca) = w1 (M\Cy) : p=piix, on dit que p se réduit & M \ C; et
que p1 est une réduction partielle de p. Si C; est minimal pour l'inclusion
avec cette propriété, on dit que p; est la réduction de p et que py est réduite.
Si, de plus, M est simplement connexe, on appelle C; le support de p.

Le résultat suivant explique notre intérét pour la notion de feuilletage
transversalement projectif.

LEMME 2.7. — Soit Zr une surface modulaire. Soit V le complémentaire
dans Zr des cycles de courbes rationnelles et des chaines de Hirzebruch-
Jung apparus dans le processus de compactification/désingularisation de
Xr. La projection H x HH — Xr donne, par restriction, le revétement
universel de V : U — V. On y associe sa représentation tautologique
T:m (V) —=T.

Soit 7; la projection de T sur le i-éme facteur de PSLo(R)?2. Les feuille-
tages Fr)y et Gryy sur V possédent des structures transversalement projec-
tives de monodromies respectives 7| et To.

Démonstration. — 11 suffit de faire la preuve pour Fr. Soient (uq1,us)
les coordonnées naturelles sur & C H x H. Soit 0 = {z = u;} une sec-
tion de P! x U — U. En fixant (z,u) -7 = (y;' - 2,7"' - u) pour tout
v = (11,72) € PSLy(R)? et tout (z,u) € P' x U, on définit une action
proprement discontinue de T' sur P! x U4. Le quotient P = (P! x U)/T est
muni d’une structure de P!-fibré 7 : P — X dont une section holomorphe
& est induite par o. De surcroit, le feuilletage de Riccati sur P! x U défini
par dz = 0 passe au quotient et fournit un feuilletage de Riccati R de telle
sorte que (m, R,J) soit une structure transversalement projective pour la
restriction de Fr & X. Par construction cette structure a pour monodromie
la projection 71 de la représentation tautologique du quotient U/ /T. O

Remarque 2.8. — On peut prolonger cette structure transverse (de fa-
gon singuliére) a tout Zp. Cela ne sera pas utilisé ici, on remet cette dis-
cussion a un prochain travail.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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On définit une relation d’équivalence naturelle entre feuilletages de
Riccati.

DEFINITION 2.9. — Soit R et R’ deux feuilletages de Riccati sur P! x
M — M. On dit que R et R’ sont biméromorphiquement équivalents
s’il existe une transformation de jauge méromorphe

¢p: P'xM — P'xM
(z,2) — (A(z)-2,7)

avec A : M --» GL2(C) méromorphe, de sorte qu'on ait ¢*R = R’'.

On note alors que les réductions des représentations de monodromie de
R et R’ sont identiques.
Nous prendrons aussi en considération la situation suivante.

DEFINITION 2.10. — Soient M et M’ deux variétés complexes pro-
jectives lisses. On dit qu’'un feuilletage de Riccati R sur le P'-fibré 7 :
P! x M — M est tiré-en-arriére (rationnel) d’un feuilletage de Riccati
Ry sur 7' : P! x M’ — M’ s’il existe une application rationnelle dominante
¢ : M --» M’ telle que R = (Id x ¢)*Rg. Dans le cas o M’ est une courbe
algébrique, on dit que R est tiré-en-arriére d’un feuilletage de Riccati au
dessus d’une courbe.

Des feuilletages de Riccati apparaissent naturellement par projectivisa-
tion de connexions plates : soit V une connexion plate sur £ un fibré de
rang 2, le feuilletage donné par ses sections horizontales induit un feuille-
tage de Riccati Ry sur P(E). On voit aisément que la monodromie de
Ry est alors déduite de celle de V par composition avec la projection
P: GL2(C) — PGLy(C) = PSL2(C). La trace de V et Ry déterminent V.

Pour se donner une connexion plate de rang 2, on peut utiliser une solu-
tion algébrique de I’équation de Painlevé VI.

2.3. Equation de Painlevé VI et isomonodromie

L’équation de Painlevé VI de parametres (6,01, 60;,0.) est 'équation
différentielle non linéaire du second ordre suivante, on la note (PVI)y.

g _1(1 1 1\ (dg\® (1 1 1 \dg
d?t 2\q q—1 qg—t) \dt t t—1 gq—t) dt

t
MCTEIEYE G- (q—1)2
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Sitg € C\ {0,1}, les solutions ¢(t),t € (C,tg) de (PVI) gouvernent les
germes de déformations isomonodromiques & un parametre (Vy):e(c,ty) de
connexions de rang deux de trace nulle avec 4 poles simples mobiles : z =
0,1,t,00 sur C2 x P! — P

On entend par isomonodromie que les connexions plates (Vy).e(c,t,) sont
les restrictions d’une connexion plate & pdles simples V sur p : C2 x (C, t) x
(£0;/2) des résidus de V; en « = i, i = 0,1,¢,00, il y a une bijection
entre les telles déformations (modulo transformations holomorphes de fibrés
vectoriels) et les solutions de I’équation (PVI)g, cf [22, section 3.4]. Cela
peut étre exprimé par les formules suivantes.

Soit ¢(t) une solution de (PVI)y et

_1( tt—1) dq @-i- 0, Qt—1>
2\qlg=D(g-t)dt ¢ q¢-1 q-t)
Alors, a transformation holomorphe de fibré pres, la connexion plate V

correspondante est donnée par
Vy: 00 — MaoM!
IRl P R A R |
29 dzo —Yg  —Bq/2 2o |’
ot les 1-formes méromorphes ay, 34,7, € M! sont données par les formules

ci-dessous. )
p=1- 5(90+01+0t+900);

g = _(*9*90*01+qp+1fp)(*90+1*t91*P*9t+q}7*ﬂ)t2
a (—z+t)(—1+p+00+0,+0—qp+pt)(—1+t)

(=00 +1—0:—p—0i+qp—p) (®p—ap— pa+a—q00 — q0: +0: — q0:) t
(—z+t) (=1 +p+00+0; +0,—qp—+pt)(—1+1)
(—=p—0:i+ap)t+ 900 —¢°p+qp—0:+ pg+ g0 +1—p—q+qb: — by e

(z—1)(=1+1)
N (—p—00—0; +qp+1—p) (=g +1—0; —p—0, +qp — p) 2>
(—1)(ap—1+p+00+0;+0;—qp) (—z +1t)
(=00 +1—0; —p—0i+ap—p) (®p—ap— pa+a—qo — q0: +0: —q0:) =
(x—1)(xzp—1+p+0p+0; +0,—qp)(—x+1)
N (—=14+00+p+0:)(—00+1—0; —p—0,+qp—p)px
(@p—1+p+00+0: + 0 —qp) (=1 +p+ 0o + 01 + 6 —qp+pt)
g=D)(bo+1-0:—p—bi+agp—p)z) .
(z—1)(-1+1) '

Jr
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5, = Ol+(2p+2p—2qp—2+290+261+9t)t+2q+(7¢,—2qp—2pq+2q2p—2q(91—2q9t—2q¢9(;
T\ (=1+1t)(-z+1t)

(2p—2qp+0:)t—2q0g +2p+0, —2+20p) +2¢°p— 2490, —2qp—2pq+2q+20, — 240, .
' (x—1)(=1+¢t)

( q(l—p—0p—0; — 0, +qp) p(Or+p+6p—1)
+ (- +
t —1+p+0p+6; +60;—qp+pt

+(—2p—2p+2(lp+2—290729; —0)x+2qp+2pq—2¢*p+2q0; +2q0:+2q0) —2q — 0,
@) (et

(q=1)(=0o+1-0;—p—0i+qp—p)z+(g—1)(—0p+1 -6, fpfﬁwqpfﬂ))df,
(2 =1)(=1+1%) '

(14 p+0p+0; +0—qp+pt)(z—q)dz (—q+t)(=1+p+0p+0; +0,—qp+pt)dt
Yo = —tz(@—1) (x—0t(—1+1) :

Remarque 2.11. — Pour éviter les problémes de coquilles pour les éven-
tuels utilisateurs de ces formules, on donne ces derniéres dans une feuille
de calcul Maple sur la page web de ’auteur.

Le feuilletage de Riccati R sur P(C?) x ((C, o) x P') déduit par pro-
jectivisation de V, est donné par la 1-forme —dz + a4 + Bg2z + fyqzz, ou
z € CU{oo} satisfait z = z1/23. La coordonnée z est choisie de sorte que,

— pour tout ¢; voisin de £y, la restriction R, de R a t = ¢; possede une

singularité en s; = {(x, z) = (¢,7)}, pour i =0, 1, c0.

— l’indice de Camacho-Sad pour toute section locale invariante passant

par s; est 6;.
Aprés cette normalisation seuls deux parametres déterminent Ry, : p(t1)
et g(t1); q(t1) est déterminé par le fait que (x, z) = (q(t1),00) et so sont
les seuls points de tangence entre R;, et z = oo.

Soit ¢(t) une fonction algébrique qui satisfait 1’équation (PVI)y. Si
(q(s),t(s)) : C — P! x P! est une paramétrisation de cette solution, par
les formules ci-dessus, on en déduit encore un feuilletage de Riccati sur le
P'-fibré trivial au dessus de C x P! ; son lieu polaire est donné par la réunion
dex = 0,7 = 1,2 = t(s),r = oo et de fibres de C x P! — C qui contiennent
des intersections entre x = t(s) et z = 0,2 = 1,z = oo.

2.4. Stratégie

Dans la section 3, nous allons obtenir un feuilletage transversalement
projectif a l’aide d’une solution algébrique de (PVI) et montrer qu’il s’agit
d’un feuilletage modulaire.

Pour ce faire, nous emploierons la classification birationnelle des feuille-
tages sur les surfaces par Brunella, McQuillan et Mendes. Nous en rappelons
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ici les aspects que nous utiliserons ; tout cela est décrit dans [7, chapters 8
and 9] a 'exception du théoréeme 2.14, cf [8] et [25].

Cette classification fait intervenir deux invariants birationnels qu’on peut
associer a un feuilletage holomorphe (X, F) sur une surface projective lisse :
sa dimension de Kodaira kod(F) et sa dimension de Kodaira numérique
v(F).

Soit (X ,]:') une désingularisation de F, et v un champs de vecteurs
méromorphe sur X qui engendre F. Le diviseur canonique de F est défini
comme Kz = O 3 (v —vp) 011 s est le diviseur des poles de v et vy celui de
ses zéros. si K z est pseudo-effectif, alors on peut calculer sa décomposition
de Kodaira numérique : Kz "2 P4+ N ou P est un Q-diviseur nef et
N est un QT -diviseur contractile dont les composantes irréductibles sont
orthogonales & P, comme décrit dans [7, pp 101-102]. La dimension de
Kodaira numérique de F est alors définie par :

num

0 si P,
v(F):==491 siP # 0et P-P =0,
2 siP-P>0.
Si Kz n’est pas pseudo-effectif, on pose v(F) := —oc.

La dimension de Kodaira de F est

log(h%(X, K™))

kod(F) := limsup,, Tog(n) 7~ €{2,1,0, —00}.

On a pour tout feuilletage F :
(2.1) v(F) = kod(F).
On s’intéresse au cas v = 1. Dans ce cadre, répétons les résultats qui
décrivent F en fonction de kod(F) € {1,0, —co}.

THEOREME 2.12 (McQuillan-Mendes). — Si F est un feuilletage réduit
sur une surface projective lisse et kod(F) =1 alors F est

(1) un feuilletage turbulent,

(2) une fibration elliptique non-isotriviale,

(3) une fibration isotriviale de genre g > 2 ou

(4) un feuilletage de Riccati.

THEOREME 2.13 (McQuillan). — Si F un feuilletage réduit sur une sur-
face projective lisse tel que kod(H) = 0 alors v(H) = 0.
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THEOREME 2.14 (Brunella-McQuillan). — Soit F un feuilletage holo-
morphe sur une surface projective lisse avec v(F) = 1 et kod(F) = —o0
alors, a transformation birationnelle prés, F est un feuilletage modulaire.

Nous déduisons de cela ’énoncé suivant.

ProproOSITION 2.15. — Soit F un feuilletage réduit transversalement
projectif sur une surface projective X, tel que v(F) = 1, dont une structure
transverse (m : P! x X — X,R,0) a une monodromie non virtuellement
abélienne. On suppose aussi que R n’est pas birationnellement équivalent
au tiré-en-arriére d’un feuilletage de Riccati au dessus d’une courbe. Alors,
a transformation birationnelle prés, F est un feuilletage modulaire.

Démonstration. — D’apres les énoncés précédents, il nous suffit d’ex-
clure les éventualités (1)-(4) données dans le théoréme 2.12. Pour ce faire,
on utilise le lemme 2.16 qui montre que F a une unique structure trans-
versalement projective au sens de [24] et procede au cas par cas :

(1) Si F est un feuilletage turbulent, alors il admet une structure trans-
versalement projective & monodromie virtuellement abélienne (don-
née par des automorphismes de la courbe elliptique sous-jacente), ce
qui est exclu.

(2) et (3). Il n’est pas donné par une fibration, sans quoi il aurait une
intégrale premiere méromorphe f qui lui fournirait une structure de
feuilletage transversalement euclidien : dz = df, de monodromie tri-
viale; ce qui n’est pas conforme & nos hypotheses.

(4) Le feuilletage F ne peut étre un feuilletage de Riccati, puisque les
feuilletages de Riccati sur X ont une structure transverse donnée
par une feuilletage de Riccati birationnellement équivalent au tiré-
en-arriére d’un feuilletage de Riccati au dessus d’une courbe, cf [24,
section 3.1.].

O

LEMME 2.16 (Loray-Pereira). — Soit X une variété complexe projective
lisse. Si F est un feuilletage de codimension 1 sur X qui possede deux
structures transversalement projectives ¥ = (P* x X — X, R, o) et ¥y non-
équivalentes au sens de [24], alors le groupe de monodromie de ¥ contient
un groupe abélien d’indice < 2 ou R est birationnellement équivalent a un
feuilletage de Riccati tiré-en-arriére d’un feuilletage de Riccati au dessus
d’une courbe.

Démonstration. — La preuve utilise [29, Proposition 2.1], voir [24, Lem-
ma 5.4.]. Si on demande X projective dans les hypothéses, ¢’est notamment
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afin de pouvoir trivialiser birationnellement le P!-fibré associé & 3. Une
bonne partie de cette énoncé persiste si X est une variété complexe lisse et
le fibré sous-jacent & ¥ est trivial ; nous y reviendrons au lemme 4.1. [

Ainsi nous démontrerons (théoréme 3.7) que le feuilletage F construit a
la section 3 est un feuilletage modulaire Fr en appliquant la proposition
2.15. Dans la section 4 nous comprendrons plus en détails le groupe I'.

3. Construction et étude d’un exemple
3.1. Une solution de I’équation de Painlevé VI

Considérons la solution algébrique de (PVI) suivante. Elle est paramé-
trée par s € C = PL.

(s0+155* — 552 +45)s(s+ 1) (s — 3)

(556 — 55 + 13552 4+ 81) (s +3) (s — 1)°

) 1
Oy =20, = 1,0, = 1,000 = -
0 6,1 s Ut ) 6

q(s) =

C’est I'image de la solution tétraedrale n°6 de Boalch [6] par une transfor-
mation d’Okamoto, la transformation ss o s, dans les notations de [23].
Une solution équivalente sous le groupe d’Okamoto a d’abord été donnée
par [1].

Grace aux formules de la section 2.3 on obtient un feuilletage de Riccati
R sur P(C?) x C x P! & partir de cette solution. On notera (R;) la famille
des restrictions de R aux niveaux de la projection P(C?) x C x P* — C.

3.1.1. Monodromie de R,

On veut décrire la représentation de monodromie r; de Rs,, pour so € C
général. Soit z € C U {oo} une coordonnée sur P!. Soit IP%(SO) =P\ {z =
0,1,t(sg),00} et * € IP’%(SO). Choisissons v, w,t,u € 7r1(]P’t1(SO), *) des lacets
simples faisant le tour dans le sens direct de x = 0, 1, ¢(s), co respectivement
et tels que tuvw = 1.

Soit 7 : (]P’%(SO), %) — PSLy(C). Soient T,U,V et W les images respec-
tives de t, u, v et w par un relevement de r & SLo. Si r est irréductible (i.e. ne
possede pas de point fixe sur P1), alors elle est déterminée, modulo conju-
gaison globale, par les traces de T, U, V,W, VW, WT et VT. Soit (Ts)scc la

famille de feuilletages de Riccati associée a la solution tétahédrale n°6 de
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Boalch et ry : (Ptl(s[)), x) — PSLy(C) la représentation de monodromie de

Dans [6, Tab. 2 p 93], Boalch donne les traces de matrices qui corres-
pondent & r, modulo I'action de MCG(S?), le mapping class group de la
sphere épointée quatre fois S2. L’action de MCG(S?) correspond a 1’ambi-
guité sur le choix des lacets simples ¢, u, v, w ci-dessus, voir [3, Theorem 1.9
p 30]. Le théoréme [21, Theorem 2.3 p 6] (voir une autre preuve dans [4, p
202]) dit que les traces des images de vw,wt et vt par 1 sont les mémes
que les traces de leurs images par ro. Si 7 = rq, la trace correspondant au
lacet faisant le tour de © = i est donnée par 2cos(m6;). On en déduit le
tableau 3.1.

TABLEAU 3.1. Traces pour r1, modulo I'action de MCG(S3).

M Vv |W | T|U|VW|WT|VT
trace(M) || —v3 | =2 | =2 | V3| 1 0 1

D’apres [10, Theorem 2.9], le groupe < V,W > est Zariski dense dans
PSL4(C) puisque, si tr(A) désigne la trace d’une matrice A, on a
tr(V)? + tr(W)2 + tr(VW)? = tr(V)tr(W)tr(VW) = 8 — 2V/3.

Un quadruplet qui donne ces traces est donné ci-dessous.

o S e W_'4—4ﬂ@
le-va 0 | Tl o)

- -3 —2-23 - [ V3-1 1
N Y 1 ’ Tl 2+vE 1]

L’action de MCG(S2) ne change pas I'image de la représentation. Le groupe
de monodromie de R, est donc < Uy, Vo, Wy >. Nous réemploierons ces
informations a la section 4.3.2.

3.1.2. Un feuilletage non tiré-en-arriere

En vue d’appliquer la proposition 2.15, on va montrer ce qui suit.

LEMME 3.1. — Le feuilletage de Riccati R n’est pas birationnellement
équivalent a un feuilletage de Riccati tiré-en-arriére d’un feuilletage de Ric-
cati au dessus d’une courbe.
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Démonstration. — Procédons par ’absurde. Soit C une courbe compacte
lisse. Soient R* un feuilletage de Riccati sur P! x (P! x P!) — P! x (P! x
P!) birationnellement équivalent & R, ¢ : P! x P! --» C une application
rationnelle et R? un feuilletage de Riccati sur P! x C — C tel que (Id x
#)*RY = R*.

On va étudier la restriction y = ¢4(z) de ¢ a la valeur s du parameétre de
la déformation. L’application ¢ ne peut étre constante pour un s générique,
sous peine de ne pas avoir de monodromie pour Rs. C’est donc que nous
avons, pour s générique, un revétement ramifié ¢, : P! — C et que C = P!,

Soit p° (resp. ps) la représentation de monodromie de R° (resp. R}).
On a ps = p° o (¢s)« = (¢s)*p°. Quitte & réduire p° et a remplacer p, par
une réduction partielle, on peut supposer p° réduite (définition 2.6). Soit
{(g;);} le support de p°. Associons a la représentation p° la liste (n;); des
ordres des éléments po(aj) correspondants aux lacets simples o; autour des
g;j. Le théoreme suivant donne la condition sous laquelle cette liste définit
une structure orbifolde hyperbolique sur P!.

THEOREME 3.2 (Poincaré). — Soient ¥ une surface de Riemann, (u;)ics
une famille finie de points de ¥ distincts deux a deux et (m;);ecs avec, pour

tout i, m; € N*U{oo}. Soit A((m;);) = 2w (29(2) -2+ cr (1 — %)) ;

ott = := 0. Si A > 0 alors il existe un sous-groupe discret I' de PSLy(R) tel

hol.
que H/T 2% et tel que la métrique sur H donne une métrique singuliére
exactement aux (u;) avec les angles (2%) autour de ces points et I'aire de
Y. pour cette métrique soit donnée par A.

Comme ps = (¢5)*p°, il y'a, parmi les nj, n;, = 6k, k € N* et nj, =
oo. Comme p° est irréductible (vu que pg Dest, cf section 3.1.1) il y’a un
troisiéme n; non trivial : n;, > 2. Ainsi

w24 (- D)o (i DY (1)) 52

et le théoréme ci-dessus nous fournit une métrique singuliere p sur P!,
d’aire totale A;. L’aire Ay de P! pour ¢*u est dA;, oti d est le degré de ¢s.
Les points singuliers de ¢ sont de deux types : soit ils sont dans les fibres
des points singuliers de p pour ¢4, soit des points ot ¢, n’est pas étale au
dessus d'un point ou p n’a pas de singularité.

Comme p, = (¢)*p°, il n’y a que quatre points du premier type dont les
angles respectifs ne soient pas de la forme 27/, ¢ € N*. Leurs angles sont
de la forme (2aw/6,2b7/6,0,0), ol a,b € N*. Le revétement ¢ se déforme,
vu que le birapport #(s) des poles de R est non constant, et il y’a donc au
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moins un point du second type, pour s général. L’angle autour d’un point
du second type pour ¢}p est 2r ol 7 est son indice de ramification.

De plus, comme on peut le voir a 'aide d’une triangulation géodésique

adaptée,
Ay=2r (24 (1= 1)+ (1= 1)+ (1-8) + (1- )+ S,1- ) ot
pour tout i, 7; € N* correspond a un point singulier d’angle 27r;. On a
ainsi dA; = Ay < 2m(-2+2(1-0) +2(1 - %) + (1 —2)) = 4% Comme
%’r < Ay, on en tire d%” < %’T ou encore d < 2.

La famille (¢5) est donc une famille de revétements de degré 2 de P! par
lui méme, c’est donc une déformation de = — 22, consistant & faire bouger
les points de ramification par rapport aux poles de R°. Vues les contraintes
de monodromie, on a nécessairement (n;); = (2,6,00) et un des points de
ramification est fixe au dessus du point associé a n; = 2, tandis que l'autre
est mobile.

La représentation de monodromie de R? est ainsi donné par A, B € PSL,
avec A parabolique, B d’ordre 6 et AB d’ordre 2; une étude élémentaire
permet alors de voir que ps est donnée par le quadruplet (A4, B, A, B) mo-
dulo P'action de MCG(S?). On peut alors voir, par calcul, que I'orbite
de ce quadruplet sous MCGpye(S3) est de taille 2, tandis que celle de
(Vo, Wo, To, Up) est de taille 6, ce qui donne une contradiction. C’est une
fagon algébrique d’utiliser que la solution de Painlevé VI construite a partir
du revétement double ci-dessus n’a pas le méme degré que la solution qui
nous intéresse. Le lemme est démontré. O

Remarque 3.3. — Evidemment ce type de méthode peut s’appliquer &
d’autres déformations isomonodromiques, voir [14].

3.2. Quotient

On a trouvé un groupe d’automorphismes d’ordre 4 pour le feuilletage
R introduit & la section 3.1. A l'aide du calcul formel, on a déterminé une
équation pour le feuilletage de Riccati quotient R.

Ce dernier est défini par la forme —dz + & + Bz +42% sur P! x (P! x P1)
avec &, B et 4 donnés ci-dessous ot on considere x,y et z comme des
coordonnées affines sur P!,

zBy+1)(—y+3z)dx
(—y+2722-6x)(—2y2 -9y + 30yz + 9z?)

&=-5

5 (18 y?r —10y% + 162 yz? — 45yx + 8123 — 18 x2) xdy

12 (—y+2722—62)y (292 —9y+30yr +9x2)
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(775 3+ 1293 — 45y22% + 549 — 4092z — 1212yz? + 810 y2® + 265 yx + 1522 — 216 z“) dx

p= 6(—y+27a2—6a)a(—2¢2— 9y + 30yz + 922)

(1350 yie — 966 y* + 17010 y%z? — 4707 y3x — 256 4> — 17064 y>2> + 2466 yzx) dy
T2(—y+2722 —62)y(—2y2 — 9y + 30yx +922) 3y + 1)

. (49815 y22% — 428y — 1845 yz — 30780 y2® + 14508 ya? + 21870 ya! — 583224 + 1701 2% — 9022) dy
T2(—y+2722 —62)y(—2y2 — 9y + 30yx +922) (3y + 1)

et

(226800 222 — 8325 y*x — 67665 %z + 33 ya + 2376 ya? — 108022 + 2593 % + 565y — 752 + 1875 y* — 5033y°) d
720 (—y+ 2722 —6z)x (—2y?> — 9y + 30yz + 9a?)

5=

(—7950 % + 33750 Y% + 104906 y* — 374769 y'x — 36450 y*a? — 6169500 %2 + 776799 yz + 13224%) dy
1864 (—y + 2722 —6x)x (—2y? — 9y +30yxz +922)y By + 1)

(11524275 32 — 2426517y + T654500 y2a! + 72045 2z — T1244 y2a? — 4030y — 951831 ya® + 224028 ya — 17325 ya) dy
1864 (—y + 2722 —6a)x (—2y*> — 9y +30yz +922) y 3y + 1)

(1968300 ya® + 801900 ya* — 145800 2 — 450 2% + 14985 2% + 393660 2°) dy
1864 (—y + 2722 —6a)x (—2y% — 9y +30yz + 9a2) y 3y + 1)

Pour montrer que R est le quotient annoncé, on va considérer le tiré en
arriere R de R par le revétement rev := (Id x Id x r) ot 7 : P! — P! est
défini par r(s) = (524%3)2.

Dans cette situation R est le quotient de R! par le groupe d’automor-
phisme < s — —s, s +— 3/s > du revétement galoisien rev. Il suffit alors de
montrer ce qui suit.

LEMME 3.4. — Pour s € P! général, il existe 1, € Aut(P') tel que
(Id x 15)* R} soit birationnellement équivalent a R, disons via ¢s(z). En
particulier, les réductions des représentations de monodromie de Rs et
ﬁr(s) sont les mémes. De plus, (x,s) + (¢s(x),1s) € GLa(C)? est une
application rationnelle sur P* x P!,

Démonstration. — Par calcul formel, ’automorphisme v, est donné par
le changement de variable
652(s—1)°X —2s(s—3)°
27 (s —1)° (s2 = 3) X + 35 (s — 3)° (52 — 3)

xr =

)

I’équivalence birationnelle de (Id x 15)*R! avec Ry est alors donnée par

2= A(X,s)-Z powr A(X,s)=[2}]

ou a = ghw,b=wvgf,c=huet d= fe; avec
f=s*—85>—652—-245+9;
g=405(s2—3)(s2+3)(3Xs* - s> -9 X3 +9Xs24+95%2-3Xs—275+27);
h=s"+115% — 275 + 755% + 135 53 4 405 52 + 675 s + 405;
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v=Xs"+554+335°X —30s°+15s*+140 5% —125 X s — 4552 +315 X5 —
270 s — 135;

w=—5*"+55s>-3Xs3-3Xs2-3524+15Xs—9s5—9X;

e = —688905s — 68890552 + 164025 X + 1980315s” — 164025 Xs —
6748110 X s* — 3268962 X s” + 7416630 s> X — 2262330 X s° 42310930 X s +
2489535 s* + 2897775 5% — 1357965 s5 — 3211245s° — 375515 + 25516 —
45510 X 4 3861s13X2 + 557X — 24350 X2 — 1071 s'4X2 4+ 208 510X —
1602s™X + 81s'6X2 — 54018 52X + 17240251 X — 360810s0X +
1046682 s5X + 504516 X s° + 546372 Xs® + 9914 513X + 31725512 X2 —
105687 s X2 + 185229 s10 X2 4242595 s6 X2 — 270351 57 X2 — 54621 s3 X2 +
78968757 X2 — 3042225s°X? + 2139615 X2%s* 4+ 2465235 X323
3575745 X2524+1191915 X25+2225 s'4— 177525 s3+211365 s'0+12765 s'2 —
6575 513 — 46675 st — 432795 57 ;

u = —45927 5% + 91044 s7 + 69984 X's — 476928 X s* + 387936 s> X +
326592 X 53 — 186624 X s% + 157464 s* + 30618 s> — 53055 s® — 121986 s° +
768 512X —4032 s'1 X +17664 510X — 138240 s° X —43104 X 5% 446080 X s —
96 513X +189 512 X2 -378 511 X2 5832 s19 X2+ 128088 55 X% +13554 s X 2+
17685 s5 X2 — 91044 5" X2 — 101628 s°X? + 83511 X?%s* — 101250 X253 +
97200 X252 —51030 X 25 —5 s +10935 X2 — 42696 s® — 3093 s'° — 400 s'2 +
70513 + 1250 11 + 11292 5.

On donne en ligne une feuille de calcul qui permet de vérifier ces asser-
tions. O

Dans la suite, on va considérer 'image R de R par
P! x (P! xPl) --» P! x P2
(z: 1, ([z: 1], [y 1)) +— ([z: 1], [z :y:1]).

3.3. Dimension de Kodaira numérique

On choisit de s’intéresser au feuilletage F sur P? dont la structure trans-
verse est donnée par notre feuilletage de Riccati R et la section z = 0. Ce
feuilletage est ainsi donné, dans la carte affine (x,y) par la forme

w=—12y(1 + 3y)(3z — y)dx

+ [(10 — 18z)y* — 9z(18z — 5)y — 92*(9z — 2)] dy

Nous souhaitons décider si ce feuilletage est, a transformation biration-
nelle pres, un feuilletage modulaire au sens de la définition 2.1. Pour ce
faire, on emploie la proposition 2.15.
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On va calculer la dimension de Kodaira numérique de F, pour cela on
désingularisera F et donnera le diviseur canonique K # du feuilletage dés-
ingularisé F. Comme I’étude de la section 3.3.2 le montrera, F posséde un
nombre fini de courbes rationnelles invariantes, ainsi K z est pseudo-effectif,
d’apreés Miyaoka; cf [7, chapter 7]. On pourra donc calculer la décomposi-
tion de Zariski Kz = P+ N.

D’apres un théoreme de McQuillan (voir [7, Theorem 1 p 106]), pourvu
que F soit relativement minimal, le support de N est bien connu : c’est la
réunion des supports des F-chaines maximales.

Les F-chaines sont les courbes C' de composantes irréductibles (C;);=1. .,
telles que, pour tous i,5 € {1,...,7}, on ait

— C; est une courbe rationnelle lisse invariante de F,

— Ci.Cj=1si]i—j| =1,

— C;.C; =0si|i —j| > 1,

— ;.05 < -1,

— () contient une seule singularité de F et, pour i € {2,...,7}, C;

contient exactement deux singularités de F.

Pour un feuilletage réduit, la condition de relative minimalité est une
condition qui porte sur les courbes rationnelles invariantes de F (cf [7,
chapter 5] ).

On voit que la compréhension des courbes rationnelles invariantes de F
est un préliminaire a la bonne réalisation de notre objectif.

On sait que certaines composantes du lieu polaire de R peuvent don-
ner des courbes invariantes pour le feuilletage, ce qui se vérifie pour les
composantes suivantes :

y=0;

y+3=0;

la droite a l'infini ;
—%y—l—xQ—%x:Oet
—%yQ—y—&-l—?)oxy—i—xQ:O.

(3.1)

S e e

Chacune de ces composantes est une courbe rationnelle lisse.

On calcule a l’aide de Maple I’ensemble des points singuliers ¥ = Sing(F)
du feuilletage F sur P? et, pour tout p € ¥, on calcule la partie linéaire
L(p) d’un champs de vecteurs a zéros isolés définissant F au voisinage de
p. Les singularités non-réduites sont les éléments p de ¥ tels que L(p) =0
ou bien tels que le rapport A = A(p) des valeurs propres de L(p) soit un
rationnel strictement positif. Ce sont ces singularités qu’il faut éclater pour
désingulariser le feuilletage F, cf [7, chapter 1].
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On donne la liste des éléments p de X et leurs propriétés dans le tableau
3.2. On donne un dessin de la configuration de nos courbes dans la figure
3.1. On y place aussi les points singuliers qui, a 'exception du point T,
correspondent a des intersections de nos composantes de pole.

TABLEAU 3.2. Description des points singuliers.

P A élément de coordonnées de p

A 1 0y, U5 et Lo (u,v) = (0,0)

B 2 Vet ly (x,y) = (5/9,—1/3)

C 2 R et 4y (x,y):(1/9,—1/3)

D -2 Ret 4 (x,y) = (2/9,0)

E,F A<0 Vetle | (u ):(15/2i9/2f0)

G 2 Ret lo (s,t) = (0,0)

H || partie linéaire nulle | V| R et {4 (x,y) = (0,0)

I 3 VetR (x,y) =(1/3,1)

T 4 2 (2,9) = (2/9,-1/3)

On utilise sur P? les cartes [x :y: 1]+ (z,y), [1 1 u:v] — (u,v) et

[s:1:t]— (s,1).

FiGure 3.1. Configuration de courbes et positions des points.

3.3.1. Désingularisation

Par inspection de la figure 3.1, on voit que si p est élément de
{A,B,C,G, I} alors le feuilletage F a une singularité dicritique en p.
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Comme A = A(p) € N*, en appliquant le théoréme de forme normale de
Poincaré-Dulac on obtient que, dans de bonnes coordonnées (z,w) au voi-
sinage de p, le feuilletage est donné par le champ 29, + (Aw +£2)d,,, avec
e=0oue=1.

De plus, le fait que la singularité soit dicritique impose ¢ = 0. A Daide
des formes normales, on peut alors voir que la singularité en p se résout par
une suite de A\ éclatements de diviseur exceptionnel une chaine de courbes
rationnelles Ch(p), dont seulement la derniére composante est transverse
au feuilletage et d’auto-intersection —1, tandis que les autres sont d’auto-
intersection —2.

Pour p = B,C,G, A = 2 on appelle D), la premiére composante de Ch(p)
et E, la derniére; pour p = A, il n’y a qu'une composante a Ch(p), qu’on
nomme D 4 et pour p = I, il y a trois composantes, la premiere est appelée
F7, la deuxieme est appelée Dy et la derniére est appelée Ej.

Soit X — P? la désingularisation de A, B,C,G,I décrite ci-dessus. La
désingularisation de H n’est pas aussi prévisible. Toutefois, on voit, en
calculant, que si on éclate X en H, le feuilletage induit sur 'éclaté a
trois singularités sur le diviseur exceptionnel Dy : une réduite en H; avec
A(H1) = —7/2, une réduite en Hy avec A\(Hy) = —7/12 et une dicritique
en Hs avec A(H3) = 1. 1l suffit ensuite d’éclater encore une fois en Hs pour
désingulariser le feuilletage, le nouveau diviseur exceptionnel Fy est alors
transverse au feuilletage, tandis que la transformée stricte de Dy, qu'on
note encore Dy, est invariante par le feuilletage.

On note P2 — P2 la désingularisation compléte ainsi obtenue et F le
feuilletage désingularisé, on donne un dessin décrivant cette désingularisa-
tion dans la figure 3.2, les singularités y sont représentées par des points.
Dans la figure 3.3, on donne un dessin plus épuré qui indique les intersec-
tions entre les courbes rationnelles invariantes par F que nous connaissons.
Le diviseur canonique du feuilletage F est aisément calculé : F est de degré
3, si § est une droite générique de P2, alors Kr = (3 —1)d = 26 d’apres [7,
p 27]. Dans la suite d’éclatements on peut suivre ce que devient le diviseur
canonique du nouveau feuilletage, c’est 'objet du résultat suivant.

PROPOSITION 3.5. — Soient 7 : Y — Y D’éclatement d’une surface pro-
jective lisse Y en un point p et E le diviseur exceptionnel. Soit ‘H un feuille-
tage sur Y et H le feuilletage induit sur Y. Soit a(p) Pordre d’annulation
d’une 1-forme holomorphe w, a zéros isolés, donnant le feuilletage H au
voisinage de p.

— Si E est invariant par H alors Ky = n*(Ky) — (a(p) — 1)E.

— Si E n’est pas invariant par H alors K = n*(Ky) — a(p)E.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



UN EXEMPLE DE FEUILLETAGE MODULAIRE 719

FIGURE 3.2. Désingularisation du feuilletage.

FIGURE 3.3. Chaines et cycles.

T
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Démonstration. — Voir [7, Chapter 2]. O

Signalons que si C est une courbe, 7*(C) est la transformée totale de
C par I'éclatement 7. On utilisera le nom des diviseurs de P? pour désigner
leurs transformées strictes par P2 — P2. Par utilisations successives de
cette proposition, on obtient Kz =20 — Dy — Ep — Ec — Dy — 2Eg —
Eq — Er.

3.3.2. Etude des courbes rationnelles invariantes

Montrons maintenant que F est relativement minimal et que toute com-
posante d’une F-chaine est élément de

ﬁ: {617‘62;£0<>a‘/aRaDBvDCaDG;DHaDIaFI}~

Soit Cy une courbe rationnelle invariante de F qui n’appartient pas & L.
On définit des inconnues pour les nombres d’intersections entre Cy et les
diviseurs qui nous intéressent dans le tableau 3.3.

TABLEAU 3.3. Intersections de Cy avec nos diviseurs.

D ||R|V |li| ¥y |l |Da|Dp|Dc|Dy|Dg|Dy|Fr|Eg|Eg|Ec|Er|Eqg|d

D.CO 0]0|0 Er 0 NnaA | €EB EC EH Eq 0 Er|lng | nNp | nc | nr | nNg d

Le degré de I'image de Cy dans P? est d. En appliquant le théoreme
de Bézout et en utilisant notre connaissance de la désingularisation du
feuilletage, on obtient les équations suivantes qui lient les intersections lues
dans P2 et celles lues dans P2

E,, : d=nas+2nyg +eg
E,, : d=2ng+ep+2nc +ec+na+ter
(3.2) Egm : d=mna+2ng +e¢q

Er: 2d=ng+eg+3nr+er+2ng+eg+2nc+ec
Ey - 2d=2ng +eg+3nr+er+2ng+ep

D’autre part (cf [7, Chapter 3]), auto-intersection de Cy peut étre calculée
en fonction des €, & I’aide des indices de Camacho-Sad (qui correspondent
aux A(p)) : par la formule de Camacho-Sad, on a C3 = —i(ep + ¢ +
eq) — 1—725H — %51 — iET. Comme les singularités sont réduites, on doit
avoir, pour tout p, £, € {0,1}. De plus, comme I’auto-intersection de Co
est entiere, les configurations envisageables pour les ¢, se restreignent a
celles données dans le tableau 3.4 out 'on mentionne les valeurs de C3 qui

y correspondraient.
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TABLEAU 3.4. Auto-intersections envisageables pour C.

o en [er|en[ec[cofer ] 6B |
1jfofojojlo|o]0]o0
2l 0flojo|[1]1]0]-1
3jofol1]o|1]o0l|-1
4lofofl1]|1|o]o0]-1
501 {1tlo]of|1]|1]-2
61 |1]o0o]1]0]1]|-2
711 1lo|o|1|-2
8| 11|11 |1]1]-3

Pour chacun de ces choix de (¢;,), on peut résoudre le systéme linéaire
(3.2). Seuls les choix n°l, 4, 5 et 8 correspondent & des solutions entiéres
pour ce systéme. L’ensemble des solutions o est alors un Z-module de rang
deux. Toutefois on peut donner encore deux contraintes sur les inconnues
du systéme (3.2). Premiérement, on peut calculer C2 en fonction de Iauto-
intersection d? de sa projetée dans P? et de la désingularisation P2 — P2,
en utilisant la proposition suivante.

PROPOSITION 3.6 (voir [17], p 187 et p 476). — Soient 7 : ¥ — Y
DIéclatement d’une surface Y en un point p et E le diviseur exceptionnel.

(1) Si C C Y est une courbe qui passe par p avec multiplicité m et si
C C Y est sa transformée stricte alors C? = C?> — m2.

(2) De plus le diviseur canonique Ky de Y est donné par

Kf’ = W*(Ky) + E.

En appliquant successivement la premiere propriété, on obtient

(3.3) Cl=d*—n?% —3n3 —2em; —e5 — Z ((np—&—sp)Q—&—nf,).
p=B,C,G,H
En appliquant la seconde propriété et en sachant Kpz = —3J, on ob-

tient : @2:—35—|—F[—|—2D[—|—Dc—|—DH—|—Dg—|—DA—|—DB—|—2EB+
2Fc+2FEg+2FEg+ 3 FE;. Deuxiemement, on utilise la formule du genre :
0=1Co- (Co+ Kp2) + 1, pour obtenir
(3.4)
1 3 1 3 1 3
0= 1+§ dz—i d+§nA+§nI—€InI—§n?4_§n%+ Z np(1—np—ep).
p=B,C,G,H
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Pour chacun des choix n°1, 4, 5 et 8 en injectant les valeurs des ¢, la valeur
de C3 correspondante, ainsi quune paramétrisation de o par (\,3) € Z?
dans (3.3), on arrive & paramétrer A en fonction de S puis & conclure en
utilisant (3.4). Les seules possibilités cohérentes sont alors celles données
dans le tableau 3.5.

TABLEAU 3.5.

ng leg|nrlerlngleg|nelec|ngleg | naler| d
1 1121 1 0 0 0 1 1 3 116
511 2 1 0 1 3 1 7 1|14

Dans les deux cas, ’éventuelle courbe invariante Cy traverse plus de trois
singularités, ce qui indique qu’elle n’est pas dans une F-chaine, de plus
son auto-intersection est —3 ou —2, ce qui indique que le feuilletage F est
relativement minimal et permet de conclure notre étude.

3.3.3. Décomposition de Zariski

La description de la désingularisation que nous avons faite permet de
donner, dans le tableau 3.6, la matrice de la forme d’intersection sur P2
restreinte au sous-espace dont une famille génératrice est

S: (R7‘/‘76136276007DAaDBaDC;DHaDG7DIaFlvEHaEBMECHEIvEGvé)'

D’aprés la section 3.3.2, F est relativement minimal et seuls des éléments
de L entrent dans le support de la partie négative N de la décomposi-
tion de Zariski de K z. Ainsi, les F-chaines maximales sont les suivantes :
Dy+R+4¢,; D+ Fr; ls; Dp; Do et Dg.

Le support de N est donc DgUDcUDg Ul UD;UF;UDyg URU/,.
Ainsi N = aDg+bDo+cDp+dlas+eDr+ fFr+ gDy +hR+1if;. Chacune
des composantes de ce support est orthogonale a P =S¢ 7 — N, ce qui
donne un systeme d’équations linéaires simple qu’on résout :
%€1+%Dg+%D3+%Dc+l ]+§D[+i£2.

3
On voit alors que P "=" K #—N n’est pas numériquement trivial puisque

1 1
N=—Dy+-=>
o Put g R+

(Kg—N)-0 = %, puis on constate que P? = 0. Nous venons donc d’obtenir :
v(F)=1.

THEOREME 3.7. — A transformation birationnelle prés, le feuilletage F
est un feuilletage modulaire.
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Démonstration. — 1l s’agit d’appliquer la proposition 2.15 a F, vérifions
en les hypotheses. Une structure transversalement projective pour F est
donnée par R. Par le lemme 3.4 et la section 3.1.1, nous savons que le groupe
de monodromie de R est Zariski-dense donc non virtuellement abélien. Par
la section 3.2, si R était birationnellement tiré-en-arriére d’un feuilletage
de Riccati au dessus d’une courbe, il en serait de méme pour R ; ce qui
est exclu par le lemme 3.1. Comme on vient de voir v¥(F) = 1, on peut
conclure. g

TABLEAU 3.6. Matrice de la forme d’intersection pour la famille S.

r-4 0 1.0 0 0 0 0 1.0 0 OO O 1 1 1 27
o-30 0 2 0 0 0 0O O OO 1T 1 0 1 02
1 0-20 01 0 0 0 0 0O 0O 1 0 O 0 01
o o0 0-401 0000 O0O0O0 1 1 0 01
0o 2 0 0-21 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 11
o o601 1 1-10 00 0 OO OO OO OO
o 0 o o0 o0 0-20 0 00 0 0 1 0 0 00O
o o0 o0 o0 o o0 o0-20 00 0 0 0 1 0 00O
1P 0 0 0O O OO O0O-20 0 01 0 O0 0 00O
o 0 o o0 o o0 o 0 o0-20 00 0 0 0 10
o o0 o0 o0 o o0 o0 o0 o0 0-21 0 0 01 00O0
o o0 o0 o0 o o0 o0 o0 0 0 1 -20 00 0 00
o 11 0 0 0 O O 1 0 O0O O0O-10 0 0 00
o1 01 0 01 0 0O 0O OO O0O-10 0 00
$Pr 0 01 0 0 O0O1 O0OO0OO0OO0OO0 O0O-10 00
1P 10 0 0 OO OO O T1TO0O0O O0O O0-100
1P 0 001 OO OOT1TUO0TO0OO0O0O 0O 0O-10

L2 2 1 1 1 0 0 0 0O O O O O O O O O 1d

4. Raffinements

On cherche a identifier précisément le groupe I' qui apparait dans la
construction de la surface modulaire sous-jacente a F. Pour cela, on trouve
le feuilletage dual G de F et sa structure transversalement projective, puis
calcule les représentations de monodromie pour la structure transverse de
F et celle de G. Par le corollaire 4.2 ci-dessous, le produit des deux repré-
sentations a pour image I'.

LEMME 4.1. — Soit F un feuilletage holomorphe singulier sur une sur-
face projective lisse X. Soit D un diviseur sur X. Soient ¥ = (P,R,0)
une structure transversalement projective pour F et 3o = (Py, Ro,00) une
structure transversalement projective pour .ﬂ X\D-
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Si la monodromie de R n’est pas virtuellement abélienne et F|x\ p ne pos-
séde pas d’intégrale premiére méromorphe non constante, alors (Py, Ro, 00)
est biméromorphiquement équivalent a (P, R, o) x\p. En particulier R|x\ p
et Ry ont méme représentation de monodromie (apreés réduction).

Démonstration. — Comme X est projective, a transformation biméro-
morphe pres, X est le fibré trivial sur X muni d’'une équation de Riccati
globale R : dz = a + Bz + 722 et de la section triviale z = 0. D’autre part,
d’aprés [24, Remark 2.3.], ¥ peut étre décrite (biméromorphiquement)
par un recouvrement d’ouverts (U;) de X \ D, des équations de Riccati
(R;) sur les U; et des transitions méromorphes entre ces feuilletages, qui
respectent les sections z = 0.

Par changements de trivialisations méromorphes au dessus des U;, on
peut supposer R; : dz = o+ Bz + ;22 (voir [24, eq (2.5) p 728]). Alors les
transitions entre les R; sont triviales : les 1-formes ~; se recollent en une
1-forme 4 méromorphe sur X \ D. Les triplets (o, 3,7) et («, 5,%) donnent
alors deux structures transversalement projectives sur le fibré trivial pour
Fix\p et on est dans le cadre de la preuve du lemme 2.16. Ainsi, si v # 7,
soit il existe une une intégrale premiere méromorphe pour F|x\p, soit la
monodromie de R x\p est virtuellement abélienne. Ces deux situations
sont exclues par hypothese. O

COROLLAIRE 4.2. — Soit Zr une surface modulaire, F un des feuille-
tages modulaires sur Zr et D la réunion de ses courbes algébriques inva-
riantes. Si F posséde une structure transversalement projective ¥ sur Zr a
monodromie non virtuellement abélienne, alors la monodromie de X|z.\p
est une des projections de la représentation tautologique de Zr \ D.

Démonstration. — Toutes les feuilles de J|x\p sont denses en vertu du
résultat de quasi-minimalité de [26] qui s’étend au cas ott H? /T est compact.
En effet, les feuilles de F|x\ p sont denses si la projection I'; de I' est dense,
ce que nous allons démontrer.

Par irréductibilité de T', grace a [31, Theorem 1], on sait que cette pro-
jection ne peut étre discréte. Comme I' est un réseau de PSLy(R)?, il est
Zariski dense, donc sa projection I'; aussi. Pour conclure, on utilise que
tout sous groupe Zariski dense de PSLy(R) est dense ou discret.

Par cette propriété de densité, on obtient que les intégrales premieres
méromorphes de JF|x\p sont constantes. Par le lemme ci-dessus, la mono-
dromie de ¥ 7.\ p est donc celle de la structure transverse du lemme 2.7. [
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4.1. Feuilletage dual

Le résultat suivant est connu, on 1'utilise pour chercher le feuilletage dual
de F.

THEOREME 4.3. — Soit Zr une surface modulaire.
(1) Les feuilletages Fr et Gr sont minimaux au sens de [7].

(2) De plus, leur diviseur de tangence est réduit et son support est la
réunion des chaines de Hirzebruch-Jung et des cycles de courbes ra-
tionnelles.

Démonstration. — D’apres la discussion [7, pp 134 —135], les courbes al-
gébriques irréductibles invariantes par Fr sont seulement les composantes
des chailnes et cycles cités plus haut et, sur les cycles, la tangence entre les
feuilletages est simple et les singularités sont réduites. Sur les chaines de
Hirzebruch-Jung, le fait que les singularités soient réduites et la tangence
simple peut se voir par un calcul aisé a laide de [28, §3 pp 220 — 223] qui
donne des descriptions locales explicites de H?> — Xt et de la désingulari-
sation de Xp. Ainsi (2). est démontré.

Pour (1), il suffit de voir que Fr est relativement minimal. En effet,
d’apres [7, Theorem 1 p 75] et sa preuve, si Fr est relativement minimal
sans étre minimal, alors il est birationnellement un feuilletage de Riccati,
le feuilletage tres spécial de Brunella ou une fibration rationnelle, mais cela
est exclu par la classification birationnelle des feuilletages. Les composantes
des chaines et des cycles sont d’auto-intersection inférieure a —2 et Fr est
réduit, il est donc relativement minimal, ce qui donne (1). ]

Par le point (1) du théoréme 4.3, comme F est relativement minimi-
mal, ce qu’on a obtenu dans la section 2 est (P2, F) = (Zp, Fr), pour un
certain I'; c’est la définition de la minimalité. On se propose de détermi-
ner le feuilletage G sur P2 qui correspond au feuilletage Gr sur P2. Par
le point (2) du théoreme 4.3, les feuilletages F et G ont un diviseur de
tangence réduit T'ang, donné par le lieu polaire de la structure transverse
de F, c’est a dire de degré 7. De plus, le diviseur de tangence de deux
feuilletages sur P? de degrés d et d’ est de degré d + d' + 1. Comme F
est de degré 3 on obtient que G l'est aussi. Par un calcul affine, on voit
que ’ensemble des feuilletages de degré 3 ayant Tang — ¢, parmi leurs
courbes invariantes est un pinceau (F;)scpr dont seul un élément ne laisse
pas invariant £o,. Ce pinceau est donné par w; = Pidz + Qidy ou P, =
12 (1+3y)y(—2ty —y — 10t + 36tz +3z) et Q; = (—81 — 162¢) 2> +
(—162y+756 ty +18+306¢) 22 + (—36 y*t — 18 y> + 45y — 270ty —60¢) = +
10y (y+t).
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On remarque que
_ _ 10t 20t(3t—1)
S1 = {(z7y) - (9(1+2t)’ 3(1+2t)2 )} CRet
_ . 10t(—9+421) —100¢2
52 = {(:C,y) = (3(44t2796t79)’ 44t2796t79)} cv
sont deux singularités de Fi, cela va nous permettre de déterminer le ¢
tel que F; = G. En effet, comme Gr n’a pas de singularité sur R et V en
dehors des intersections avec les autres courbes rationnelles invariantes, le ¢
recherché doit étre tel que s1(t) € {C,D,G,H, I} et so(t) € {B,E,F,H,I}.
La seule valeur de ¢ qui satisfasse ces deux conditions est ¢ = 3/4, on a
donc finalement G = F3/4. On a trouvé une involution holomorphe de P?
(voir section 4.2) qui échange F et G, ainsi une structure transversalement

projective pour G, unique d’apres le lemme 2.16, peut étre obtenue en tirant
en arriere celle de F par (Id x o).

4.2. L’involution

Cette involution est donnée dans la carte affine (z,y) de P? par :

o (5 y) = (3y(3y+13)x—y(7y+9) ’ ) .
(135y+9)z — 3y (3y + 13)
On voit que c’est une transformation de de Joncquieres.

On l’a découverte en étudiant les tangences entre le pinceau des droites
issues de A et les feuilletages F et G. C’est une transformation de jauge
méromorphe du P-fibré (z,y) — y d’espace total I'éclatement de P? en A,
qui est holomorphe en dehors de {(y—1)y = 0}. Quand on la conjugue par la
désingularisation de F, on obtient une transformation holomorphe de P2 =
Yr qui échange D; et F; ainsi que E; et {y = 1}. De méme, elle échange
{1 et Dy en fixant globalement Fp et en réalisant un automorphisme non-
trivial de R. Comme indiqué précédemment, cette involution échange F

et G.

4.3. Calcul de la monodromie des structures transverses

On souhaite comprendre ici les représentations de monodromie de R et

(Id x 0)*R.

4.3.1. Groupe fondamental

Un préalable a notre calcul de monodromie est la compréhension du
groupe fondamental du complémentaire d’une courbe dans une surface.
L’outil principal utilisé pour cela est le théoréme topologique suivant, di a
Zariski et Van-Kampen :
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THEOREME 4.4. — Soit p : E — B un fibré localement trivial qui pos-
séde une section s, avec E connexe par arcs. Soit b € B et Fy, sa fibre.

Le groupe fondamental de E est donné par la suite exacte scindée sui-
vante 0 — m(Fy,b) 23 71(E,b) = m(B,b) — 0. La section est donnée
par S.

Démonstration. — Voir [30] ou [11, Theorem 2.1 p 170]. |

Précisons l'action du facteur w1 (B, b) sur 71 (Fp, b) pour le produit semi-
direct 1 (B, b) X m1(Fp,b) induit par cette suite exacte. Soit v : [0,1] — B
un lacet partant de b, v* E est un fibré localement trivial de base contractile,
il est donc trivialisable : v*E = [0, 1] x F}, et tout lacet 79 de F}, de point de
base b se déforme continument en 73, un lacet de point de base (¢) dans
la fibre F(;). On définit ainsi une action de v € 71 (B,b) sur 71 (Fy,b) en
posant 1y -y = 71 ; c’est I’action qui intervient dans la structure de produit
semi-direct mentionnée ci-haut.

Dans le cas ou Fp est un disque épointé, ’action correspond a ’action
d’une tresse, comme indiqué dans la figure 4.1.

FIGURE 4.1. Action de la tresse os.

Soit X 4 P? D'éclatement de P? en A (comme dans la figure 3.1) et
FE le diviseur exceptionnel. On va travailler avec R’ = ¥*R. Remarquons
que X est muni d'une structure de P'-fibré : X 5 E. Soit P le support
de la monodromie de R/, grace au lemme 3.4 on voit que E n’est pas une
composante de P. Les composantes de P sont donc les transformées strictes
des composantes du lieu polaire de R : trois fibres de , & savoir £1, {5 et
ls, et les deux coniques. Soit ¢; la fibre de I pour 7. Soit Q = P U/,
X0 =X\Qet B = E\Q, on voit que mxo : X° — E° est un fibré
topologiquement localement trivial de fibre S%, la sphere privée de quatre
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points. De plus, ce fibré admet une section, donnée par E°; on a ainsi,
par le théoréme ci-dessus, une description du groupe fondamental de X°
comme produit semi-direct : 71 (X, b) = 71 (Fy, b) x 71 (E°, b).

Reste a identifier de facon effective les deux facteurs et 'action. Pour
la base on choisit les générateurs «, 5, v comme sur la figure 4.2, o 'on
rapporte les fibres & ’ordonnée y de leur point d’intersection avec {x = 0}.
On choisit pour F;, la transformée stricte de {y = 4} par 'éclatement
de P? en A. On choisit alors comme générateurs pour 71 (Fy,b) les lacets
t,u,v,w comme sur la figure 4.3, ou 'on utilise I’abscisse x des points
comme coordonnée ; la seule relation entre ces lacets est tuvw = 1.

FIGURE 4.2. Chemins de Ia base E°.

7 a T b L}]_
X X X ) X )a
F
C FD FI FG

FIGURE 4.3. Lacets de la fibre Fy.
&3

X1 X2 X3 x4

t u v w

On identifie les points 1, 2, 3 et 4 de F} avec les points 1, 2, 3 et 4 du
disque épointé quatre fois (figure 4.1), ce qui permet d’interpréter 'action
de «, B et v a l'aide de I'action du groupe de tresses B4. Comme on le voit
sur la figure 4.1, B4 agit -a droite par morphisme de groupe- sur (¢, u, v, w)
de la maniere suivante :

oy (tu,v,w) = (tut™ v, w)
(4.1) oo 1 (tu,v,w) = (tuvu™t u,w)
o3 : (t,u,v,w) = (t,u,vwv=1v)

Pour identifier les tresses associées & «, 3 et -y, on doit étudier 1’évolution
avec A € [0,1] des positions relatives des éléments de P N Fy»y, pour
différents chemins y(\) dans E°. Notons que si y(\) est & valeurs dans
E°N]0, +o0l, alors tout point de P N Fy(n est réel; I'étude se réduit alors
a la lecture de la figure 3.1. Les difficultés proviennent donc des situations
ol y(A) contourne ou entoure Fp, Fr ou Fg et se traitent localement.
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Par des changements de variables locaux réels de la forme (Z,79) =
(Y(z,y), #(y)) avec ¢ croissante, on a les descriptions simples suivantes pour
P. Auvoisinage de G, P : §(§+22) = 0; au voisinage de I, P : #(Z+3°) = 0
et au voisinage de H, P : §(j — #%) = 0.

De cette facon, on voit que « agit comme la tresse os, que 3 correspond
A la tresse 0§ et que I'action de v = 7971 est celle de o3 suivie de celle de
o10907 sur la fibre F, de a, puis enfin suivie de ’action de 03_3.

Puisque des générateurs pour les facteurs sont donnés par les familles
f=(a,B8,7) et g = (t, u,v,w), notre structure de produit semi-direct pour
71(X?, b) nous fournit la description par générateurs et relations suivante :

T (X0,0) =< fUglf  gifi = gj-fi, tuvw =1 > .

De manieére explicite, I’ensemble des relations est le suivant.

(4.2) tuvw =1
alta=t
(4.3) a tua = uvu!
' a lva=u

a lwa =w

BT1tB =t
B luB =u
(4.4) BB = (vw)3v(vw) 3 )
B wp = ((vw)?v) w ((vw)®v) -
(4.5)
7y = (tu(ow) ™) w (tu(ow) ™)
v uy = tut ™!

7wy = (Hwow) " (vw)?) ¢ (t(11111u})_1(1)u))2)_1

7 oy = (Hwow) 7 (vw)*t(wow) ) v (t(wvw)_l(vw)Qt(unnu)_l)_1

Par la relation (4.2) et le fait que m;(EY,b) agit par morphismes de
groupe, on peut déduire une des quatre équations de (4.3), (4.4) ou (4.5)
des trois autres. On peut donc simplifier la présentation en enlevant une
équation de son choix dans chacune des familles de relations (4.3), (4.4)
et (4.5), par exemple la plus longue, ce qui donne ensemble de relations
suivant, ot I'on a aussi appliqué tu = (vw)~! dans la relation v~ 1ty =
(tu(vw) ™) w (tu(vw)_l)_l.
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tuvw =1
a Mo =t
alva=u
a twa = w
Bl =t
(46) ﬁfluﬁ =
5108 = (vw)Po(vw) =
Yy = (vw) Pw(vw)?
vy uy = tut™?

Y wy = (Hwow) " (ow)?) t (Hwow) (vw)?)

D’apres le théoreme de Van Kampen sur le groupe fondamental de 'union
de sous espaces topologiques, pour avoir une présentation du groupe fon-
damental de X' = X \ P, il suffit d’ajouter a cette présentation la relation
B = 1. Ce groupe est donc donné par les générateurs {a, 7, t, u, v, w} et les
relations :

tuvw =1
a o=t
a lva=u

(4.7) a twa = w

’ v = (vw)3v(vw)3

3y = (o) w(ow)?
~y luy = tut ™!
Y wy = (H(wow) " (vw)?) ¢ (ﬁ(wvw)_l(mv)z)_1

4.3.2. Monodromie

On va décrire la représentation de monodromie réduite p : 71 (X1, b) —
PSLy(C) associée & R’. Il nous suffira de la comprendre en restriction a
m1(Fp) et & m(E \ P) pour la comprendre globalement. Remarquons que
toute représentation de I'un de ces groupes vers PSLy(C) se releve & SLa(C)
puisque ce sont des groupes libres. On pourra ainsi avoir recours a des
raisonnements matriciels.

Dans P2, le pinceau des droites passant par A est le projeté du pinceau
de P! de la déformation isomonodromique initiale (Rs), en particulier la
réduction de la monodromie de 7@1 r, st la méme que celle d'un R, (cf
section 3.2). Soient T,U,V,W les images respectives de t,u,v,w par un
relevement de p a SLs.
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On a vu & la section 3.1.1 que, modulo conjugaison globale, (V, W, T,U) =
e (¢ (Vo, Wo, Tp,Up)) pour un ¢ € MCG(S3) et un changement de signes
e € {(e;) € {£1}*I],& = 1}. De plus, l'action de ¢ sur les traces doit
étre triviale. En particulier, ¢ doit induire une permutation de {1,2,3,4}
de la forme (23)*(14).

Soient bos et b4 des éléments de MCG(S?) qui induisent respectivement
(23) et (14). Soit MCGpure(S%) le noyau de MCG(S3) — G4. L’action de
MCG(S?) sur les classes de conjugaisons de quadruplets (V, W, T,U) € SLy
tels que TUVW = 1, se décrit par une action polynomiale sur L =
(tr(V), tr(W),tr(T), tr(U), tr(VW),tr(WT),tr(VT)), cf [5, p 193]. Ainsi,
on peut calculer et constater ce qui suit pour le 7-uplet Ly associé a
(Vo, Wo, To, Up).

Mcgpure (8421) : LO = b14MCgpure(S?1) : LO = EObZSMCgpure (Sﬁ) : LOv

pour € = (4, —, —, +) ; notons que chaque membre compte six éléments,
ce qui correspond au degré de notre solution de (PVTI).
Ainsi, projectivement et & conjugaison globale pres,

(V,W,T,U) € MCGpure(S?) - (Vo, Wo, To, Uy).

La monodromie de 7@1 g se releve aussi en p a SLa. Elle est aisément
calculée grace a la connaissance des exposants : 0, = 0, 6; = 1—12, 0y = %
correspondant respectivement & ¢, ¢1 et £2. Soient A = p(a) et G = p(7),

onatr(A) =2cos(ms), tr(G) = 2 cos(mby) et tr(AG) = 2 cos(whz), ce qui
détermine une représentation vers SLy(C), unique modulo conjugaison et ir-

réductible, d’apres [10]. Apres calcul, elle est donnée par A =

V2 2(V/3+1)
P(5-3vV3) P(VE-1)

En utilisant la deuxiéme et la quatrieme relation de (4.7), ainsi que le

1 0
f\/g 1‘|

et G =

fait que T soit parabolique, on voit que T et W commutent. Dans 1’or-
bite MCGpure(S3) - (Vo, Wo, To, Up), seuls deux quadruplets satisfont cette
condition, méme projectivement. En utilisant la troisieme et la septiéme re-
lation de (4.7), on arrive & voir que I'un d’eux ne peut correspondre & notre
représentation tandis qu'un seul représentant de la classe de conjugaison
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du second satisfait (4.7), il est décrit ci-dessous.
V3-1 1
—2+V3 1]

—~1+2V3 1
—84+3v3 —v3+1 |

1 0
W= .
it

Le groupe < A,G,U,V,W > est un sous-groupe de PSLy(Z[¢]) ot ¢ =
2cos({5) = g(l +4/3). Notons que Z[¢] est I’anneau des entiers de Q[¢] =
Q[v2,v/3]. On remarque aussi que la représentation p ne se reléve pas a
SLQ.

Exactement la méme démarche permet de déterminer la monodromie de
la structure transverse du feuilletage dual G : vue l'involution, les images
de v, w, t, u sont encore donnés par un élément de 'orbite MCG e (S3) -
(Vo, Wo, To, Up) et une seule trace de monodromie locale change : 6, = 13-
La représentation obtenue est I'image de la précédente par v/3 — —/3.

Un examen plus approfondi donne le résultat suivant.

LEMME 4.5. — (1) Le sous-groupe I" de PSLy(C) engendré par U, V,
W, A et G est une extension de degré 2 de I sz = PSLQ(Z[\/g}).

(2) Ce groupe coincide avec le groupe modulaire étendu PGL™ (Z[\/3])
et, par le plongement habituel, c’est un sous groupe discret maximal
de PGLT(R)2.

Démonstration.

(1) Le groupe PSLa(Z[/3]) est engendré par ses deux sous-groupes de
matrices triangulaires :

T = {“ H,ueZ[\/ﬁ]} et Ty = {H ”,ueZ[ﬁ]}.

(1) } — u permet d’identifier 77 & Z[v/3], on

voit ainsi facilement que T est engendré par les matrices A et W.

De méme, les matrices H = G2AG™2 = [ (1) 12 +17\/§ } et F =

1
L’isomorphisme {
U

1 19+11V3
0 1
19 + 114/3 sont des générateurs du Z-module Z[v/3] en vertu des
identités suivantes :

1= —11(12 4 7v/3) + 7(19 + 11V/3); V3 = 19(12 + 7V/3) — 12(19 +
114/3). Ainsi, le groupe < A, G,U,V,W > contient PSLy(Z[/3]).

G*WG™2 = [ } engendrent T, puisque 12 + 7v/3 et
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D’autre part, G est le seul générateur non contenu dans
PSLy(Z[v3]) tandis que G2 lest, ce qui montre que
<A,G,U,V,W>/PSLy(Z[v/3]) se réduit & deux éléments.

(2) Dans un but de concision, on se référe librement & [16, I.4]. Dans
PGL2(R), la matrice G donne le méme élément que la matrice £ - G
qui est donnée ci-dessous.

V3+1l 243
V3-=2 1

Cette derniere a pour déterminant &2 € Z[v/3] qui est totalement
positif, donc I est un sous groupe de f‘\/§ = PGL™"(Z[v3]). De plus,
[ 5 est d’indice 2 dans f‘\/g, [16, fin de la p. 11]; comme on a les
inclusions

Fp<l'< f‘\/g, on en déduit I' = f‘\/g D’apres [16], il existe, parmi
les sous groupes discrets de PGLT(R)? contenant I 3, un élément
maximal I'gps @ extension de Hurwitz-Maass de T’ 3 L’indice de
T V3 dans T'gas est donné par 287! ou ¢ est le nombre de facteurs
premiers distincts du discriminant D = 12 de Q(+/3), cf [16, p 13].
Ainsi 2671 = 2 et T'gyas coincide avec f‘\/g

|

4.4. La surface modulaire associée a Z[v/3]

On déduit de notre travail suffisamment d’informations sur la surface Z /3

THEOREME 4.6. — Un modéle birationnel de la surface modulaire bi-
feuilletée (Z 5, F /3,G s3) est (P?, F,,,Gr,) ot

w1 =6 (3v2+1)v(v2+9uv2+3u)du
+((9u—5)(9u—2) (9u—1)v* +9u (5+ 54u? — 30u) v* + 9u? (Yu — 2)) dv.

71 =6 (3v° +1)v (—8v® — 3+ 36 uv® + 12u) du
+((9u—5)(9u+1)(9u—1)v* + (3 +486u® — 4320 + 45u) v* + 9u (9u — 2) (u — 1)) dv.

307 (36 v7+13)u—v?(200749)
9(12v%2-1)(3v2+1)u—3v2(36 v2+13)°

De plus, o1 : (u,v) — v> est une invo-

lution birationnelle de P? qui échange F,,, et G, .
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Démonstration. — D’apres le calcul de la monodromie des structures
transverses de F et G et le corollaire 4.2, on voit que l'on obtient la surface
(Y3, F /35 G,3) comme revétement double de (Yr, Fr,Gr). Soit 7: Y 5 —
Yr le revétement en question.

Soit X I’éclatement de P? en A et E le diviseur exceptionnel, comme dans
la section 4.3.2. La fin de la désingularisation de F donne un morphisme
¢ : Zr — X et on note ¢ : Yr-=+Zr la désingularisation de Yr. Soient
P le lieu invariant du feuilletage induit par F sur X, X! = X \ (PU E),
Y\}g:Yﬁ\(wowoqﬁ)*(PUE).

La composée 7 01 o ¢ induit un revétement étale 7' : Y\}g — X! qui est
déterminé par sa représentation de monodromie :

71 (X)) 5 T/PSLy(Z[V3]) = Z/27.

71)2
s m)
induit en restriction & X! un revétement étale qui a exactement ¢ pour
monodromie. Ainsi on a un biholomorphisme 7" entre Y\}g et P xP1\p*(PU
1

D’apreés le lemme 4.5, on voit que p : P! x P! —-» X (u,v) — (u

E), tel que poT = 7'. Comme p~!o7! est une correspondance algébrique,
on en déduit que T se prolonge en une transformation birationnelle, de

sorte que le diagramme suivant commute.

Ygo————~- =Pl x P!
- 1 I
W\L \I\ | P
— — > _—
r= r 3 X

Ainsi, en pratique, le revétement double qu’on utilise est p, ce qui permet
de déduire le résultat. O

Notons que Z /3 est un « revétement » intermédiaire entre le P! x P! de

la déformation isomonodromique initiale R et Zr puisque v(s) = ‘ig _;315
. . —w(s)? 2
Satlealt % = (324%3)2 = T(S).

5. Conclusion

Dans une perspective plus générale, on peut se demander quelles solu-
tions (algébriques) de I’équation de Painlevé VI donnent des exemples in-
téressants de feuilletages. L'intérét qu’on porte a un feuilletage de Riccati
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R sur P! x X — X peut provenir de la richesse de son groupe de monodro-
mie (disons sa Zariski densité) et du fait qu’il ne soit pas birationnellement
équivalent a un tiré en arriere d’un feuilletage de Riccati au dessus d’une
courbe (notamment en vue du résultat susmentionné de Corlette-Simpson).

Signalons que notre exemple montre que 'action du groupe d’Okamoto
perturbe ces deux propriétés. En effet, la monodromie du feuilletage de
Riccati H associé a la solution tétrahédrale n°6 de Boalch est un groupe
fini et, pour cette raison, H est le tiré en arriere d’un feuilletage de Riccati
au dessus d’une courbe.

Dans le cas ou R n’est pas obtenu par tiré en arriere, Corlette et Simp-
son montrent que la monodromie de R est définie sur un anneau d’entiers
et l'estimation du degré de son corps de fraction permet d’estimer la di-
mension d’un « polydisk Shimura D-M stack » par lequel la représentation
factorise. Dans un prochain travail, on donnera une étude systématique de
ces propriétés pour les solutions algébriques de la liste [23] et leurs trans-
formations d’Okamoto.
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