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LA FORMULE DES TRACES POUR LES
REVETEMENTS DE GROUPES REDUCTIFS
CONNEXES. IV. DISTRIBUTIONS INVARIANTES

par Wen-Wei LI

RESUME. — Nous établissons la formule des traces invariante & la Arthur pour
les revétements adéliques des groupes réductifs connexes sur un corps de nombres,
sous ’hypothése que le Théoréme de Paley-Wiener invariant soit vérifié pour tout
sous-groupe de Lévi en les places archimédiennes réelles. Cette hypotheése est vé-
rifiée pour les revétements métaplectiques de GL(n) et ceux de Sp(2n) a deux
feuillets, par exemple. La démonstration est basée sur les articles antérieurs et sur
les idées d’Arthur. Nous donnons également des formes simples de la formule des
traces lorsque la fonction test satisfait a certaines propriétés de cuspidalité.

ABSTRACT. We establish the invariant trace formula & la Arthur for the
adélic covers of connected reductive groups over a number field, under the hypoth-
esis that the trace Paley-Wiener theorem is verified for all Levi subgroups at the
real archimedean places. For instance, this hypothesis can be verified for the meta-
plectic covers of GL(n), or the twofold metaplectic cover of Sp(2n). The proofs are
based upon the preceding articles and Arthur’s ideas. We also give simple trace
formulae when the test function satisfies certain cuspidality properties.

1. Introduction

Cet article fait partie d’un programme [23, 21, 22] visant & établir la
formule des traces invariante a la Arthur pour les revétements des groupes
réductifs connexes sur un corps de nombres F. Nous le complétons dans cet
article sous 'hypothese technique (I'Hypothese 3.12) que le Théoréme de
Paley-Wiener invariant soit satisfait en les places archimédiennes réelles.

Les revétements interviennent dans des problemes importants en arith-
métique, par exemple les formes modulaires & poids demi-entiers [30], la

Mots-clés : formule des traces d’Arthur-Selberg, formule des traces invariante, revéte-
ments de groupes.
Classification math. : 11F72, 11F70.
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correspondance métaplectique [17] de Flicker et Kazhdan et les séries de
Dirichlet multiples [12], pour n’en citer que quelques-uns. Au vu de la puis-
sance de la formule des traces d’Arthur-Selberg pour les groupes réductifs
connexes, une formule des traces pour les revétements est tres souhaitable.

Pour commencer, on note A 'anneau d’adeles de F' et on considére un
F-groupe réductif connexe G. Grosso modo, un revétement de G(A) & m
feuillets est une extension centrale de groupes topologiques localement com-
pacts

1= pm— G2 G0 =1,
ol W ={ze€C*:2" =1}

Afin d’étudier les formes et représentations automorphes de G, il faut im-
poser d’autres conditions naturelles sur G, e.g. Pexistence d’une section
G(F) — G, ce que lon fixe et la commutativité de I'algébre de Hecke sphé-
rique en presque toute place non-archimédienne. On renvoie & [23] pour les
détails. De plus, on peut se limiter a I’étude de représentations automorphes
spécifiques de G, c’est-a-dire les représentations automorphes 7 qui satis-
font & 7(e) = ¢ -id pour tout € € y,,. Pour cela, il suffit de considérer les
fonctions test f : G — C anti-spécifiques, c’est-a-dire celles satisfaisant &
f(ex) = e~ f(Z) pour tous € € pp, & € G.

On note Cf‘i(él) lespace des fonctions C2° anti-spécifiques sur G*.
Comme dans le cas de groupes réductifs connexes, on a déja la formule des
traces dite grossiére pour G, de la forme suivante

PIRNERERIRED DEAVS R SR ei (el

XEX 0cO
ott G' == p~(G(A)") et G(A)! est le groupe des éléments = € G(A) tel
que |x(z)| = 1 pour tout x € Homp_gp(G,Gm). La forme linéaire J est
une trace convenablement régularisée de I'opérateur de convolution par f 1
agissant sur L?(G(F)\G") et les J,, (resp. J,) sont des objets géométriques
(resp. spectraux) indexés par les classes de conjugaison semi-simples dans
G(F) (resp. données cuspidales automorphes de G). Ces formes linéaires
s’appellent souvent “distributions”, bien que leur continuité est toujours un
probleme délicat. De plus, on peut raffiner les termes J,, J, ; cela conduit
aux développements fins géométrique et spectral établis dans [23] et [22],
respectivement.

Or J n’est pas une distribution invariante lorsque G n’est pas anisotrope
modulo le centre, par conséquent la formule des traces grossiére n’est pas
assez satisfaisante. L’idée d’Arthur est de la rendre invariante de la maniere
suivante.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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(1) On déduit de J une distribution sur Gy := p~*(G(Fy)), notée tou-
jours J, ou V est un ensemble fini de places de F' contenant les places
ramifiées ou archimédiennes.

(2) Pour tout sous-groupe de Lévi L de G, on choisit un espace convena-
ble de fonctions test lisses anti-spécifiques H; avec une application
surjective Hy — [Hj.

(3) Trouver une bonne application (ﬁli : Ha — I'Hj, satisfaisant a des
propriétés sous conjugaison qui sont analogues a celles de J,, J,, etc.
Pour L = G, on doit retrouver Hs — IH 4.

(4) Définir une distribution I = I ¢ par récurrence, de sorte que I est
invariante (cela résultera des propriétés de qbli), I se factorise par
I'H g et on a la décomposition

WL -
= S R, et
LeL(Mp) ' 0
ot L(My) est 'ensemble des sous-groupes de Lévi contenant un sous-
groupe de Lévi minimal My choisi et W est le groupe de Weyl de L
par rapport a M.

(5) Les termes avec L = G doivent s’exprimer en termes des objets qui
nous intéressent, disons les caracteres des représentations ou les inté-
grales orbitales invariantes.

En fait, on doit aussi appliquer une variante de cette procédure aux distri-
butions dans les développements fins, a savoir les intégrales orbitales pondé-
rées et les caracteres pondérés. Une fois réussie, cette procédure donne des
distributions locales invariantes I;(---) par lesquelles I s’exprime, pour
tout M € E(Mo)

Malgré les difficultés énormes, Arthur parvient a compléter ce programme
dans [4, 5] d’une fagon légeérement différente pour les groupes réductifs
connexes. Il obtient ainsi la premiere formule des traces invariante géné-
rale. Dans un article plus récent [10], il propose une autre fagcon d’obtenir
une formule des traces invariante, visant a la stabilisation. Indiquons une
différence substantielle entre ces deux approches. Les distributions locales
spectrales dans [10] sont définies & I’aide de fonctions p de Harish-Chandra,
ce qu’Arthur appelle la normalisation canonique dans [9], tandis que celles
dans [4, 5] dépendent d’un choix de facteurs normalisants pour les opéra-
teurs d’entrelacement locaux.

Revenons aux revétements. Il s’avere que des modifications non-triviales
et parfois assez techniques interviennent lorsque ’on envisage d’adapter les

TOME 64 (2014), FASCICULE 6
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formules des traces invariante aux revétements. Heureusement, la plupart
des obstacles sont enlevés dans [23, 21, 22|, ol on a obtenu une formule des
traces raffinée non-invariante ; on renvoie aux introductions desdites réfé-
rences pour une discussion plus approfondie. Dans cet article, on rassemble
les briques déja obtenues et énonce une formule des traces invariante. Notre
approche est modelée sur [10]. Il y a cependant quelques différences. Expli-
quons.

— Dans [10], Arthur définit les données centrales de la forme (Z, () ou Z
est un tore central induit dans G et ¢ est un caracteére automorphe de
Z(A). Cette complication est due a I’endoscopie. Pour les revétements,
on ne voit pas encore le besoin de telles constructions. Par contre,
notre version de donnée centrale sera une paire (A,a) o A C Ag,c0
est un sous-groupe de Lie connexe, isomorphe & a C ag par 'ap-
plication Hx de Harish-Chandra. On s’intéresse finalement au cas
A = Ag o, ce qui correspond pour Pessentiel au choix Z = {1} au
sens de [10]. Or, les autres données centrales sont aussi nécessaires
pour la démonstration.

— Dans [5, § 5], Arthur compléte sa construction des distributions inva-
riantes locales a I'aide d’un argument global. Dans notre cadre, 1’ar-
gument global parait problématique mais on peut l'achever de fa-
¢on locale. Plus précisément, notre démonstration reposera sur une
généralisation du “Théoréeme 0” de Kazhdan [21, Corollaire 5.8.9],
un sous-produit de la formule des traces locale invariante pour les
revétements.

— Enfin, nous essayons de réconcilier les choix différents de fonctions
test pour les formules des traces invariantes dans [4, 5] et [10]. La
transition est formelle pourvu que le formalisme de données centrales
et de leurs espaces de fonctions associés soit mis en place, ce que nous
ferons soigneusement dans § 3.

Donnons quelques remarques sur le Théoréme de Paley-Wiener ('Hypo-
these 3.12). Nous le mettons comme une hypothese en les places réelles.
Le cas des groupes réductifs connexes est résolu dans [14, 15] mais auteur
ne sait pas comment traiter le cas de revétements. Néanmoins, c’est pos-
sible de vérifier cette hypotheése dans certains cas (voir § 3.4), par exemple
le revétement métaplectique de Weil de Sp(2n,R) ou les revétements de
GL(n,R). En particulier, notre résultat justifie les travaux de Mezo [24, 25]
sur la correspondance métaplectique, ce qui présume la formule des traces
invariante pour de tels revétements.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Le choix de I'espace de fonctions test est une affaire formelle, cependant
il mérite quelques remarques. Il y en a au moins quatre candidats.

A. L’espace H--(G},) des fonctions dans C°(G1,) qui sont anti-spéci-
fiques et Ky -finies sous la translation bilatérale par un sous-groupe
compact maximal Ky de Gy en bonne position relativement a Mj.
C’est le choix fait dans [4, 5] et aussi dans [10] pour le cas Z = {1}.
En fait, Arthur définit des distributions en choisissant des fonctions
f* € H--(Gy) dont la restriction & G}, est égale & une fonction
donnée f' € H--(G1,), ensuite il construit des distributions en f* et
montre qu’elles ne dépendent que de .

B. L’espace H--(Gy, Ag ) des fonctions dans C®°(Gy/Ag.o0) qui sont
anti-spécifiques et Ky -finies. Cet espace s’identifie visiblement & - - (C;‘%,)
par restriction. Toutefois, nous préférons le point de vue Ag ~o-équivariant
dans cet article car il se conforme mieux aux conventions adoptées
dans le cas tordu [19].

B. L’espace H-- (Gv) Intégration le long de Ag, donne une application
surjective "H—f(év) — HH(GV,AGW), notée f — f1. Silon a dé-
fini la distribution invariante I de H-- (G, Ag.), alors on peut en
déduire une distribution de H--(Gy) par la formule I(f) = I(f").
C’est la distribution que l'on obtient si I'on part de l'action sur
L*(G(F)Ag,00\G) des éléments de C2_(G) au lieu de C° - (G//Ag,o0)-
Cet espace est aussi utilisé dans [19] et c’est le plus commode & ma-
nipuler dans les démonstrations.

C. Dans les démonstrations, on aura aussi besoin de passer & un espace
Hac,-- (G’V) de fonctions test anti-spécifiques “a support presque com-
pact”, abrégé par “ac” en omettant ’accent grave. Il contient tous les
espaces ci-dessus.

On obtient les variantes des espaces ci-dessus en remplacant Ag o par
A qui fait partie d’'une donnée centrale générale (A,a). Le cas A = {1}
donne "H(év) et 'Hac(é) En principe, toute propriété des espaces de
fonctions test peut se réduire au cas A = {1}; en particulier, les propriétés
de P'application cruciale (;5}\;[ se déduit de celles de son avatar ¢,; associé
a la donnée centrale A = {1}. Le Théoréme de Paley-Wiener invariant
intervient dans la description de I'espace I'H--(Gy).

TOME 64 (2014), FASCICULE 6
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La formule des traces invariante est donnée dans le Théoreme 6.1. C’est
de la forme

> e X @ L = 1)

MeLE (Mo) yer (M1, V)

|W0M| M 1
= Z Z a™ ()1 (m,0, f*)dm,

€ :
>0 MeLS (Mo) W'l T, - vy

pour tout f! € HH(GV,AGW). Ici F(Ml,V) est un ensemble de bonnes
classes de conjugaison dans M, (voir [23, Définition 2.6.1]), et T, _ (M*, V)
est un espace de représentations irréductibles unitaires spécifiques de M‘l/
dont le caractere central est trivial sur Aas oo, qui est muni d’une mesure;
on renvoie a la Définition 5.18 et la Remarque 5.19 pour les détails tech-
niques sur cette mesure. Le c6té géométrique est une somme absolument
convergente tandis que le c6té spectral est regardé comme une intégrale
itérée. On renvoie a la Remarque 5.13 pour une discussion sur le parametre
génant t.

En pratique, on utilise souvent les formes simples de ladite formule des
traces données dans le Théoréme 6.7, pourvu que la fonction test f! satis-
fasse a certaines conditions de cuspidalité (voir la Définition 6.6).

Enfin, indiquons que la formule des traces invariante est une étape in-
termédiaire mais nécessaire pour la formule des traces stable, si ’on est
ambitieux d’envisager la stabilisation complete pour les revétements. Il pa-
rait que le cas ot G = é?)(?n) est le revétement métaplectique de Weil de
G = Sp(2n) est abordable.

Organisation de cet article. Dans § 2, on récapitule les conventions et
notations essentielles. On définit aussi les principaux espaces de fonctions
test qui suffisent pour énoncer la formule des traces invariante. Une étude
plus approfondie de ces espaces fait ’objet de la section suivante.

Le § 3 est consacré a 1’étude des espaces de fonctions test plus généraux
ainsi que leur espace de Paley-Wiener. On énonce 'Hypothese 3.12 et on
établit la liaison entre les espaces associés a des données centrales diffé-
rentes. Dans § 3.4, on vérifie 'Hypothese 3.12 dans certains cas spéciaux.

Dans § 4, on définit tout d’abord les intégrales orbitales pondérées et les
caracteéres pondérés unitaires qui sont canoniquement normalisés. Malgré
I'importance des caracteéres pondérés non-unitaires, ils n’apparaissent pas
dans cet article. L’application mentionnée plus haut

oL H--(Gv,Ag,ec) = IH--(Lv, AL )

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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est définie par caractéres pondérés tempérés. Observons que les espaces a
I'indice “ac” n’apparaissent pas ici. Ces ingrédients permettront de démar-
rer la machine d’Arthur et nous fournissent des distributions invariantes
locales

Ig(---): IH--(Gy,A) = C

pour toute donnée centrale (A4, a). On établit leurs existence et propriétés
de fagon purement locale.

Les deux sections § 3 et § 4 concernent la théorie locale. En particulier,
lensemble fini V' de places n’est sujet qu’a la condition d’adhérence (la
Définition 3.1).

Dans § 5, on effectue la “compression” faite dans [10, §§ 2-3] pour les
développements fins, afin d’absorber tout renseignement global aux coef-
ficients a™ (- - -). Cette procédure introduit des intégrales orbitales pondé-
rées non ramifiées r¥; (k) dans les coefficients géométriques et des facteurs

¥ (c) provenant de facteurs normalisants non ramifiés dans les coefficients

spectraux. On s’attend a ce que 7%, (c) s’exprime en termes de fonctions L
partielles et facteurs e, mais cette interprétation n’est pas nécessaire pour
cet article.

Dans § 6, les résultats des deux sections précédentes sont combinés et la
formule des traces invariante (le Théoreme 6.1) en découle doucement. On
donne également les variantes Théoreme 6.2 et 6.4 pour différents usages de
fonctions test. A la fin, on donne les formes simples de la formule des traces,
en supposant que la fonction test est cuspidale en une ou deux places. C’est

une paraphrase simple de [5, § 7].

Remerciements. L’auteur tient a remercier Jean-Loup Waldspurger pour
sa lecture d’une version antérieure de ce texte. Il remercie également Hiung
Manh Bui et Paul Mezo pour des discussions utiles.

2. Préliminaires
2.1. Revétements

Nous adoptons systématiquement le formalisme dans [23]. Pour la com-
modité du lecteur, rappelons briévement les définitions concernant les revé-
tements.

Soient m € Z>1, F un corps de nombres et A = Ar son anneau d’adéles.
Soit G un F-groupe réductif connexe. Le centre de G est noté par Zg. On

TOME 64 (2014), FASCICULE 6
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considére un revétement adélique a m feuillets de G au sens de [23], qui est
une extension centrale de groupes localement compacts

(2.1) 1= pm— G2 G0) -1,

Ol My, = {2 € C*: 2™ =1}

A chaque ensemble fini V de places de F, on note Fy = 11 F, et on

veV
en déduit une extension centrale

1—)[pm—>évp—s>G(Fv)—>].

qui est la tirée-en-arriere de (2.1) par G(Fy) < G(A). On appelle un re-
vétement local. Lorsque V = {v}, on écrit tout simplement G, Bv, G(Fy).
De la méme fagon, on définit p":GY - G(FV)ou FV = H/vest’

Les éléments dans G sont affectés d’'un ~, e.g. Z; leur image dans G(A)
est notée x, etc.

Rappelons qu'un revétement adélique est muni des structures suivantes
[23, § 3.3].

— Un ensemble fini Vo = ram(CNT‘) de places de V' contenant toutes les

places archimédiennes.

— Un modele lisse et connexe de GG sur I’anneau des V;,m-entiers dans
F.

— Pour toute v ¢ Viam, on pose K, := G(o0,) et il existe un scindage

: K, = G,, ce que l'on fixe. On suppose que (p., Ky, ,) est un
revetement non ramifié au sens de [23, § 3.1]. On exige que (s>’v)v§g/r o
vavr K, = G induise un homomorphisme continu KV < G.

— 1l existe un scindage i : G(F) — G de p, ce que 'on fixe.

— Les éléments unipotents de G(A) se relévent de fagon canonique a G.
Cela induit un scindage U(A) — G pour tout radical unipotent d’un
sous-groupe parabolique de G. Idem pour les revétements locaux.
cf. [23, § 2.2].

On choisit de plus un sous-groupe de Levi minimal M, de G, un sous-
groupe compact maximal K = [[, K, de G(A) en bonne position relative-
ment & My et on suppose que pour tout v ¢ Viam, K, est le sous-groupe
hyperspécial dans la donnée du revétement non ramifié ci-dessus, ce qui
est toujours possible quitte & agrandir Viam. On pose K, = p 1K),
K := p~YK). Si M € L(My), alors KM := K N M(A) satisfait encore
& ces propriétés avec M au lieu de G. Les données pour un revétement
adélique sont donc héritées par les sous-groupes de Lévi contenant M.

A proprement parler, G n’est pas le produit restreint des composantes
locales GU par rapport & { K, : v € Viam }, mais seulement un quotient de ce
produit restreint. Pour f € C2°(G), on écrira f = [[, f» avec f, € C°(G,)

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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si la tirée-en-arriere de f a H/vév admet cette factorisation. De méme, on
peut parler des factorisations m = ®; 7, de représentations irréductibles
de G.

Une représentation 7 de G est dite spécifique si w(¢) = ¢ - id pour tout
€ € Pm. Une fonction f sur G est dite anti-spécifique si f(eZ) = e~ f(Z)
pour tout € € py,. On définit la notion des distributions spécifiques de facon
usuelle, de sorte qu’elle englobe les caracteres de représentations spécifiques.
Les espaces des objets spécifiques (resp. anti-spécifiques) sont affectés d’un
sous-script — (resp. --), e.g. Cc(G’) Les mémes conventions s’appliquent
aux sous-ensembles de G stables par .

Nos notations pour les systémes de racines, sous-groupes paraboliques,
(G, M)-familles etc. sont celles d’Arthur. cf. [23, § 2.3, § 4]. Par exemple,
soit M un sous-groupe de Lévi de G contenant My, on a les R-espaces ayy,
ag\;/f, etc. Rappelons la définition de ay; :

ays = Homz (Homp _gp (M, Gn), R).

On a un scindage canonique ay; = a$; @ ag. D’autre part, pour x € M(A),
I’homomorphisme y +— log|x(z)| de Homp (M, Gy,) sur R induit un homo-
morphisme Hys : M(A) — ap, ce que 'on appelle Papplication d’Harish-
Chandra. Soit P un sous-groupe parabolique de G admettant M comme
une composante de Lévi. La décomposition d’Iwasawa G(A) = P(A)K et
Papplication quotient P — M permettent de bien définir Hp : G(A) — ap;.
En composant avec p, on obtient Hp : P — ay.

Les duaux linéaires de ay;, etc. sont affectés de I’exposant * et les com-
plexifiés sont affectés du sous-script C. On définit les ensembles finis sui-
vants :

LE(M) := {sous-groupes de Lévi de G contenant M},
PE(M) := {sous-groupes paraboliques
ayant M comme une composante de Lévi},
FE(M) := {sous-groupes paraboliques contenant M},
WOG := le groupe de Weyl de G par rapport a My,
WEM) = {we W :wMw™ = M}/WM,
WS (M) = {w e W M) : det(w — 1|a§;) # 0}.

reg

Lorsqu’il n’y a pas de confusion a craindre sur G, on supprime ’exposant G.
Pour tout P € F(My), on désigne son opposé relativement & M, par
P. La décomposition de Lévi de P est écrite comme P = MU. On note

TOME 64 (2014), FASCICULE 6
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Y p C aj,; 'ensemble des racines positives associé; son sous-ensemble des
racines réduites est noté ¥4, Les coracines sont désignées par oV, etc.
Il y a aussi une recette pour choisir les mesures de Haar : voir [23, § 2.5].

2.2. Fonctions test

On pose G := Ker(Hg) = p~ ' (G(A)"), ott Hg := Hg o p est applica-
tion d’Harish-Chandra. Alors G* D K.

Plus généralement, étant donnés V un ensemble de places de F' et un
sous-ensemble £ C ag, on pose

(22) {(E S GV HG( ) c E}

Voici une ambiguité potentielle : lorsque E = {0}, on retrouve G},.

Supposons désormais que V' D Viam. On note Fiy, 1= H'U|oo F,. On a aussi
défini un sous-groupe central fermé Ag o C G(Fx) tel que G(A)' x Ag oo =
G(A) et Hg induit un isomorphisme Ag o —rag en tant que groupes de Lie.
Donc Ag o se releve canoniquement a un sous-groupe de G, qui est aussi
central. Par conséquent

(2.3) G=G"x Ag o,
(2.4) Gv =G X Ag oo

Si M est un sous-groupe de Lévi de G, alors Ag o — Anro de fagon
compatible avec ag < ap;.

Inspiré par [10], nous adoptons les conventions suivantes :

— une fonction sur G est écrite comme f ;

— une fonction sur G! ou sur G/AG,OO est écrite comme fl ;

— une fonction sur Gy est écrite comme f;

— une fonction sur Gv ou sur GV/AG o est écrite comme f1.

Soient z € G, f une fonction sur G. On note f, la fonction translatée
fo: @ f(2%) sur G. Cette convention s’applique également au cas local.

Le cas global. Suivant Arthur, on prend les espaces de Hecke
H--(Q):={fe Co‘i,(é) . K-fini par translation & gauche et & droite},
H--(GY) = {f e C’OO,,(GI) : K-fini par translation a gauche et & droite}.

On a D'application de restriction H--(G) — H--(G') qui est surjective. Tel
est le point de vue adopté dans [23, 21, 22] ol nous considérons effective-
ment des distributions sur G'. Dans cet article, nous préférons travailler
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avec l'espace
H--(G, Ag.o0)
={fle C;‘l(é/AGpo) : K-fini par translation & gauche et & droite}.
On dispose d’une application surjective

(2.5) H--(G) — H--(G, AG.o0),

(2.6) fr— lfl(-) ::/A f()dz

Remarquons que H--(G) est une algebre et H-- (G, Ag. o) est un H--(G)-
bimodule par rapport au produit convolution.

Adoptons la convention suivante dans cet article. Soit J une distribution
spécifique sur G, ¢’est-a-dire une forme linéaire H--(G*) — C. Elle s’iden-
tifie & une forme linéaire H-- (G, Ag.oo) — C par (2.3). On en déduit une

forme linéaire de H--(G), notée toujours J, caractérisée par la formule
(2.7) J(f)y=J(f"), feH-(G)

a travers de ’application f — f L ci-dessus.

Le cas local. Supposons que V' O V. On peut toujours définir les es-
paces H--(Gv), Hff(GV,AGm). Comme dans le cas précédent, H--(Gy)
est une algebre et H--(Gyv, Ag.oo) est un H--(Gy)-bimodule pour le pro-
duit convolution. On dispose d’une application #--(Gy') — H--(Gy, AG o)
définie par

(2.8) fr— [fl(-) ::/A f-(-)dz

De méme, la convention (2.7) concernant les distributions spécifiques s’y
applique.

Soit J : H--(Gv, Ag.0e) — C une distribution spécifique. Par la méme
recette, on en déduit une distribution .J : H--(Gy) — C caractérisée par
J(f) =J(f1).

On reviendra aux espaces de fonctions test dans un cadre plus général
dans § 3.

2.3. Distributions géométriques et spectrales

On fixe un ensemble fini V' des places de F'. Dans cette sous-section, on
va fixer des ensembles qui serviront a indexer les termes dans la formule
des traces invariante.
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Dans ce qui suit, une distribution spécifique sur Gy signifie une forme
linéaire de H--(Gy). Lorsque V D Vi, une distribution spécifique Ag oo-
équivariante signifie une forme linéaire de H-- (G, Ag o0 )- Les deux espaces
ne sont pas stables sous conjugaison par Gy, donc la définition usuelle d’in-
variance ne marche pas. Or ils sont stables sous convolution par éléments
de H—f(év), ce qui justifie la définition suivante.

DEFINITION 2.1. — On dit qu’une distribution spécifique D sur Gy est
invariante si

D(f*h):D(h*f)7 fthH”(éV)'
Idem pour les distributions Ag ~o-équivariantes pourvu que V O V.

Base géométrique. On note D(Gy) lespace des distributions spéci-
fiques D sur Gy vérifiant :

— D est invariante;

— Supp(D) est une réunion finie de classes de conjugaison ;

— si f est nulle sur Supp(D), alors D(f) = 0.

Rappelons maintenant la notion des bons éléments et des bonnes classes
[23, Définition 2.6.1].

DEFINITION 2.2. — On dit qu’un élément & € Gy est bon si Zg, (%) =
p (Za(py(2)), ot @ := p(&). La bonté de & ne dépend que de la classe
de conjugaison de x par G(Fy ) ; par conséquent, on parle aussi de la bonté
d’une classe de conjugaison dans G(Fy) ou dans Gy .

Ici, 'ensemble V' peut étre n’importe quel sous-ensemble des places de
F. On dispose donc de Ia notion des bons éléments dans le revétement
adélique p : G — G(A).

On note I'(Gy) Pensemble des bonnes classes de conjugaison dans Gy .
Pour définir les intégrales orbitales anti-spécifiques (qui sont des distribu-
tions spécifiques), il faut choisir des mesures invariantes sur ces classes.
Cela conduit au Rsg-torseur I'(Gy) — T'(Gy). Dans cet article, on fixe un
relevement dans T'(Gy) pour chaque élément de T'(Gy). Par conséquent,
on regarde I'(G'y) comme une base de D(G'y).

Remarquons qu’a cause de la derniére condition ci-dessus, D(- - ) corres-
pond essentiellement & 1’ensemble noté Do,y (- - - ) dans [10, § 1]. De méme,
notre I'(- - - ) correspond a 'y, (- - ) dans op. cit.

Rappelons aussi qu’il y a des sous-ensembles Funip(é\/) et FSS(GV) D
Freg(év) des éléments unipotents, semi-simples et semi-simples réguliers,
respectivement.
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Varions maintenant I’ensemble V. On demande que pour toute décom-
position V' = V; U V3, les produits tensoriels des éléments dans I'(Gy,) et
I'(Gy,) donnent I'(Gy ).

Base spectrale. On note F(Gy) Pespace des distributions spécifiques
invariantes sur Gy engendré par les caractéres des représentations spéci-
fiques admissibles de longueur finie. On en fixe une base II_(GYy), disons
I’ensemble des classes d’équivalence des représentations spécifiques irréduc-
tibles admissibles de Gy .

Comme la base géométrique, II_(Gy ) admet une chaine de sous-ensem-
bles Hunit,—(éV) ) Htempr(év) correspondant aux représentations uni-
taires et tempérées, respectivement.

C’est clair que pour toute décomposition V = V; U V5, les produits ten-
soriels des éléments dans T1_(Gly, ) et TI_ (Gy,) donnent TI_(Gy).

Ag -équivariance. Dans ce paragraphe, on suppose que V DO V.
Donc on a Gy = G, x Ag oo

On définit les espaces D(G’V, Ag.co) €t F(Gy, Ag,00) en considérant les
formes linéaires sur ’HW(G'V, Ag,0). Pour D(G’V, Ag.), la condition sur
Supp(D) devient qu’il est une réunion finie de classes de conjugaison mo-
dulo Ag .

Etant fixées les bases I'(Gy/) et II_(Gy), c’est facile de définir leurs ver-
sions équivariantes. Définissons d’abord la base I"(C;'V,AG,OO) de ’D(CNJV7
Ag ). On note T(GY,) le sous-ensemble de I'(Gy) des classes & support
dans GY,, alors T'(G},) forme une base de D(Gy, Ag.o0) : pour tous D €
[(GY) et f! € H--(Gv,Ag.), on pose D(f') := D(f*) ot f10() =
FLC)b(Hg()) appartient & H--(Gy) et b € C(ag) satisfait a b(0) = 1.
C’est bien défini. D’autre part, H_(GV,AGW) s’obtient en prenant les
éléments de I1_ (év) dont le caractere central sous Ag oo est trivial.

Desiderata. On construira dans § 5 deux ensembles

F(Ml, V) C F(Mv, AM,oo),
I, (M, V) C Mynie,— (My, Aprso)  (t > 0),

pour tout M € L£(Mpy), qui servent & indexer les termes intervenant dans la
formule des traces invariante pour G. L’ensemble II, _ (M, V) sera muni
d’une mesure.
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3. Espaces de Paley-Wiener

Dans cette section, on fixe un revétement p : G — G(A), un ensemble
fini V de places de F, d’ott se déduit le revétement local Gy — G(Fy)
et un sous-groupe compact maximal Ky = [Toey Ko de Gy. On fixe de
plus un sous-groupe de Lévi minimal My de G et on suppose que My est
en bonne position relativement a K,, pour tout v € V. On fixe aussi un
ensemble fini I' de représentations irréductibles de Ky (i.e., Ky-types).

3.1. Fonctions test équivariantes

La notion suivante est due & Arthur.

DEFINITION 3.1. — On dit que V satisfait a la condition d’adhérence si
soit VN Vs # 0, soit les F,,, v € V ont la méme caractéristique résiduelle.

Supposons désormais que V satisfait a la condition d’adhérence. On pose
AG.oov =Gy N Ag o,
ag,v = Ha(G(Fv)).
La condition d’adhérence garantit que
ag, siVNVe #0,
ag,v = , .
un réseau dans ag, sinon.
Lorsque V N Va # 0, la définition de Ag o dans [23, § 3.4] implique que
Hé : Acyooy\/:)ag.
On note iag v le dual de Pontryagin de ag v muni de la mesure de Haar
duale. Il se réalise comme un quotient de iag. L’accouplement iag , X

ag.v — C* peut donc s’écrire comme e, Lorsque V se réduit a {v}, on
écrit également ag g, et iag p .

DEFINITION 3.2. — Une donnée centrale pour Gy est une paire (4, 0a)
ot A C Ag,co,v est un sous-groupe de Lie connexe, a C ag,y, tels que
Hg : ASa. On suppose de plus qu’ils sont munis de mesures de Haar
compatibles.

Notre définition entraine que A = {1} si V NV, = (. On note
at = {/\ €idagy e =1 sur a} .

C’est muni de la mesure de Haar duale a celle de ag i /a. On le désignera
souvent par iaj i Nat afin de sous-ligner la référence a G.
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Soit M un sous-groupe de Lévi de G, alors les mémes notations s’y
appliquent et il y a un homomorphisme surjectif canonique

(31) hG LaMV — ag,v,

S i s - - .
d’ou linjection duale iag; , < ahyy- Remarquons aussi que (4, a) sert
comme une donnée centrale pour My .

Soit N € Z-q. Définissons H——(éV,A)N,F comme l'espace des f €
C’g"i,(éV/A) telles que

Supp(f) C {# € G :log||Z]| < N}- A

(rappelons que ||-|| est une fonction hauteur choisie) et que les Ky-types de
I’espace engendré par f sous la translation bilatérale par Ky sont contenus
dans I'. Cet espace est muni des semi-normes

[fllp = sup |Df(Z)]

ou D parcourt I'espace des opérateurs différentiels sur évmvoo /A. On définit
les espaces vectoriels topologiques H--(Gy, A)r (resp. H--(Gy, A)) en pre-
nant la HEN (resp. hi>nr,N) topologique. On renvoie & [27, p.126 et p.515]
pour la définition précise de hﬂ des espaces localement convexes.

Remarque 3.3. — Du point de vue de 'analyse fonctionnelle, ’HW(GV,A)
est un espace raisonnable de fonctions test. Effectivement, on peut mon-
trer que H--(Gy, A) est un espace LF nucléaire et son dual fort est aussi
complet et nucléaire. De plus, ’H——(GV,A) est réflexif. La démonstration
est analogue au cas de C°(Gy /A), cf. 27, Chap. 13 et 51] ou [13, § 4].

PROPOSITION 3.4. — Soient (A, a) et (B, b) des données centrales telles
que A C B, alors I'application linéaire

/H”(év,A)p — Hﬂ(év, B)p,

A B
fh— [f ()= f=() dZ]
B/A
est continue, surjective et ouverte.
De plus, cette application est transitive au sens suivant : si A C B C C,

alors la composée fA — B fc est égale a fA — fc.

Démonstration. — C’est une variante de la poussée-en-avant des fonc-
tions test par une submersion. La continuité est facile a vérifier sur
H"(év,A)N’F, pour chaque N. Pour montrer que f4 — fB est surjec-
tif et ouvert, il suffit de construire une section continue H--(Gy, B)r —
’Hf—(GV,A)F. En effet, on peut fixer un homomorphisme continu pr :
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Gy — B tel que pr|p = idp. Alors une section est donnée par lappli-
cation f8 s fB . (aopr) avec a € C°(B/A) tel que fB/A a(z)dz = 1.
Enfin, la transitivité est claire. O

Remarque 3.5. — SiV D Vi et A = Ag.oc = Ag,0,v, On Tretrouve
espace H--(Gy, Ag.oo) défini dans § 2.2. D’autre part, si A = {1}, on re-
trouve I'espace de Hecke usuel H-- (G’V) De plus, on retrouve 'application
f > f! comme un cas spécial de la Proposition 3.4.

LEMME 3.6. — L’application H--(Gy,A)r — H--(Gy,B)r est Iap-
plication co-invariant pour action de B/A sur H--(Gy,A)r définie par
A= [f20) = fA(2)] ot 2 € B/A.

Démonstration. — On a vu dans la Proposition 3.4 que H--(Gy, A)r —
H-- (GV, B)r est une application quotient d’espaces topologiques vectoriels.
Vu les propriétés topologiques dans la Remarque 3.3, il revient au méme
de montrer que l'injection

H--(Gv,B)p — H--(Gy, A}

est l'inclusion des B/A-invariants dans H--(Gy, A)j, ol (---)" signifie le
dual muni de la topologie forte. Pour ce faire, on peut reprendre 'argument
usuel pour [26, IV.5, Exemple 1]. O

3.2. Espaces de Paley-Wiener équivariants

Les constructions dans cette sous-section nécessitent les théoremes de
Paley-Wiener § 3.3. On fixe toujours V satisfaisant a la condition d’adhé-
rence (la Définition 3.1) et une donnée centrale (4, a). On note

Manie,— Gy, A):={m € Mynie, (Gv) :le caractere central de 7 est trivial sur A},
Htemp,— (GV7 A) = 1_[unit,— (GV7 A) N Htemp,— (GV)

Pour f4 € H**(éV,A)F et T € Hunit,,(év,A), on définit I'opérateur
7(f4) = fG‘v/A fA(#)7(%)dZ. On associe a chaque f*# une fonction ¢ :
Htemp,—(éva A) — C donnée par

¢(m) = trm(f4).
On obtient ainsi une application linéaire

ba ’H——(G'V, A)r — {fonctions Htemp,,(év, A)— C}.
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Son image est notée I'H-- (GV, A)r. Il y a pourtant une autre interprétation
de ¢ que nous préférons. Etant donné ¢ : Iiemp,— (Gv, A) — C comme
ci-dessus, on considere ses coefficients de Fourier

)= /L d(ma)e M AN, 1€ Miomp,— (Gv, A), Z € agv/a.
a

1l vérifie ¢(my, Z) = ¢(m, Z)eM?) . Réciproquement, étant donné ¢ Hiemp, —
(Gv, A) x ag.v/a = C tel que ¢(my, Z) = ¢(m, Z)etM?) | la transformation
de Fourier inverse nous permet de retrouver ¢ : Htemp7_(év,A) — C.
L’hypothése est évidemment que A — ¢(my) soit & décroissance rapide de
sorte que la transformée de Fourier est bien définie. Cela sera bien le cas
pour ¢ € I'H-- (GV, A)r et nous le regardons désormais comme une fonction
sur Htcmpyf(@V,A) X ag,v/a. En fait, on a le résultat suivant.

PROPOSITION 3.7. — Soit f € H--(Gy, A)r, alors

6, 2) = tr (m(FAlazee))

ol on a utilisé la notion (2.2) et

A A/~ ~
w(Hege)) = [, @
GZ*e /A
C’est une conséquence simple de I'inversion de Fourier. On en démontrera
une généralisation aux caractéres pondérés dans la Proposition 4.5.

On va considérer les groupes M =[] .
de Lévi de G xp F,, pour tout v. On pose arm,v = @,y Our,,F, ; SON
dual de Pontryagin est noté ia}, 1. L'image réciproque de [[, oy My (F)

M, ou M, est un sous-groupe

dans Gy est notée M. On a un prolongement canonique a < a M,V ; en
effet, il suffit de considérer le cas facile V NV, # 0, car sinon a = {0}. De
méme, A se plonge canoniquement dans M comme un sous-groupe central.
On dispose toujours de 'application hq : ar,y — ag,v et son dual et on
définit ’ensemble Htemp,,(/\;l, A) de fagon évidente.

DEFINITION 3.8. — On définit PW--(Gy, A)r comme Iespace des fonc-
tions

¢ : Htemp,—(éVyA) X c‘G,V/a —=C
telles que
1. ¢(mx, Z) = ¢(m, Z)eN2) pour tout (m, Z) et tout \ € iagy;

2. ¢(m,-) = 0 si w ne contient aucun Ky -type dans T';
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3. pour tout M et tout (o, X) € Htemp7_(/\;l,A) X G, v/a, on pose

(3.2) 00 X) = [ s 005 (X)) X0 d

icl*G,VﬁnL

alors ¢(o, ) est convergente et définit une fonction dans Can,v/a),
ot O'/C\; est l'induite parabolique normalisée a Gy, irréductible pour A
en position générale.

On laisse au lecteur le soin de formuler la variante ou ¢ est regardée
comme une fonction Htemp,—(éVy A) — C.

On munit PWff(CNJV,A)p de la topologie induite par la topologie de
fonctions test sur C°(anq,v/a) (celle utilisée par Schwartz lorsque V' N
Voo # 1), & travers des applications ¢(o,-) définies dans (3.2). En prenant
li_II;F, on obtient I’espace vectoriel topologique PW-- (G, A).

PROPOSITION 3.9. — Soient (A, a) et (B, b) des données centrales telles
que A C B, alors 'application linéaire

PW--(Gy, A)r — PW--(Gv, B)r,

¢t — [sbB(W,Z) = ¢°(mZ+Y)dy
b/a

ou (m, 7)€ Htemp7,(év, B) X ag,v /b, est continue, surjective et ouverte.
De plus, cette application est transitive au sens suivant : si A C B C C,
alors la composée ¢? — @B — ¢ est égale a ¢ — ¢C.

Démonstration. — L’idée de la preuve est analogue a celle de la Propo-
sition 3.4. Nous omettons les détails. O

LEMME 3.10. — L’application PW--(Gy, A)r — PW--(Gy, B)r est
Papplication co-invariant pour I'action de B/A sur PW--(Gy, A)p définie
par

¢ [¢s (1, 2) = (7, Z+X)wr(2) Y], (7, Z) €Tsemp,— (Gv, A) x ag,v/a,
otz € B/A, X := Hg(z) € b/a et w, est le caractére central de .

Démonstration. — Remarquons que les espaces PW-- (G’V, .-+ ) satisfont
aussi aux propriétés topologiques dans la Remarque 3.3, par les mémes
arguments. La preuve de I'assertion est donc analogue a celle du Lemme 3.6.

|
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3.3. Hypothése : Théoréme de Paley-Wiener invariant

Conservons les choix de (A4, a), I', etc. En admettant la théorie de Harish-
Chandra sur revétements, c’est relativement facile de montrer que ¢~ induit
une application linéaire continue

¢e : H--(Gy,A)r = PW--(Gv, A)r ;

en particulier, I'H--(Gy, A)r € PW--(Gy, A)r. Pour le cas archimédien,
la théorie de Harish-Chandra s’applique déja aux revétements et les argu-
ments sont donnés dans [14, 2.1]. Pour le cas non-archimédien, on renvoie
a[21, § 2].

LEMME 3.11. — Soient (A, a), (B,b) deux données centrales telles que
A C B. Alors le diagramme suivant est commutatif

N o4 N
H--(Gy,A) —>PW--(Gv, A)

| |

Ho (G, B) —= PW--(Gv, B)
G
ot les fleches verticales sont f4 — fB et ¢4 — @B, respectivement.

De plus, qﬁg est équivariante pour les actions de B/A définies dans le
Lemme 3.6, 3.10.

Démonstration. — Cela résulte aisément de la Proposition 3.7. g

L’hypothése suivante est cruciale pour la formule des traces invariante.
Remarquons que le cas des groupes réductifs connexes avec A = {1} a été
formulé par Arthur dans [7, § 11].

HYPOTHESE 3.12. — Pour tout M € L(My), on a IH--(My,A) =
PW--(My,A) et Iapplication ¢ est une application linéaire surjective
ouverte de H--(My, A)r sur PW--(My, A)r.

Montrons que le cas général se déduit du cas A = {1}.

LEMME 3.13. — Soient (A, a), (B,b) deux données centrales telles que
A C B. Si ’'Hypothése 3.12 est satisfaite pour A, alors elle ’est pour B.

Démonstration. — Il suffit de considérer le cas M = G. On regarde le dia-
gramme du Lemme 3.11. Les fleches verticales sont surjectives et ouvertes,
donc qbg est surjective et ouverte si qbé Pest. (|

En fait, on voit que (bg est I'application déduite de (bé, par le foncteur
de co-invariants.
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3.4. Exemples

On a déja dit qu’il suffit de vérifier 'Hypothese 3.12 pour le cas A = {1}.
On se ramene facilement au cas o V = {v} est un singleton.

Notre hypothese est vérifiée lorsque F,, est non-archimédien. En effet, il
suffit de reprendre les arguments de [11] puisque leurs techniques s’adaptent
au cas de revétements (voir les explications dans [21, § 2]).

Lorsque F, = C, tout revétement est linéaire et on se raméne au cas
traité par [14, 15]. L’hypothése est donc vérifiée dans ce cas-1a.

Le cas F, = R est plus délicat car la démonstration du Théoreme de
Paley-Wiener invariant par Clozel et Delorme [14] repose sur certaines pro-
priétés des K-types minimaux [28], qui ne sont connues que pour les groupes
de Lie réductifs linéaires ou connexes. Néanmoins, cette difficulté est évita-
ble pour certains revétements importants. Donnons-en quelques exemples.
Ecrivons G au lieu de G x p F, pour simplifier les notations.

I. G est anisotrope modulo le centre.

Dans ce cas-1a, G n’a pas de sous-groupe de Lévi propre et on se
rameéne 3 I’analyse harmonique du groupe compact G' et de ag.

II. G est un tore.

Cela est un cas particulier du cas précédent.

III. G — G(F,) est un revétement trivial.
C’est le cas traité dans [11, 14, 15].

IvV. G = §1§(2n) LN Sp(2n, R) est le revétement métaplectique de Weil [30].
Normalement cela signifie le revétement non-trivial a deux feuil-
lets de Sp(2n, R). Ici, on 'augmente en un revétement & huit feuillets
comme dans [20] via pa < s, ce qui est évidemment loisible. Tout
sous-groupe de Lévi admet une décomposition M = J],.; GL(n;) x
Sp(2n’). En fixant un caractére additif non-trivial ¢ : F — C*, le
revétement p se restreint en

N1 = [ GL(ni, R) x Sp(2n®) 2222 Ar(R) = T GL(ns, R) x Sp(2n”)

i€l icl
a Paide du modele de Schrodinger [20, § 5.4].

Pour vérifier 'Hypothese 3.12, on applique le cas des groupes ré-
ductifs linéaires aux composantes GL(n;,R); pour la composante
§f)(2nb), on rappelle que c’est un groupe de Lie réductif connexe,
donc le Théoréme de Paley-Wiener invariant [14] est encore valable.
Plus généralement, nos hypothéses sont satisfaites pour les groupes
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dont tous les sous-groupes de Lévi sont un produit de R-points de
groupes algébriques avec des groupes de Lie connexes.

G est simplement connexe de rang relatif 1 sur R, e.g. G = SL(2) et
G — G(F,) est quelconque.

En effet, le seul sous-groupe de Lévi propre est un tore, tandis que
G(R) est connexe et G s’écrit comme le produit direct d'un groupe
de Lie connexe et un sous-groupe de [, ; en tout cas, le Théoréme
de Paley-Wiener invariant est valable.

G =U(p,q), le groupe unitaire réel de signature (p, q) et G — G(F,)
est quelconque.

Tout sous-groupe de Lévi de G est de la forme

M =[] GLe(ni) x U@, ),
il
d’oit M(R) est connexe et on raisonne comme précédemment pour
conclure.
G = GL(n), G — G(F,) quelconque.

Nous avons remarqué que la preuve de Clozel et Delorme utilise
des propriétés des K-types minimaux afin de décomposer 'induite
parabolique normalisée de séries discréetes. Tout d’abord, spécialisons
au cas ot G = G(R) = GL(n, R). La preuve du Théoréme de Paley-
Wiener invariant se simplifie énormément dans ce cas-1a car I'induite
parabolique de toute représentation unitaire d’un sous-groupe de Lévi
est irréductible : voir par exemple la preuve de Vogan via induction
cohomologique [29, Theorem 17.6]. D’apres [18], la méthode de Vo-
gan s’'adapte aussi aux revétements de GL(n,R) donc lirréductibi-
lité d’induites paraboliques vaut pour G et ses sous-groupes de Lévi
(considérons induction par étapes). D’ou I'Hypothese 3.12.

G = GL(n, D) ou SL(n, D), ot D est 'algébre de quaternions non-
déployée sur R et G — G(F,) est quelconque.

Comme dans le cas de SL(2), il suffit de montrer que tout sous-
groupe de Lévi de G est connexe en tant quun groupe de Lie. La
décomposition de Bruhat nous permet de se ramener au cas d’un
sous-groupe de Lévi minimal. Traitons d’abord le cas de SL(n, D).
Un sous-groupe de Lévi minimal M, confondu avec ses R-points, est
de la forme

M(R) = {(xz)?zl e (D)™ HN(:CZ) = }

i=1
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ot N désigne la norme réduite de D. Or D! := Ker(N) est connexe
et DX = D! xR-q, donc M (R) est aussi connexe. Le cas de GL(n, D)
est similaire.

3.5. Versions a support presque compact

Conservouns les mémes choix de V', (4, a) et I'. On commence par observer
que C*(ag,v/a) opére sur C®°(Gy /A) par

Fe 10 = FObHE)),  be C¥(agy/a), f € CX(Gy/A).

Cette action préserve Hﬂ(év, A)r, ce qui permet de définir I’espace de
Hecke & support presque compact (abrégé par “ac”)

Hae,--(Gv, A)r = {f € C2(Gv /A) : Vb € CZ(ag,v/a)
ona f’ e H--(Gv,A)r}.

Il est muni de la topologie induite des semi-normes f ~ ||f?||, ou b €
C>(ag,v/a) et || - | parcourt un ensemble de semi-normes définissant la
topologie de H--(Gy, A)r.

De méme, C*(ag,y /a) opére sur Pensemble des fonctions Miepmp, — (G, A)

xag,v/a— C par
o= [¢"(m, 2) = o(m, 2)b(Z)], be C¥(agy/a).
Comme dans le cas précédent, on définit

¢ : Htemp,—(é\/; A) X aG,V/a - Ca }

PW,.--(G = 3
Wae,~(Gv, A)r { Wb € C>(ag.v/a) on a ¢ € PW-- (G, A)r

On le munit de la topologie induite par les semi-normes ¢ + [|¢||, ou
be CX(ag,v/a) et || - || parcourt un ensemble de semi-normes définissant
la topologie de PW--(Gy,, A)r.

OnaHae,-- (év,A)r‘ DOH-- (év, A)r et PW, -- (év, A)rODOPW-- (év, A)r.
Passage a la hﬂr permet de définir leur avatar sans I'indice I'.

Vu la Proposition 3.7, 'application ¢4 se prolonge canoniquement en une
application de Hac,- - (@V7 A) sur 'ensemble des fonctions Ilemp, — (GV, A)x
ag.v/a — C. On note son image par IH,c --(Gyv, A). Comme dans le cas
des fonctions a support compact, ¢ donne toujours une application linéaire
continue

¢G‘ : Hac,”(é‘/a A)F — Pwac,”(éVvA)F~
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PRroOPOSITION 3.14. — Si I’'Hypothese 3.12 est satisfaite, alors IHac,--
(Gy,A)r = PWyc --(Gy,A)r; de plus, ¢ est une application linéaire
continue surjective et ouverte de Hac,--(Gv, A)r sur PWyc --(Gy, A)r.

Démonstration. — Cela résulte aisément de ’'Hypothese 3.12 a ’aide des
multiplicateurs b € C2°(ag,v/a) et des définitions des espaces & support
presque compact. cf. [4, p.329]. d

Remarque 3.15. — Si VNV # 0et A= Agv.co, alors ag y/a = {0}
et on a Hae--(Gy, A)r = H--(Gy, A)r.

Introduisons une opération importante sur ces espaces a support presque
compact. Soient (A, a), (B, b) deux données centrales telles que A C B. On
a 'inclusion naturelle

rHaC,” (GV7 B)F — Hac,” (GV7 A)l"

D’autre part, on fixe une section de ag v /a — ag v /b, ce qui existe : en
effet, lexistence est tautologique, sauf si VN V,, # @), mais dans ce cas-1a
tout espace en vue est un R-espace vectoriel. Notons-la

S aG,V/b — agy/a.
Cela permet de définir une application injective
(3.3) Miemp,— (Gv, B) x ag,v /b — Miemp,— (Gv, A) X ag,v /a.

Soit ¢ : Htemp,,(év, A) x ag,y/a — C une fonction quelconque, on en
déduit une fonction res(¢) : Iiemp,— (Gv, B) X ag,v/b — C grace a (3.3).
L’observation simple suivante nous sera utile.

LEMME 3.16. — Soit M € L(My), on a I'isomorphisme

;o 1 -
Wy Na- o wayy

iar , Nat " dag
qui préserve les mesures de Haar.

Idem si I'on remplace M par M =] M, défini dans § 3.2.

veV

Démonstration. — On part du diagramme commutatif des groupes to-
pologiques localement compacts commutatifs.

0 a am,v ap,y/a —0
lhc \L
0 a ag,v agv/a——0
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Les lignes sont des suites exactes courtes qui respectent les mesures de
Haar. En dualisant, on obtient le diagramme avec mesures

0 —iajy; y Nat iy a* 0

0 ——iag , Nat ing y a* 0

ou a* signifie le dual de Pontryagin de a. Pour conclure, il suffit d’appliquer
le lemme du serpent et noter le rapport entre les mesures de Haar.

Le cas pour M =[] .
des plongements a — axq,y et a — ag,y pour montrer que les diagrammes
sont commutatifs. O

M, est analogue. On doit rappeler les définitions

Remarque 3.17. — Plus généralement, il en résulte que pour a C b, on
a un isomorphisme canonique

. % 1 -k 1
iy y Nb- _dayyNa

iagy NbLdag Nt
qui préserve les mesures de Haar.
On peut également choisir les sections s, s de aprv/a — apy/b et
ag,v/a — ag,y /b, respectivement, qui rendent commutatif le diagramme
suivant.

’
arvyv/b—>=ayyv/a

CLG7v/[J T> CLG7v/Cl
De fagon duale :

1%
. S .
iay, v Nbt <>—da}, , Nat .

T T

iat N bt <——idas , Nat
s s* s

Alors s’* et s* induisent une application surjective

Qg Nat iy, Nbt
ot I ot I
gy Na iagy Nb

qui est un isomorphisme préservant les mesures de Haar. En effet, c’est
I'inverse de l'isomorphisme précédent.
Idem si 'on remplace M par M comme dans ledit lemme.
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ProrosITION 3.18. — L’application res induit une application linéaire
continue PWyc -- (Gy, A)r — PW,c --(Gv, B)r. Le diagramme suivant est
commutatif.

ac, é F 4> PWdC (GVaA)F

\L res

ac, G F *> Pwac, (GV; B)F

Démonstration. — Les assertions sont des tautologies sauf si VNV, # 0,
ce que 'on suppose désormais. Vérifions la premiere assertion. Soit ¢ €
PWge,-- (G’V, A)r. Pour montrer que res(¢) € PWy -- (GV, B)r, on observe
d’abord que

res(¢)(mx, Z) = d(mx, 5(Z)) = ¢(m, s(Z))e P2

ou m € Htemp7_(év,B), A € tagy N bt et ¢ est duale & la projection
ag,v/a — agy/b. Or cela entraine que elt):8(2)) = (571N 2) = e(N2) car
s est une section de ag v /a — ag,v/b. Donc res(¢) satisfait a la premieére
condition de la Définition 3.8. La deuxiéme condition est évidemment satis-
faite. Considérons la troisieme condition dans ladite définition. Soit (M, o)
comme dans (3.2) relativement a la donnée centrale (B, b). On prolonge s
en une section s’ de anqy/a — ang,/b et on obtient les homomorphismes
duaux s’*, s* comme dans la Remarque 3.17.

Si I'on note par ¢/ Vinclusion naturelle ia%}, , N bt < ia%, , Na*, alors
s* ot =id. On a

1es(8)(7,X) = [, ovs (0% s(ha(X)))e 40 da

— T
mgyvﬁb

~ fagyyner 00%pstha(X)))e A a

na-L

- /M Jnet D00 p B (s (X)) e D dA

in*Gyvr‘mL

pour tout o € Htemp,_(./\;l,B) et tout X € ag,y/b.

L’expression & intégrer ne dépend que de la classe de A modulo iaavﬂaL.
Or le Lemme 3.16 appliqué a a et b entraine que ’on peut toujours prendre
un représentant dans iag N bt de la classe de A ; c’est-a-dire A appartient
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a I'image de /. Donc

1es(8)(0.X) = s, nos (0 (s (X)) dA = (o, /X)),

ia*, Nal
“]G,V a

Cela prouve res(¢) € PW,. --(Gy, B), ainsi que la continuité de res.

La commutativité du diagramme résulte de la Proposition 3.7 et du fait
que C:'{} /A;ég /B. On démontrera en détail une généralisation pour les
caracteres pondérés dans la Proposition 4.8. O

3.6. Propriétés de distributions

On fixe toujours une donnée centrale (A, a) pour Gy . Donnons quelques
notions utiles.

DEFINITION 3.19. — Rappelons que H--(Gy) est un H--(Gy)-bi-mo-
dule sous convolution. On dit qu’une forme linéaire I : H--(Gy,A) — C
est invariante si

D(hx f) = D(f = h)
pour tous h € H--(Gy) et f € H--(Gy,A). Cela généralise la Défini-
tion 2.1.

DEFINITION 3.20. — Soient W un C-espace vectoriel et Z € ag,yv/a.
On dit qu’une application linéaire J : H--(Gy,A) — W est concentrée en
Z si pour tout b € C*®(ag,v/a) tel que b(Z) =1, on a

J(fb) :J(f), fGH”(éVvA)

Idem pour les espaces Hac,”(é\/, A), PW~(C~¥V, A), PWaC,W(C;‘V, A) ou
leurs variantes avec 'indice T'.

PROPOSITION 3.21. — Soit J : H--(Gy, A) — W une application liné-
aire concentrée en Z. Alors J se prolonge canoniquement a Hac’,,(év, A)
par J(f) = J(f*) en choisissant b € C°(ag v /a) tel que b(Z) = 1. Idem si
P'on remplace H--(Gv,A) , Hac,-- Gv,A) par PW-- Gy, A), PW,e -Gy, A)
ou leurs variantes avec l'indice I', respectivement.

De plus, si W est un espace vectoriel topologique et J est continue, alors
Papplication prolongée est aussi continue.

Démonstration. — Pour montrer que le prolongement est bien défini, il
suffit d’observer que J(f?) = J(f*") = J(f¥) pour tous b, b’ € C=(ag,v/a)
qui valent 1 en Z. L’assertion de continuité découle du fait que f — f° est
continue. ]
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D’apres la Proposition 3.7, Papplication f +— ¢a(-, Z) est un exemple
de telles applications linéaires. Les intégrales orbitales le sont aussi; on les
discutera dans la section prochaine.

DEFINITION 3.22. — On fixe une application linéaire continue ¢ : W —
W' entre des espaces vectoriels topologiques. On dit qu’une application
linéaire J : W — W est supportée par W' si J|ger(g) = 0.

Si ¢ est surjective, alors J est supportée par W' si et seulement si J
se factorise par une application linéaire W' — W1 ; si cette condition est
satisfaite, on désigne encore par J D'application factorisée W' — Wi. De
plus, si ¢ est surjective et ouverte alors I'application factorisée est continue
si J lest.

On s’intéressera principalement aux cas ol ¢ est ¢= ou l'une de ses
variantes. Dans ces cas-la, ¢ sera toujours surjective et ouverte.

LEMME 3.23. — Soient (A,a) et (B,b) deux données centrales telles
que A C B. Soit I une forme linéaire continue de H--(Gy, B). On désigne
par 1, la forme linéaire continue f* — I(fB), on f4 € H--(Gy,A) et
fA — fB est I'application de la Proposition 3.4.

Si I est supportée par PW--(Gy, A), alors I est supportée par PW--
(Gv, B).

Démonstration. — On regarde [4 comme une forme linéaire continue
de PW--(Gy, A). Rappelons que H--(Gy, A) — PW--(Gy, A) est B/A-
équivariante. Donc I4 est B/A-invariante. Vu le Lemme 3.10, I4 se fac-
torise par PWff(Gv, B). Or cela implique que I est nulle sur le noyau de
H--(Gy,B) = PW--(Gyv, B) car f4 — fP est surjective. O

4. Distributions locales invariantes

Dans cette section, on fixe un ensemble fini V' de places de F' qui satisfait
a la condition d’adhérence dans la Définition 3.1. On étudie un revétement
fini p : Gy — G(Fy) et on fixe une donnée centrale (A,a) pour Gy . Les
données auxiliaires My, Ky et les groupes ag,v, i0g v, al, etc. sont définies
dans § 3.
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4.1. Caractéres pondérés unitaires

Cette sous-section est basée sur [21, § 5.7] qui reprend [9]. Remarquons
que les caracteres pondérés non-unitaires seront indispensable si I’on envi-
sage la stabilisation, mais leur définition est assez pénible & écrire. Nous
espérons l'inclure dans un article ultérieur.

Les (G, M)-familles spectrales. Soient M € L(My), 7 € i, (My),
A € ajs ¢- Rappelons que dans [21, § 2], on a défini les opérateurs d’entre-
lacement

Joip(mx) : Ip(ma) = Zg(ma),  P,Q € P(M),

et les fonctions u de Harish-Chandra pour les revétements, qui sont de la
forme

M(ﬂ-/\) = H /'I’Ot(ﬂ—)\)) ™ e Hunit,f(MV%
aexred /41

ot X454 désigne I'ensemble des racines réduites restreintes a aps. Ils sont
méromorphes en A et se factorisent en des objets définis sur corps locaux
selon 7 = @, ¢y T De plus, Jop(mx) est holomorphe pour Re()) assez
positif relativement a la chambre associée a P. Comme d’habitude, 'induite
parabolique normalisée Zs(my) se réalise sur un espace vectoriel qui ne

dépend pas de \; I'action de Ky est aussi indépendante de .
Pour P,Q € P(M), on pose

(4.1) pop(my) == [ #alms).

»d »d
aeds QES

Il ne dépend que de {(\,a) : a € AN Egd}.
Choisissons P € P(M) et introduisons les (G, M)-familles suivantes,
méromorphes en les variables X et A :

pQ(A mx, P) = pgp(ma) " ngip (7T>\+%) :
T (A, 7x, P) = Joip ()" Jgip(Tata),

M(A,7x, P) = pg (A, mx, P)T (A, mx, P), A\ A€ajye.

La théorie générale des (G, M )-familles fournit les opérateurs My (my, P).
Indiquons que (pg (A, mx, P))gep(ar) est une (G, M)-famille dite radicielle,

ce qui est étudiée dans [2, § 7].
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Caractéres pondérés.

DEFINITION 4.1. — Soient f € ’Hf—(C?V,A), T e Hunm_(]\ZlV,A). Le
caractére pondéré canoniquement normalisé de w est défini comme

(4.2) Jy(m, f) :=tr (MM(W,P)Zp(w,f)) .
Ici, Zs(m, f) est défini comme fGV/A [(@)Ip(m,z)dE.

La trace ci-dessus se calcule sur un espace vectoriel de dimension finie, car
nous avons supposé que f est Ky -finie par translation bilatérale. A priori,
Jyi(m, ) est défini pour 7 en position générale dans une iaj}, y-orbite et le
choix de P y intervient. La définition est justifiée par le résultat suivant.

THEOREME 4.2. — Les caractéres pondérés ci-dessus sont bien définis
indépendamment du choix de P. L’application A = Jy (7, f) ot X € ia}; 1
est analytique et a décroissance rapide.

Démonstration. — L’analycité est démontrée dans [9, Proposition 2.3].
L’assertion de décroissance résulte du fait qu’en tant que fonctions en A,
c’est connu que les coefficients matriciels de Zg(my, f) sont & décroissance
rapide, tandis que ceux de M (my, [3) sont & croissance modérée. En ef-
fet, cela est déja démontré dans [8, Lemma 2.1] si 'on utilise 'opérateur
RM(TF,\,P) défini par des facteurs normalisants au lieu de MM(W,\,I:’).
Pour passer & M (7, P), on aura besoin des facteurs 7§, (my) et leurs
propriétés analytiques comme dans la preuve [8, Lemma 3.1]; on en repro-

duira la preuve dans le Lemme 5.17. O

Lorsque M = G, on retrouve les caracteres usuels.

Remarque 4.3. — On se limite au cas ol m est unitaire. Le cas général
est considérablement plus compliqué, cf. [7, § 7]. Il faut aussi prendre garde
qu’Arthur utilise les facteurs normalisants pour définir les caractéres pondé-
rés dans [7], tandis que nous utilisons la version “canoniquement normali-
sée” a l'aide de fonctions p. Cependant, on peut facilement passer de I'un
a lautre grice a [9, Lemma 2.1 et Corollary 2.4].

On consideére les coefficients de Fourier des caracteres pondérés comme
suit.

DEFINITION 4.4. — Soit f € H--(Gy, A). Vu la décroissance rapide de
A= Jy(ma, f), on peut poser

JM(W,X,f) ;:/ JM(W)\,f)e_<)"X>d>\, X e ClMﬁv/Cl.

iay, ,Nat

On voit que Jy(my, X, ) = Jz (7, X, -)eMX0.
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PROPOSITION 4.5. — Soient f4 € H--(Gy, A), m € Mypie, (My, A) et
X e CLM7v/CL. On a

JM(W, X’fA) :%a}“\/hvrml tr(MM(ﬁ-)\ap)Ip(ﬂ—Aa fA|G$G(X)+“/A))67<A’X>d)‘a

ia¥ VﬁaL

a,
ot PeP(M) et

Ip (75\, fA|C;"1/G(x)+a/A) = /th<x)+a/A fA(i)IP(WM T)di.
v

Démonstration. — En déroulant les définitions, Jy (7, X, f4) est égal a
/ tr / F@)Mas(mr, P)Ip(ma, B)e” M) dE d.
ia*c,vﬂl“ @V/A

Lorsque A est remplacé par A + p ot p € iag N at,ona
Mot (Trsps P) = Mar(mr, P),
Lp(Mapp: &) = Ip(my, &)elHo@),
e~ A X) — o= (AX) (1, —X)

— o~ (N gli—ha (X))

L’inversion de Fourier sur iaj; ;, N a' nous ramene a l'expression suivante

o > ~ ih o5 _<AaX>
/iwvm tr ( /@hc“‘”“/A J@) Mg (mx, P)Lp(mr, T) dﬂ?) € dA,
* v

iuG,Vﬂa
ce qu’il fallait démontrer. O
COROLLAIRE 4.6. — La forme linéaire f — Jy;(m, X, f) est concentrée
en hg(X). Plus précisément, pour tout b € C*®(ag,y /a),
(4.3) Jig(m, X, %) = Ty (7, X, £)b(ha(X)).

Par conséquent, J;(m,X,-) se prolonge canoniquement a "Hac’——(éw A).
Démonstration. — C’est dii a la Proposition 3.21. O

PROPOSITION 4.7. — Soient (A,a) et (B,b) deux données centrales
telles que A C B. Alors on a

JM(TF,X7fB)=// JM(W,X—FY,]CA)dY, 7'1'EHunit’,(]\Z\/,B),)(GC(]\/[)V/EI7
b/a

pour tout f4 € H--(Gy, A) et f4 — fB par Iapplication de la Proposi-
tion 3.4.
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Démonstration. — On vérifie que

Ilz.(7r>\7 fBléf‘i}G(X)+h /A) = / Ip(ﬂj\, fA|G€/(+Y+n/A) dY
b

/a

en se rappelant la définition de f4 — fB.
D’autre part, d’apres le Lemme 3.16 on a

i,y Nat  dak, o dah, NbL

— T i a* T
wagyNa gy a5y Nb

L’assertion résulte alors des formules données par la Proposition 4.5 pour
fAet fB. |

Version a support presque compact. On vient de voir que Jy (7, X,-)
peut étre défini sur Hae --(Gy, A). Donnons une propriété de Jy (7, X, -)
qui intervient lorsque ’on traite les fonctions & support presque compact.

Considérons la situation suivante. Soient (A, a) et (B,b) deux données
centrales. On choisit des sections s’ et s des projections aysy/a — aps,y /b
et ag,v/a — ag,yv /b qui satisfont les conditions dans la Remarque 3.17 et
on note s™*, s* leurs duaux.

Soit fp € Hac,-- (Gv,B), son image sous I'inclusion naturelle Hac,-- (@V,B)
— Hac,--(Gv, A) est notée fa. On Vécrit fz > fa.

PROPOSITION 4.8. — Soit fp € Hae--(Gyv, B). Alors
JJ\7I(7Ta Xa fB) = J]\?I(Wv Sl(X)a fA), T e Hunit,—(é\/a B)a X e aM,V/ba
si fp — fa sous I'inclusion naturelle.

Démonstration. — Cette démonstration est analogue a celle de la Propo-
sition 3.18. Le Lemme 3.16 entraine que s’* et s* induisent un isomorphisme

iy, v Nat L odag Nbt

iak , Nat iar , NbLt’

En appliquant la Proposition 4.5 & fp et en utilisant l'isomorphisme
ci-dessus, on obtient

J]\;[(’/TvXafB)

:[nyu quLtr(MM(WS'*(/\)7P)ZP(7TS’*(/\)7fB‘(;?/G(X)er/B))e_(S XN,

iu*G’VﬁuJ-
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Toujours d’apres le Lemme 3.16, on peut choisir un représentant dans
iayy N bt de la classe de A. Alors s"*()\) = \. D’autre part,

e (T ONX) o= (s (X))

Ip (st*(,\),f3|@f&c<><>+n/3) =1p (st*(xyfA|@:L/G<s’<x>>+a/A) ;
car G@G(s,(X)HG/A = éf,(hG(X))+a/A:>C~J}&G(X)+b/B par lapplication quo-
tient. On arrive ainsi & la formule de Jy; (7, 8'(X), fa) fournie par la Pro-
position 4.5. O

Remarque 4.9. — Etant donnés (7, X), les formes linéaires f i Jy (7, f)
et f — Jy(m X, f) sont continues sur H——(GV,A). Fixons I', N et sup-
posons que f € H--(Gy, A)nr, alors 'image de Zp(7y, f) appartient & un
espace vectoriel de dimension finie indépendant de A. La continuité est une
conséquence des faits suivants :

— les coefficients matriciels de M (7, f) sont & croissance modérée en

A€ tay,;

— pour tout n € Zsg, les coefficients matriciels de Zp(my, f) (avec A €

ia%,) admettent une majoration par

pa() T+ A"

ot || - [| est une norme euclidienne quelconque sur aj, ¢ et p,(f) est

une semi-norme continue de H--(Gy, A)y 1.
cf. [7, (12.7)].

4.2. Intégrales orbitales pondérées

Rappelons brievement la définition des intégrales orbitales pondérées
anti-spécifiques dans [23, § 6.3]. Soient :

— Me ‘C(MO)a

— 7€ F(Mv),

— DM : M(Fy) — Fy le discriminant de Weyl [23, Définition 5.6.1],

— wvp : P(Fy)\G(Fv)/Kv — Rxo, la fonction poids d’Arthur.
Selon notre convention dans § 2.3, 'orbite 4 est déja munie d’une mesure
invariante. On prend un représentant dans la classe de 4, noté par le méme
symbole et on désigne par G (resp. M) le commutant connexe de y dans
G (resp. dans M). Alors M., (Fy) est muni de la mesure de Haar corres-
pondante a la mesure invariante choisie sur ’orbite.
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Supposons d’abord que M, = G, on pose

@y gl =DM [ Fe 5)on () o
Gy (Fv)\G(Fv)
pour tout f € Cg’i,(év/A). Cette intégrale est bien définie car A C
G, (Fy) pour tout 7.
En général, il existe des facteurs s, (v,a), on L € L(M) et a parcourt
des éléments dans Ay (Fy ) en position générale de sorte que My, = G
qui permettent de définir

_ (5 — : L (o=
(4.5) T3 )= lim > sk(r,0)J1(0F, f).
a€AN(Fyv) LEL(M)

ay»

On renvoie & [23, Théoréme 6.3.2] pour les détails. On vérifie que
JM(Z’N)/,-)ZJM(’?,~)7 z € A.

PROPOSITION 4.10. — La forme linéaire f ~ J (7, f) de H--(Gv, A)
est continue et concentrée en Hg(7y). En particulier, elle se prolonge cano-
niquement en une forme linéaire continue sur Hac --(Gy, A).

Démonstration. — C’est connu que Jy;(¥,-) définit une mesure absolu-
ment continue par rapport & la mesure invariante sur orbite induite 3¢,
dont la construction sera rappelée dans la Définition 5.5; cf. [6, Corol-
lary 6.2] ou [23, Proposition 5.3.7]. Le fait crucial établi dans loc. cit. est
que toute fonction dans C°(Gy,/A) est intégrable pour cette mesure. La-
dite mesure n’est pas positive en générale.

Montrons la concentration. Pour tout 4 dans la classe 7, la définition
d’induction entraine que Hg () = Hg(7), donc Jy; (7, -) est concentrée en
He(7).

Montrons ensuite la continuité. I faut que Jy;(%,-) soit continue sur
’H——(GV,A)MF pour tous N, I' (voir § 3.1 pour ces notations; en fait, T’
n’intervient pas ici). Fixons N, I" et prenons ¢ € C°(G(Fy)/A) telle que
p=0et

p=1 sur{ze€GFy):log|z|| <N} A

Soit f € H--(Gv, A)nr, alors f = (pop)f. On vient de remarquer que
Jx; (3, ) définit une mesure sur 4%, notée u. Rappelons que f € L'(u) =
L*(|u]). Donc on a

(O < [pl(f]) < sup |[f] - |pl(e)-

Or on a aussi ¢ € L'(|u|). Cela démontre la continuité de J; (7, -). O
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En fait, la forme prolongée & Hac --(Gy, A) est définie par les mémes
formules (4.4) et (4.5). Les résultats suivants sont des conséquences immé-
diates de lesdites formules.

Indiquons que la condition d’adhérence pour V n’intervient pas dans la
définition de Jy; (7, )

PROPOSITION 4.11. — Soient (A, a), (B, b) deux données centrales telles
que A C B. Pour f4 € H--(Gy,A), f* — fB € H--(Gv, B) par I'appli-
cation de la Proposition 3.4, on a

T3, ) = /B RECESIEE R L]

PROPOSITION 4.12. — Soient (A, a), (B,b) comme ci-dessus. Soit fp €
Hac,--(Gv, B), son image dans Hac --(Gv, A) sous I'inclusion naturelle est
notée f4. Alors

T (3, fB) = Iy (7, fa), 7 €T(My).

4.3. L’application ¢;

Conservons les notations dans la sous-section précédente. On définit une
application linéaire

bir Hac7~(év,A) — {fonctions Htemp7_(MV,A) X ak% — (D}
fr—[(mX) = Jy(m, X, f)].

THEOREME 4.13. — SiI’'Hypothése 3.12 est satisfaite pour toute donnée
centrale, alors ¢;; induit une application linéaire continue

¢J\Z : /Hac’ﬂ(év, A) — IHaC7~(MV7 A)
pour toute donnée centrale (A,a) de Gy .

Signalons qu'il en résulte que f — Jy(m, X, f) est continue pour tout
(7, X)), car 'évaluation en (m, X) est une forme linéaire continue de IH,c, --
(MVv A)

Démonstration. — Quand A = {1}, c’est le cas traité par Arthur dans
[7, Theorem 12.1]. La démonstration se fait par une étude approfondie des
résidus de caracteres pondérés ; nous ne la répétons pas ici. En général, soit
(A’,a’) une donnée centrale telle que A’ C A et on suppose que I’assertion
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est prouvée pour A’. On choisit des données auxiliaires comme dans la
Remarque 3.17 pour définir I’application res; on considere le diagramme

,Hac,”(é\hA/) IHac,”(éV7A/)

\L res

Hac,--(Gv, A) — {fonctions Miemp,— (My, A) x v, ¢}

dont les fleches horizontales sont les ¢,; pour A’ et A. D’apres la Propo-
sition 4.8, les définitions de ¢; et celle de res, ce diagramme est commu-
tatif. D’autre part, la Proposition 3.18 affirme que le but de res peut étre
remplacé par IHac,”(éV7A) = PWaC,——(G'V, A). Maintenant on voit que
bur ’Hac,ﬂ(év,A) — IHaC,”(MV,A) est la composée de trois applica-
tions linéaires continues. L’assertion en découle en prenant A’ = {1}. O

Observons que pour f € H--(Gy, A), son image ¢ (f) dans [H,e --
(My,, A) vérifie

Oy (f)(,X) =0 pour [[hg(X)[ >0

ol ||| est une norme quelconque de ag,v /a, car la Proposition 4.5 entraine
que ¢,7(f)(-,X) = 0 si hg(X) n’appartient pas a la projection via Hg de
Supp(f) sur ag v /a, ce qui est compact. Notons IHqe --(My, A)E—Pt le
sous-espace des éléments qui vérifient ladite propriété.

Pour ¢4 € I?—laC,H(MV,A)G_Cpt et une donnée centrale (B, b) de Gv,
I'application ¢ — ¢P de la Proposition 3.9 est toujours bien définie.

PROPOSITION 4.14. — Soient (A, a) et (B, b) deux données centrales de
Gy telles que A C B, alors

o (f7) = (65 (F4)"
pour toute f4 € H--(Gy,A) et f4 — fPB est application de la Proposi-
tion 3.4.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de la Proposi-
tion 4.7. 0
PROPOSITION 4.15. — Soient (A’,a) et (A,a) comme ci-dessus. Soit

fB € Hac--(Gy, B) et on désigne par fa son image dans Hae --(Gy, A)
sous l'inclusion naturelle. Alors on a

¢ (fB) = res(dgr(fa))-

Démonstration. — Afin de définir I'application res, il faut fixer des don-
nées auxiliaires comme dans la Remarque 3.17. Ensuite, I'assertion résulte
immédiatement de la Proposition 4.8. O
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4.4. Non-invariance

Dans cette sous-section, on enregistre un résultat standard concernant
le comportement des distributions pondérées par rapport a la conjugaison,
ou plus précisément par rapport a la convolution. C’est ce qui permettra
de fabriquer les distributions invariantes.

Fixons une donnée centrale (4, a) de Gy. Soient Q = MoUq € F(M),
y € G(Fy) et f € H--(Gy, A). La fonction module de Q est notée dg :
Q(Fs) — Rsq. Posons
(4.6)

fg.4(m) = dq(m)

M

// Fk™Ymuk)ug (k,y) dudk, @ e (Mg)v,
KVxUQ(A)
ot ug (k,y) est déduite de la fonction

UQ()\7 kay) = 67<A’HQ(ky)>? A€ a*]VI,C ;

voir [23, § 4.1] pour la construction détaillée.
Pour h € H--(Gv), on pose

Lﬂf = f(gil')a
Ryf == f(-57"), §€Gv,

Lonf = /G W) (Lo f)gy - di.

Ronf = /G W) (RoF) gy 47

ou y := p(g). Toutes les opérations ci-dessus commutent avec les transla-
tions par A. Ainsi, on vérifie que f +— Jo.y [ = Lonf et [ = Ronf
définissent des applications linéaires H--(Gy, A) — ’Hﬁ((%)v, A).

THEOREME 4.16 (cf. [7, Lemma 6.2 et (7.2)]). — Soit Jy; l'une des
distributions Jy(w,-), Jy (7, X, ) ou Jy(5,-) et pour tout L € L(M) on
note J J\% son avatar ot le réle de G est remplacé par L. Alors

Jir(Luf) = > T (Rg.nf),
Q=MqUq€eF(M)
Ta(Ruf) = > J5%(Lonf)

R=MqUqeF(M)

pour tous h € H--(Gy) et f € H--(Gy).
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Esquisse de la démonstration. — Le cas de Jy;(7, ) est prouvé dans [1,
Lemma 8.2]. Le cas A = {1} et Jy; = Jy(m, ) ou J(m, X, ) est traité dans
[7, Lemma 6.2 et (7.2)], mais les caractéres pondérés dans ces références-
la sont définis a l'aide de facteurs normalisants. On peut les adapter aux
caracteéres pondérés canoniquement normalisés en suivant la recette de [9,
§ 3].

Pour passer au cas général, il y a deux choix : (1) on observe que la
présence de A n’affecte pas les arguments dans op. cit.; (2) on part du
cas A = {1}, alors le cas général en résulte d’apres la Proposition 4.7 car
[~ fo, commute avec translation par A. a

On laisse le soin au lecteur de formuler une version pour f € Hye,-- (Gv)

4.5. Construction des distributions locales invariantes

Dans cette sous-section, on suit les idées d’ Arthur dans [1, 4] pour définir
des distributions invariantes a partir des objets pondérés et de 'application
¢ 57- On utilisera les formules de descente pour données dans [4, §§ 8-9] pour
les distributions pondérées.

On raisonne par récurrence sur dim G. On suppose vérifiée I’'Hypothe-
se 3.12 pour toute donnée centrale.

Coté spectral. Fixons M € L£(My). Mettons I’hypothese de récurrence
suivante.

HYPOTHESE 4.17. — Pour tout L € L(M) tel que L # G, supposons
définies des formes linéaires

fA }—)IJ%I(W,X,fA)7 Wenunit,f(MV7A)7X € ClM’V/a
de H--(Ly, A), pour toute donnée centrale (A, a) de Ly, telles que :

1. I]’%Z(w, X, -) est continue, invariante et concentrée en hr(X), en par-
ticulier elle se prolonge & Hae --(Ly, A) ;

)

2. I]%Z(ﬂ, X, -) est supportée par [H. --(Ly, A) ;

3. pour toute donnée centrale (B,b) de Ly telle que A C B, on a
I]%Z(ﬂvXa fB):/ 111\24(77>X+K fA) dK m™E Hllﬂit,—(MV7 B)aXeaM,V/bv
b/a

ot f4 +— fB est I'application dans la Proposition 3.4;
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4. pour (B,b) comme ci-dessus, on choisit les données (s',s) comme
dans la Remarque 3.17, alors

I]%Z(Trvxa fB) = I]%Z(ﬂ-vs/(X)afA)a ™€ Hunit,—(MVaB)7X S aM,V/bv
oll fgr fa est 'inclusion naturelle ’Hac;—(éw B)%Hac,——(év, A).

Remarque 4.18. — Selon la condition de support, on peut aussi bien
regarder Iﬁz (m, X, ) comme une forme linéaire continue de IHyc --(Ly, A).
Les remarques suivantes nous seront utiles.

1. Soit ¢ € IH--(Ly,A) et ¢* — ¢P par la Proposition 3.9, alors

I’égalité
L (m, X, ¢) :/ Ik (r, X +Y,¢*)dY
b/a
demeure valable pour ¢* € IHue --(Ly, A)9~" si (4,a) et (B,b)
proviennent de données centrales de Gy .

2. Vu la Proposition 3.18, la derniére condition implique
(4.7) IE(m,8'(X),¢) = 1% (7, X, res(8)), & € [Hac--(Lv, A).

DEFINITION 4.19. — Supposons vérifiée I'Hypotheése 4.17. Soit (A, a)
une donnée centrale de Gy, on pose
I (m, X, () = IG (m, X, f4) = T (m, X, f4) = > I (m, X, 61.(f)
LEL(M)
L#G
ot fAeH--(Gy,A),m e Hunjt,,(]\;[v, A), X € apv/a et toutes les formes
linéaires sont définies par rapport a (A, a).

Lorsque G est anisotrope modulo le centre, I’'Hypothese 4.17 est vide et
on retrouve les caractéres usuels.

LEMME 4.20. — Les formes linéaires I ;;(m, X, -) vérifient toutes les pro-
priétés dans ’Hypothése 4.17 avec G au lieu de L.

Démonstration partielle. — La continuité est évidente. L’invariance ré-
sulte du Théoréme 4.16 de fagon standard : voir les discussions pour [1,
(4.1)] pour les détails. La concentration en hg(X) provient de (4.3) et de
sa conséquence que ¢ (f°) = ¢ (f)bhe.

La formule pour I (7, X, fB) résulte de la Proposition 4.7 et 3.9 ; il faut
utiliser le premier point de la Remarque 4.18. La formule pour IAL;[ (m, X, fB)
résulte de la Proposition 4.8, 4.15 et (4.7).

Il reste & montrer que I;(m, X, ) est supportée par I?-{,ac’——(év, A). On
complétera cette part aprés une discussion du c6té géométrique. O

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



LA FORMULE DES TRACES IV 2417

Coté géométrique. Le cas géométrique admet une structure analogue
a celle précédente, mais on verra que les démonstrations sont beaucoup plus
faciles. Fixons toujours M € L(M;) et mettons 'hypotheése de récurrence
suivante.

HyYPOTHESE 4.21. — Pour tout L € L(M) tel que L # G, supposons
définies des formes linéaires

A IEG Y, §eT(y)
de H--(Ly, A), pour toute donnée centrale (A, a) de Ly, telles que

1. I 1’%4(7, -) est continue, invariante et concentrée en Hp, (), en particulier

elle se prolonge & Hae --(Ly, A) ;
2. IJ%[('Ny, ) est supportée par [Hqe --(Ly, A);

3. pour toute donnée centrale (B, b) de Ly telle que A C B, on a
s = [ Tk e e

ot f4 +— fB est I'application dans la Proposition 3.4;

4. pour (B,b) comme ci-dessus, on choisit les données (s',s) comme
dans la Remarque 3.17, alors

I][\ij(:}/me) :I]I\f[(;%fA% VGF(MV)a
ott fgrs fa est inclusion naturelle Hye --(Gy, B) = Hae.--(Gv,A) ;
5. ona
Lp( = lim Y sy (va) g (ad, £,
a€ANM(Fv) M1€CL(M)
ol a est en position générale de sorte que Mgy = Ly et s%l (v,a) est
le facteur dans (4.5) définissant les intégrales orbitales pondérées.

La Remarque 4.18 s’applique aussi a cette situation géométrique.

DEFINITION 4.22. — Supposons vérifiée I'Hypothése 4.21. Soit (A, a)
une donnée centrale de Gy, on pose

Ly (3 N = 18G4 = Ty (G 0 - S TE(F.0p(4)
LeL(M)
L+#G

ou fA e H——(év, A), v € I‘(MV) et toutes les formes linéaires sont définies
par rapport a (A, a).
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Lorsque G est anisotrope modulo le centre, 'Hypothese 4.21 est vide et
on retrouve les intégrales orbitales usuelles.

LEMME 4.23. — Les formes linéaires I;;(%,-) vérifient toutes les pro-
priétés dans I’Hypothése 4.21 avec G au lieu de L.

Démonstration. — On peut reprendre les arguments pour le Lemme 4.20,
qui se simplifient beaucoup dans le cadre géométrique. Par ailleurs, on
démontre la derniére propriété par une récurrence simple. Il reste donc a
montrer que I;(7,-) est supportée par IHae --(Gy, A). Soit (A’,a’) une
donnée centrale telle que A’ C A. Au vu de la propriété

G = [ IhGa s e g
AJA

que 'on vient d’établir, le Lemme 3.23 nous raméne au cas de la donnée

centrale (A’ a’). Prenons A’ = {1} pour se ramener au cas traité par Arthur

dans [4, 5]. Les formules de descente nous rameénent ensuite au cas V = {v}

est un singleton.

Soit f € Hac--(Gy) telle que ¢5(f) = 0; le but est de montrer que
I (%, f) = 0 pour tout ¥ € ['(My). On peut aussi supposer que f €
H(Gv) Imposons une seconde hypotheése de récurrence que cette pro-
priété d’annulation soit satisfaite pour les Iy (--+) o My € L(M), My #M.

L’étape suivante est de se ramener au cas ou 7 est semi-simple réguliere
en tant qu'un élément dans G,,. Cela se fait par une étude du comportement
local des intégrales orbitales pondérées, e.g. [23, Proposition 6.4.1] ; voir [5,
pp. 523-524] pour les détails.

Dans [21], on a aussi étudié les intégrales orbitales pondérées JI%IHC(- )
le long de telles classes, évaluées en les fonctions dans I’espace de Schwartz-

Harish-Chandra C--(G,,). Du coté spectral, les caractéres pondérés se pro-
longent aux fonctions dans C--(G,) pourvu que l'on se limite aux re-
présentations tempérées. Dans ce cadre, on a également les applications
(bSiHC : C--(Gy) — IC--(G,) et les distributions invariantes I%HC (%, -) sup-

portées par IC--(G,). Ici, on regarde IC--(G,) comme un ensemble de
fonctions Myemp,— (Gy) X ag.r, — C; dans [21, § 5.6] il n’y a pas de variable
en ag, F,, mais on peut I'introduire a I’aide d’une transformation de Fourier
si l'on veut.

En reprenant la recette du § 3.5, on introduit les espaces des fonctions
a support presque compact Cac,ﬂ(év)7 ICac;f(év) a 'aide de fonctions de
Schwartz-Bruhat b sur ag r,, qui servent comme des multiplicateurs. De
facon familiere, (;SSLHC et I%HC (%,-) se prolongent & ces nouveaux espaces.
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Le lien entre les divers espaces est récapitulé par le diagramme commutatif

C--(Gy)— Cac--(Gy) ——> ICac.—-(Ly) -

] J

H--(Gp) > Hac,-- (Gy) — [Hac --(G))

En raisonnant par récurrence sur dim G, on obtient

Liy(3,0) =15 (3,9), @ € Hac,--(G).

Appliquons cette égalité au cas ¢ = f. Puisque ¢5(f) = 0, on a aussi

(;%Hc(f) =0.Douly (7, f) = I]SVYHC(W7 f) =0 d’apres [21, Corollaire 5.8.9].
O

Complétion de la démonstration du Lemme 4.20. — Montrons que
Iy (m,X,-) est supportée par IHaC;f(CNT'V, A). Comme dans la démonstra-
tion pour I (¥,-), on se rameéne au cas A = {1} par le Lemme 3.23, puis
au cas V = {v} par les formules de descente. Soit f € Hac --(G,) telle que
¢a(f) = 0. On vient de voir que I; (%, f) = 0 pour tout L € L(My) et
5 e T(Ly).

Si F, est non-archimédien, il résulte de la densité des distributions in-
variantes Ix(7,-) [21, Proposition 4.2.6] que I (7, X, f) = 0. Si F, est
archimédien, la preuve de [4, Theorem 6.1] permet de ramener, de fagon
assez formelle et purement locale, le cas de I;;(m, X, -) & celui des I7 (7, -).
Malheureusement, on ne peut pas la reproduire ici puisque cela nécessiterait
beaucoup d’espaces et formes linéaires auxiliaires. O

4.6. Variante : ’application ¢}\Z

Dans cette sous-section, on suppose que V D V.
LEMME 4.24. — Soit M € L(My). Pour f' € H--(Gy, Ag.), on pose

G (F1) : Meemp (My, Apr,00) — C
T — [7r — JM(TF,O,fl)] )

Alors qﬁ}\;[ induit une application linéaire continue

H--(Gv,Ag.oo) = TH--(M, Aproo).
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Puisque nous utilisons la donnée centrale (Ag o, ac) (resp. (A, oo, dar))
pour Gy (resp. pour My), il n’y a plus besoin d’introduire les espaces de
fonctions a support presque compact.

Voici une remarque en passant : il y a des identifications naturelles
M (Gy,Age) = T_(G}), T (My, Aproo) = T (M{;). Idem si P'on se
limite aux représentations unitaires, tempérées, etc.

1

Démonstration. — Selon la définition de ¢,

mutatif

on a le diagramme com-

Hac,”(GV) IHaC,”(MV)

i res

H—f(év, Ag 0o) — {fonctions Htemp’,(Mw Anoo) — C}

ou les fleches horizontales sont ¢,; et cb}g. D’apres la partie a droite du
diagramme dans la Proposition 3.18, le but de res peut étre remplacé par
I H——(MV, Anr,0o) et res devient continue. Par conséquent, ¢}\7[ est la com-
posée de trois applications linéaires continues, d’ou ’assertion. O

PROPOSITION 4.25. — Soient M € L(My) et f' € H--(Gv,Ag.),
alors on a

Lg(m,0, f1) = T (m,0,f1) = > 1L (7,0,6% (1))
LeL%vn

pour tout T € Hunm,(Mv,AM’oo).
De méme, on a

g Y =Jg@. M- Y IEF.6L ()
LeL(M)
L#G
pour tout 7 € T'(My).

On prend garde que Ijy(---) et Jy(---) sont définies en utilisant la
donnée centrale (Ag oo, ag) de Gy, tandis que I 1%4( --) sont définies en
utilisant la donnée centrale (Az o, ar) de Ly, pour tout L € L(M), L # G.

Démonstration. — La Définition 4.19 appliquée a la donnée centrale
(A¢ 0, a¢) donne

L (m,0, f1) = Ty (m,0,f1) = > 15 (7,0,67(f1))
LeLgCAf)

ol ¢7 (1) € MHae,—-(Lv, Ag.0o)-

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



LA FORMULE DES TRACES IV 2421

Le deuxieme point de la Remarque 4.18 avec X = 0 implique
Iy (m,0,05(f1) = Iy (m, 0,res(¢r, (1))
ou le c6té a droite est défini par rapport a la donnée centrale (A o, ar)
qui majore (Ag oo, aa). Or, res(¢z(f1)) = (;Sli(fl) selon la définition de
rj)li. Cela permet de conclure le cas de I;(m,0, f!). Le cas de I (7, f!) est
analogue et plus simple. O

Remarque 4.26. — La construction s’inspire de [10, p.192]. Les égalités
dans cette Proposition donnent une caractérisation des formes linéaires
e I (m,0, f1) sans référence aux espaces avec l'indice “ac”.

5. Développements fins révisés

Dans cette section, on étudie un revétement adélique a m feuillets
1= pm — G5 G0A) -1,

muni des données auxiliaires V' O Viam, Mo, K = [[, K, comme dans § 2.1.
Ces données déterminent la distribution

J: ’Hﬂ(év,AGpo) —C

qui fait 'objet de la formule des traces grossiere [23]. Elle admet deux
développements, I'un géométrique et 'autre spectral. Les deux premieres
sous-sections sont consacrées a 1’étude du co6té géométrique et le reste est
consacré au coté spectral.

Adoptons la convention que les représentations locales sont désignées par
des symboles usuels, e.g. 7 et les représentations automorphes sont dotées
d’un o, e.g. 7.

5.1. Le développement géométrique fin

On commence en rappelant les résultats dans [23, § 6.5]. Soit S un en-
semble fini de places de F tel que S O Vian ; on introduira un sous-ensemble
V' C S plus loin. D’aprés Arthur, deux éléments 1, 72 € G(F) avec dé-
compositions de Jordan ; = o;u; (i = 1,2) sont dits (G, S)-équivalents s’il
existe x € G(F) et y € Gy, (Fg) tels que

x_lalx = 09,

(zy) turzy = uo.
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Cette notion est plus grossiére que G(F')-conjugaison, mais plus fine que la
O-équivalence [23, § 5.1]. En se rappelant la notion des bons éléments (la
Définition 2.2), on pose

(G(F))a,s :={classes de (G, S)-équivalence dans G(F)},
ce (G(F))G7S . El'}/ = OU € C (décomposition de Jordan), ot

(GF))Es = o est S-admissible, ,
% e K.
(GR)E™ = {ce(G(F)E g : c est bon dans M(Fs)}.

Un élément ~ satisfaisant a la condition définissant (G(F' ))g g est dit un
représentant admissible de ¢. Lorsqu’il n’y a pas de confusion & craindre, on
utilisera un représentant admissible v au lieu de ¢ pour désigner un élément
de (G(F))X 5.

Voici une procédure pour extraire la composante locale d'un élément
dans G(F) C G. Pour v € (G(F ))g”gon7 confondu avec un représentant
admissible et vg € Gg, on écrit

(5.1) Y~ s

si v = ou est la décomposition de Jordan et yg = ogug ou

— 05 e K% G5 0 =0g x ¢° dans G;

— us € Gunip(FS) ‘~—> és.
On observe que 75 € G s'il existe 7 tel que v ~ 7.

Il faut prendre garde que v ~ 75 est seulement une correspondance ; elle
ne définit pas forcément une application. Or, on a la majoration suivante.

LEMME 5.1. — Soit y € (G(F))g’gon, alors

#{7s €T(G%) : 7~ 75} < m.

Démonstration. — Soient 71,72 deux représentants admissibles ayant la
méme classe dans (G(F ))G{{,gon, ce qui donnent deux éléments locaux 7; g =

0:.5u; 5 (1 =1,2). La définition de (G, S)-équivalence implique qu’il existe
t € G(Fs) tels que t~ 1y, gt = vYo2,5. Puisqu’il y a exactement m classes
de conjugaison dans Gg au-dessus d’une bonne classe de conjugaison dans
G(Fs), la majoration en découle. O

Rappelons que pour définir les distributions, il convient de fixer une
mesure invariante sur les bonnes classes de Mg-conjugaison, d’ott le Rs -
torseur 1"(@3) — I‘(C;’S). On désigne par ’/VE une image réciproque quel-
conque de la classe de g pour ce torseur.
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Soit M € L(My), les définitions ci-dessus s’appliquent également & M.

Tout élément 75 € I'(Ms) admet une décomposition de Jordan [23, § 6.3]

Vs =0t

parallele & la décomposition de Jordan 7g = du dans M(Fs), ou @ €
f‘(GUS). Si la mesure de Haar de G,(Fs) est choisie, ce que 1’on suppose,
alors cette décomposition peut étre rendue canonique. Rappelons mainte-
nant la définition des coefficients géométriques [23, Définition 6.5.5].

, . 3 KM,bon
DEFINITION 5.2. — Soit v une classe dans (M(F))y, ¢

avec un représentant admissible avec la décomposition de Jordan v = ou,

, confondue

ce qui définit v ~ ~g. On pose

eM(J) :: {1, si o est F-elliptique dans M,

0, sinon ;
Stab(o,u) := {t € M, (F)\M?(F) : tut™" est conjugué a u dans M,(Fs)},

a™(8,75) == M ()| Stab(o, u)|~*aMol01(S, ).

Ici, Iellipticité de o dans M signifie que ap; = apro. Le terme a™o-1571(S, )
est le coefficient géométrique fourni par [23, Théoréme 5.5.1] pour la formule
des traces pour M, (A) tordue par le caractére-commutateur [-, o] (voir [23,
§ 2.6]). On observe que si la classe unipotente triviale 1 est [-, o]-bonne dans
M, (A), ce qui revient au méme de dire que [, o] est trivial sur M, (A), alors

aMe1491(8,1) = mes(My (F)Apr, 00 \My(R)) ;

sinon ce coefficient est nul. On renvoie a [3, Corollary 4.4 et 8.5] pour les
détails.

Rappelons qu’Arthur a défini la notion de sous-ensembles admissibles de
G(Fs) (voir [23, § 5.6]). On dit qu'un sous-ensemble de A C Gy est ad-
missible si p(A) Pest. L’admissibilité de A ne dépend que de p(A) modulo
Zc(Fs). On pose
(5.2)

Hadm,--(Gs, Ac.0o) = {f € H--(G's, Ag.0) : Supp(f) est admissible}.

Il y a aussi une notion de S-admissibilité pour un sous-ensemble de G(A),
donc de G. cf. loc. cit.
Le développement géométrique fin s’énonce comme suit.

THEOREME 5.3. — Soit fi € ’Hadm;f(és,AGm). On pose

fli= 1 frs € H--(G, Ag.oo)

TOME 64 (2014), FASCICULE 6



2424 Wen-Wei LI

oll fxs est I'unité de I'algébre de Hecke sphérique anti-spécifique H-- (G
//K*®). Alors

1y _ |W0M| Mig Z=\7.(~= ¢l
(5.3) J(f) = Z € Z a™ (8,7s) /51 (78, f5),

| 0 M
MeL(Mo) WE(M(F))JI\{Z S,bon

Y~ys
ot le s est un élément quelconque dans I'(Ms) tel que v ~» 5. Le terme
aM(S,75)Jy;(7s, ) est indépendant du choix de Yg et 7.

Démonstration. — C’est essentiellement [23, Théoréme 6.5.9]. La, on de-
mande que S est suffisamment grand par rapport au support de fi; le sens
précis est contenu dans [23, Théoréme 6.5.8] et les remarques qui le suivent.
On vérifie qu’il suffit de prendre S O V., tel que fé € Hadm7~(é5, AG.oo)-

|
Il sera utile d’isoler les termes dans (5.3) avec M = G.
(5.4) -
Ia(f&) = Y. a%(8,75)Ja(35, 1), f& € Haam, (G5, Ag,o0)-
VEGF)E ™
o

L’étape suivante est d’indexer ce développement selon les classes dans
T(My), M € L(Mo).

5.2. Compression des coefficients géométriques

Désormais, on écrit ¥ au lieu de g pour désigner un élément ou une
classe de conjugaison dans Gg, afin d’alléger les notations. Rappelons que
dans § 2.3, on a identifié T'(G%) & une base de D(Gs, Ag.o0). Autrement
dit, on choisit une image réciproque dans F(Gg) pour chaque élément de
['(GY). La notation 4 n’est plus utilisée.

Soit 4 € F(@é) Vu la convention ci-dessus et le Lemme 5.1, on peut
définir les coefficients elliptiques

“ Ly y» et a%(5,¢9)
(5:5) ady(3) == — _ dGE .
€€MUm ’YE(G(F))g:gon #{77 ( S) v T]}

e

Ce coefficient ne dépend que de 7. Il est défini de sorte que les assertions
suivantes soient satisfaites.
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LEMME 5.4. — On a la caractérisation suivante de aG,(-).
agl(gﬁ/) = 5‘151(’?); EE€E MM, V€ F(Mg') )
ST aSF3)aF 1 = Lan(fy), [ € Hadm-(Gs, Ac.s).

FET(M})
On définit Feu(él, S) comme 'ensemble de 5 € F(ég) tel qu’il existe
5 € G(F) satisfaisant & :

— la partie semi-simple de 4 est F-elliptique dans G ;
— 4 est un représentant admissible d’une classe dans (G(F ))g’gon;

— il existe € € p,, tel que § ~ 7. )
On peut vérifier que Ty (G1, S) est un sous-ensemble discret de Iespace
topologique I‘(C:%) Le coefficient elliptique agl(-) est & support dans 'y
(G1,S).

On en déduira les autres coefficients du coté spectral et leurs domaines.
Pour ce faire, il convient d’introduire une notion d’induction pour les classes

de conjugaison.

DEFINITION 5.5. — Soit M € L(My), on définit une application
I'(M3§) — D(Gs, Ag,)
¥
de la maniére suivante. Rappelons que l’orbite de & est supposée munie
d’une mesure invariante. Soit 4 = ¢, une décomposition de Jordan munie

de mesures invariantes. On a le caractére continu [-,0] de G,(Fs). On
définit ensuite

59 .= 5,
ot 4 +— % est Iinduction de Spaltenstein-Lusztig envoyant un élément
de Funip(Ma (FS))['*"] sur une combinaison linéaire d’éléments de FUIij(GU
(Fs))l : voir [23, Lemme 5.3.4]. L’expression ¢u® définit alors un élé-
ment de D(G's, Ag.o0) via la décomposition de Jordan munie de mesures
invariantes.

Soient ji € T'(M}) et 4 € T(GY). On pose
(5.6) (i€ : 7) := le coefficient de 5 dans .
On définit maintenant
(5.7) T(G,8) = {5 € T(GY) : IM € L(My), fi € T (1T, 5)
tels que (2 : 7) # 0}.

C’est toujours un sous-ensemble discret dans T'(G).
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Pour définir les coefficients généraux, on change 1égérement les notations :
on considere deux ensembles finis S, V' des places de F tels que

SOV D Viam.

Dans ce qui suit, V sera fixé et on variera S.

DEFINITION 5.6. — Soit 4 € T(G4,). On prend S tel que {7} x KV est
un ensemble S-admissible dans G(A). On pose

Gy W] Gy N G
a“(y) = Y, Wl > S (B9 A)ali(i x k) (k),

MeL(Mo) k€KY (N ,S) p€ley(M1,V)

ot :

— K(MY) est 'ensemble des classes de conjugaison dans MY qui ren-
contrent M é/ N f{g, de telles classes sont munies de mesures inva-
riantes selon nos conventions dans § 2.3;

— pour tout k € IC(]\;[;{), on définit I'intégrale orbitale pondérée anti-
spécifique non ramifiée

(k) i= Ty (K, frey)
comme dans [23, Définition 6.3.3], ou [y est I'unité de I'algébre de
Hecke sphérique anti-spécifique ’H—(GZ//Kg) ;
— KY,(M,S) est le sous-ensemble de IC(MY) formé des éléments k tels
qu’il existe ji € T'(My,) vérifiant

X ke FCH(MI,S) 3
dans ce cas-la, on a également [i € Feu(Ml, V).

On voit que cette somme est finie pour tout 4. Ceci résulte, pour I'essen-
tiel, du fait que a*{(-) : T(M%) — C est & support dans le sous-ensemble

discret T'oy (M1, S). cf. [10, p.195).

Remarque 5.7. — 11 en résulte immédiatement que a%(-) est & support
dans T'(G", V). D’ailleurs, il résultera de la Proposition 5.10 que a® (%) ne

dépend pas du choix de S, ce qui justifie la notation.

THEOREME 5.8. — Soient V D Viam un ensemble fini de places de F et
'€ H--(Gy,Ag ). On pose f1 = flfpv € H--(G, Ag.) et J(f1) =
J(f1). Alors on a

Wy |
J(fH) =
2 el

LeL(Mo)

S dEG)IE Y.

yer(LL,v)
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Démonstration. — Prenons S D V suffisamment grand de sorte que
fi= flng appartient & Hadm,-- (Gs, Ac,00), ce qui est toujours possible.
Comme dans le Lemme 5.4, il résulte du Théoreme 5.3 que

. wM 7~ -
CEEND DR LU D DI (VM
MeL(Mo) 0 Fs€Ten(M1,S)
d’apres (5.5).
On écrit 75 = ji X 7% ou fi € F(MV). Alors
Ta(s.f) = > dSi(L, L) (B, (FDg,) 5 (3 (Fry)g)

L,LieL(M)

= Y [ X @ nIE @ (e TEEY, Frer)o)
LeL(M)\L,eL(M)

Z JL 7f (’YS?fKVﬂL)

LeL(M)
ol on a utilisé les formules de descente [23, Proposition 6.4.3 et 6.4.2], y
compris une application (L, L1) — (Q € P(L),Q1 € P(L1)) dépendant de
choix auxiliaires que nous ne précisons pas, ainsi qu’un calcul simple qui
montre que la descente parabolique (foS/)Q est égale a fK‘s/mE~ Voir [23,

§ 6.4] pour la définition de descente parabolique f* (fl)Q1 et fry =
(fxy)o
L’intégrale orbitale pondérée anti-spécifique J (75, vanL) est nulle

sauf si 4 = k € K(MY); dans ce cas-la c'est égal & ri 5 (k). Donc J(fY
s’écrit comme

Z Z ||WO |Z ell (k)JE(ﬂval)

LeL(Mo) MeLL(Mo)

ot (p, k) parcourt T'e (M, V) x KY, (M, S). En décomposant ji” selon {¥ €
(LY, V)} (rappelons (5.6)) et en regroupant cette somme, on arrive a

Z'EVVOqZ 2 '|W°LZ S < Ry (k) | T 1),

5 \MeLL (M) Wo'l 5 ]

En se rappelant la définition d’admissibilité, on voit que les 4 pour les-
quels il existe fi € Ton(M*, V) avec (% : 7) # 0 satisfont & la condition
de la Définition 5.6, donc a” (%) est défini et égal & l'expression dans la
parenthese. Cela permet de conclure. (|

TOME 64 (2014), FASCICULE 6



2428 Wen-Wei LI

Remarque 5.9. — La possibilité V' = S n’est pas exclue. Dans ce cas-la,
on pose K(MY) = K¥,(M,S) = {x}, ix k= jiet r§(x) = 1si G = M,
sinon 7§, (%) = 0. Les arguments ci-dessus demeurent valables avec cette
convention.

PROPOSITION 5.10. — Les coefficients a®(%) sont indépendants du choix
de S.

Démonstration. — Observons tout d’abord que

Jé(gﬁ/,f):g*ljé(ﬁ/’f), €€ MUm
pour toute f anti-spécifique, tandis que les coefficients ont 1’équivariance
opposée ) )
a®(e7) = €a®(7), €€ pm

d’apres le Lemme 5.4 et la Définition 5.6. L’invariance des distributions
Ja (7, ) et lesdites propriétés d’équivariance permettent de montrer que
lorsque G/Z¢ est anisotrope, les a®(-) sont déterminés par la distribution
spécifique f1 — J(f1), qui est bien stir indépendante de S.

On raisonne par récurrence et on suppose que ai(-) est indépendant de
S, pour tout L € L(My), L # G (on vient d’établir le cas L = Mp).
Les distributions J; (7, ) sont indépendantes de S. Vu le Théoréme 5.8, la
distribution

PILECEACH

Vest aussi. Or J5(7, ) n’est que l'intégrale orbitale invariante anti-spécifi-
que. On raisonne comme dans le cas G/Zg anisotrope pour montrer que
“

a% (%) est déterminé par J, d’ott I'indépendance cherchée. O

5.3. Le développement spectral fin

Tout d’abord, on rappelle le développement spectral fin obtenu dans [22].
Soit f! € H--(G, Ag,00). On décompose

I =3 ()

>0

Ji(f1) = Z Jx(fl) (somme finie).
xX€X
ITm (v ) [|=t

Ici X = X% est I'ensemble des données cuspidales automorphes et v, est
essentiellement le caractére infinitésimal associé & x. On renvoie & [23, § 6]
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et [22] pour les définitions précises. Le parametre ¢ est introduit pour des
raisons de convergence absolue; on le discutera dans la Remarque 5.13.

Etant donné t, on définit des ensembles de représentations unitaires spé-
cifiques de G :

Hdisc,t,—(él) = Hdisc,t(él) NIl (él)7
Ht’f(él) = Ht(él) N Hf(él) N

ot Tgise +(G1) et T;(G') sont définis dans [22, § 7]. On a Ty, (G') C
IL — (G'). Comme dans § 2.3, on préfere regarder les représentations de G*
comme des représentations de G telles que Ag oo opére trivialement.

Soit P = MU € F(My). On note L3 .(Anr,0o M (F)\M) la partie discréte
de la représentation Rys de M sur L?( Ay oo M(F)\M). Plus généralement,
on consideére aussi sa variante tordue par A € aj; ¢.

(5.8) L2 (Anf o M(F)\M) @ e ()

disc
Soit A € i(a$;)*. On désigne par Tp gise.+(A) la représentation intersection
de la t-part de L?(Ag 0oG(F)\G) et Vinduite parabolique normalisée de
(5.8). Dans [22, § 7], on a défini les coefficients discrets

acci;’isc(;r)a 7€ HdiSC7t7—(é1)'

Il sera commode de poser

(5.9) a§ () = G (#), 7 € Maiger—(GY), € ial.

isc

Les coefficients discrets sont caractérisés par 1’égalité

(5.10)
S WL S deti—s1aG)l (M p(5,0) e 0. 77)
\WG| e slayr r{Mp|p(S, P disc,t\>
MeL(My) ' 0 ! seWG (M) eq
= > af @i
’ﬁ'endisc,t,—(él)
ou :

— P € P(M) est arbitraire;
— Mpp(s,0) est 'un des opérateurs d’entrelacement fournis par la théo-
rie des série d’Eisenstein [22, § 5].
C’est une somme finie si Pon fixe un ensemble fini T’ des K-types et f e
H--(GY)r.
Fixons P = MU. Les opérateurs suivants forment 'ingrédient crucial du
développement spectral fin

(5.11) Jo(P, A A) = Mg ip(A\) " Mgip(A+A), Q€ P(M),
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ot A\, A € ia}, et Mg p est encore I'un des opérateurs d’entrelacement four-
nis par la théorie des série d’Eisenstein (dans [22], on les note Mg (P, \, A)).
Ils forment une (G, M )-famille & valeurs dans les opérateurs d’auto-entrela-
cement de I'induite parabolique normalisée de (5.8).

Soit 7 € Ilgisc,t,— (M?), identifiée & une représentation de M comme
précédemment, on note

(5.12) Jo(P, 7, A) := Jo(P, A\, A) restreinte & Zp(fry).

D’apres la théorie de (G, M)-familles, on en déduit opérateur d’entrelace-
ment Jy (7x, P).

DEFINITION 5.11. — Soient P = MU, #, A comme ci-dessus. On sup-
pose de plus que \ € i(a§;)*. Pour f! € H--(G, Ag,~), on pose

IP(%Aa.fl) = /C;‘/A fol(i‘)zp<%k7j)di‘7

Jyg(ea, £1) 1=t (T (o P)Zp (0, 1))

qui sont bien définis. En fait, la trace se calcule sur un espace vectoriel de
dimension finie et Jy; (7x, f1) est indépendant du choix de P € P(M) : il
suffit de reprendre la preuve du cas local [21, Lemme 5.7.1] et utiliser ’équa-
tion fonctionnelle pour les opérateurs d’entrelacement globaux Mg p(-).

Le développement spectral fin s’énonce comme suit.
THEOREME 5.12. — Soient t > 0, f! € H--(G, Ag,00). Alors

R L
Jt(fl) = Z |II:IV/§G| Z / adlSC (oY JL(7T>\7f )d)‘

LeL(Mo) E€Maner. (1) 7OE

comme une intégrale absolument convergente.

Démonstration. — Le point de départ est [22, Théoréme 6.9] qui donne
: Wyl W' | -
- ¥ s RS ek
LeL(Mo) ' 0 U mect (M) VO seWL(M)reg

[ oot (PN 5,05 g, 0 F)5)

UeHunlt - (Ml

comme une intégrale absolument convergente, ou P € P(M) est quel-
conque. La représentation Ipdisc’t()\);, est la t-part de I'induite de la com-
posante G-isotypique de (5.8). L’expression tr(---) est indépendante de P
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d’apres [22, Corollaire 6.10]. L’opérateur Ji,(P,)) (avec A € i(a%)*) se
déduit de la (G, L)-famille

(5.13) VQ € P(L), Jo(P,\,A) := Jr(P,\A),
o R e P(M),R C Q est quelconque.

cf. [23, § 4.2].

On fixe M C L et un sous-groupe parabolique RY € PL(M). Rappelons
qu’avec ces choix, il y a une application P(L) — P(M) envoyant Q € P(L)
sur Punique élément R = Q(RY) € P(M) vérifiant R C Q et RN L = RE.
Plus explicitement, Q(R") est un produit semi-direct

Q(R") = R*Uq.

Dans ce qui suit, on fixe Qo € P(L) et on suppose que P = Qo(RF).
Soient s € WL (M)yeq, A € i(aF)*, considérons 'opérateur

(514) jL(PvA)MPIP(SaO)IP,t()‘vfl)'

En induisant par étapes, Mp|p(s,0)Zp ,(A, F1) s'identifie & Z5, (M1%L|RL
(s,0)) composé avec IQO,t()MJh)- D’autre part, pour calculer la trace de
(5.14), il suffit de regarder l'action de Jr(P, ) sur les espaces de la forme
Zs, (T) ou 7 € Hdiscyt,,(le), cf. la définition de Hdisc_,ty,(lil). Dans la des-
cription (5.13) de la (G, L)-famille {Jo(P,\,A) : Q € P(L)}, on peut
prendre R € P(M) de la forme R = Q(RL). Montrons le fait suivant (cf.
[5, pp. 520-521])

MR\P(/\ + A) = MQ(RL”QO(RL)(/\ + A) = MQlQo(/\ + A) sur I@o(ﬁ-)’

ou A € iaj.
En effet, la description de Q + Q(R’) montre que YqQ(rr) est 'union
disjointe de E]L%L et Xg ; idem pour Qo(RL). Donc

Eqo(rr) N (=Zg(rr)) = ¥, N (=Xq)-
Soit p € aj ¢ tel que
(Re(u),a”) >0, ae€ 253 N (—Ez‘jd).

Notons U le produit direct des sous-groupes radiciels {U, : o € Xg, N
(=Xq)}. D’apres I'identification explicite de I'induction par étapes, Mg p (1)
restreint a Z (7) est égal a I'opérateur

d(Z) — / P(uz)elHao (o) =Ha (@) gy,
Un)
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Or, cela s’identifie & Mg, (). L'identification en y = A4 A en résulte par
prolongement méromorphe.

Maintenant, en réfléchissant sur (5.10), on voit que la somme correspon-
dant & L dans J,(f') vaut

Z /( adlsc Tr)\)JL(ﬂ-/\y fl) d)‘v

€l disc,t, — Ll

ce qui achéve la démonstration. O

Remarque 5.13. — Le Théoréme 5.12 donne une expression pour J(f1)
= D >0 Jo(f1) comme une intégrale itérée. Cest déja observé dans [22]
que, vu les arguments de [16], cette intégrale est probablement absolument
convergente, donc les indices ¢ sont probablement évitables. Cependant
nous ne poursuivons pas cette question dans cet article.

Vu cette simplification potentielle, on ne parlera pas de la majoration de
convergence par multiplicateurs d’Arthur [10, pp. 199-200] et [5, § 6]. Le
lecteur peut reproduire ces majorations en reprenant ses arguments.

5.4. Parameétres spectraux non ramifiés

On fixe t > 0, un ensemble fini de places V' DO Viam, de F' et on définit
C_(GV):={ceT_(G"): ¢ est non ramifiée },
Maises (G, V) = {7 € T_(G},) : I € Maises, (G1) tel que 7ty = 7},
Catise,—(G) = {c € C_(GY) : 3 € Maige,r,— (G"), A € gy
tels que (7x)" = c}.

On prendra garde que les définitions de Tlgises,— (G*, V) et Clise, _(G) ne

sont pas symétriques : C_(GY) et Clise.— (G) admettent une iaf-action ¢
c, mais Hdisc7t,_(é1, V) ne 'admet pas. De telles définitions s’appliquent
également aux sous-groupes de Lévi de G.

Soient M € L(My), ¢ € C_(MY) et X\ € ajyrc- On peut définir ¢y €
C_(M"). Rappelons que dans [21, § 3.4], on a construit les facteurs norma-

lisants faibles non ramifiés en une place v ¢ V
TQ|p(CU )\), P,QGP(M)

LEMME 5.14. — Soitc € CY. (M) Pour tous P,Q € P(M), le produit
infini

disc,—

TQ\P C/\ HTP|Q Cu/\
vgV
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est absolument convergent si (Re()\),a") > 0 pour tout a € ¥54 et définit
une fonction méromorphe en A. De plus, rgp(cx) ne dépend que de la
projection de A sur (aﬁﬂc)*.

Démonstration. — C’est loisible de supposer qu’il existe ¢ € Igisc,t,— (M )
ayant la décomposition 6 = 0 ® ¢. On a démontré une assertion similaire
dans [22, Lemme 6.1] pour le facteur

(5.15) rqQ|p(0)) = H rQIp(ow) - Tqp(cr)
veV

en choisissant des facteurs normalisants rqp(cy,x) pour v € V. Fixons v €
V. Selon [21, Définition 3.1.1], la fonction A +— rg p(0y,) est méromorphe
et ag g-invariante. Les propriétés (R4) et (R6) dans op. cit. entrainent
quelle est inversible pourvu que (Re(\),aV) > 0 pour tout a € Y59,
L’assertion en résulte. g

Remarque 5.15. — Pour les groupes réductifs, les facteurs rqg|p(c) s’ex-
priment en termes des fonctions L partielles. On s’attend au méme phéno-
mene pour certains revétements. Malgré I'importance de cette interpréta-
tion en pratique, on n’en a pas besoin dans cet article : il suffit d’extraire
ses propriétés analytiques a ’aide des opérateurs d’entrelacement globaux.

Pour c € CXiSC,_(]\;[), on introduit la (G, M)-famille

-1 .
(5.16)  ro(Ae) i=ro(0) o (c,) . Qe P(M),A € idt,.
La théorie des (G, M)-familles fournit alors la fonction méromorphe en
A€ a*M}C
G
ryr(en).

Afin de passer au cas adélique, considérons la situation suivante. On
suppose que ¢ = ¢ ® ¢ pour un certain & € Hdisc,t7_(M1) et 0 = oy. En
utilisant les facteurs normalisants adéliques (5.15), on définit les avatars
ro(A,on) et ro(A,Gy) de rg(A, cy), qui vérifient

(5.17) TQ(A,&,\) = TQ(A,U)\)TQ(A,CA).

On définit ainsi r§;(62) et 7§ (on).
Fixons P € P(M). Dans [22] on considére une autre (G, M)-famille

TQ(A,&,\,P) = TQ|P(&,\)_1TQ|P<(§')\+A), QEP(M)
On introduit la (G, M)-famille vg (A, 65, P) de sorte que
(5.18) TQ(A,&)\)ZVQ(A,(DT)\,P)TQ(A,&)\,P).
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Soient L € L(M), Qr, € P(L). Toutes les (G, M)-familles en vue sont des
familles radicielles considérées dans [2, § 7]. En particulier, [2, Corollary 7.4]
affirme que VAQ[ (--+), etc. , ne dépendent pas du choix de Q. On les notera
vE(--+), etc. On a

Z/M(O')\, = hm Z o(A, 6y, )HQQL(A)_l
QGP M)
QCQL

A priori, c’est défini pour A en position générale.
LEMME 5.16. — Avec les conventions précédentes, on a
vy (2. P) = {1’ e
0, siL#M,
pour tout L € L(M).
Démonstration. — On définit la (G, M)-famille

(519)  wq(h,6x, P) = pgip(x) ngie (9rsy ), Q€ P(M)
(5.20) noip(@) = (rqip(@x)rpig(6x)

Comme pour vg(A, 6z, P), on en déduit uk (5, P) pour A en position
générale. Montrons que

(5.21) v (63, P) = why (62, P).

On adapte les arguments pour [9, Lemma 2.1] au cadre adélique. On pose
. o - . -1 . . 2
a5, P) = (rgue(n) raip(@ren))  (rare(@xrae (534 ))

—2

Po(A.ox P) = 10i0(63) "rgiq (9249 ) rair(@3)rair (53ry) -

On vérifie que vg(A, o, P) = cq(A, 6, P)Ug(A, 6y, P). La formule de des-
cente [23, Corollaire 4.2.5] dit que
V]]%/[(&)\,P): Z Clﬁ(oo')\,P)ijl((ef)\?P).
Li€LL(M)

En appliquant [2, Corollary 7.4] ala (G, M)-famille radicielle cg (A,6x,P),
on voit que cﬁ/} (65, P) est un polynéme homogene de degré dim aILV} en les
dérivées c,(0), ot on pose

dy : C — C telle que do ((A, ")) = 14(64),

t

ca(t) = (da(0)tda ()™ (da(O)da <2>)2, ae oyt Nyl
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Ici 7o (6x) = [[, 7a(6v,x) provient des facteurs normalisants locaux r, sa-
tisfaisant & rg|p(---) = Haezgdngd T ().

On vérifie aisément que c/,(0) = 0 pour tout « (le role du facteur 1 y est
assez visible). Donc v, (6, P) = vk (6, P).

Rappelons que 7g5 = rq|pTpjg €t rp|p = rp|@Tgp- Ces identités per-
mettent d’écrire vg (A, 65, P) comme le produit de

rp1p(62) " Tpp @Hg) et pug(A,6x, P).

Le premier terme est indépendant de @ et tend vers 1 quand A — 0. 11
en résulte que v, (G, P) = pk (62, P), ce qui démontre (5.21).

Enfin, montrons que (5.21) entraine lassertion du Lemme. Pour cela,
nous avons besoin des résultats de [22, § 6]. C’est loisible de supposer que
A est en position générale. Notons Rp|q(---) 'opérateur d’entrelacement
normalisé global et multiplions les deux cotés de (5.20) par (Rq|p(dx)Rpjo
(6x))~", qui vaut l'identité. Le coté a droite devient (Mgp(6x)Mp|g(6x) ™1,
ce qui vaut aussi I'identité d’apres ’équation fonctionnelle des opérateurs
d’entrelacement globaux. Il en résulte que pug|p(Gx) = 1 pour tout A, ce

qui permet de conclure. O

LEMME 5.17 (cf. [10, Lemma 3.2]). — Pour M, ¢ comme ci-dessus, A —

7§ (cy) est analytique sur ia}, et vérifie

AN tel que / r$exn) (1 + AN dX < +oo,

i(a§)*
ot || - || est une norme euclidienne sur i(a$;)*.
Démonstration. — On suppose toujours que 6 = ¢ ® ¢ pour un certain

& € Mgige.sr,— (M1). Vu les identités (5.17), (5.18) et la formule de descente,
le Lemme 5.16 donne

> (L, La)rit (ox)riE (ex) = ri(82) = (6, P).
Lq,Loel(M)

Le seul terme & gauche avec Ly = G est r{;(cy). On a démontré dans
[22, Théoréme 6.3] que 7§, (6, P) vérifie les propriétés du Lemme. Par
récurrence, il en résulte que TJC\'}(CA) est analytique en A € iaj,. Il reste a
établir la majoration.

Prenons N = Ny 4+ Ns. A laide de I’isomorphisme

tay, ~ tay, 14y

el
— —=, sidy(L1,Ls) #0,
iag,  dap o daj,
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I'intégrale dans ’assertion est majorée par la somme de

oo 7o P I
(ay, )™

et

> d§(Late) [ ) PRI D

L1i,Ls i(ay,

/( IR+ 1D ax

L2
i(ay;

ot Ly, Ly € L(M) sont tels que Ly # G, af; = a Pe) aM, puisque sinon

d$; (L1, L) = 0.

On vient de remarquer que I'intégrale contenant 7§, (65, P) est finie. Les
intégrales contenant 712 (cy) sont aussi finies par récurrence. Donnons une

esquisse pour la majoration de rfj (oa). cf. [9, p.10]. On raisonne en plu-

sieurs étapes :

1. Rappelons que TJLV} (o)) se déduit de la (G, M)-famille

ro(A,on) = TQ|Q(O')\)_1’I“Q‘Q (UM_%) = H To(02) g (0’>\+%)

aEESd

ot Q € P(M), A € i(af;)*. C'est une (G, M)-famille radicielle sca-
laire considérée dans [2, § 7]. On renvoie a [21, § 3] pour les définitions
précises des termes ci-dessus.

. La formule [2, Corollary 7.4] donne

i (o)) Zmes MTEY) H ra(en) " trg(oy)
BEF

ot F' parcourt les sous-ensembles de X5, I'ensemble de racines ré-
duites restreintes a apy, tels que Fy, := {B), : B € F'} est une base
de a]LV}. Expliquons les notations :
— Y, signifie la projection de 8 sur ayy,
— ZFy, signifie le réseau engendré par Fy,
— pour o et A fixés, rg (0/\+%) ne dépend que de (A, 3Y); on la

regarde donc comme une fonction en iR puisque A est supposé

imaginaire, ce qui permet de parler de la dérivée r3.

. Comme dans [2, pp. 1329-1330], ladite formule nous raméne au cas
ou M est un Lévi propre maximal dans L;. Notons +a les éléments
dans X5, 1l y a exactement deux possibilités pour F : F' = {a} ou
F = {—a}. On regarde ry, comme des fonctions en A € iR. Alors
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T_o(A) = ro(N) pour tout A € iR d’apres [21, Définition 3.3.1 (R2)].
Il reste donc & majorer Re(rq(A) 174 (N)).

4. Comme TILV} (0y,2) est analytique pour A imaginaire en chaque v € V
(c’est [9, Corollary 2.4]), on sait que i} (5,.) est bornée pour v
non-archimédienne. On se rameéne ainsi au cas V = V..

5. D’apres la construction des facteurs normalisants archimédiens [21,
§ 3.2], on sait que r,(A) est un produit des fonctions de la forme
I'(aX + B)*! & une constante multiplicative pres, o a € R, 8 € C.
On se rameéne ainsi a la majoration de la dérivée logarithmique de la
fonction I' dans un domaine de la forme

A= A(a1,a2,0):={z=0c+it €C:a; <o <ay, |t| > b},
ai, as € [R, bE [R>0.

6. Prenons un autre domaine AT = A(a},a5,b") D A avec af < aq,
ag < ah et 0 < b’ < b. Posons

syttt (- ). et

C’est une fonction holomorphe sur A7 ; il y a un choix de log sur A,
mais peu importe.

La formule de Stirling fournit une constante C telle que |6(z)| < C
pour z € AT. D’aprés la formule intégrale de Cauchy, on en déduit
une nouvelle constante C” telle que |§'(z)| < C’ pour z € A. Puisque
la dérivée de (z — %) log z — z est évidemment a croissance modérée
en la partie imaginaire de z € A, on en déduit la méme propriété
pour la dérivée logarithmique de I'. La majoration cherchée pour
A= Re(ra (M) 710 (N) (A € iR) en résulte.

O

5.5. Compression des coefficients spectraux

Soient t > 0, V' D Viam comme précédemment. Soit M € L(Mj). Rappe-
lons que les éléments de I1_ (M) sont regardés comme des représentations
de My sur lesquelles A o opére trivialement. On pose

NGes (M, V) = {ox : 0 € Waiac,r,- (M*, V), A € i(a$))*} C Manie,— (My).

Etant donnés P € P(M) et o € Hdéi;vty_(M,V), I'induite parabolique
normalisée
0% =T 5(0)

TOME 64 (2014), FASCICULE 6



2438 Wen-Wei LI

est une représentation unitaire de longueur finie de Gy sur laquelle A oo
opere trivialement. Pour m € II_(GY,), on pose

(0% : 1) := la multiplicité de 7 dans 0.
On définit
(5.22)
- . 1 -
(G, V) == {7 € Munit,—(Gy) : IM € L(My),0 € UG, (M, V)
tels que (o : ) # 0}.
Adoptons la convention suivante : une fonction h : I, _(G', V) — C
se prolonge par zéro a Iy, — (Gy ), puis par linéarité aux représentations
unitaires spécifiques de longueur finie de Gy .
DEFINITION 5.18. — On définit une mesure sur Il; _ (G, V), notée abu-
sivement par m + a%(m)dn (a expliquer dans la remarque suivante), telle
que

(5.23) / - V)h(ﬁ)aé(ﬂ)dﬂ:

W G L
Z €] a’d]SC o\ ® C)\)TM (Ck)h(g)\ ) dA,
Wyl i

MeL(Mo) | aendm vy s
Cecdw‘ t, 7(M

si h:1;_(G', V) — C induit une fonction

o |_| Hum’t,—(MV) —C
MeL(Moy)
par h'(c) = h(c%), qui vérifie :
— pour tout M, il existe un ensemble fini I de K N Mv—types tel que
W' (o) = 0 si o ne contient pas de K N My -types dans T';
— pour tout M, la fonction A — h'(o)) est a décroissance rapide sur
i(a§))*.
Pour de telles fonctions h, la convergence de l'intégrale ci-dessus en
(0,¢, ) résulte du Lemme 5.17 et de [22, Proposition 7.4].

Remarque 5.19. — Cette notation suggere que ’on puisse bien définir le
symbole 7 — a%(7) (le “coefficient spectral”) comme une certaine dérivée
de Radon-Nikodym de notre mesure. C’est ce qu’Arthur fait dans [10, § 3],
pour l'essentiel. Nous n’abordons pas ce point de vue. Cette notation est
adoptée seulement en raison de Compatlblhte Pour la méme raison, on
écrira aussi [ a%(m)h(m) dr au lieu de [ h(m)a® () dr.
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PROPOSITION 5.20. — Soit f' € H--(Gv, A 0), on pose fli=f! frv €
H--(G, Ag ). Pour tous M € L(My), X € i(a$,)* et

b=0®c, 0€gises (M V),cc cj{iscﬁ(M),

on a
TG = > rie)Jilox, ),
LeL(M)

ouJ L(Uf, -) est le caractére pondéré défini par rapport a la donnée centrale
(AGpo, Clg) de Gv.

Démonstration. — Reproduisons les arguments dans [10, pp. 207-208].
Bien évidemment, il faut comparer les (G, M)-familles définissant les carac-
téres pondérés locaux et globaux. Fixons P € P(M). Au vu de la définition
de f L il suffit de regarder leurs actions sur I’espace

Is(on) ® ® (le vecteur sphérique en v).
vV
On définit une (G.M)-famille

ro(A,ex, P) i=rgp(cx) 'roip(cata),  Q € P(M), A € i(af))*.

D’apres la construction des facteurs normalisants non ramifiés, I'opéra-
teur Jo (A, 65, P) défini dans (5.12) agit sur le produit tensoriel des vecteurs
sphériques en v ¢ V par le scalaire rg(A, cx, P). Il en résulte que

Jo(A,6x, P) = (A, e, P)ug(A, o, P) "' Mg (A, 0x, P),

soit encore
(ro(A, ex, P)ug(A, ey, )) Mg(A, oy, P)

d’aprés ’équation fonctionnelle des opérateurs d’entrelacement globaux, ou
QA en, P) = [T naiplcon) g (e, pnia)-

vV
On a déja observé la convergence absolue de ce produit infini dans (5.19).
Notons

pQ(As e, P) == rq(A, ex, P)ug(A, ex, P),

qui est encore une (G, M)-famille. Ici encore, les (G, M)-familles scalaires
en vue sont toutes radicielles au sens de [2, § 7]. Soit L € L(M), on choisit
Qr € P(L) pour définir les (L, M)-familles rgL(- -+), etc. D’apres [2, Co-
rollary 7.4], T]C\Q/[L (--+) ne dépend pas du choix de Qr,, donc c’est loisible de
les noter ri;(---), ete.
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Appliquons maintenant la formule de descente [23, Lemme 4.2.7] & la
(L, M)-famille déduite de pg, ce qui donne

pir(ex, P)= Y dip(Ly, Lo)rif (ex, Pk (ea, P).
Lqi,LoelE (M)
D’autre part, comme dans la démonstration du Lemme 5.16 on définit
une (G.M)-famille radicielle vg(A, ¢y, P) vérifiant
ro(A,ex) =vg(A, e, )TQ(A ex, P).
Alors la formule de descente donne

7nIZ\I/I(CA) - Z d&(‘[’lalﬂ)r{\}1 (Ckvp)VJLVIz(CMP)'
Lq,LoelE (M)

Une variante du Lemme 5.16 dit que VJLMZ (cx, P) =1 si Ly = M, sinon il
vaut zéro. D’ou p¥;(cy, P) = rk.(cy). En effet, la démonstration s’y adapte
sans modifications. Appliquons la version [23, Corollaire 4.2.5] de la formule
de descente au produit des (G, M)-familles pg (A, cx, P)Mg(A, oy, P), alors
des arguments standards (cf. la preuve de [1, (7.8)]) entrainent

J]\Z(&)\’fol) = Z pg‘/I(C)\,p)JE(O'f,fl)

LeL(M)
= > rie) i, ).
LEL(M)
Cela permet de conclure. O

THEOREME 5.21. — Soit t > 0. Pour tout f' € H——(GV,AQO@), on a

L .
=y ol o (m) 5,0, 1) d

LeL(Mo) |WOG| ., (L1,V)

ou J;(m,0,-) est le coefficient de Fourier en X = 0 du caractére pondéré
de 7 défini par rapport a la donnée centrale (Ag o0, 0c) de Gy .

Démonstration. — Notons tout d’abord que l'application h : 7 — Jj
(7,0, f1) vérifie les conditions de la Définition 5.18 avec L au lieu de G. La
condition concernant le support de h est évidente. Quant a la décroissance
rapide de A — JE(Jf,O,fl), c’est contenu dans le sens facile du Théo-
réme 4.13 (voir aussi la Définition 3.8 de 'espace de Paley-Wiener), ce qui
ne dépend pas de I’'Hypothese 3.12. Ceci justifie I'intégrale dans ’assertion.

Rappelons le Théoréme 5.12 qui fournit le développement pour Jy(f!)

Z ‘Wé\;| / adlSC 0)\ J]\?[(&)\afcl)d)‘
Wyl (

MeL(My) & €Ilajsc, ¢, —(Ml a5
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ou f! := ffrxv. A cause de la présence de fxv, on peut se limiter aux
représentations ¢ de la forme

c=0®c, OTE€E Hdisc,tv_(Ml,V),CE C(‘{iscy_(]\;[).
Appliquons la Proposition 5.20 aux Jy; (04, fl) On obtient donc
3 Wyl $ W |
W] ligd

LeL(Mo) MeLl(Mo)

Z Z adlbc O ®CA)TM(CA)JL(U)\,f1)d)\.

o€Maise r,— (M, V) ceCY_ (M) i(af;

disc, —

La somme portant sur c est finie pour o fixé. On observe que af\fifsc(@\ ®cy)
et v (cy) sont invariants par la translation A — A+ A ou A € i(af)*,
cf. (5.9). L’intégrale sur i(a§;)* se décompose en celle sur (A, A) € i(ak,)*®

i(af)*. On arrive a

Wi Wi
2 Wl 2 Wy 2

LeL(Mo) MeLt(Mo) ' 0 geMgie.r,_ (F11,V)

/ S (o @arkc) / Ti (b AN
A€i(al))

cECY., (D) Aei(ap)"
L’intégrale en A donne J; (m,0, f1). Pour conclure, il reste a rappeler la
Définition 5.18 de la mesure sur I1; (L', V). a

6. La formule des traces invariante

Dans cette section, on conserve les mémes conventions que dans § 5
sur G, K , My, K et les mesures. De tels choix permettent de bien dé-
finir la distribution dans la formule des traces grossiére pour G, notée
J ’H——(G,AGVOO) — C. On fixe un ensemble fini de places V' O Viam et
on suppose vérifiée I'Hypothese 3.12, ce qui permet d’utiliser les résultats
dans § 4.

Comme expliqué dans § 1, nous n’utilisons pas les données (7, ¢) de [10,
§ 1]. Une variante de la formule des traces a la [5] sera donnée dans § 6.2.
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6.1. Distributions invariantes globales

Rappelons que la distribution J admet une décomposition J = Zt>0 Jy
selon la norme de caractéres infinitésimaux des données automorphes cus-
pidales.

Rappelons aussi que 'espace H-- (G, Ac o) se plonge dans H--@G, Ac o)
par

fl= f= kv
ou frv est I'unité de 'algebre de Hecke sphérique anti-spécifique hors de
V. On en déduit une distribution J : ’HW(G'V,AG,OO) — C, donnée par
J(fY) = I ().

L’énoncé suivant donne la formule des traces invariante que ’on cherche.

THEOREME 6.1 (cf. [10, Proposition 2.2 et Proposition 3.3]). — Pour
tous L € L(My) et t > 0, il existe des distributions

IV 0F H-(Ly, Aps) = C
qui sont invariantes et supportées par I?—lﬁ(iv,ALm), telles que si I'on

note I := Ié, I; .= fté, alors

61)  I(fH=JH- D>

LelC(Mo)
L#G

W'l 12,101

L .
62 L= - Y EIHeLE).
LeLS(np) ' °
L£G

63)  I(fY=>_ LY,

>0

1y |W0M| Mi\T _ (s ¢1
(6.4) (= > > A @G,

W, =
MeLS (M) Wo'l FET(NI1,V)

M
65 L= Y Mol

G _
MeLE (Mo) |WO | I, _ (M, V)

(IM(W)IM(TF, 0, f)dr

pour tout f' € H--(Gv,Ag.co), oit I(3,-) et Iz(m,-) sont les distri-
butions invariantes introduites dans § 4 définies par rapport a la donnée
centrale (Ag ., 0q) de GV. Toutes les intégrales sont absolument conver-
gentes.

Les mémes identités sont satisfaites si I’'on remplace G par un élément
quelconque de L& (My).
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Evidemment, lesdites identités déterminent les distributions I et I, tE La
définition de ¢} se trouve dans § 4.6.

Démonstration. — Lorsque G est anisotrope modulo le centre, on prend
tout simplement I := J et I; := J;. Raisonnons par récurrence et regardons
les identités (6.1) et (6.2) comme les définitions de I et I;. Il faut vérifier que
les autres identités sont satisfaites et que I, I; sont invariantes et supportées
par ITH-- (év, A(;’OO).

D’apres I'hypothese de récurrence et le fait J = >, J;, (6.3) est satisfaite.

Montrons (6.4). On a

1y 70ly _ W'l 1210
=T = 3 e er)
LelL(My) ' 0
L#£G

M _
S I SR ICI PN

L
MeL(Mo) | 0 | Fel (ML, V)

L M Y i
- 3w X X oot

MeLL(My) |

LeL(Mo) FET(ML,V)
LAG
(W] 7= - e
= > ‘WOG| Yo dM@)|TuG - DD TEGF ()
MeL(Mo) 'O ser(art,v) Leé(gf)
0%
DI D SRR
MeL(Mo) ' 9 ser@in,v)

ot on a utilisé le Théoréme 5.8, I’équation (6.4) pour L et la Proposi-
tion 4.25. La convergence absolue provient du Théoreme 5.8.

On établit (6.5) de la méme facon, en utilisant le Théoréme 5.21 et
léquation (6.5) pour le cdté spectral.

Vu les développements (6.4) et (6.5), les distributions I, I; sont toutes
invariantes et supportées par IH.(Gv, Ag,00) car I (7,) et I (m,0,-) le
sont d’apres les résultats du § 4.5. Cela acheéve la démonstration. O

6.2. Identités supplémentaires

Dans cette sous-section, on donnera des variantes des développements
(6.4) et (6.5). Ils réconcilient des énoncés différents de la formule des traces
invariante.
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THEOREME 6.2. — Fixons (A,a) une donnée centrale de Gy . Soient
fA e H--(Gy,A) et fl e ’Hf—(G’V,AG,OO) la fonction déduite de f*4 par
la Proposition 3.4. On regarde I et I, comme des formes linéaires sur
H--(Gy, A) en posant I(f4) = I(fY), I.(f*) = L(f"), pour tout t > 0.
Alors on a

I(f4) =Y L(*,

t>0
A |W(fw| Mz 5 A
= Y e X W6 [ s
MeLé(Mo) 0 1 ser(art,v) 2€4G,00/A
A |W0M| M A
L(fY= Y. e a (7r)/ Iy (m, X, f4)dX dr,
mescny Wo'l Jm, i v) ac/a

ou les distributions locales Iy (---) sont définies par rapport a (4, a).
En pratique, on applique souvent au cas A = {1} pour se ramener aux
distributions locales définies sans référence a données centrales.

Démonstration. — On a toujours A C Ag,«. Il suffit donc d’utiliser le
Théoréme 6.1 et les propriétés données dans Hypotheéses 4.17 et 4.21 (qui
ne sont plus hypothétiques...) O

LEMME 6.3. — Soient f' € ’H—f(éwAG’oo) et ft e Hac,——(év) son
image sous l'inclusion naturelle. Alors on a

M -
M=y 'VVVV‘;G| S )G ),

MeL(Mo) FET(ML,V)

W]\/[ -
=y Ml [ iy (0,
veziuy ol Ju, vy

ot les distributions Iy (---) sont définies par rapport & la donnée centrale
triviale ({1},{0}), dont I'évaluation en fT est loisible car elles sont toutes
concentrées en 0.

Démonstration. — Comme dans le cas précédent, cela résulte aussi des
propriétés données dans Hypotheses 4.17 et 4.21. g

Avant d’entamer le résultat suivant, rappelons que Gy = G’%, X Ag oo-
Donc le produit tensoriel algébrique H--(Gi,) ® C>°(Ag, ) se plonge dans
H--(Gv).

THEOREME 6.4. — Soient f' € H--(Gv,Ag.) et f* € H--(G}) ®
CX(Ag.00) C H--(Gv) tels que

x| . el
f‘c;—f|G§,-
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Alors on a
*\ . 1\ |W(§w| M~ (= *
I(f)=1(fY=" Y W P OISR
MeL(Mo) ' 0 ser(irt,v)
*\ . 1\ |W0]V[| ]\7[ _ *
L(f*) =L = ), a () L (., 0, ).

MeL(Mo) |W()C;‘ Ht,f(Ml,V)

Démonstration. — On désigne par f1 € Hae--(Gy) Vimage de f' par
I'inclusion naturelle. On se raméne aisément au cas f* = (ff)? ot b €
C(ag), b(0) = 1. Puisque I;(7,-) (resp. I(m,0,-)) est concentrée en 0,

ona I (%, f*) = I (%, f1) (resp. I (m,0, f*) = I;(m,0, f7)). On conclut
par le Lemme précédent. O

Remarque 6.5. — On revient ainsi au point de vue adopté dans [5], pour

'essentiel, de travailler avec les fonctions f* qui se restreignent en f! sur
A1
Gy.

6.3. Formes simples de la formule des traces

Un élément semi-simple 6 € G(F) est dit F-elliptique si ag, = ag;
la méme définition s’adapte immédiatement au cas local, puis au cas des
revétements Gy (on passe a 'image par p).

DEFINITION 6.6. — Soient momentanément F un corps local et G —
G(F) un revétement local. Une fonction f € H--(G) est dite cuspidale si
trw(f) = 0 pour toute induite parabolique propre 7. C’est équivalent a la
propriété que I (7, f) = 0 pour tout 4 semi-simple régulier non-elliptique.

Revenons au cas global. Une fonction test décomposable f =[], ¢y fv €
H--(Gy) est dite cuspidale en une place v si f, lest.

THEOREME 6.7 (cf. [5, § 7]). — Soient f = [[,cy fo € H--(Gv), f —
fle fr= v € HA(G).
1. Si f est cuspidale en une place, alors
Ii(f) = > aGic(F) T (F, 1)
#€ldisc,t,— (G AG,00)
pour tout t > 0.

2. Si f est cuspidale en une place vy telle que tr my,, (f,,) = 0 pour toute
représentation m qui est un constituant de Zg(o), ou P = MU est un
sous-groupe parabolique propre de G et o € Ilyniy,— (M,, ), alors

IL(f) = tT(Rdisc,t,f(fOI))
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ol Rgisct,— est la t-part du spectre discret spécifique de G.

3. Si f est cuspidale en deux places, alors

()= > aC@I1sG, .

FED(GL,V)

4. Supposons que :

— fle Hadm,”(év,AG’oo), lespace défini par (5.2) ;

— [ est cuspidale en une place vy ;

— il existe une autre place vy € V telle que I5(%y,, fv,) = 0 sauf si
v, €st semi-simple F,,-elliptique (pas forcément régulier).

Alors

=y el Aex G R) / e 1e) da

i @EGE] Jowon

ell

ott G(F)be" signifie I'ensemble des éléments F-elliptiques semi-sim-
ples dans G(F) qui sont bons en tant qu’éléments de G.

Démonstration. — La preuve est trés similaire & celles dans [5, § 7).
Donnons-en une esquisse.

Montrons la premiere assertion. Nous allons simplifier le développement
spectral (6.5). Comme dans op.cit., la cuspidalité entraine que I;(m, X, f)
= 0 pour tout M # G et tout (m, X). Donc I;(m,0, f!) = 0 d’aprés I'une
des propriétés dans 'Hypothese 4.17. Seulement les termes avec M = G
survivent. Considérons ensuite des représentations de la forme m = pf, ou
p € Munie,— (LY, V) et A € i(a$)*, L € L£(My). Appliquons la cuspidalité
encore une fois pour obtenir I5(p§, f!) = 0 si L # G. L’égalité s’en suit
d’apres la Définition 5.18 et le fait que Jx (7 x ¢, fl) = I5(m, f') pour tout
ceC_(GV).

La deuxiéme assertion résulte rapidement de la premiere. En effet, re-
gardons (5.10). Dans le coté & gauche, la présence de f,, annule tous les
termes avec P # G. On retrouve donc la trace de Rgisc,t,—-

Montrons la troisiéme assertion. Comme dans [5, p.539], des formules
de descente permettent de montrer que I;;(27,f) =0si M # G et z €
AG.co- Dot Ij7(,f1) = 0 si M # G d’apres 1'une des propriétés dans
I’'Hypothese 4.21.

Pour établir la quatrieme assertion, on observe tout d’abord que f est
cuspidale en vy et va. On a donc I(f) = 325 a®( )1a(7, f'). La Remar-
que 5.9 dit qu’en prenant V =S, ce qui est loisible, on a aé(ﬁ) = agl('?).
Grace au Lemme 5.4, on retrouve la partie Io(f') définie dans (5.4) du
développement géométrique fin. La distribution I (1) est facile & décrire :

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



LA FORMULE DES TRACES IV 2447

d’une part, les coefficients aG(V, %) se calculent & 1’aide de la Définition 5.2
et du fait que 4, est F,,-elliptique et semi-simple ; d’autre part, la (G, V)-
équivalence se réduit & G(F)-conjugaison pour les éléments semi-simples.
Enfin, la condition d’admissibilité sur le support de f! entraine que si
v € (G(F))5P°" (confondu avec un représentant admissible), y ~» 7 par

[eR%
(5.1), alors
Ja(, fH) = / fY(z7tyz)dz, si~y est bon dans G .
Gy (M\G(2)
On arrive ainsi a ’égalité cherchée. O
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