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QUELQUES RESULTATS EFFECTIFS CONCERNANT
LES INVARIANTS DE TSFASMAN-VLADUT

par Philippe LEBACQUE

RESUME. — On considére dans cet article les propriétés asymptotiques de corps
globaux a travers ’étude de leurs invariants de Tsfasman-V1adut, nombres qui dé-
crivent en particulier la décomposition des places dans les tours de corps globaux.
On utilise des résultats récents d’Alexander Schmidt et une version faible mais
effective du théoréme de Grunwald-Wang pour construire des corps globaux in-
finis ayant un ensemble fini donné d’invariants non nuls et un ensemble prescrit
d’invariants nuls, tout en estimant leur défaut.

ABSTRACT. — We consider in this article properties of infinite algebraic exten-
sions of global fields through their Tsfasman-Vladuts invariants, which describe in
particular the decomposition of primes in global field towers. We use recent results
of A. Schmidt and a weak effective version of the Grunwald-Wang theorem to
construct infinite global fields having at the same time a given finite set of positive
invariants, a prescribed set of invariants being zero, and a controlled deficiency.

Dans les années 1980, Thara (voir [6]) a initié la théorie asymptotique
des corps de nombres, en s’interrogeant sur le nombre de places pouvant se
décomposer dans une extension algébrique infinie non ramifiée d’un corps
de nombres, et précisa alors tres fortement le théoreme de densité de Ce-
botarev, qui prévoit que ces places ont une densité analytique nulle. Ce
probléme est en outre trés important dans le cas des corps de fonctions,
puisqu’il est lié a la recherche des courbes ayant un tres grand nombre de
points rationnels, courbes utiles a la théorie des codes ou encore dans les
problemes d’empilement de spheéres, ou I'on s’intéresse a la construction de
familles de corps de fonctions dont la limite du nombre de points ration-
nels sur le genre (plus précisément du ratio Ny /(g —1)) est maximale (voir
[23]). Drinfeld et V1ddut (voir [26]) ont démontré que pour toute famille
de courbes sur Fy, la limite supérieure du ratio Ny/g ne pouvait excéder

Mots-clés : Corps globaux infinis, mild pro-p-groupes, ramification restreinte, théorie du
corps de classes.
Classification math. : 11R29, 11R34, 11R37, 11R45, 11R58.



64 Philippe LEBACQUE

/@ — 1, améliorant ainsi la borne obtenue directement par I'application
de l'inégalité de Hasse-Weil. Différentes approches (voir [5], [20] ou plus
tardivement [2]) permettent de construire des familles de courbes sur F
atteignant cette borne, ou d’obtenir des familles sur IF, pour lesquelles cette
limite est positive.

Tsfasman et Vladut ont par la suite généralisé la borne de Drinfeld-
Vlddut et les travaux d’Thara aux familles infinies de corps globaux (et
donc aux corps globaux infinis). Leur étude a conduit & des applications
diverses, par exemple a une généralisation du théoréeme de Brauer-Siegel.
Ils ont ainsi défini un ensemble d’invariants dont I'importance se voit dans
la fonction zéta des corps globaux infinis qu’ils considérent. Dans sa these,
lauteur a tenté de contrdler le support de cet ensemble d’invariants. Si la
théorie du corps de classes permet de s’assurer qu'un nombre fini de ces
invariants sont positifs, il est plus difficile de répondre au probléme inverse :
peut-on s’assurer que ces invariants sont nuls. Cela est toutefois rendu pos-
sible par les travaux de Labute (voir [8]) sur les mild pro-p-groupes. Récem-
ment, Schmidt ([18]) a généralisé ces résultats aux extensions maximales
S-ramifiées, T-décomposées, et conduit 'auteur a améliorer ses travaux,
en controlant simultanément un ensemble d’invariants nuls, et un ensemble
d’invariants non nuls. C’est ce que nous présentons dans cet article.

1. Invariants de Tsfasman-Vladut

On rappelle dans ces paragraphes les définitions et quelques résultats
concernant les invariants de Tsfasman-V1ddut. On pourra se reporter & [24]
ou encore & [11] pour les détails de ce qui va suivre.

1.1. Notations

Dans toute la suite, on utilisera les conventions et notations suivantes.
Par corps global K on entendra une extension finie de Q ou F,(t), pour
une puissance r d’'un nombre premier p. On supposera, sauf mention du
contraire, que le corps des constantes des corps de fonctions est F,.. On ajou-
tera (CN) (respectivement (C'F)) pour signifier qu’une assertion concerne
le cas des corps de nombres (resp. des corps de fonctions). Dans toute la
suite, on désignera par :
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le logarithme népérien (C'N), le logarithme en base r (CF),
=logz six > 1 et 0 sinon,

= > ap sin=[]p* est la décomposition de n en facteurs
premiers,

le corps Q (CN), le corps F,.(t) (CF),

=1 (CN), 0 (CF),

=0 (CN), 1 (CF),

le degré de K/Q,

le discriminant de K (CN),

le genre de K (CF), log+/|dx|(CN), appelé également
genre de K,

gk (CN), gic =1 (CF),

I’ensemble des places de K,

celui de ses places non archimédiennes,

celui de ses places réelles,

la norme d’une place p € Pl¢(K) : le cardinal du corps
résiduel en p,

lentier log Np (CF),

le nombre de places de K de norme g,

le nombre de places réelles de K,

le nombre de places complexes de K,

= 1 si le groupe g, des racines £°™¢ de 1 est contenu dans K
et 0 sinon,

le groupe des unités de Ok, , pour v € PI(K), avec la
convention U, = Ri pour v réelle, C* pour v complexe,

le groupe des T-classes d’idéaux de K, pour T C Pl;(K)
= 1si ,CIT(K) # 0 (CF), 0 sinon,

le groupe des T-unités de K,

le groupe de Kummer, pour S,T C Pl;(K), défini comme
le groupe {a € K* | a € K)* pour v € S et a € U,K}*
pour v ¢ T}/ K*¢,

la /-extension maximale de K non ramifiée hors de S ou les
places de T sont totalement décomposées (voir ci-apres).

— Gal(KE(0)|K),

la l-extension abélienne élémentaire maximale de K
contenue dans K% (¢),

Spec Ok (CN) ou une courbe projective lisse absolument
irréductible définie sur F, ayant K comme corps de
fonctions (CF).
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ar  =pged(degp, p € T) (CF), 1 (CN),
19(5) = ZPES log Np,
V(S) =log” 9(S),
pour ¢ un nombre premier et S, T C Pl;(K). On omettra ¢ et K dans la
notation des lors qu’aucune ambiguité n’est a craindre.
Pour une extension L/K, p € PI(K) et P € PI(L) prolongeant p & L,

on note :
o, (L) le nombre de places B € PI(L) prolongeant p de norme g,

S, CPI(L) lensemble des prolongements des places de SC PI(K) a L,
Sk CPI(K) l'ensemble des restrictions des places de SC PI(L) a K,
Ram(L/K) lensemble des places finies de K ramifiées dans L/K.

Rappelons enfin qu’on dit qu’une extension L/K est non ramifiée hors
d’un ensemble de places finies S si Ram(L/K) C S et si les places réelles
sont totalement décomposées dans L/K (ne se ramifient pas). On dira
qu’elle est S-totalement ramifiée, T-décomposée si elle est non ramifiée
hors de S, totalement ramifiée en toutes les places de .S, et si les places de
T sont totalement décomposées.

Important : La mention (GRH) indique qu’un résultat est valable sous
I’hypothese de Riemann généralisée, qui est un théoreme dans le cas des
corps de fonctions. Cette hypothese n’est pas nécessaire pour les résul-
tats qualitatifs de cet article, mais la supposer permet souvent d’obtenir
des estimations beaucoup plus fines. Cela provient du théoreme de den-
sité de Cebotarev dont le terme d’erreur est bien meilleur en supposant
cette hypotheése. Enfin, dans ce qui suit, on appellera constante effective
une constante absolue (ne dépendant d’aucun parametre) et qu’'on peut
calculer. On écrira P < @ (resp. P > Q) s’il existe une constante effec-
tive ¢ > 0 telle que P < ¢Q (resp. P > ¢Q). Nous mettrons l'accent sur
la dépendance des majorations en les différents parameétres (genre, norme
des places considérées...), la question de 'optimisation de telles constantes
restera alors ouverte apres notre étude.

1.2. Définition et propriétés des invariants de corps globaux
infinis

Rappelons a présent les définitions relatives aux propriétés asympto-
tiques des corps globaux. Par famille (K;);cn de corps globaux on dési-
gnera une suite (K;);en de corps globaux, extensions finies du méme corps
de base (Q ou IF,.(t)), telle que K; n’est pas isomorphe & K si ¢ # j, et telle
que, dans le cas des corps de fonctions, le corps des constantes de chaque
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K; est le méme corps fini F,. pour tout entier ¢. Dans une famille, la suite
des genres (gk; )ien tend vers linfini, puisqu’il n’y a qu’un nombre fini de
tels corps globaux, a isomorphisme prées, de genre plus petit qu’'un genre
donné gg. Une tour {K;};en désignera une famille telle que K; € K11
pour tout 7. On appelle enfin corps global infini toute extension algébrique
infinie de @ limite d’une telle tour de corps globaux.

Considérons I’ensemble des parametres

_ {R,C}U {pk | p premier, k € N*} (CN)
{rk|k€N*}. (CF)

Ay désignera A — {R,C} dans le cas des corps de nombres, et A dans celui
des corps de fonctions.

Soit K = {K;}ien une famille de corps globaux. On dira que K est
asymptotiquement exacte si, pour tout ¢ € A, la suite (®4(K;)/gk,) admet
une limite, que I’on notera alors

¢g(K) := lim (I)q(Ki).
i=+oo  gK,
Dans ce cas, on considérera @x = {¢¢(K),q € A}. On omettra K dans la
notation deés que cela ne préte pas a confusion. On dira que la famille IC
est asymptotiquement bonne si elle est asymptotiquement exacte et qu’au
moins I'un des ¢4, ¢ € A, est non nul. Dans le cas contraire on la dira
asymptotiquement mauvaise. La limite du ratio ng, /g, sera notée
Noo(K) := lim DR
1—+400 9K,
lorsqu’elle existe (elle était notée ¢, dans nos travaux précédents).

Remarquons que de toute famille on peut extraire une famille asympto-
tiquement exacte. Dans la suite, on ne considérera que des tours {K;}ien
de corps globaux, qui sont toujours asymptotiquement exactes (voir [24]).
De plus, dans ce cas, les limites ¢4 ne dépendent que de la limite £ = UK.
On peut alors définir les invariants de Tsfasman-V1adug ¢4(K) d’un corps
global infini K, comme étant les ¢, correspondant & toute tour {K;} telle
que K = UK.

On voit facilement qu’une condition nécessaire & un corps global infini
pour étre asymptotiquement bon est no, > 0, cette condition étant éga-
lement suffisante dans le cas des corps de nombres. Elle est en particulier
vérifiée si le corps est non ramifié hors d’'un ensemble fini de places, et
modérément ramifié sur un corps global (voir [11] pour les détails).

Ces invariants vérifient une inégalité fondamentale généralisant I'inégalité
de Drinfeld-V1dduy (voir [24]) :

TOME 65 (2015), FASCICULE 1



68 Philippe LEBACQUE

THEOREME  (Inégalités fondamentales de Tsfasman-Vladut). — Pour
tout corps global infini, on a :

(CN — GRH) Z‘bqlgq (1ogf+ + )¢R+(log87r+v)¢ <1,

lo
CIDY PBL 1 (log2y/7 + J)w + log2m +7)dc < 1

(cF) 3 Mmoo,

= _
= 1

ol vy est la constante d’Euler.

Pour des raisons pratiques de correspondance entre corps de fonctions
et corps de nombres, définissons également, pour toute place p d’un corps
global K, tout ¢ € A et tout corps global infini K/K, les invariants

Pp,q(K) = ZLIELDOO Dy o (Ki)/ 9K,

pour toute tour {K;}ieny d’extensions de K de réunion K. Ces limites
existent et ne dépendent pas de la tour choisie. Le support de K/Q est
alors ainsi défini :

Supp(K) :={p € PI(Q) | Jg € A ¢4 # 0}.

On peut définir la fonction zéta d’un corps global infini IC sous la forme
suivante (voir [24]) :

Ge(s) = [ (1 —a )

qEA}
ainsi que sa fonction zéta complétée

(CN)  Cic(s) := €527 = p=39=/2(21) =59 (5 /2) %2 (5)*< (e (),
(CF) Cx:=rCk.

Le produit eulérien définissant ces fonctions converge absolument pour
Re(s) > 1 (Re(s) > 1/2 sous GRH) d’apreés les inégalités fondamentales.
Il définit alors une fonction analytique sur Re(s) > 1 (> 1/2 sous GRH).
De plus, (k est la limite ponctuelle de ( Il{/igk") sur le demi-plan Re(s) > 1
(voir [24]). L’étude de ces fonctions zéta se trouve alors intimement liée &
celle des invariants.

Plusieurs questions les concernant se posent alors naturellement. On peut
par exemple se demander si I’ensemble des invariants de corps globaux infi-
nis a des propriétés topologiques intéressantes pour une topologie naturelle
sur les suites réelles. Toutefois cette question, comme d’autres réputées
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plus faibles, & savoir si le support des corps globaux infinis peut étre infini,
sont hors de portée actuellement. En effet, si 'on peut essayer de controler
le comportement d’un nombre fini de places, aucune technique connue de
l’auteur ne permet d’en gérer un nombre infini, tout en veillant & ce que
la ramification reste finie (et modérée). On peut également s’interroger sur
Iexistence de corps globaux infinis ayant un défaut nul, c’est a dire dont la
différence entre les deux membres de 1'inégalité fondamentale est nulle. De
tels corps existent sur IF,2, et peuvent méme étre obtenus de fagon récursive
(voir [2]). Dans le cas des corps de nombres, ou des corps de fonctions sur
F.., on ne sait pas quelles valeurs peuvent étre prises par le défaut. Posons
alors

¢qlogq
Va1

™
— (log v/Br + T + 2)¢w — (log 8 + )¢,

(CN) 5:%2%

(CN—-GRH) 6=1-Y_

q

— (log2/m + %)@R — (log 27 + v)¢c,

MPrm
(CF) 6=1-_ T
m=1

On ne connait les invariants de corps globaux infinis et donc leur fonction
¢ que dans de rares cas : celui des tours optimales (ou des tours construites
a partir de celles-ci), ou celui des tours asymptotiquement mauvaises. Le
cas des extensions K(m,1) (voir [18] pour les définitions et les résultats
concernant la propriété K(m,1)) et des extensions qui s’en déduisent est
particulierement intéressant, car elles fournissent les seuls exemples connus
de corps de nombres asymptotiquement bons dont on connait « presque »
les invariants. En effet, ce sont des extensions infinies de type K% (¢)/K,
pour ¢ impair, réalisant les extensions locales maximales aux places de S,
dont le groupe de Galois a /-dimension cohomologique égale a 2, et telles
que les places de K sont soit totalement décomposées, soit admettent un
degré d’inertie infini dans K% (¢)/K. Schmidt démontre en particulier dans
[18] que, sous réserve d’ajouter éventuellement un nombre fini de places &
S, lextension K% (¢)/K a la propriété K (m, 1) pour £. Leurs invariants sont
donnés par la proposition suivante.

PROPOSITION A. — Soient ¢ un nombre premier impair, S,T C Ply(Q)
deux ensembles finis disjoints de places finies de Q tels que ¢ ¢ S dans le

TOME 65 (2015), FASCICULE 1
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cas des corps de nombres, ¢ premier a ar et r dans le cas des corps de
fonctions, Np = 1 mod ¢ pour tout p € S, et tels que (Xg — S,T) ait la
propriété K (m,1) pour L. Les invariants de Q% (¢) sont ainsi les suivants :

(i) or = % et opc =0 (CN)
(i) Si la place p est totalement décomposée dans QL (¢)/Q, alors

2
®p,Np 90S) — 2% et Vm # 1, ¢p.Np 0

(iii) Sila place p n’est pas totalement décomposée dans Q% (¢)/Q, alors
¢p,Npm = 0 pour tout m.

Ce résultat donne une motivation supplémentaire pour 1’étude des places
totalement décomposées dans Q% (€), car leur connaissance permettrait de
connaitre la fonction ¢ de QL(¢) (sous les hypotheses de la proposition
précédente). Celle-ci s’exprime en effet ainsi, pour Re(s) > 1:

2 2

4@?(@)(8) = H (1 _p—s)*ws) H (1 _p—s)*ﬂ(s) 7

peT peED-T

ot D est 'ensemble des premiers totalement décomposés dans Q% (¢)/Q.

Dans un travail précédent (voir [12]), Pauteur a démontré que, pour toute
famille finie de parametres q1,...,q, € Ay, il existe un corps global infini
ayant ses invariants ¢g,, . . ., @4, strictement positifs. Il y est aussi démontré
que pour tout ensemble fini de nombres premiers I, il existe un corps de
nombres infini asymptotiquement bon K tel que I N Supp(K) = 0. 11 est
également possible de donner des versions effectives de ces résultats, en
terme de défaut du corps obtenu. Toutefois, il n’avait pas pu étre démontré
qu’il existait un corps global infini ayant ces deux propriétés simultanément.
Nous nous proposons alors de démontrer :

THEOREME B. — Soit P = {p1,...,p,} C Pls(Q), non vide dans le cas
des corps de fonctions. Soient, pour tout i = 1...n, n; entiers distincts
di1,...,din,. Soit un ensemble fini I C Pl;(Q) tel que INP = (). On pose
N = ppem(n;); ppem(d; ;);. ;. Alors il existe trois fonctions strictement po-
sitives f(P,N), g(P,I) h(P,n;,d; ;) et un corps global infini K, totalement
réel dans le cas des corps de nombres, tels que :

(i) I N Supp(K)=0.

(ii) Pour touti=1...n, et tout j=1...n;, ¢
(iii) ¢r = noo (CN).

— "N
piNpl s T madi > 0.
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h(P, ng, di,j)

() noe > (f(P.N) +g(P.1)" et 6(0K) < 1= 5p gy

Sous GRH, on peut prendre

h(P,n;,d; ;) = Z Log Nps Z dl +dg (log 87+ g + %) ,

n; %
i=1 v

j=1Np,?> —1
et si r est premier avec N,
f(P,N) < a®™) {(1+|P|)log N +9'(P) + 6 N?},
oti a > 1 est une constante effective, et
g(P, 1) < |P|(0'(P) +log" |I] +log™ 9'(I)) +9'(I)
+ (|P* + I+ 1)(1 + dr log ap).

Lorsque r n’est pas premier avec IV, on obtient dans (iv) une estimation
un peu plus faible. On verra qu’on peut prendre ce corps global infini sous

la forme d’un compositum QL (¢)L, ot L est une extension finie de Q. Le

log q

défaut étant d’autant plus petit que la somme Z qi“[ est grande, on

voit que pour rendre le défaut le plus petit possible, 11 faut que T soit

aussi grand que possible pour Zp T \1/0%\13317 et S aussi petit que possible

pour s logNp (cette somme intervenant dans le calcul du genre). On
peut alors se demander combien de places peuvent se décomposer dans
ces extensions QF(£). Le théoréme de densité de Cebotarev implique que
I’ensemble de ces places a une densité analytique nulle. On peut toutefois
étre plus précis :

PRrROPOSITION C. — Soient ¢ un nombre premier impair, S,T C Ply(Q)
deux ensembles finis disjoints de places finies de Q. Dans le cas des corps
de nombres, on suppose que £ ¢ S. Dans celui des corps de fonctions, on
suppose que £ est premier a ’entier ar et a r. Soit D I'ensemble des places
finies de Q totalement décomposées dans Q% (£). Si QL (¢) est infinie, alors :

logNp _ S) B v
(CN) g N — < log 2v/7 —

log Np 19( )
(CN — GRH) —log /87

log Np 19(5)
P Vv

Remarquons que cette inégalité s’avere en pratique trop faible du fait
de la taille de S pour montrer qu’aucune autre place que celles de T ne

T
42

-1
peD
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se décompose totalement. De plus, on se rend compte des limites de nos
méthodes actuelles. En effet, les méthodes cohomologiques ne permettent
pas pour le moment d’imposer le comportement d’une infinité de places a
la fois, tandis que les méthodes analytiques ne permettent pas de détecter
un ensemble infini de places décomposées lorsque celui-ci est tres petit pour

> 10sNp . Op est donc impuissant devant le probleme de savoir s’il existe

\/Np—1
ou non d’autres places décomposées dans les extensions Qg ).

L’article s’organise ainsi. Dans la seconde partie, nous rappelons le théo-
reme de densité de Cebotarev et des estimations pour le genre et le nombre
de classes. Dans la troisieéme, nous construisons ’extension L, au moyen
d’un résultat effectif de construction d’extension ayant un comportement
local donné, et du théoreme de densité de Cebotarev. La quatrieme par-
tie est consacrée au choix des ensembles de places S et T et du premier
¢ permettant d’obtenir une extension Q% (¢) conduisant au théoreme B.
On utilisera pour cela les travaux de Schmidt pour lesquels on donne des
versions effectives; on y prouve aussi la proposition A ainsi que la propo-
sition C qui s’avere étre un corollaire direct des inégalités fondamentales.
Dans la cinquieme partie, on compose ces deux constructions pour obtenir
le corps voulu et une estimation de son défaut. Enfin on donne en sixiéme
partie deux estimations valables dans les cas particuliers les plus utiles en
pratique.

Nous voudrions exprimer notre gratitude a Alexander Schmidt pour nous
avoir accueilli a Ratisbonne puis & Heidelberg et pour avoir répondu a
nos nombreuses questions. Nous remercions également le rapporteur de
I’article pour tous ses commentaires. Enfin, ce travail a été en partie fi-
nancé par le projet DFG Algebraic Cycles and L-Functions et les dotations
EPSRC EP/E049109 Two dimensional adelic analysis et RFBR 13-01-
90906 mol__in__nr.

2. Estimations préliminaires
2.1. Le théoréme de densité de Cebotarev

Dans ce paragraphe, L/ K désigne une extension galoisienne de corps glo-
baux, de groupe de Galois G. Dans le cas des corps de fonctions, L et K ont
pour corps de constantes cste(L) = F,m et cste(K) = [, respectivement.
On note ¢ la substitution de Frobenius : x — z". Soit 7(z) la fonction de
comptage des places finies de K non ramifiées dans L de norme inférieure
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ou égale & x. On pose ®(d) = n(r?) — w(r?~1) dans le cas des corps de
fonctions.

Soit .S un ensemble fini d’idéaux premiers de K, au dessus d’un ensemble
So de Q. Pour un idéal premier p de K, le symbole d’Artin (L/TK) désigne
la classe de conjugaison des Frobenius correspondant aux idéaux premiers
au-dessus de p dans L. Soit C' une classe de conjugaison de G. PI}" dési-

gnera Pensemble des places finies de K non ramifiées dans L/K. Posons :

ﬂc(x):#{pePl?r | Np < x et <L/pK> =C}

o (d) = mo(r?) —mo(r?™t)  (CF)

Considérons la fonction
Todt
Li(z) = —
5 logt

et enfin les termes de reste :

(CN) Alz) = mola) - :g:um

_lel
G|
Le théoreme de densité de Cebotarev effectif donne une estimation de

ces termes de reste. Afin de mieux apprécier ce résultat, rappelons le com-

portement des termes principaux : on a Li(z) ~ z/logx et ®(d) ~ r?/d.

(CF) A(d) = c(d) o(d).

THEOREME 2.1 (Théoréme de densité de Cebotarev [10],[7]). — Avec les
notations précédentes, il existe quatre constantes effectives Ay, A1, As, A3
vérifiant les assertions suivantes.

(i)  Pour tout z > 2 tel que logz > Agnr, g2,

C A 1.1
(CN) |A(2)| < :G:Li(a:p) + Ay|Ca exp (—A2 ng? 10g2(a:)),

ou |C’ | est le nombre de classes de conjugaison contenues dans C, et
ot le terme en Li(xz) n’est présent que si (;, a un zéro exceptionnel
p (c’est a dire vérifiant 1 — (8gr) "t < p < 1).

(ii)  Sous GRH on a, pour tout x > 2,

C| 1
(CN —GRH) |A(z)] < A3:Gx2 (291, + nrlogx).

TOME 65 (2015), FASCICULE 1



74 Philippe LEBACQUE

(iii)  Dans le cas des corps de fonctions, si la restriction des éléments de C
au corps des constantes de L ne coincide pas avec ¢?, alors ®¢(d) = 0;
sinon on a l'estimation

€] |72 re
CF) |Pc(d) —m—=P(d)| <29p—=— +2(2 D|IC|—
(CF) |®c(d) m|G| (d)| 9L|G|d+ (29 + 1) |d
C
+(1—|—%)19(Ram(L/K)).
COROLLAIRE 2.2. — En plus des notations précédentes, supposons que

L/K ne soit pas triviale. Soit S un ensemble fini de places finies de K. Alors
il existe une place finie p de K non ramifiée dans L qui n’est pas dans S
et dont le Frobenius est dans la classe C, telle que 'on ait sous I’hypothése
de Riemann généralisée :

(CN —GRH) logNp < 24,4 {log(1+|Sg|) +1loggr},
(CF) degp < 2max(Ay {log(1+|S]) +1log([L: K]+ g1)},m)
pour une constante effective Ay.

Notons que le terme en [L : K] peut étre borné par un terme en gy, dés
lors que gk > 1 ou que gk = 1 et L/K ramifiée. Remarquons également
que P'entier m dans I'inégalité provient de I’extension des constantes, qui
n’alteére pas le genre.

Démonstration. — 11 s’agit de trouver z tel que 7o (z) > |S|+1. Traitons
le cas des corps de fonctions, celui des corps de nombres se déduisant encore
plus directement de [10] ou [19]. D’apres la formule de Riemann-Hurwitz
pour Pextension galoisienne L/K, on a

%gx + %ﬁ(Ram(L/K)) <grL+ %
De plus, d’apres 'inégalité de Weil et la formule d’inversion de Moebius
(voir [25, 3.2.10]), on a
d
B(d) > o~ (Tgic +2)

vl

=
T
Alors, pour que ®¢(d) > |S], il suffit de trouver d tel que :

2 G
r? >(Tgx + 2)7’% + EQLT% + 2%(291( +1r

d A
(-2 11 =) =
*(m*)@“wﬂ+mm“

et tel que P (d) # 0. En jouant sur la constante A4 on obtient le résultat
sous la forme voulue. (|

vl
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Sans GRH, on utilisera un résultat de Lagarias, Montgomery et Odlyzko
([9, Th.1.1]), qui borne la norme du plus petit premier p dont le Frobenius
est dans C' par logNp < Asgr. On peut de méme exclure un ensemble fini
de places S. Dans le cas des corps de nombres, remarquons qu’on pourrait
choisir p de norme égale & un nombre premier, comme dans [9] incondition-
nellement et dans [1, Th. 5.1] sous ERH (Extended Riemann Hypothesis).

2.2. Un calcul de genre

Dans ce paragraphe, nous allons rappeler une majoration du genre d’une
extension galoisienne K/k de corps globaux, non ramifiée hors d’un en-
semble de places S, lemme trés classique (voir [19] pour 'essentiel) qui
nous sera utile & de nombreuses reprises.

LEMME 2.3. — Soit K/k une extension de corps globaux et S un en-
semble fini de places finies contenant Ram(K /k). Soit £ un nombre premier.
Dans le cas des corps de fonctions, on suppose K/k modérément ramifiée.
Dans celui des corps de nombres, on suppose que seules les places au-dessus
de ¢ dans k peuvent étre sauvagement ramifiées. Alors

. _ . 1 dQ .
g <K : K] (gk +5 ;glong + = i log [K k]) .
Si de plus, K/k est galoisienne,

1 5
i SIE K] gi+ 5> logNv+ ngve([K : K])log (| .
21}63 2

Démonstration. — On applique la formule de Riemann-Hurwitz. g

2.3. Majoration de hj
Nous allons également avoir besoin d’une estimation du nombre de classes
hi par une fonction de ny et gj.

LEMME 2.4. — Soit k un corps global. Il existe une constante effective
Ag telle que log hy, < Aggy. Plus précisément, on a :

B _ elog |dy| ni—1 .
By, < T o= 25 exp (—0, 46 ny) (4(nk_1)> \/@51 kE#Q (CN)
1sik=Q
he < (1+VP)% (CF).
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Démonstration. — Cas des corps de mombres. On utilise pour cela les
majorations de Louboutin (voir [13]) concernant le résidu de la fonction
zéta en 1 d’un corps de nombres k différent de Q. On se place dans le cas
k # Q. On a alors

@@(k) ne—1
mit < (B (£

w, 2\ 7 4(nk — 1
Utilisant la minoration de Ry /wy > 0,02 exp (0,46 Pr(k) + 0,1 Pc(k)) due
a Zimmert (voir [27, §3]), on obtient pour hj la majoration :

- elog |dy| \™*
hi < hy = 25exp (0,46 ny,) (4(nkg|kl)> vV |dkg]-

Pour £ = Q on prend i_LQ := 1. Lorsque le degré est trés petit devant
le discriminant, on peut utiliser une autre minoration pour le régulateur
due & Silverman (voir [21]) et gagner un facteur log|di| (& ny fixé). Si on
souhaitait produire une construction asymptotique a base de ce résultat,
il serait peut-étre intéressant de l’introduire. On se contentera ici de la
minoration de Zimmert.

Cas des corps de fonctions. Dans ce cas, on peut majorer hy au moyen
de ’hypothése de Riemann pour les corps de fonctions. En effet, si Py (x)
est le numérateur de la fonction zéta de k,

9k
hi = Pp(1) =[] 11 = pil,
i=1

ou

pil = +/r. On obtient alors en majorant trés brutalement

hi < (1+4/r)%.

3. Construction d’un corps global ayant des places de
norme donnée

3.1. Une version faible mais effective du théoréme de
Grunwald-Wang

Le théoreme de Grunwald-Wang prédit Dexistence d’extensions
abéliennes qui réalisent un nombre fini de conditions locales. Nous nous
proposons modestement de démontrer une version faible effective qui nous
suffira. Pourtant il parait raisonnable qu’une version plus générale puisse
étre obtenue en construisant un bon corps gouverneur pour le probléme
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général. Dans ce paragraphe, nous allons ainsi démontrer la proposition
suivante :

PROPOSITION 3.1. — Soit k un corps global, T (non vide dans le cas des
corps de fonctions) et I deux ensembles disjoints de places finies de k et £ un
nombre premier. Alors il existe une extension abélienne K/k (comprenant
éventuellement une extension du corps des constantes) d’exposant ¢, non
ramifiée hors d’une unique place finie s ¢ T U I, modérément ramifiée si
£ # p, telle que les places de T' sont totalement décomposées et celles de
ont pour degré d’inertie £. De plus gx peut étre borné explicitement par
une fonction de £, #I, #T, ny et gi.

Dans cette proposition, les places réelles sont aussi totalement décom-
posées puisque 'extension est non ramifiée hors d’une place finie s. Ainsi,
si k est totalement réel, alors K l’est aussi. Cependant, la décomposition
des places réelles n’est pas obligatoire : en modifiant la preuve de la pro-
position, on peut également jouer sur leur ramification. Concernant notre
résultat, on verra qu’on construit K, dans le cas ou ¢ # p, comme le com-
positum d’une extension non ramifiée ou les places de T sont totalement
décomposées et d’une extension (modérément) ramifiée en une place, ot
les places de T sont également totalement décomposées. Comme on s’in-
téresse a Pestimation de gj;/nk, qui est constant dans les extensions non
ramifiées, on ne détériore pas le corps en prenant le compositum par une
telle extension non ramifiée.

a. Premier cas : la caractéristique car(k) de k est différente de ¢

Rappelons tout d’abord un résultat de réflexion que Georges Gras a
établi dans le cas des corps de nombres mais dont la preuve dans le cas
des corps de fonctions de caractéristique différente de ¢ reste tout a fait
valable. Nous ne I’écrirons pas ici, puisque cela se résumerait a copier celle
de [3, V.2.4.4]. Cependant, rappelons quelques unes de ses notations. Pour
k un corps global, et T' un ensemble fini de places finies de k, on considere
le groupe V7T = VQT(k, ?). Posons alors K = k(v/1, W) On dira qu’'une
place v est modérée si elle est finie et si car(k) est premier & Nv. Nous
pouvons a présent énoncer le résultat de Gras :

PROPOSITION 3.2 (Gras). — Soit £ un nombre premier et soit k un corps
global de caractéristique p # {. Soit s une place modérée de k. Soit T un
ensemble fini de places de k. Alors il existe une extension cyclique de degré
¢ de k, T-décomposée et {s}-totalement ramifiée si et seulement si s est
totalement décomposée dans 'extension KCp/k.
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Nous pouvons a présent démontrer la proposition 3.1.
Preuwve : Soit K4 'extension /-élémentaire abélienne non ramifiée maximale
de k ou toutes les places de T sont totalement décomposées. Considérons
Pensemble I; C I des places de I totalement décomposées dans K /k.

LEMME 3.3. — Pour tout v € I, on a VT C VTU{¥} Lextension Ky C
Krugwy est cyclique de degré £ et ramifiée au-dessus de v.

Démonstration. — Pour tout ensemble fini T de places finies de k, on a
la suite exacte
0 - Exr — VI(k) — Tk — 0,
a > [a]

oil a est I'unique idéal T-fractionnaire tel que (a) = a’. Pour tout v € Iy,
(ClT9Y (k) = ,CIT(k), et le théoréme des unités de Dirichlet nous assure
que By v C Ey 71Uy D’ou l'inclusion stricte VT C VT La seconde partie
du lemme provient de la théorie de Kummer (voir [3, 1.6.3]). O

Il nous faut a présent trouver une place s ¢ I de k ne divisant pas ¢
telle qu’il existe une extension cyclique de degré ¢, T-décomposée et {s}-
totalement ramifiée, telle qu’il n’existe pas une telle extension T U {v}-
décomposée, {s}-totalement ramifiée, pour tout v € I, et de savoir estimer
Ns. Cela est rendu possible par les résultats de Gras et le théoreme de
densité de Cebotarev effectif. En effet, d’aprés la proposition 3.2 une telle
place s doit vérifier les conditions suivantes :

(i) F'robs € Gal(Krp/k) est trivial.
(ii) Pour tout v € Iy, F'robs € Gal(Kpygwy/k) n'est pas trivial.

Considérons le compositum L/k de toutes les extensions Kpygoy, v € I5.
L’extension L/k est galoisienne. Dans Gal(L/k), il existe un élément o
trivial sur Kr et non trivial sur chacun des Krpyy,), puisque toutes ces
extensions sont linéairement indépendantes sur Kr (d’aprés la théorie de
Kummer, seule 'extension Kryy.y /K7, de degré £, est ramifiée en des places
prolongeant v). En prenant une place s telle que F'robs = o on obtient
alors, d’apres la proposition 3.2, 'existence d’une extension Ko /k cyclique
de degré ¢, ou toutes les places de I; sont inertes, et toutes les places
de T sont totalement décomposées. Prenons alors comme extension K le
compositum Kj Ks. Cette extension est abélienne, de groupe de Galois
d’exposant ¢. Le degré d’inertie des places de I étant I’ordre du Frobenius
correspondant, celui-ci est au plus ¢, et vaut donc ¢, puisque chaque place
a pour degré d’inertie ¢ dans 'une ou l'autre des deux extensions. Enfin
K est non ramifiée hors de {s}. Reste alors & estimer Ns. Il faut pour cela
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commencer par estimer le degré et le genre de L, puis on pourra invoquer
le théoreme de densité de Cebotarev pour obtenir une majoration de la
norme de la plus petite place s vérifiant les conditions précédentes.

Estimation du degré et du genre de L

Le corps L est le compositum des Kpyg,)/Kr, pour tous les v € I.
Chacune de ces extensions a pour degré ¢ : en effet, elles ne sont pas
triviales, et 'application V7U{v} — Z/Z, qui & un élément x associe sa
valuation en v est surjective (sinon yTuivt = VT) et a pour noyau V7.

De plus, le degré de Kr/k est borné par

K = K] < [k(ue) = KD,

ott, d’apres les résultats de Shafarevich [17], 'exposant dy(V7T) est calculé
par :

do(VT) = do(CIT) + ®r(k) + Pc(k) — 1+ #T + 6,(k).

Rappelons que ar = pged(degt,t € T') dans le cas des corps de fonctions
et ar = 1 dans celui des corps de nombres. Dans ce premier cas, #CI' =
hy degt pour tout t € T' (voir [15, 1.2.5]), on a alors :

[L: k] < arhp(f — 1)1—52(k)g‘I’R(k)+‘PC(k)+5e(k)—1+#T+#I.
La théorie de Kummer affirme de plus que Ram(Kpygy/k) C T U {v}U

Ply(k), ot Ply(k) sont les places de k divisant ¢, seules places pouvant étre
sauvagement ramifiées. On peut ainsi appliquer le lemme 2.3, et obtenir :

* . L
gr g[Lik](gk‘F§ Z log Nv)

veTUIL

5
+ %L : klng(#1 + #T + log, hi, + ®r(k) + D¢ (k) log L.

On a alors :
g5 < G = aphPr T Ecl)H#TH#]

1 log (
x(gk + U VD) + 5@%%(#1 + T + log, hy + Pr(k) + <I>C(k))>
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Estimation de Ns

Remarquons d’abord que les corps construits sont des extensions d’expo-
sant ¢ de k(\[ﬁ), ainsi ’extension du corps des constantes est au plus de
degré ¢(¢ — 1). La place s est choisie de fagon & éviter I U Ply(k). Dans le
cas des corps de nombres, on peut prendre s tel que logNs < g7, (notons
que I apparait déja dans gr). Sous GRH, on a peut choisir la place s telle
que

(GRH) logNs < 2max (Ag(log(#I +2) +log ([L : k] + gr)), oel(£ — 1))

d’apres le théoreme de densité de Cebotarev.

Evaluation de gx

Le corps K est le compositum de K; et K5. Ces deux extensions sont
linéairement indépendantes, puisque K5 est totalement ramifiée en s, et K
est non ramifiée (de sorte que K/K, est non ramifiée). Puisque K/k est
modérément ramifiée, on en déduit, dans le cas des corps de nombres, que :

g% = [K1 : klgk,
1
< [F: K[y < Klgi + 5[ < K[ < K](1 —1/6)log N
< arhil(gr, + agr)
< arhilyr,

ou a est une constante effective.
Ainsi, g peut étre borné par une fonction explicite de ¢, #I, #T, ny et
gk, par la formule :

gl < aZR2PRRF L) HIL AT+
1 log ¢ ]
’ <g; + ST UT) + dg—o—mi (4] + #T + logy by + D (k) + cp«;(kﬂ)

ceci terminant la preuve du résultat pour les corps de nombres. Toutefois ces
majorations sont trés mauvaises lorsqu’il s’agit de répéter cette construction
et de déterminer le genre du corps ainsi obtenu. Pour ne pas écoeurer
le lecteur, nous donnerons plutot des résultats supposant ’hypothese de
Riemann généralisée. Les résultats suivants sont, dans le cas des corps de
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nombres, conditionnels & I’hypothése de Riemann généralisée.

95 [Ky: k],
H) =& =
(GRH) " K — 9K,

1
< (1 —
S5 (g;C + 2(1 1/0) 1ogNs>

— {gk + max (Ag(log(#1 +2) +log ([L : k| 4+ gr)), orl(£ — 1))} .

De plus on a loghy < gi et logar < ¢/ (T). En remplagant de méme gy,
par un majorant, on obtient alors :
(3.1)

9K log ¢ Y(TUI) 2
(GRH) A7 + As { (#I+ #T+ dgni) + }+

3¢ ng
ou A7 et Ag sont des constantes effectives. Notons que cette expression est
obtenue en prenant la somme plutét que le maximum dans ’estimation du
genre. O

Remarquons enfin que la faiblesse de la majoration (3.1) provient de

Pestimation du degré de L qui introduit de nouveaux termes en gy /nj par
le biais de log hy.

b.Cas{=p

Nous allons utiliser un argument présent en [14, 9.2.5]. Dans le cas d’'un
corps de fonctions en caractéristique p = ¢, le théoréeme d’approximation
forte prouve que I'application Oy rurugqy — ©perurkp/e(ky) est surjec-
tive, pour toute place q non contenue dans T'U I, avec p(x) = 2P — x. En
effet, rappelons que si 'on se donne, pour chaque p d'un ensemble fini .S
de places d’un corps de fonctions K, des éléments a, € K, et des entiers
n, > 0, ainsi qu’une autre place arbitraire q ¢ S, il existe un élément a de
K tel que :

— ordy(a —ay) > ny pour tout p € S,

(

(a) 2 0 pour v ¢ SU{q},

— ordg(a) > —(degq) ' (29x — 1+ 3, cgnp degp) — 1

(voir [16, 6.13] pour ce résultat). Il n’est pas difficile de voir que 'uniformi-
sante m, € p(ky), ce qui prouve la surjectivité (prendre n, = 1).

Soit alors u € O rurugqy telle que u € p(ky) pour tout p € T' et telle
que u soit une constante non contenue dans p(ky) pour p € I. Le théoreme

— ord,
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d’approximation forte nous assure qu’on peut choisir u tel que
ordg(u)degq > —(2gx, — 1 +9(T'UI) +degq).

Alors, si on consideére 'extension d’Artin-Schreier k(y) engendrée par une
racine de y de X? — X —u, on obtient une extension cyclique de degré p, ou
les places de T sont totalement décomposées, et les places de I sont inertes.
De plus elle est non ramifiée hors de TUTU{q}, c’est & dire qu’elle est non
ramifiée hors de q.

D’aprées un calcul classique de genre dans les extensions d’Artin-Schreier
(voir [22, TIL.7.8]), on a :

1
Iw) <p9k+pT(—2+2gk—1—|—19(TUI)+2degq).

Enfin, puisque le nombre ®(d) de places de degré d de k est minoré par
®(d) > r?/d — (Tgr + 2)r%/d, on peut prendre

3
de <2log (24 T7gr + ——=|TUI||+1.
2(q) g( gk 2\/§| I)

On en déduit donc, en posant K = k(y), que :
3

p—1
<(2p—-1 — 3T UIl)+2(p—1)1 2
e < (2p = Do+ ST UD 20 - Diog (24 700+

Tu1|),

et finalement que le genre normalisé vérifie :

rgTI; < sz—’; +19(ZTL:I)+%10g <2+7gk—|—2\3@|TUI|> .

On voit alors que le genre normalisé obtenu est en gi/ny + (T UI)/nyg,
estimation différant de (3.1) par un terme en 9(T'UI) plutdt qu’en |T'UI|.
Afin de ne pas surcharger I’exposition, nous nous placerons par la suite dans
le cas ou £ # p pour les estimations que I'on donnera, bien que cette ma-
joration montre que les résultats restent bons et exploitables mA®me dans
le cas sauvage, du fait du caractere effectif du théoreme d’approximation
forte.

3.2. Construction d’un corps ayant des places de normes
données

Ce paragraphe reprend une construction antérieure de 'auteur (voir [12]).
Nous allons construire un corps global ayant certains ®, , > 0. Nous esti-
merons alors son genre. Cette construction pourrait étre effectuée a partir
de n’importe quel corps global k, toutefois nous nous contenterons du cas
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ou l'on construit une extension de Q, puisque c’est cela qui nous intéresse
en pratique.

PROPOSITION 3.4. — Soient p1,...,pr des places finies de Q et P leur
ensemble. Soient d;1,...,d; , des entiers positifs pour tout 1 < i < k.
Alors il existe une fonction f de P et N = ppcem(n;);ppem(d; ;); ; et une
extension finie L/ Q telles que :

(i) Le corps L est totalement réel dans le cas des corps de nombres,
admet F,. comme corps des constantes dans celui des corps de fonc-
tions.

() @, s (1) = 52
(iii) Pour tout p € Pj, au dessus d’un des p;, il existe j tel que Np =
Np{I
P
(iv) gr/nr < f(P,N).
(v) Sous I’hypothése de Riemann généralisée et lorsque N est premier
avec r, la fonction f peut A3tre choisie telle que :

(GRH) f(P,N) < AP™) {(1 4 |P|)log N + ' (P) + 6gN?} .

Nous allons donner la preuve de cette proposition en supposant GRH et
sous 'hypothese que r est premier & N pour ce qui concerne les majorations
effectives. L’assertion (iv) s’obtient en toute généralité de la mA®me facon
a partir de la proposition 3.1. Notons que la majoration en f(P, N) que
I’on obtient sans GRH est beaucoup plus faible et celle obtenue lorsque r
n’est pas premier & N introduit un terme en J(P).

Démonstration. — Dans le cas des corps de fonctions, supposons que
r est premier a N. De plus, on va ajouter a P une place dont le degré
est premier a N pour s’assurer qu’il n’y a pas d’extension des constantes.
Pour cela, il suffit de prendre une place q de degré premier s ne divisant
pas N. D’apres le théoréme des nombres premiers, on peut prendre s <
log N (d’apres [4], on a w(N) < 25 ot w(N) est le nombre de facteurs
premiers de la décomposition de N comptés sans multiplicité). Dans le cas
des corps de nombres, tout cela n’est pas nécessaire, on s’assurera grace a
la proposition 3.1 de la décomposition des places réelles. On notera P’ =
P U {q} dans le cas des corps de fonctions, P’ = P pour les corps de
nombres.

Soient p1 < --- < py les nombres premiers divisant I'un des d; ;. Soit
N1 = ppem(d; j)ij-

On commence alors par considérer une extension Lo de degré No =
ppcm(n;) telle que toutes les places de P’ sont totalement décomposées.
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Pour cela, on applique Q(N7) fois la proposition 3.1. Dans Lg, on a ainsi
Ny places au-dessus de chaque p; € P. Pour chacune des places p; de P, on
forme n; ensembles Py, 1,. .., Pp, n, de Nao/n; places chacun. Ils sont desti-
nés a fournir des places de norme pri’j respectivement. Puis on construit
par récurrence une tour de corps telle que, dans le cas des corps de fonc-
tions, q est totalement décomposée (on ne le rappellera pas).

Pour tout s = 1...n, on construit a partir de Ls_; la tour suivante.

(i) On pose Lé 1=Ls1.
(ii) Pourt=1...v, (N;), on choisit une extension abélienne L! _,/L:~}
d’exposant ps ayant les propriétés suivantes :
— pour tous 4, j, tels que pi|d; ;, les places au-dessus de P,, ;
sont non ramifiées et ont un degré d’inertie py,
— pour tous 4, tels que p { d; ;, elles sont totalement décom-
posées.
(iii) On pose L; = L:’fl(Nl).

Considérons alors L = L,, et estimons son genre au moyen de (3.1).
Renommons en {K;} la suite des corps qu’on a construits, 7; 'ensemble
des places dont on impose la décomposition, I; celui des places inertes.
L’ensemble T; U I; est I’ensemble des places au-dessus de P’ dans K;. Ainsi
on a #I; + #T; < nk,|P + 1| & chaque corps intermédiaire K; construit.
De méme on a logt 9(T; U L) = logng, + 9'(P) + églnln N. On a alors
d’apres (3.1) :

(GRH) K
MK

log™ (T, U I 2
og™ Y )}+ i

nKl.

log /;
< A 9K +Ag{ BT (AT, + #T + Sgnx,) +
nk; Nk, Nk,

<A!]K
nK

9

V(P Inln N 02
{(1—|—|P|)log€i—|—1—|—()+nn}—|—5m i

ng; ng;

ol ¢; est le nombre premier correspondant a l'extension K;11/K; et dépend
donc de i. On obtient alors par récurrence immédiate la majoration, si
N =TI,_; ,. %, ou{; sont les nombres premiers divisant N :

gL
nr

~

(GRH) < AZ) {(1+ |P)log N + /(P +5FZ H }
k<z

(GRH) z—L < APM L1 4 |P)log N + 9/ (P) + 65 N2},
L
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cette derniere inégalité étant réalisée dans le cas le plus mauvais ou N est
un nombre premier. Comme Q(N) < N/log2, cette inégalité peut encore
s’écrire :
(GRH) 7% < N%&2 {(1+ |P|)log N + ¢/ (P) + 6:N?} .
O
On a ainsi achevé la premiére partie de la construction, c’est a dire qu’on
obtient un corps global L dont on sait estimer le genre ayant des ®, npm >
0 prescrits. Remarquons toutefois que nous avons invoqué un théoreme
de Gras valable dans le cas d’extensions de degré ¢. Celui-ci admet une
généralisation au degré ¢! que nous n’avons pas utilisée. Cependant, vu
que les majorations les plus coA»teuses concernent le nombre de classes, et
qu’on se sert de majorations grossieres du type gdeCl" < hg, elle pourrait
peut-étre permettre d’améliorer significativement ’estimation du genre (en
obtenant une puissance de N inférieure a celle obtenue ici).

4. Construction d’un corps global infini dont le support
est controlé

4.1. Résultats quantitatifs relatifs a la propriété K(m, 1) (cf [18])

Le but de cette section est de donner une version quantitative de résultats
de ce type :

THEOREME 4.1 (Schmidt, voir [18]). — Soient T et S deux ensembles
finis disjoints de places finies d’un corps global k, tel que T soit non vide
dans le cas des corps de fonctions. Soit ¢ un nombre premier impair différent
de car(k). Alors il existe un ensemble fini de places finies Sy ne contenant
pas de places divisant ¢ tel que (X — (SUSy),T) a la propriété K(m,1)
pour £, la dimension cohomologique du groupe Giguso (k, L) est égale a 2 et,
pour toute place p € SU Sy, kguso (€)p = kp(0), c’est a dire que I'extension
ks, () réalise la (-extension maximale ky(£) de k.

Nous allons reprendre les grandes lignes de la preuve afin d’obtenir une
précision sur la taille des places de Sy, et ainsi nous pourrons obtenir des
informations sur les invariants de ce corps. A présent ¢ désignera un entier
impair premier a la caractéristique de k.

Nous renvoyons le lecteur a larticle de Schmidt [18] pour la notion de
courbe marquée, de son site étale, ainsi que pour la définition et les résultats
relatifs & la propriété K (m,1).
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4.1.1. Préparatifs

La premieére chose a faire est d’annuler le ¢-groupe des T-classes d’idéaux
de k.

LEMME 4.2. — Soit k un corps global et T un ensemble non vide de
places finies, telles que pged(¢,degt, t € T) = 1 dans le cas des corps
de fonctions. 11 existe Ty tel que C1TYT0 = 0. De plus, on peut prendre
|T0| = dimgOlT < Ag gy et

9(Ty) < Aggi,
ot Ag est une constante effective.

Démonstration. — Supposons que g > 1, le cas g = 0 étant clair. On
procede par récurrence. On prend d’abord une place t de k telle que t n’est
pas totalement décomposée dans K = k7¢/(¢). D’aprés le théoréme de
densité de Cebotarev, on peut prendre une telle place t telle que log Nt <
log([K : k]+ gx). On recommence en remplagant 7' par TU{t} et le lemme
s’ensuit, en utilisant la majoration (utilisée précédemment) dim,ClT <
Aggr puisque ¢ > 3 (induisant log gx < gk )- a

Nous aurons également besoin d’annuler les groupes de Kummer VQI; :

LEMME 4.3. — Soit k un corps global. Soit P un ensemble fini de places

finies de k. Alors il existe un ensemble fini de places finies () disjoint de P,
dont les places vérifient Nq = 1 mod ¢ pour tout q € Q, et

Vo (k) =0 VqgeQ.
De plus on peut prendre Q tel que : |Q| < 2(Asgr + Pr(k) + Pc(k) + |P| —
1+d) et
Q) < Aro|Q| (log™ |P| +log £ 4 log{gr + dgny log £ +I(P)} + 6p L),

ol Aq est effective.

Démonstration. — Puisque

VS =ker q Vi = [ ks /3 ¢
qeQ
il s’agit de trouver deux places q, telles que a ¢ k'qxf pour tout a dans une
base de VV)P . D’apres la théorie de Kummer, les restrictions des places de
k(ue) qui ne sont pas totalement décomposées dans k, = k(ue, /)| k(e)
conviennent. Comme il faut que deux telles places ne définissent pas la
méme place dans k par restriction, on prend la seconde non conjuguée a la
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premiére par Gal(k(ue)|k). Il faut enfin les prendre hors de P ce qui aura
pour effet d’augmenter considérablement la borne.

Pour tout a € pr , ko |k est par la théorie de Kummer non ramifiée hors
de PU{¢}, et de degré divisant £(£—1)'~%. Le genre de k, est alors majoré
par (de méme que précédemment) :

g(ka) < L0 —1)' W) (g + dgny log £ + I(P)).

Appliquant deux fois le théoreme de densité de Cebotarev en excluant les
places de P d’abord, puis P et les conjugués de la place produite ensuite,
on obtient deux places non conjuguées Q1,0 telles que a ¢ k:gl(f pour
i=1,2,ou q; = Q; Nk. De plus

Z log NQ; < log |P| + log ¢ + log{gi + doni log £ +I(P)} + dp L.

i=1,2
Notons qu’ici I'extension des constantes est au plus de degré ¢ et, lorsque
(CIF est trivial, il n’y en a pas, puisque kq|k(j1¢) est totalement ramifiée
en une place de P au moins. On ajoute ainsi au plus 2 dimy V}Ap(k) places.
Comme dimyg Vi (k) < d¢(CI7) + ®r(k) + (k) + |P| — 1+ 6, d’apres les
formules de Shafarevich (voir [17]) , on obtient bien

H(Q) < |Q| (log™ |P| +log € + log{ gk, + dgnk log £ + (P)} + 6p ) .

O

4.1.2. A travers la preuve de 4.1

Ajoutons a présent une estimation quantitative au théoréme suivant de
Schmidt :

THEOREME 4.4 (Schmidt). — Soit T' un ensemble fini de places d’un
corps global k, non vide dans le cas des corps de fonctions. Soit ¢ #* 2,
¢ # car(k). Alors il existe un ensemble fini Ty de places de k ainsi qu’un
ensemble non vide S dont les places p vérifient Np =1 mod ¢, tels que

(i) SN (TUTy) =0,
(ii) cd GE"T (K, 0) =2,
(iii) (Xy — S, T UTy) vérifie la propriété K (w,1) pour ¢,
(iv) toute place p € S se ramifie dans kg™ (),
(v) Va2 =o.
En particulier, pour toute place p € S, ngTO (0)p = kp(0).
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PROPOSITION 4.5. — On peut prendre dans le théoréeme 4.4, lorsque
d =0, et pged(l,ar) =1,

(i) |To] < Aggr et 9(Ty) < Aogp,
(ii) |So| < 2(hg + Pr(k) + @c(k) +|T'| — 1+ d) et
9(S0) < Ar0(Asgr + Pr(k) + Pc(k) + |T'| — 1+ &%)
x (log™ [T U Ty| +log £ + log{gy, + dgny log £ + I(T")}),
(iii) S| < 2|So| et
9(S) < 9(So) + |So|* log ¢
+ |So| ((h+|T'|+Pr(k)+Pc(k) — 1) log £+9'(T" U S)+log™ gi)

ouT' =T UTy et Sy est un sous-ensemble de S construit de sorte que

Vg 2y (k) =0 Vg € S.

Dans ’application que nous avons en téte, k sera égal a Q, c’est pourquoi
nous écrivons ce corollaire pour Q.

COROLLAIRE 4.6. — Si k = Q, 6 = 0, et pged(¢,degt,t € T) = 1, on
peut prendre Ty et S de sorte que :

(Q) [To|=0
1S < 4|T]
9(S) < Aw (IT19'(T) + |T|* log {) ,
pour une certaine constante effective Aq;.

On peut obtenir par les mémes estimations des résultats effectifs pour le
cas 0 = 1, en regardant avec attention la preuve du théoreme de Schmidt
dans ce cas. Toutefois, on prend alors des places correspondant a chaque
élément du groupe de Galois de k%l, c’est & dire que |S| devient trés grand,
et il vaudra mieux jouer sur le nombre premier £.

Démonstration. — Tous les arguments algébriques de cette preuve sont
dus a Schmidt, nous n’y ajoutons que les estimations des normes des places
des ensembles intervenant. On donne la preuve de la proposition et de son
corollaire immédiat dans le méme temps.

Suivant Schmidt [18], on choisit d’abord Ty tel que T U T tel que
(CI1TYT0 = 0. C’est possible d’apres le lemme 4.2. Prenons alors Sy comme
au lemme 4.3, de sorte que

Vg, 2oy (k) =0 Vqe S
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Posons T/ = T UTp. On a alors : [T'| < |T| + Asgx,
HT') <IT) + Agg,%7
1So| < 2(hg + Pr(k) + ®c(k) + |[T'| — 1+ ), et
3(So) <A10(Asgr + Pr(k) + (k) + |T"[ — 1+ dk)
x (log™ |T'U Tp| + log £ + log{gi + dgni log £ +I(T")}) .

Dans le cas ot k = Q, on a déja ,C1T = 0, ainsi on prendra Ty = () dans ce
cas. Alors (Q) |So| < 2|7, et

(Q) 9(So) <2A10|T| (log™ |T| + log € + log{log £ +I(T)})

et donc
(Q) 9(So) < |T| (log* I(T) +1log?) .

On écrit So = {p1,...,pm}. Du fait de (CIT" = 0, Papplication (vy)p :
k* — @ ,¢7 Z induit alors la suite exacte

0= Epq/l — k" [k — @D Z/1Z — 0.
qgT’

Pour une place p ¢ T, on peut alors considérer un élément s, € k< /k**
défini par vp(sy) = 1 mod £ et vq(spy) = 0 mod ¢ pour tout q ¢ 7" U
{p}. Il est défini & E} 7+ /¢ prés. Pour tout ¢ = 1...m, on consideére sy,
correspondant a p; et on le notera plus simplement s;.

Rappelons de plus deux lemmes dus & Schmidt [18, 5.2 et 6.4] :

LEMME 4.7 (Schmidt). — Soit T' un ensemble fini de places de k, non
vide dans le cas des corps de fonctions, tel que (CIT(k) = 0. Soit q ¢
TUP,; une place totalement décomposée dans k({/ Ey, r)|k. Alors I'extension

k?ﬁ”k est cyclique d’ordre ¢ et q se ramifie dans cette extension. Enfin une

place p ¢ T U {q} de norme Np =1 mod ¢ se décompose dans qu?l si et

seulement si q se décompose totalement dans k(\/Ex 1, /5q)|k({/Er,T)-

LEMME 4.8 (Schmidt). — Sid =0 et S = {p1, ..., pn} est un ensemble
fini de places finies avec N(p;) = 1 mod ¢. Posons s; = s;,. Alors les
extensions k(fu, /51, ..., /sn) et kg’el(ug) sont linéairement disjointes sur

k(pae).-

Remarquons également qu’aucune des extensions qu’on considere ici n’ad-
met d’extension des constantes au dessus de k(ue), d’aprés les conditions
sur les places de T, 'hypothese d, = 0 et les propriétés des extensions de
Kummer (chacune sera ramifiée ou T-décomposée).
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On va maintenant ajouter des places a Sy, choisies de la maniere suivante.
Soient Py, ..., B,, des prolongements de p1,...,pm & k(ue). On considere,
pour une place Q de k(u¢), et a € {1,...,m} la propriété (B,) :

(D) Q¢ T'(k(ue)),
(i) Froba ¢ Ip, C Gk, (1) k(pe)),
(iii) Pour tout b # a, Q se décompose dans k(fiz, /Sp) |k (fee),
(iv) Q est inerte dans k(pe, /5q)|k(1e),
(v) 9 est totalement décomposée dans k(/Ey )| k(ue).

Cette propriété est ainsi indépendante du choix des s;. On construit
Q1,...,9m de la fagon suivante : on prend Q; € P(k(u)) vérifiant Bj.

el

On pose q1 = Q1 N k. On voit alors que kgl est cyclique d’ordre £ et
ramifiée en q;. On choisit alors par récurrence les places Qo, ..., Q,, (et on
pose q, = Q, N k) de sorte que
(i) Q. vérifie la propriété (B,)
(if) Qg est, pour b<a, décomposée dans kg;l"d (o) | (pe) et k(pe, ¢/Sgqp)-
Un tel choix est possible du fait du lemme 4.8. Estimons alors la taille

des £,. Choisir une telle place revient a imposer des conditions sur son
Frobenius dans le compositum des extensions linéairement indépendantes

(d’aprés les lemmes 4.7 4.8) k(pe, /51, S0y YSqrs- s /Sq0 1)
k(Y/Ex 1), kg;’d(w) et les kgﬁl’ R k:{Tq/;e_ll}. Estimons alors le genre de ce
compositum L,. Comme toutes les extensions (& partir de k(p¢)) sont des
¢-extensions, on calculera plutot le logarithme en base £ des degrés (nommé

¢-degré). Si K/k est une f-extension, on posera [K : k|, = log,[K : k].

Commengons par calculer [k;g;’el(ug) : k(p0)]e. Comme Vg;l =0,o0na

WKL () = 14 |So| — Pr(k) — (k) — |T|
(voir [14, 10.7.10]), et donc
(k& (ne) = k(pe)]e < 2hi + |T'] + ®r(k) + D (k) — 1.

L’extension k({/Ey 1 )|k(ue) étant de ¢-degré dim Ey 1/ /0 = r—1+|T"|,
on en déduit que

(L : K] (€ — 1)£[’f§é’dik]e+[k(\E/Ek,T/):/f(uz)]eHSo|+2(a—1)_
D’apres la théorie de Kummer, I'extension L, est non ramifiée hors de

R=SoUT' U{q1,...,qa—1} U {L}. De plus, seules les places au-dessus de
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¢ dans k peuvent étre sauvagement ramifiées dans L, /k, on obtient donc,
d’apres le lemme 2.3 :

1 (SQRk _
7 < La : r - 1 N L{l . 1 =
91, <[La: K] (9;; +3 1;% 0g Nv + == [La : k(u))e og€> L.

D’apreés le théoreme de densité de Cebotarev, on peut trouver 9Q, comme
on le demande, avec en plus log NQ, < log™ |T"|+log(nr,gr, ). On a alors

log NQ,
< log™ |T'| + (kg (e) + k(pe)le + [k(/Brv) = k(o)e + |Sol
1
+2(a—1)+1)logt+ log {g,ﬁ + §(ﬂ(T’ USy) + logl + ZlogNQa
i<a

+ 5an<[k§;’el(ue) s k(pe)le + [B(N/ Errr) - k(pe)]e + [ Sol

+2(a— 1)) 1og£}

< Tog" |T'| + (h + |T'| + ®a(k) + ®e(k) — 1+ |So| + (a — 1)) log £
+ (T U Sp) + log™ gi + logz log NQ,,.

i<a

Posons A = log® [T'| + (hy + |T'| + ®r(k) + ®c(k) — 1 + [So|) log £ +
9 (T"U Sp) + log™ g, et Xo =0, X}, = > i<k log N pour k > 1. On voit
que A > 2log3. On a alors, pour k > 1, X3, < Ak + k%logl + klog Xp_1.
On voit finalement que pour tout k > 1, X, < Ak + k?log /.

On en déduit donc que :

X < (log™ |T'| + (hy + |T'| + ®r(k) + Pc(k)) log ¢
+9'(T" U Sp) + log™ gx)|So| + |So|* log £.
On pose alors S = Sy U {q1,...,qm}. On obtient que |S| = 2|Sy]| et
() < 9¥(Sp) + Xm. Cela conclut alors la preuve de la proposition.

Dans le cas de Q, on a alors :

(Q) S| < 4T,
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et
(Q) 9(S) < |T| (9 (T)+log ) + 2|T| (log™ |T|+|T|log £+ (T)+3'(S))
+4|T | log ¢
< |T)9(T) + |T|* log £.

On peut alors montrer que cet ensemble S convient (voir la preuve du
théoreme [18, 6.1]). O

4.1.3. Version quantitative du théoreme 4.1.

PROPOSITION 4.9. — Dans le cas de Q et lorsque § = 0, on peut prendre
dans le théoréme 4.1
(Q) Sop<4|SuUT]|
9(S0) < A1 (|ITUS|IY(TUS)+ [T USlog)

Démonstration. — En effet, d’apres [18, 7.1], il suffit de trouver Sy telle
que (X —Sp, SUT) ait la propriété K (m,1) pour £. On obtient donc toutes
les informations voulues de celles du paragraphe précédent, avec T’ remplacé
par T'US. O

4.2. Preuve de la proposition A

Avant de tirer de ces résultats des informations sur les invariants de corps
globaux infinis, commencgons par démontrer la proposition A.

Les hypotheses faites sur T dans le cas des corps de fonctions nous as-
surent que T est non vide et que le corps des constantes de F,. ()L (¢) est F,.
La (-dimension cohomologique de Gal(Q%(¢)/Q) est finie donc ce groupe
n’a pas de torsion, et donc pas d’invariants non nuls hormis ceux de degré
1 (correspondant & m = 1). De plus, l'extension étant galoisienne, modé-
rément ramifiée et non ramifiée hors d’un ensemble fini de places, p est
totalement décomposé si et seulement si ¢, np > 0 et dans ce cas il vaut
d)p,Np = N > 0.

Enfin 'estimation concernant n., provient de la majoration suivante, va-
lable pour toute extension galoisienne. Soit { K;};cn une tour représentant
K = Q% (). Puisque Q% (¢) réalise 'extension maximale locale en les places
de S (Np = 1 mod ¢), l'indice de ramification de p € S dans K; vérifie
ep(Ki) — 4-00.
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On a donc, pour 7 suffisamment grand pour que toutes les places de .S
soient ramifiées dans K;/Q,

* * 1
T, = gons, + 5 > (ep(Ki) = 1)gy (Ki) fy (Ki) log N,
peSs

ol gp(K;) est le nombre de places de K; au dessus de p et f, (K;) son degré

d’inertie. Ainsi

I, . 1 1

- =go+t 3 (1 >long
’I’LKi 2 peZS ep(Ki)

et donc
2

9(S) — 265
Dans le cas des corps de nombres, ¢ est impair et le corps est totalement
réel, d’oll g = Neo.

N =

4.3. Application aux corps globaux infinis

Le théoréme suivant se déduit des résultats quantitatifs concernant la
propriété K (m, 1) et de la proposition A.

THEOREME 4.10. — Soit T et I deux ensembles finis disjoints de places
finies de Q. Soit ¢ un nombre premier impair ne divisant ni r — 1 ni ay dans
le cas des corps de fonctions. Alors il existe un ensemble fini S de places de
Q de norme congrue a 1 mod ¢ tel que QL (¢) a les propriétés suivantes :

(i) Pour tout p € Pls(Q), ¢ppnpm =0 sim > 2,
(ii) Pour tout p € T, ¢pp np = Moo > 0,
(iii) Pour tout p € TU S, ¢p np = 0.

(iv) On a :
2

3(S) — 20F
et pr = N dans le cas des corps de nombres.

(v) On peut prendre S tel que |S| < 4T+ 1|+ 1 et
I(S) < |T|(9'(T) +log™ |I| +log™ &' (I)) + ' (I) + (|T)* + || + 1) log £.

Noo =

Démonstration. — On va prendre S tel que (Xg — S,T') a la propriété
K(m,1) pour £. Estimons alors S. Soit s ¢ T'U I une place telle qu’il existe
une extension galoisienne de Q d’exposant ¢, non ramifiée hors de {s} ol
toutes les places de I ont degré d’inertie ¢, et ou les places de T sont
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totalement décomposées. Une telle extension existe d’apres le théoréeme de
Grunwald-Wang, et on peut prendre s telle que log Ns < log g1, (avec les
notations de la section 3.1) ou

L= (0 —1)#T+#! (219(T ul)+ 5@—(#1 + #T + 1))

On a alors :
logNs < (1 + [TUI|)logl+ 9 (T UI).
On considére alors Sy tel que cdyGal(KC/Q) = 2 avec K = Qg Uls }( ).
D’apres la proposition 4.9, on peut prendre Sy tel que : |So| < 4(|T|+1) et
9(So) < |T +1|(¢(T) + loglog Ns) 4 (|T| + 1) log £.
On en déduit que
9(So) < |T + 1| (T) + log™ |I| +log™ &' (I)) + |T + 1* log ¢.
On pose S = Sy U {s}, et on obtient le résultat escompté :
I(S) < |T +1|(9(T) +log™ |I| +logt ' (1)) +9'(I) 4+ (|T|* + |I| +1) log €.

Les différents points du théoreme se déduisent alors directement de la pro-
position A. a

4.4. Preuve de la proposition C

Notons K = QL (¢). Prouvons le résultat dans le cas des corps de nombres
et sous (GRH), les résultats sans cette hypothése et pour les corps de fonc-
tions se déduisant immédiatement en utilisant I'inégalité correspondante.
On utilisera cependant les ¢, 4 plutot que les ¢4, alourdissant ainsi les no-
tations, de sorte que la preuve pour les corps de fonctions soit exactement
la méme. On a démontré précédemment que 2/(9(S) — 20r) < noo(K). De
plus, pour les places totalement décomposées, ¢p Np = Noo. Lie corps K est
totalement réel dans le cas des corps de nombres; on a alors, d’apres les
inégalités fondamentales de Tsfasman-Vladut,

log N
Z¢PNP 0og P 1—5@(10g~’87r+z+1)noo,
D VNp —1 4 2

et donc

log Np 1 T °
—dg (logV8m+—+ =),
p;}M 1 S Q( 4 2)

9(9) T,
< — —0p — 8T+ =+ 2.
I 9 (5[[7 (5@ (log 8 4 2)
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5. Preuve du théoréme B

On suppose encore ici GRH pour ce qui est des majorations. Soient
P = {p1,...,pn} un ensemble de n places finies de Q, d;1,...,d;n, N
entiers naturels donnés pour tout ¢ = 1...n. Soit I un ensemble de places
finies disjoint de P.

D’apres la proposition 3.4, il existe une extension finie L de Q telle que :

(i) Le corps L est totalement réel (C'N), admet F,. comme corps des
constantes (CF).

(i) @ L) = L4

nidi

pi,Npi (
(iii) Pour tout P € Pr, au-dessus d’'un des p;, il existe j tel que Np =
di,j
Np, ™.
(iv) Il existe une fonction f de P et N = ppem(n;);ppem(d; ;);,; telle
que
De plus, sous ’hypothese de Riemann généralisée et si r est premier
avec N, f(P, N) peut étre choisie ainsi :

(GRH) f(P,N) < AP™N) {(1 4 |P|)log N + ' (P) + 6gN?} .

Choisissons ¢ a présent. Dans le cas des corps de nombres, on prend ¢ =
3. Dans le cas des corps de fonctions, le choix doit étre fait de sorte a
proscrire les extensions des constantes. Il ne doit donc pas diviser r — 1 ni
ap = pged(degp, p € P). On prend alors £ vérifiant r+ap < £ < 2(r+ap).
Il existe S tel que K = QL (¢) vérifie :
(i) pour tout p € Plf(Q), ¢ppnpm =0sim > 2,
) pour tout p € P, ¢y np = Moo > 0,
(iii) pour tout p € TUS, ¢pnp =0,
)

on a :

2
9(S) — 205
et ¢r = Noo dans le cas des corps de nombres.

(v) |S] <4|P|+5 et 19(S) < g(P,1,1), avec
g(P,1,0) < |P|(¢¥(P)+1log™ |I| +log™ ¢/ (I)) +9'(I)+ (|P)* + |I| + 1) log £.

N =

On consideére alors le compositum LK. L’extension LK /L est non ramifiée
hors de Sy, modérément ramifiée. Ainsi n. (LK) > 0. De plus, toutes les
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places de P, y sont totalement décomposées. Pour tout p € SUI, on a
bien ¢y (LK) = 0 pour tout g, puisque

> bp.q(LK) logn, 4 < D ¢p.g(K) logy, g
q q

(car K C LK).
On a, pour les places p; € P et pour une tour (K;) représentant I,
. LK : Q]
pour tout j =1...n,, ¢p7‘,1iji’j (LK;) = nedi,
d’ott 'on déduit que
) Noo (LK)
pour tout j =1...n;, ¢, y,a,; (LK) = Twid > 0.
On voit alors que §(LK) <1 —¢, on
" log Np; <= 1 Ty
€ = Noo(L.K) Z ni Z . + dg (10g 8T + 1 + 5) )
i=1 j=1 Npi RR— |

Reste donc & minorer n. (LK), majorons alors le quotient grk,/nrk,-
LK;/L étant modérément ramifiée, non ramifiée hors de Sy, on a donc :

* * 1
91k, < [LKi: Kilgp + S[LK; : L] > log N,
PeSL
Comme
> logNp =7 logNp »  fyyp < [L: QJI(S),
PeSL peS PESL
on obtient alors
LK, 9L 1
- < + =3(9).
[LK; : Q] [L:Q] 2 (5)
On en déduit que no. > (9(P,1,¢) + f(P,N))~!, ce qui termine la preuve.

6. Deux cas particuliers

On se propose a présent de donner les estimations dans les deux cas
particuliers les plus significatifs.
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6.1. Cas particulier N =1

Dans ce dernier paragraphe, nous allons estimer le défaut qu’on obtient
dans le cas particulier ot on prend pour 7' = {2,3,...,p,} les n plus petits
nombres premiers. On peut alors construire S tel que Gal(Q%(3), Q) ait une
dimension cohomologique 2 et vérifiant les conditions du théoreme 4.10.
Considérons alors le défaut 6 de Q% (3) sous GRH. Notons D 'ensemble
des places de Q totalement décomposées dans QZ(3). Comme seules les
places totalement décomposées p ont au moins un ¢, , > 0, on a :

On a

6_172925pr10ng (log\ﬁJr I )nom
peD
et donc

log Np Ty
——— +log V8 -+ =1,
pezDﬁNp_l—&-og 7r+4+2

2 log p
01— ——— Z —|-log\/ + +1
v(S) PSPn VP 2
On a : 9(S) < |T|19'(T) + (|T|? + 1) log 3. On est alors amené a estimer
> p<p, 0gp. La somme J(z) = logp est bien connue et vaut J(z) =
x + o(z). Comme p,, = nlogn(l+ o(1)) on en déduit que ¥ (T') = logn +

1
loglogn + o(1). Ainsi 9¥(S) < n?. De plus S,, = g \[ngl > \/Pn >
D —
P<Pn

v/nlogn. On en déduit qu’il existe une constante effective ¢, telle que

0<1— cn_3/2\/logn.
Remarquons que ce résultat est moins bon que celui obtenu dans [11],
utilisant des extensions de degré 2.

6.2. Cas particulier d’une place p et de n degrés

Dans ce paragraphe on va considérer un premier pet d; = 1,...,d, = n.
Alors il existe un corps global infini £/Q tel que, pour tout k=1...n
PR
¢pk = % > 0.

De plus, son défaut vérifie :
h(p,n)

(GRA) 0 < 1= 30 + o)
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4 "
fp.n) < arPpem®limin)(nlogn + loglog p), et g(p) < loglogp.

Reste alors a évaluer Q(ppem(k)g=1..n) = Zpgn m, ol la somme est
prise sur les nombre premiers, et m,, est le plus grand entier tel que p™» < n.

logp T
h(p,n) > —— +log8r + — +
o) > 22

Comme
n

1
Zmp < lognz @ < logn

log?n’
p<n p<n &

on voit que :
c
An/logn(plogn + loglogp)’
pour ¢, A deux constantes effectives.

o<1
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