
AN

N
A
L
E
S
D
E

L’INSTI
T

U
T
F
O
U
R

IE
R

ANNALES
DE

L’INSTITUT FOURIER

Benjamin COLLAS & Sylvain MAUGEAIS

Composantes irréductibles de lieux spéciaux d’espaces de modules de
courbes, action galoisienne en genre quelconque
Tome 65, no 1 (2015), p. 245-276.

<http://aif.cedram.org/item?id=AIF_2015__65_1_245_0>

© Association des Annales de l’institut Fourier, 2015,
Certains droits réservés.

Cet article est mis à disposition selon les termes de la licence
CREATIVE COMMONS ATTRIBUTION – PAS DE MODIFICATION 3.0 FRANCE.
http://creativecommons.org/licenses/by-nd/3.0/fr/

L’accès aux articles de la revue « Annales de l’institut Fourier »
(http://aif.cedram.org/), implique l’accord avec les conditions générales
d’utilisation (http://aif.cedram.org/legal/).

cedram
Article mis en ligne dans le cadre du

Centre de diffusion des revues académiques de mathématiques
http://www.cedram.org/

http://aif.cedram.org/item?id=AIF_2015__65_1_245_0
http://creativecommons.org/licenses/by-nd/3.0/fr/
http://aif.cedram.org/
http://aif.cedram.org/legal/
http://www.cedram.org/
http://www.cedram.org/


Ann. Inst. Fourier, Grenoble
65, 1 (2015) 245-276

COMPOSANTES IRRÉDUCTIBLES DE LIEUX
SPÉCIAUX D’ESPACES DE MODULES DE COURBES,
ACTION GALOISIENNE EN GENRE QUELCONQUE

par Benjamin COLLAS & Sylvain MAUGEAIS (*)

Résumé. — Dans cet article, nous caractérisons l’action du groupe de Galois
absolu sur les groupes d’inertie champêtre géométriques cycliques et sans factorisa-
tion étale du groupe fondamental géométrique des espaces de modules de courbes
marquées. Nous établissons par ailleurs la même action sur les éléments de torsion
profinis d’ordre premier en genre 2.

Abstract. — In this paper we characterise the action of the absolute Galois
group on the geometric finite cyclic groups without étale factorization of stack
inertia of the profinite geometric fundamental group of moduli spaces of marked
curves. As a complementary result, we give the same action on prime order profinite
elements in genus 2.

1. Introduction

Nous suivons dans cet article l’approche générale d’A. Grothendieck
d’Esquisse d’un programme [17] qui consiste à étudier le groupe de Galois
absolu Gal(Q/Q) à travers sa représentation géométrique dans des groupes
fondamentaux d’espaces de modules de courbes marquées et non-ordonnées
Mg,[m] :

Gal(Q/Q)→ Out(πgeom1 (Mg,[m])).

Mots-clés : groupe fondamental algébrique, inertie champêtre, lieu spécial, groupes bons.
Classification math. : 11R32, 14H10, 14H30, 14H45.
(*) B. Collas remercie le laboratoire Manceau de Mathématiques de l’université du
Maine pour son accueil qui a permis cette collaboration, ainsi que M. S. Weiss pour
son financement via sa bourse professorale Humboldt. Les auteurs remercient P. Lochak
et M. Vaquié pour les nombreuses discussions à l’origine de ce travail, P. Dèbes pour ses
remarques, ainsi que le rapporteur dont les commentaires ont améliorés la précision et
la clareté du texte.
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Les espaces de modulesMg,[m] étant munis de leur structure de Q-champ
algébrique de Deligne-Mumford [9], cette représentation est établie par
T. Oda [31]. Le groupe fondamental de Mg,[m] contient par ailleurs cer-
tains sous-groupes définis par les structures inertielle à l’infini et inertielle
champêtre de cet espace.

Nos résultats concernent l’action de Gal(Q/Q) sur l’inertie champêtre
géométrique, i.e. finie, et sans factorisation étale du groupe profini
πgeom1 (Mg,[m]) pour tout genre g > 0 et pour un nombre m > 0 quel-
conque de points marqués. Nous donnons par ailleurs l’action galoisienne
sur un certain type de torsion profinie d’ordre premier en genre g = 2.

La difficulté principale consiste à établir l’invariance des classes de conju-
gaison d’inertie sous l’action galoisienne. Dans le cas de l’inertie champêtre,
nous résolvons ce problème par la caractérisation des composantes irréduc-
tibles du champ des espaces de modules des revêtements cycliques.

Dans le cas du genre 2, nous réduisons la torsion profinie à la torsion
finie et le résultat découle du résultat précédent.

1.1. Inerties des espaces de modules de courbes, action
galoisienne

Considérons la compactification de Deligne-Mumford Mg,m de l’espace
ordonné Mg,m ainsi que son diviseur à l’infini D∞ = Mg,m \ Mg,m. À
une composante irréductible D de D∞ est associé un groupe d’inertie
ID ⊂ πgeom1 (Mg,m), cyclique suivant la théorie du groupe fondamental
modéré [18].
Dans un contexte de théorie généralisée de Grothendieck-Murre H. Na-

kamura a alors établi que l’action du groupe de Galois absolu Gal(Q/Q) sur
certains groupes d’inertie à l’infini des espaces de modulesMg,m est donnée
par χ(σ)-conjugaison, c’est-à-dire conjugaison d’un générateur d’inertie et
élévation à la puissance cyclotomique χ(σ)–voir [26] pour le cas du genre
zéro et [27, 28] pour le cas général. Ce résultat a été étendu à l’intégra-
lité de ces groupes d’inertie grâce à la théorie de Grothendieck-Teichmüller
dans [29].
Dans le cas des espaces de modulesM0,[m] non-ordonnés de genre zéro,

la théorie de Grothendieck-Teichmüller permet de plus d’établir un résultat
similaire à partir d’expressions en terme de tresses d’Artin des générateurs
d’inertie–voir introduction de [5].
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D’autre part, à la structure de champ des espaces Mg,[m] sont associés
des groupes d’inertie champêtre géométriques Ix = Aut(x) composés des
automorphismes finis des classes d’isomorphisme d’objet x ∈ Mg,[m]. Sui-
vant B. Noohi [30] ces groupes d’automorphismes géométriques s’injectent
dans le groupe fondamental

ωx : Ix → πgeom1 (Mg,[m], x).

Rappelons que πgeom1 (Mg,[m]) est isomorphe au complété profini du groupe
fondamental orbifold πorb1 ((Mg,[m])anC ). Identifiant ce dernier avec le map-
ping class group Γg,[m], groupe des difféormorphimes de surfaces, le théo-
rème de réalisation de Nielsen-Kerckhoff [20] donne une correspondance
bijective entre les sous-groupes finis géométriques de πgeom1 (Mg,[m]) et les
sous-groupes finis du mapping class group Γg,[m]. Nous utiliserons cette
correspondance dans la suite.

Une approche par théorie de Grothendieck-Teichmüller sur la torsion pro-
finie d’ordre premier a ainsi montré que l’action de Gal(Q/Q) sur l’inertie
champêtre géométrique d’ordre premier des espaces de modulesM0,[m] et
M1,[m] est donnée par χ(σ)-conjugaison–voir [5, 4]. Il s’agit ici de com-
pléter cette comparaison d’action galoisienne entre ces groupes d’inerties à
l’infini et champêtre.
L’objectif principal de cet article est de généraliser ce résultat aux espaces

de modules de courbes de genre quelconque ainsi que de s’affranchir de
l’hypothèse de primalité, ce que nous obtenons sous une certaine condition
géométrique d’absence de factorisation étale (voir Théorème 5.4 pour une
définition) :

Théorème A — Soit G un groupe d’inertie champêtre géométrique cy-
clique de πgeom1 (Mg,[m]) n’admettant pas de factorisation étale, pour un
genre g et un nombre de points marqués m quelconques. L’action du groupe
de Galois absolu Gal(Q/Q) sur G est donnée par χ(σ)-conjugaison.

Du point de vue galoisien, ce résultat complète ainsi en partie la condi-
tion nécessaire liée à la question suivante– voir question 8.5 de [22] : les
multitwists profinis sont-ils entièrement caractérisés par une action galoi-
sienne donnée par χ(σ)-conjugaison, à inertie près ?

Pour un groupeG fini cyclique fixé, notre approche consiste à caractériser
les composantes irréductibles du lieu spécial Mg,[m](G), sous-champ de
Mg,[m] dont les points géométriques admettent G comme groupe d’inertie
géométrique. Cette question se réduisant au cas des champsMg,[m][G] des
courbes marquées avec G-autmorphismes–voir section 2–, nous donnons
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248 Benjamin COLLAS & Sylvain MAUGEAIS

une construction algébrique des invariants de Hurwitz de M. Cornalba [6, 7]
que nous affinons dans le cas des G-revêtements marqués en donnée de
branchement–voir section 3. Nous construisons ainsi des G-revêtements de
donnée de branchement fixée, dont nous déduisons une décomposition en
sous-champs géométriquement irréductibles en section 4

Mg,[m][G]/Aut(G) =
∐
Mg,[m],kr[G]/Aut(G).

La caractérisation de ces composantes nous permet alors d’établir leur
invariance sous action galoisienne puis la formule de χ(σ)-conjugaison sou-
haitée – voir section 5.

1.2. Torsion profinie et action galoisienne

À la différence de l’inertie géométrique, la torsion profinie n’est a priori
pas reliée à des composantes irréductibles. Ainsi, suivant [23], questions 3.6
et 3.5, se pose la question d’exprimer l’action galoisienne sur la torsion pro-
finie du groupe fondamental πgeom1 (Mg,[m]) à partir des groupes d’inertie
champêtre de celui-ci.

Dans un contexte de théorie cohomologique de Serre introduite dans [34],
[5, 4] montrent ainsi en genres zéro et un que la torsion profinie d’ordre
premier de πgeom1 (Mg,[m]) est conjuguée à la torsion géométrique. Le ré-
sultat déjà cité d’action galoisienne sur ces éléments s’obtient ensuite dans
un contexte de théorie de Grothendieck-Teichmüller– voir ibid.

Plus précisément, le groupe de Grothendieck-Teichmüller ĜT introduit
par V. G. Drinfel’d [10] agit sur πgeom1 (M0,[m]) et contient Gal(Q/Q). Par
ailleurs, Y. Ihara a montré [19] qu’il existe un point base tangentiel

−→
b

en lequel baser le groupe fondamental de sorte que l’action de Gal(Q/Q)
s’étendent à ĜT :

Gal(Q/Q) � � //
� r

$$HHH
HHH

HHH
H

Aut(πgeom1 (M0,[m],
−→
b ))

ĜT
) 	

77nnnnnnnnnnnnn

De cette compatibilité découle que le résultat d’action de ĜT par λ-
conjugaison sur la torsion cyclique profinie d’ordre premier établi dans
[5] se transmet à Gal(Q/Q) sur ces mêmes éléments. Nous étendons ici
partiellement ces résultats au cas des espaces de modules de courbes de
genre deux.
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Théorème B — Le groupe de Galois absolu Gal(Q/Q) agit sur la tor-
sion profinie d’ordre premier sans factorisation étale de πgeom1 (M2,[m]) par
χ(σ)-conjugaison.

Ce résultat repose sur la bonté du mapping class group Γ2,[m] ainsi que
sur un résultat cohomologique de P. Symonds qui réduit les classes de
conjugaisons de p-torsion profinie aux classes de conjugaisons de p-torsion
finis, i.e. géométriques. Le résultat d’action est alors une conséquence di-
recte du résultat d’action de Gal(Q/Q) sur l’inertie géométrique établie au
théorème A.

2. Lieux spéciaux, mapping class group, action galoisienne

Considérons les espaces des modules de courbes marquéesMg,[m]. Nous
donnons ici la définition algébrique en famille du champ des lieux spéciaux
Mg,[m](G) en reprenant les définitions de [13] établies pour les espacesMg.
Rapprochant ces espaces du champ des espaces de modules des courbes
avec G-automorphismes Mg[G] étudiés dans [36, 12, 24], et des classes
de conjugaison de G dans le mapping class group Γg,[m], nous réduisons
l’étude de l’action galoisienne sur les composantes irréductibles du champ
des lieux spéciauxMg,[m](G) à l’étude de cette action sur les composantes
irréductibles deMg,[m][G]/Aut(G).

2.1. Lieux spéciaux de Mg,[m], espace de modules de courbes
avec G-automorphismes

Considérons le cas de courbes hyperboliques de genre g à m points mar-
qués, i.e. telles que 2g− 2 +m > 0, et notonsMg,[m] l’espace des modules
de courbes à points marqués qui classifie les familles de courbes de genre
g à m points marqués à permutation près : ses objets sont donnés par des
familles de courbes X/S de genre g sur un Q-schéma S, i.e. un morphisme

p : X → S propre lisse, où X est une courbe de genre g

dont les fibres géométriques Xs sont des courbes connexes de genres g, où
X/S est muni d’un m-marquage ; i.e. un diviseur de Cartier effectif D étale
fini de degré m sur S.
Remarquons que cette notion de marquage étend celle de pointage qui

définit l’espace des modules de courbes ordonnéesMg,m où les points sont
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donnés par des sections (σi : S → X )i=1...m. La donnée d’un marquage
correspond à accepter la permutation des points, puisque

Mg,[m] =Mg,m/Sm.

où le quotient est pris dans la catégorie des champs.
Suivant [21], les courbes étant hyperboliques, l’espace de modulesMg,m

admet une structure de Z-champ algébrique de Deligne-Mumford, et il en
est de même pourMg,[m] comme quotient fini de celui-ci.

Par ailleurs, une famille de courbes X/S admet une action fidèle d’un
groupe G lorsqu’il existe un morphisme de schémas en groupes

G→ AutS(X ) injectif sur les fibres.

Le champ des courbes avec G-automorphismes suivant, étudié notamment
par S. Tufféry et T. Ekedahl [36, 12] dans le cas non marqué, est un outil
essentiel pour la description de Mg,[m](G) et de ses composantes irréduc-
tibles.

Définition 2.1. — Soit G un groupe fini. Le champ Mg,[m][G] des
courbes avec G-automorphismes est la catégorie fibrée en groupoïde sur
Sch/Q classifiant les familles de courbes m-marquées de genre g munies
d’une action fidèle de G permutant les points.

Les objets de Mg,[m][G] sont des triplets (X/S, ι : G → AutS(X ), D)
où D est un diviseur étale de Cartier relatif fixe par G de degré m ; les
morphismes sont G-équivariants et préservent D.
Dans la suite, nous nous intéressons aux composantes irréductibles du

champ suivant.

Définition 2.2. — On nomme champ des lieux spéciaux et l’on note
Mg,[m](G) la sous-catégorie de Mg,[m] fibrée en groupoïde constituée des
familles de courbes X/S dont les fibres géométriques admettent une action
fidèle de G permutant les points.

Considérons le mapping class group Γg,[m] := π0(Diff+(Sg,[m])), compo-
sante connexe du groupe des difféormorphimes de la surface topologique
Sg,m qui préservent l’orientation, avec permutation permise des points.
Pour un sous-groupe G fini de Γg,[m] fixé, le champ des lieux spéciaux est
non vide puisque, selon le théorème de réalisation de Nielsen-Kerckhoff [20],
pour tout sous-groupe fini G de Γg,[m], il existe une structure conforme sur
la surface topologique X de type (g,m) tel que G est le groupe des auto-
morphismes conformes Aut(X).
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Notons que Mg,[m][G] n’est pas un sous-champ de Mg,[m]. Plus préci-
sément, le champ des lieux spéciaux Mg,[m](G) ⊂ Mg,[m] est l’image de
Mg,[m][G] par le morphisme d’oubli de l’action de G.
Proposition 2.3. — Le champ des lieux spéciaux Mg,[m](G) est un

Q-champ de Deligne-Mumford.
Démonstration. — C’est immédiat puisque le morphisme d’oubli précé-

dent Mg,[m][G] → Mg,[m] est représentable et propre, donc son image
Mg,[m](G) est fermée, et Mg,[m](G) hérite de la structure de champ de
Mg,[m][G]. �

Le champ des lieux spéciaux Mg,[m](G) correspond aux lieux G-symé-
triques introduits par S. Broughton [2] dans le contexte analytique des
espaces de Teichmüller et définis comme l’image dans (Mg)C des points de
Tg stables par un conjugué de G. En particulier, le résultat suivant découle
directement d’un résultat de théorie de Teichmüller [15]–voir [32] pour une
preuve purement algébrique.
Proposition 2.4. — Le champMg,[m][G]/Aut(G) est le normalisé du

champ des lieux spéciauxMg,[m](G).
Le résultat suivant en découle alors immédiatement.
Corollaire 2.5. — SoitMg,[m](G) le champ des lieux spéciaux associé

à un groupe G fini. Alors les composantes irréductibles deMg,[m](G) sont
en bijection avec celles deMg,[m][G]/Aut(G).

Étant donné une courbe X/C, via le choix d’un difféomorphisme de X
avec la surface de référence de genre g et m-marquée, on définit un homo-
morphisme injectif θ : AutC(X ) → Γg,[m]. Le choix d’un autre difféomor-
phisme s’obtient en conjuguant l’image de θ dans Γg,[m]. Par suite, si G est
la classe de conjugaison dans Γg,[m] d’un sous-groupe isomorphe à G, alors
la condition AutC(X ) ∈ G est indépendante de tous les choix.
Définition 2.6. — On nomme lieu spécial de G, et on note Mg,[m],G ,

la sous-catégorie de Mg,[m](G) fibrée en groupoïde sur Sch/C classifiant
les objets dont les fibres Xs vérifient Aut(Xs) ∈ G.
Notant Z une composante irréductible de (Mg,[m][G]/Aut(G))C, la dis-

cussion précédente se résume alors par le diagramme suivant :

Z

��

// (Mg,[m][G]/Aut(G))C

��
Mg,[m],G // Mg,[m](G)C //

(
Mg,[m]

)
C

TOME 65 (2015), fascicule 1



252 Benjamin COLLAS & Sylvain MAUGEAIS

L’espaceMg,[m],G possède une structure de champ algébrique par le ré-
sultat ci-après qui établit une correspondance bijective entre l’ensemble
des classes de conjugaison de G dans Γg,[m] et l’ensemble des composantes
irréductibles du lieu spécialMg,[m](G).

Proposition 2.7. — Soit G un sous-groupe fini du mapping class
group, et G sa classe de conjugaison dans Γg,[m]. Alors le lieu spécial
Mg,[m],G est un sous-champ algébrique, composante irréductible du champ
des lieux spéciauxMg,[m](G)C ⊂

(
Mg,[m]

)
C.

Ce résultat d’irréductibilité est établi par S. Broughton [2] pour les lieux
spéciaux d’espace des modules sans points marqués Mg et repose sur un
théorème de Riemann généralisé de D. Mumford [25] de type GAGA. Il est
étendu aux courbes marquéesMg,[m] dans [8].

2.2. Composantes irréductibles, actions galoisiennes

Soit G un sous-groupe fini de Γg,[m] et G une classe de conjugaison de G
dans Γg,[m] fixée. L’étude de l’action de Gal(Q/Q) sur G passe par celle de
l’ensemble des composantes irréductibles du normalisé Mg,[m][G]/Aut(G)
deMg,[m](G) de la façon suivante.

Suivant [31], le choix d’un point base géométrique x ∈ (Mg,[m])Q̄ ainsi
que d’un Q-point deMg,[m] définit une action du groupe de Galois absolu :

(2.1) Gal(Q/Q)→ Aut[πalg1 ((Mg,[m])Q, x)].

Le groupe de Galois Gal(Q/Q) agit alors sur la classe de conjugaison
G de G dans Γg,[m] définie par la composante irréductible Mg,[m],G de
Mg,[m](G)Q̄ à laquelle appartient x. En effet, pour tout y ∈Mg,[m],G

Iy ↪→ πalg1 ((Mg,[m])Q̄, x)

est donné par conjugaison dans Γg,[m] suivant [30, Rem. 3.5].
Dans le cas où on ne dispose pas d’un point base rationnel, on travaille

avec un point base tangentiel défini comme foncteur fibre sur la catégorie
FEtD(Mg,[m]) des revêtements étales finis deMg,[m] modérément ramifiés
au dessus d’un diviseur à croisement normaux D, où Mg,[m] est la com-
pactification de Deligne-Mumford et D le complémentaire deMg,[m] dans
celle-ci. Ce foncteur est isomorphe à un foncteur fibre défini par un point
géométrique de Mg,[m] et l’on dispose ainsi des notions de chemins entre
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points tangentiels ou géométriques, ainsi que de l’invariance du groupe fon-
damental par changement de corps algébriquement clos en caractéristique
nulle–voir [37, II.2,II.4].

Suivant [28], le choix d’un tel point base tangentiel
−→
b deMg,[m] définit

de plus une action galoisienne telle qu’en (2.1) :

(2.2) Gal(Q/Q)→ Aut[πalg1 ((Mg,[m])Q,
−→
b )],

où Gal(Q/Q) agit à la fois sur l’ensemble des classes de conjugaison de G
(resp. des composantes irréductibles deMg,[m](G)Q̄), ainsi que sur chacune
de ces classes (resp. chacune desMg,[m],G(G)). Le calcul de cette dernière
action, qui constitue l’objectif principal de cet article, est menée du point
de vue de l’action sur les composantes irréductibles deMg,[m](G). Ainsi, la
stabilité de chacune des classes de conjugaison d’un groupe cyclique fini de
πgeom1 (Mg,[m]) sous l’action de Gal(Q/Q) se réduit à la stabilité de chacune
des composantes irréductibles du champ des lieux spéciaux Mg,[m](G)Q
d’après la proposition 2.7.

De ce point de vue, le groupe Gal(Q/Q) agit par permutation sur l’en-
semble des composantes irréductibles {Mg,[m],G}G deMg,[m](G) (resp. l’en-
semble des classes de conjugaison de G dans Γg,[m]) : pour σ ∈ Gal(Q/Q),
une composante Mg,[m],G est envoyé sur une composante Mσ

g,[m],G . Par
fonctorialité, cette action est compatible avec l’action définie précédemment
sur le groupe fondamental. Le résultat suivant découle de la proposition 2.4.

Proposition 2.8. — Le groupe de Galois absolu Gal(Q/Q) agit de
façon compatible sur l’ensemble des composantes irréductibles de
(Mg,[m][G]/Aut(G))Q et deMg,[m](G)Q.

La question initiale de la stabilité d’une classe de conjugaison se réduit
ainsi à celle des composantes irréductibles du champ (Mg,[m][G]/Aut(G))Q
selon les propositions 2.5 et 2.8.
Une caractérisation des composantes irréductibles du champ

(Mg,[m][G]/Aut(G))Q étant donnée en sections 3 et 5, on établit qu’elles
sont chacune définies sur Q et donc leur invariance sous l’action de
Gal(Q/Q). Fixant une telle composante, on construit alors en section 5
un K-point pour lequel on montre que le calcul de l’action de Gal(Q/Q)
sur le groupe d’inertie se réduit à celui de l’action de Gal(K̄/K).

Remarque 2.9. — Le théorème 3.10 de [5] et le théorème 6.5 de [4] sur
les classes de conjugaison des mapping class groups impliquent le théorème
A respectivement en genre zéro et un et pour la torsion géométrique d’ordre
premier.
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3. Espaces des modules des courbes avec
G-automorphisme, invariants de revêtements

Soit G un groupe cyclique fini. Le champs des courbes avec G-auto-
morphisme Mg,[m][G] n’étant en général pas irréductible, nous introdui-
sons des sous-champs Mg,[m],kr[G] de Mg,[m][G] à partir desquels nous
caractérisons les composantes irréductibles deMg,[m][G]/Aut(G) au para-
graphe 4.2.
La construction de ces espaces repose sur les données de Hurwitz asso-

ciées à un G-revêtement cyclique ainsi que sur des données de branchement
dont nous donnons une construction algébrique dans le cas des espaces de
modules de courbes à points marqués et définis sur un corps algébriquement
clos quelconque.
Cette approche nous permet de résoudre des questions de rationnalité

dans le cas d’un corps quelconque (voir section 4.1), étape nécessaire pour
établir l’irréductibilité des espacesMg,[m],kr[G]/Aut(G) dans la section 4.2.

3.1. Données de Hurwitz, une construction algébrique

Dans [6], F. Cornalba donne une construction des données de Hurwitz
d’un G-revêtement pour les espaces de modules de courbes non-marquées
et d’un point de vue complexe. La construction algébrique que nous don-
nons ici étend cette dernière au cas de points marqués et d’un corps de
définition algébriquement clos quelconque. Elle se place dans un contexte
de cohomologie étale et repose sur une description géométrique bien connue
du lieu de branchement d’un revêtement - voir par exemple [1] section 3.1.

Dans la suite, nous considérons X/S une courbe propre et lisse, munie
d’une action ι : G → AutS(X ) d’un groupe cyclique d’ordre inversible sur
S, et noterons B ⊂ Y = X/G le diviseur de branchement.

Lemme 3.1. — Soit X/S une courbe telle que ci-dessus. Alors la fonc-
tion ν comptant le nombre de points géométriques de branchement dans
les fibres

ν : S → N
s 7→ card ((B ×S s)(s̄))

est localement constante.

La constance locale de la fonction ν montre que, étant donnée un entier
ν0 ∈ N, le lieu de points de Mg,[m] où la fonction ν vaut ν0 est un sous-
champs algébrique qu’on noteraMg,[m],ν0 .
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Démonstration. — Ceci découle directement de [1, Lemme 3.3]. En effet,
puisque G est d’ordre inversible sur OS , pour tout H ⊂ G le schéma XH
des points fixes sous H est naturellement un diviseur de Cartier relatif étale
sur S. Il en est ainsi de même pour le support de B qui est égal à l’image
de ∪{0}6=H⊂GXH dans Y, d’où la constance de ν. �

C’est le fait que les groupes considérés ont des ordres premiers aux carac-
téristiques résiduelles qui impose cette géométrie du lieu de branchement
particulièrement simple.

Considérons une courbe G-équivariante X et notons Y = X/G, R le
diviseur de ramification, B le diviseur de branchement et π : (X\R)→ Y\B
le morphisme quotient, ainsi que le diagramme

(3.1) Y \B � � j //

f ""EE
EE

EE
EE

Y

h

��
S.

Suivant la correspondance entre classes d’isomorphismes de G-torseurs sur
Y \ B et éléments de H1

ét(Y \ B,G), le morphisme étale π définit alors un
élément de H1

ét(Y \B,G). Ceci motive la définition suivante.

Définition 3.2. — Soit (X , ι) une courbe propre lisse munie d’une G
action définissant un élément π ∈ H1

ét(Y \ B,G) comme ci-dessus. On
nomme donnée de Hurwitz associée à (X , ι) l’image de π dans
H0

ét(S, h∗R1j∗G) par les homomorphismes

H1
ét(Y \B,G)→ H0

ét(S,R1f∗G)→ H0
ét(S, h∗R1j∗G).

Décrivons explicitement les fibres du faisceau h∗R1j∗G à travers
H0

ét(Y,R1j∗G), puisque selon le théorème de changement de base propre
(h∗R1j∗G)s ' H0

ét(Ys,R1j∗G) pour s ∈ S.

Lemme 3.3. — Avec les notations de (3.1) ci-dessus, le faisceau h∗R1j∗G

est localement constant et la fibre en un point géométrique s ∈ S est
isomorphe à

⊕
y∈Bs (Z/nZ).

Notons que le théorème de changement de base lisse en cohomologie étale
implique que le faisceau h∗R1j∗G est constructible. Le résultat découle ici
d’une description explicite du faisceau.
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Démonstration. — Considérons le spectre S d’un corps algébriquement
clos et fixons un isomorphisme G ∼→ µn. On montre alors que la suite
exacte de Kummer donne une suite exacte

1→ j∗µn → j∗Gm → j∗Gm → R1j∗µn → 1,

la surjectivité de la dernière flèche provenant de [16][21.6.9] par lissité de
la courbe Y. D’autre part, le morphisme

j∗Gm →
⊕
y∈B

iy∗Z/nZ

α 7→ (vy(α))y

où iy désigne l’inclusion y → Y et vy la valuation normalisée sur l’anneau
local OY,y, est nul sur les puissances n-ième. Ceci induit un isomorphisme

R1j∗µn
∼→
⊕
y∈B

iy∗Z/nZ

puis l’isomorphisme recherché

(3.2) H0
ét(Y,R1j∗G) ∼→

⊕
y∈Bs

(Z/nZ) . �

Remarque 3.4. — Il est important de noter la non-canonicité de l’iso-
morphisme (3.2). En effet, les changements d’isomorphisme G ∼→ µn in-
duisent par fonctorialité une action de Aut(G) sur le membre de gauche de
l’équation 3.2 (1) .

Définition 3.5. — Soit G un groupe cyclique d’ordre n. Une donnée
de Hurwitz géométrique abstraite k pour G à ν points de branchement
est un élément k ∈ (Z/nZ)ν /Sν , tel que la somme des coordonnées est
nulle–l’action de Sν se faisant par permutation des coordonnées.

Étant donné un G-revêtement et un isomorphisme G ∼→ µn fixé, pour
tout point géométrique s ∈ S, on associe un élément de H0

ét(Ys,R1j∗G)
suivant la définition 3.2, et qui s’identifie canoniquement à

⊕
y∈Bs (Z/nZ)

d’après le lemme 3.3. Le quotient par Sν fournit alors une donnée de Hur-
witz abstraite.

(1)Les deux auteurs remercient chaleureusement le referee pour son insistance sur ce
point.
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Remarque 3.6. —

i) Composantes connexes– Étant donnés un corps algébriquement clos
k, un isomorphisme G ∼→ µn et une donnée de Hurwitz géométrique
abstraite à ν points de branchements, on définit, pour tout k-schéma
S le lieu des points s de S tel que (X , ι) possède k comme donnée de
Hurwitz géométrique abstraite en s. La constance locale du faisceau
h∗R1j∗G implique que celui-ci est ouvert et fermé dans S : c’est une
réunion de composantes connexes de S.

ii) Données canoniques– Un µn-torseur étant localement donné par
wn = α, le membre de droite de l’équation (3.2) est constitué de
l’ordre des zéros et des pôles de α en chaque point de B modulo n.
L’action de Aut(G) y est donnée par multiplication sur div(α) après
l’identification canonique Aut(G) = (Z/nZ)∗. L’indépendance du
choix d’un isomorphisme

⊕
y∈Bs Z/nZ

∼→ (Z/nZ)ν est alors donné
par double passage au quotient, par Sν et (Z/nZ)∗.

Réciproquement, pour une donnée de Hurwitz abstraite k et un isomor-
phisme G ' µn fixés, la proposition suivante produit un G-revêtement de
données de Hurwitz k.

Proposition 3.7. — Soit Y courbe propre et lisse sur k algébrique-
ment clos, G un groupe fini cyclique, G ' µn un isomorphisme fixé, et k
une donnée de Hurwitz géométrique abstraite pour G. Alors il existe un
revêtement galoisien X/Y de groupe G et de donnée de Hurwitz k.

Démonstration. — Le morphisme R1f∗G → h∗R1j∗G déjà utilisé ci-
dessus s’inscrit dans une suite exacte longue donnée par la suite spectrale
de Leray :

0→ R1h∗(j∗G)→ R1f∗G→ h∗R1j∗G→ R2h∗(j∗G)→ R2f∗G.

Si ν = 0 alors la donnée de Hurwitz est vide, on peut donc supposer
ν > 0. Ainsi f est affine et donc R2f∗G = 0. Comme j∗G ∼= G et que tout
les faisceaux de cette suite sont finis sur S, si ce dernier est le spectre d’un
corps algébriquement clos on trouve une suite exacte

(3.3) H0
ét(S,R1f∗G)→ H0

ét(S, h∗R1j∗G)→ H0
ét(S,R2h∗(j∗G))→ 0

la dernière flèche non nulle s’identifiant à

(Z/nZ)ν → Z/nZ
(ki)i 7→

∑
i ki.
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En particulier, étant donné k dans le noyau de cette application, il existe
a ∈ H0

ét(S,R1f∗G) qui est envoyé sur k. Or, comme S est strictement
hensélien, on a

H0
ét(S,R1f∗G) = H1

ét(Y \B,G).
À l’élément a correspond donc unG-torseur au-dessus de Y\B qui fournit

le revêtement X/Y cherché. �

Remarque 3.8. — Au dessus d’un corps k algébriquement clos, la théo-
rie de Kummer donne une description explicite des données de Hurwitz,
puisqu’un G-revêtement X → Y de diviseur de branchement B est locale-
ment donné par une équation wn = α, où α est une fonction définie sur un
ouvert de Y \B. Pour y ∈ B la donnée de Hurwitz du revêtement X → Y

en y est l’ordre d’annulation de α en y modulo n comme dans la preuve
du lemme 3.3 (en particulier, la ramification est incluse dans le support de
div(α) mais ne lui est pas égale en général).
On retrouve en particulier le résultat de classification des G-revêtements

établi par F. Cornalba sur C.

3.2. Un sous-champ algébrique de Mg,[m][G]

On donne ici la construction de sous-champsMg,[m],kr[G] deMg,[m][G]
à partir desquels nous caractérisons les composantes irréductibles de
Mg,[m][G] dans la section suivante. Ces sous-champs sont construits à par-
tir de données de Hurwitz géométrique k de la section précédente, et de
branchement kr définie ci-dessous.

Dans la suite, on identifie Nn à NZ/nZ afin de le munir de l’action naturelle
de Aut(G) canoniquement identifié à (Z/nZ)∗.

Définition 3.9. — Soit l’application

kr : Mg,[m],ν0 [G] −→ (Z/nZ)ν0 /Sν0 × Nn

qui à :
— un point géométrique s, i.e. un couple (X , ι) muni d’un diviseur

équivariant D de degré m ;
— un isomorphisme G ' µn ;

associe le couple (k(s), r(s)) où k(s) est une donnée de Hurwitz géométrique
et r(s) un n-uplet de i-ème coordonnée

r(s)i = #{y ∈ Ds/G, br(y) est égal à imodn},
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où br(y) désigne l’ordre de branchement en y–l’ordre de branchement est
dit nul modulo n si le morphisme est étale au-dessus du point considéré.

On nomme donnée de branchement l’image kr = kr mod (Z/nZ)∗ sous
l’action diagonale.

On rappelle que l’action de (Z/nZ)∗ sur le facteur (Z/nZ)ν0 est donnée
par la multiplication.
Notons que la donnée de branchement kr est indépendante du choix d’un

ismorphisme G ' µn– voir remarque 3.6 - ii). Les sous-champs qui nous
occupent sont alors les suivants.

Définition 3.10. — Soient g,m, g′, ν0 ∈ N des entiers, G un groupe
cyclique d’ordre n inversible dans S et kr une donnée de branchement
abstraite. On noteMg,[m],kr[G] le lieu des points (X/S, ι,D) deMg,[m][G]
munis d’un diviseur G-équivariant étale D de degré m, et tel que

i) Y = X/G est une courbe propre et lisse de genre g′ ;
ii) en tout point géométrique s→ S le morphisme Xs → Ys est ramifié

au-dessus d’exactement ν0 points ;
iii) la donnée de branchement est en tout point égale à kr.

Notons que g′ est omis de la notation Mg,[m],kr[G] puisqu’entièrement
déterminé par les autres paramètres.

Les définitions de k et r qui composent la donnée de branchement kr
s’illustrent explicitement dans le cas des courbes de quotient de genre 0.

Exemple 3.11. — Soit G cyclique d’ordre n et considérons X ∈
Mg,[m][G], courbe de genre g munie d’une action de G et d’un diviseur
G-équivariant D, dont on suppose que le quotient X/G est de genre g′ = 0.
Notant π : X → P1 le G-torseur associé, π est donnée par une équation
wn = α entre paramètres.

Supposons fixé un isomorphisme G ' µn. Afin de préciser la définition,
supposons que n 6= 3 et n 6= 2, que α se factorise en α(x) = (x−1)3(x+1)2

sur Q̄, et que D est donné par le marquage des points π−1({1, 2}) dans X .
Alors, le point 1 (resp. 2) de D/G = {1, 2} donne r3 = 1 (resp. r0 = 1)
tandis que ri = 0 pour i /∈ {0, 3} dans la donnée r, et le revêtement
étant branché au dessus de {1,−1,∞}, on a ν0 = 3 avec k = (3, 2,−5) ∈
(Z/nZ)2.

Proposition 3.12. — Sous les conditions de genre, d’ordre et de don-
née de branchement, l’espace Mg,[m],kr[G] est un sous-champ algébrique
deMg,[m][G] défini sur Q, réunion de composantes connexes deMg,[m][G].
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La structure de champ deMg,[m],kr[G] découle en partie du lemme sui-
vant.

Lemme 3.13. — La fonction kr est localement constante.

Démonstration. — Fixons un isomorphisme G ' µn ⊗ Q̄. Il suffit de
montrer que la fonction kr = (k, r) : Mg,[m],ν0 ⊗ Q̄ → (Z/nZ)ν0 × Nn est
localement constante, c’est-à-dire que r l’est, puisque la fonction k est
localement constante suivant la remarque 3.6 - i).
Concernant r, comme D est un diviseur étale, quitte à faire un change-

ment de base étale on peut supposer que D est la réunion de m sections
disjointes. Il suffit alors de montrer que le stabilisateur de l’une quelconque
de ces sections est constant car la donnée r l’est alors automatiquement.
Considérons pour cela un point x ∈ D et une de ses spécialisations x′.
L’action de G sur la courbe étant modérée, on a Gx ⊂ Gx′ . Il s’agit

alors de montrer l’égalité, mais si g ∈ Gx′ \ Gx alors x et gx ont même
spécialisation x′, ce qui est absurde car D est étale. �

Démonstration la proposition 3.12. — La structure de champ de l’espace
Mg,[m],kr[G] provient de sa construction comme réunion de composantes
connexes de champ. En effet, considérons le lieu Mg,[m],g′ [G] des points
de Mg,[m][G] constitué des points (X , ι) tel que le quotient X/G est une
courbe propre et lisse de genre g′. Alors suivant [24],Mg,[m],g′ [G] est une
réunion de composantes connexes deMg,[m][G].

Considérons de plus le lieuMg,[m],g′,ν0 [G] des points deMg,[m],g′ [G] tels
que le revêtement X → X/G est ramifié au-dessus d’exactement ν0 points
géométriques. Suivant le lemme 3.1, la fonction ν définie au lemme 3.1 est
localement constante, et Mg,[m],g′,ν0 [G] est un champ algébrique comme
réunion de composantes connexes deMg,[m][G].

Finalement le champMg,[m],kr[G] étant défini comme le lieu des points
deMg,[m],g′,ν0 [G], composé des courbes de donnée de branchement égale à
kr, on conclut de même que précédement à partir du lemme 3.13. �

Les champsMg,[m],kr[G] sont naturellement munis d’une action libre de
Aut(G). Le champ quotient Mg,[m],kr[G]/Aut(G), dont les composantes
irréductibles sont en bijection avec celles du lieu spécial M(G), classifie
alors les courbes dont le groupe d’automorphisme contient un sous-groupe
isomorphe à G.
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4. Composantes irréductibles de l’espace des modules des
courbes avec G-automorphisme

Dans cette section, nous établissons l’irréductibilité des sous-champs
Mg,[m],kr[G]/Aut(G) du champ Mg,[m][G]/Aut(G). Ce résultat s’obtient
en se ramenant au cas déjà connu pour m = 0 et en montrant l’existence,
pour une courbe Y/K propre et lisse sur un corps, et pour une donnée de
Hurwitz fixée, de l’existence d’un G-revêtement de Y de même donnée de
Hurwitz et stable sous l’action du groupe de Galois Gal(K/K). Cette étape
nous permet de décrire dans la section 4.2 l’action galoisienne sur le lieu
de branchement d’un revêtement générique.

4.1. Rationnalité et données de Hurwitz

Considérons en toute généralité une immersion ouverte j : U ↪→ Y dans
une courbe propre et lisse Y/K, ainsi que k ∈ H0(YK̄ ,R1j∗µn) ∼= (Z/nZ)ν
fixée et dont la somme des coordonnées est nulle, où ν désigne le nombre
de points géométriques de Y \ U .
Supposons de plus que k est stable sous l’action du groupe de Galois

Γ = Gal(K̄/K) induite sur H0
ét(YK̄ ,R1j∗µn)–l’action étant donnée par

permutation des indices {1, . . . , ν}. On montre ici qu’il existe un revêtement
galoisien de Y, de groupe Z/nZ, ramifié exactement au-dessus de Y \ U ,
et dont les données de Hurwitz géométriques correspondantes sont k ∈
(Z/nZ)ν .

Théorème 4.1. — Soit K un corps de caractéristique première à n

contenant les racines n-èmes de l’unité, Y/K une courbe propre et lisse et
j : U ↪→ Y une immersion ouverte avec U non vide. Notons K̄ une clôture
séparable de K, et Γ = Gal(K̄/K) son groupe de Galois. Si Y possède un
point K-rationnel, alors la suite

H1
ét(UK̄ ,µn)Γ → H0

ét(YK̄ ,R1j∗µn)Γ → H2
ét(YK̄ ,µn)→ 0

déduite de (3.3) en prenant les points fixes sous Γ est exacte.

Démonstration. — Écrivant la suite exacte de Kummer sur UK̄

0→ µn(K)→ Gm(UK̄)→ Gm(UK̄)→ H1
ét(UK̄ ,µn)→ H1

ét(UK̄ ,Gm)

→ H1
ét(UK̄ ,Gm)
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on tire un diagramme commutatif de Γ-modules à lignes et colonnes exactes

Gm(UK̄)/Gm(UK̄)n

��

Gm(UK̄)/Gm(UK̄)n

��
0 // Pic0(YK̄)[n] // H1

ét(UK̄ ,µn) //

(1)
��

H0
ét(YK̄ ,R1j∗µn) //

��

H2
ét(YK̄ ,µn)

0 // Pic0(YK̄)[n] // Pic(UK̄)[n]
(2) //

��

H0
ét(YK̄ ,R1j∗µn)/Gm(UK̄)

��

// H2
ét(YK̄ ,µn)

0 0

et il suffit de montrer que toutes les suites de ce diagrammes restent exactes
par passage aux points fixes sous Γ.
On voit qu’il suffit en fait de montrer que la ligne du bas est exacte et

que la flèche (1) reste surjective.
Pour cela, il convient d’expliciter autant que possible la flèche (2). Notons

{y1 . . . , yν} = (Y \ U)(K̄). On a un isomorphisme naturel de Γ-modules
définit via la suite de Kummer et les valuations normalisées en les yi

H0
ét(YK̄ ,R1j∗µn) ∼→

⊕
16i6ν

Z/nZ,

l’action de Γ sur
⊕

16i6ν Z/nZ se faisant par permutation sur les indices.
D’autre part, toujours en utilisant Kummer, on montre que

H2
ét(YK̄ ,µn) = Z/nZ, l’action de Γ étant triviale sur les deux modules.

Le morphisme
H0

ét(YK̄ ,R1j∗µn)→ H2
ét(YK̄ ,µn)

s’identifie ainsi à ⊕
i Z/nZ → Z/nZ
(ki)i 7→

∑
i ki.

La flèche (2) est alors définie de la manière suivante : soit L ∈ Pic(UK̄)[n],
prenant une représentation par des diviseurs de Weil, il existe alors M ∈
Pic0(YK̄) telle que M|U ∼= L . Comme Mn|U = Ln ∼= OU , il existe
k̃1 . . . , k̃ν ∈ Z tels queMn ∼= OYKs (

∑
i k̃iyi). On associe ainsi à L l’image

de (k̃i)i dans (
⊕

i Z/nZ)/Gm(UK̄). Comme M est de degré 0, on a auto-
matiquement

∑
i k̃i = 0.

On retrouve de plus la surjectivité aisément. En effet, soit k̃1, . . . , k̃ν ∈ Z
tels que

∑
k̃i = 0 et considérons L = OYK̄ (

∑
k̃iyi). Alors il existe M ∈

Pic0(YK̄) tel queMn = L et on aMn|U ∼= OU .
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Supposons désormais qu’il existe un point rationnel y dans Y et considé-
rons une famille (k̃i)i fixe sous Γ (pour la permutation des indices) et telle
que

∑
i k̃i = 0.

Pour tout α ∈ {1, . . . , ν}/Γ, choisissons un représentant i ∈ α et fixons
un faisceau inversible Lα racine n-ième de OYK̄ (yi−y). En particulier, pour
tout σ ∈ Γ on a σLnα = OYK̄ (σ(yi) − y) car y, vu comme point de Y(K̄),
est fixe sous Γ.
Notons de plus Γα l’image dans Sν du stabilisateur de yi dans Γ, k̃α = k̃i

et
L =

⊗
(α∈{1,...n}/Γ)

⊗
σ∈Γα

σLk̃αα .

Alors, par construction, L est fixe sous Γ et on a Ln =
⊗

iOYK̄ (k̃iyi −
k̃iy) = OYK̄ (

∑
i k̃iyi). Ce qui prouve l’exactitude du diagramme en la

source de (2).

Reste à voir la surjectivité de (1) : considérons un faisceau inversible L
fixe sous Γ dont la puissance n-ième est isomorphe à OU . Puisque L ∈
(Pic(UK̄)[n])Γ = Pic(U)[n], on peut choisir un isomorphisme Γ-équivariant
Ln → OU et on construit ainsi de manière Γ-équivariante un µn-torseur
comme dans [6]. �

Pour une donnée de Hurwitz géométrique invariante sous Γ fixée, on
dispose ainsi d’un µn-revêtement de corps de modules K. Sous condition
d’existence d’un point rationnel, ce dernier s’avère être un corps de défini-
tion du revêtement.

Corollaire 4.2. — Soient K un corps de caractéristique première à
n contenant les racines n-ièmes de l’unité, K̄ sa clôture algébrique et Γ =
Gal(K̄/K).
Soit Y une courbe propre et lisse sur un corps K, y1, . . . , yν ∈ Y(K̄) des

points fermés permutés sous l’action de Γ et k = (k1, . . . , kν) ∈ (Z/nZ)ν .
Supposons que ∀σ ∈ Γ, si σ(yi) = yj alors ki = kj .

Alors, si Y possède un point rationnel distinct des yi, il existe un revête-
ment galoisien X → Y de groupe µn ramifié en les seuls points yi et dont
les données de Hurwitz sont k.

Démonstration. — Les hypothèse définissent un élément de
H0

ét(YK̄ ,R1j∗µn)Γ qui provient de H1
ét(UK̄ ,µn)Γ d’après le théorème 4.1.

Autrement dit, il existe un revêtement galoisien X ′ → YK̄ dont le corps de
module est K. Utilisant [11], corollaire 3.4, ce corps de modules est aussi le
corps de définition puisque G est abélien et Y possède un point rationnel
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par hypothèse, ce qui assure la condition (Seq/Split) de loc. cit. Le revê-
tement X ′ → YK̄ provient donc d’un revêtement X → Y qui répond à la
question. �

Ce résultat nous est utile pour établir l’irréductibilité géométrique des
champsMg,[m],kr[G]/Aut(G) dans la section suivante.

4.2. Description des composantes irréductibles

Soit G groupe cyclique d’ordre n. Nous obtenons ici le premier résultat
fondamental de cet article qu’est la description des composantes irréduc-
tibles deMg,[m][G]/Aut(G) à partir des données de Hurwitz kr.

Théorème 4.3. — Les champs algébriques Mg,[m],kr[G]/Aut(G) sont
géométriquement irréductibles.

Le résultat suivant précise la forme que peut revêtir l’action galoisienne
sur les points de branchement dans le cas générique : les orbites y sont
exactement décrites par les données de branchement. Comme cette pro-
priété est stable par générisation, il suffit de construire un revêtement la
satisfaisant.

Pour k ∈ (Z/nZ)ν , on note ri(k) le nombre de coordonnées dans k égales
à imodn.

Proposition 4.4. — Soit k ∈ (Z/nZ)ν des données de Hurwitz géomé-
triques abstraites. Il existe alors un corps K et un morphisme SpecK →
Mg,[0],k,0[G] tel que

supp(B) =
∐

16i<n
SpecKi

où B est le diviseur de branchement de la courbe correspondante, et où
Ki/K est une extension de degré ri(k)–resp. vide si ce dernier nombre est
nul.
Notant K̃i la clôture galoisienne de Ki, les extensions K̃i/K sont alors

linéairement disjointes, de degré ri(k)! et de groupe de Galois Sri(k).

Démonstration. — Afin d’appliquer le corollaire 4.2, construisons une
courbe Y0/K0 qui comporte un point rationnel. Considérons le point gé-
nérique de (Mg′,ν+1)C. Quitte à ajouter encore des points marqués sur les
courbes pour se débarrasser d’une éventuelle gerbe résiduelle en le point
générique, on peut supposer que ce point correspond à une courbe Y/K mu-
nie de points y0, . . . , yν . Pour chaque i ∈ {1, . . . , n}, notons Di = {y`, ` >
0, k` = imodn}.
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On peut alors, via le choix d’un ordre sur les points de Di, définir une
action libre et transitive de Sri(k) sur Di. Par généricité de K, celui-ci
acquiert une action de Γ =

∏
iSri(k) compatible avec celle sur les Di.

Notons K0 le corps fixé par Γ et Y0 = Y/Γ la courbe quotient. Celle-ci
vient naturellement avec les diviseurs Di/Γ, irréductibles par construction
et de degré ri(k), le groupe de Galois de leur corps de fonctions sur K0
étant Sri(k).
Notons que la courbe (Y0,

∑
iDi/Γ) peut être vue comme la courbe

générique de genre g′ munie de n diviseurs respectivement de degré ri(k)
et d’un point rationnel disjoint du support des Di/Γ. Le corollaire 4.2
fournit alors un revêtement galoisien X → Y0 de groupe Z/nZ possédant
les propriétés requises car C ⊂ K0 et donc K0 contient les racines de
l’unité. �

Démonstration du théorème 4.3. — Rappelons que lorsque m = 0, l’ir-
réductibilité est établie par M. Cornalba et F. Catanese respectivement
dans [6, 3].
Considérons dans un premier temps le cas où les points marqués sont

disjoints du lieu de ramification. Notons que la fonction rn– donnée par
rn : kr = (k, r) 7→ rn– est invariante sous l’action de (Z/nZ)∗ et définit
donc une fonction rn sur kr. Dans ce cas rn(kr) = m

n , et l’on considère alors
l’ouvert U de Mg,[0],(k,0) ×Mg Mg,[mn ] composé des courbes équivariantes
(X , ι) munies d’un diviseur E (a priori non équivariant), étale de degré m

n

et tel que hE ∩ E = ∅ pour tout h ∈ G non trivial.
Le morphisme (X , ι, E) 7→ (X , ι,

∐
h∈G hE) définit alors un isomorphisme

U ∼→Mg,[m],kr[G].

Comme U/Aut(G) est irréductible, carMg,[0],(k,0)/Aut(G) l’est d’après le
rappel ci-dessus, et que Mg,[mn ] → Mg est géométriquement irréductible,
il en est alors de même deMg,[m],kr[G]/Aut(G).

Considérons maintenant le cas général. Soit S →Mg,[m][G], correspon-
dant à une courbe (X/S, ι) et à un diviseur équivariant D. On note Df le
diviseur obtenu de D en ne gardant que les points sur lesquels G agit libre-
ment, et qui est donc de degré nrn(kr). D’après le lemme 3.13, la formation
de Df commute au changement de base, et définit donc un morphisme

(4.1) Ψ: Mg,[m],kr[G]→Mg,[nrn],krred [G]
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où krred est défini par une donnée géométrique

krred = (k, rred) ∈ (Z/nZ)ν/Sν × Nn avec rred = (0, . . . , 0, rn).

D’après le cas précédent, le quotient par Aut(G) de l’espace d’arrivée
est irréductible. Pour montrer que le quotient de l’espace de départ l’est
également, il suffit donc de montrer qu’il y a au plus un point au-dessus de
chaque point générique deMg,[nrn],krred [G]. Le lemme suivant, dont nous
reportons la preuve en fin de section, réduit cette question à un calcul de
degré d’extension :

Lemme 4.5. — Soit kr une donnée de branchement, et Ψ le morphisme
défini en (4.1). Alors Ψ est représentable, étale et de degré égal à∏
i<n

(
ri(k)
ri

)
, où (k, (r1, . . . , rn)) est un relèvement de kr, le degré étant

indépendant du choix du relèvement.

Considérons un point géométrique générique η de Mg,[nrn],krred [G] et
ξ ∈ Ψ−1({η}), et fixons un isomorphisme G ' µn, ce qui correspond à
fixer un antécédent géométrique kr de kr. Il suffit d’après le lemme 4.5, de
montrer que l’extension k(ξ)/k(η) est de degré au moins

∏
i<|G|

(
ri(k)
ri

)
.

Comme Ψ est représentable, il correspond à ξ une courbe G-équivariante
X/k(ξ). La description de l’action galoisienne donnée par la proposition
4.4 étant stable par générisation, il y a pour le morphisme X → X/G
exactement un point de branchement par indice i tel que ri 6= 0 et les corps
résiduels Ki correspondants sont linéairement disjoints. On notera K̃i la
clôture galoisienne de Ki/K.

Considérons l’extension minimale L/k(η) rendant rationnels tous les
points de branchement. On a alors L = K̃1 ⊗k(η) . . .⊗k(η) K̃n et le groupe
de Galois de L/k(η) est alors

Gal(L/k(η)) '
∏
i

Sri(k).

Par ailleurs, considérons l’inclusion k(ξ) ⊂ L. Les extensions K̃i étant
linéairement indépendantes, on a ainsi k(ξ) =

⊗
i(K̃i ∩ k(ξ)). La preuve

du résultat se réduit alors à montrer que l’extension K̃i ∩ k(ξ) de K est de
degré au moins égale à

(
ri(k)
ri

)
.

Pour un indice fixé i, notons y1, . . . , yri(k) les points de branchements de
XL/G ayant imodn comme données de branchement, numérotés de sorte
que le diviseur D corresponde exactement à

∑
16`6ri y`.

Tout élément de Gal(K̃i/K̃i ∩ k(ξ)) ⊂ Gal(K̃i/K) = Sri préserve alors
les données de Hurwitz, induisant ainsi une bijection de {1, . . . , ri}. On a
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donc naturellement

Gal(K̃i/K̃i ∩ k(ξ)) ⊂ Bij({1, . . . , ri})×Bij({ri + 1, . . . , ri(k)}),

et il s’ensuit que

[K̃i : K̃i ∩ k(ξ)] 6 ri!(ri(k)− ri)!

puis enfin que

[K̃i ∩ k(ξ) : K] = [K̃i : K]
[K̃i : K̃i ∩ k(ξ)]

>

(
ri(k)
ri

)
.

Ceci établit la minoration recherchée de l’extension k(ξ)/k(η) et termine
ainsi la preuve. �

Donnons maintenant la preuve du lemme restée en attente.
Preuve du lemme 4.5. — Le morphisme Ψ s’apparente au morphisme de

contraction de Knudsen et est donc représentable d’après [21]. Le fait qu’il
est étale s’obtient par déformation, et découle du relèvement des sections
à l’intérieur du lieu de ramification, lui-même étale sur la base.
Pour ce qui est du degré, il suffit de calculer le cardinal des fibres géomé-

triques. Or les points de ces fibres correspondent aux choix, pour chaque
indice i 6= 0 mod |G|, de ri points ayant une donnée de Hurwitz égale à i,
et on a le choix parmi ri(k). �

Remarque 4.6. —

i) Les champs des revêtements cycliques non-ramifiés apparaissent
parmi les composantes irréductibles deMg,[m][G]/Aut(G). Ceci dé-
coule du premier cas dans la preuve du théorème 4.3 et du résultat
original de F. Catanese déjà cité.

ii) Dans le cas du genre zéro et de G cyclique, les champs des lieux
spéciauxM0,[m](G) sont irréductibles sur Q puisque

M0,[m](G) =M0,k/H

pour un certain k, où H est un sous-groupe de permutations ad-
missibles de points–voir [33].

Nous disposons ainsi d’une description des composantes irréductibles du
champ des lieux spéciaux Mg,[m](G). Dans la section suivante, ceci nous
permet d’établir l’invariance de chacune des composantes sous l’action du
groupe de Galois absolu Gal(Q/Q).
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5. Action du groupe de Galois absolu, torsion
géométrique, cas profini de genre 2

Grâce à la description des composantes irréductibles du champ
Mg,[m][G]/Aut(G) obtenue dans la section précédente, on établit dans
cette section le deuxième résultat fondamental de cet article, à savoir la
forme de l’action galoisienne sur la torsion géométrique et cyclique de
πgeom1 (Mg,[m]).
De ce résultat, on déduit la forme de l’action galoisienne sur une partie

de la p-torsion profinie cyclique des courbes de genre 2.
Dans ce qui suit, nous reprenons les identifications entre groupes fon-

damentaux et mapping class groups, i.e entre πorb1 (Mg,[m]) et Γg,[m] d’une
part, et entre πgeom1 (Mg,[m]) et Γ̂g,[m] d’autre part, les isomorphismes étant
définis à conjugaison près par le choix de points bases dans les groupes fon-
damentaux.

5.1. Torsion géométrique de πgeom1 (Mg,[m]) et action

Tout d’abord, notons que la stabilité sous l’action galoisienne des classes
de conjugaison de torsion géométrique cyclique est une conséquence immé-
diate des résultats de la section précédente.

Proposition 5.1. — Soit G un sous-groupe fini cyclique de
πgeom1 (Mg,[m]) et G une classe de conjugaison fixée de G dans Γg,[m]. Alors
G est stable sous l’action de Gal(Q/Q).

Démonstration. — D’après la section 2, propositions 2.8 et 2.7, la sta-
bilité d’une classe de conjugaison de G est équivalente à la stabilité de
la composante irréductible correspondante du champ des lieux spéciaux
(Mg,[m][G]/Aut(G))Q̄.

Suivant le théorème 4.3, une telle composante est définie par une donnée
de branchement kr, et de la forme

(
Mg,[m],kr/Aut(G)

)
Q̄. Or, d’après la

proposition 3.12, une telle composante Mg,[m],kr/Aut(G) est un champ
algébrique défini sur Q et est donc fixe sous l’action de Gal(Q/Q). Il s’ensuit
la stabilité de chacune des composantes de (Mg,[m][G]/Aut(G))Q̄, et de
chacune des classes de conjugaison de G dans Γg,[m]. �

Autrement dit, pour σ ∈ Gal(Q/Q) et γ ∈ πgeom1 (Mg,[m]) de torsion
géométrique, il existe ρσ ∈ πgeom1 (Mg,[m]) tel que

σ(γ) = ρσ γ
`σ ρ−1

σ pour un certain `σ ∈ Ẑ.
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Ce résultat ne permet néanmoins pas de compléter l’action et d’identifier la
puissance `σ. Il s’agit d’un problème de compatibilité d’action galoisienne
en des points biens choisis de la composante, dont la résolution occupe le
reste de cette section.
Action cyclotomique, compatibilité d’actions galoisiennes.Nous
montrons maintenant que la puissance `σ ci-dessus s’identifie avec le carac-
tère cyclotomique.
L’idée consiste à transporter l’action de Gal(Q/Q) en un K-point xK

de la composante irréductible déterminée par la classe de conjugaison de
G, de telle sorte que l’action de Gal(Q/Q) soit compatible avec l’action de
Gal(K/K) sur le groupe d’automorphismes de xK ∈Mg,[m][G].
Le caractère cyclotomique apparaît alors via le branch cycle argument.

L’extensionK de Q possédant les propriétés galoisiennes voulues est ainsi
donnée par le lemme suivant.

Lemme 5.2. — Il existe un morphisme SpecK →Mg,[m],kr[G]/Aut(G)
tel que K et Q̄ sont linéairement disjoints sur Q.

Démonstration. — Soit m′ ∈ N suffisamment grand pour queMg,m′ soit
représentable. On voit alors que

(
Mg,[m],kr[G]/Aut(G)

)
×Mg

Mg,m′ l’est
également et qu’il est de plus géométriquement irréductible sur Q. Le corps
résiduel de son point générique fournit le morphisme annoncé. �

Un tel K-point de Mg,[m],kr[G]/Aut(G) étant donné, décrivons la si-
tuation en ce qui concerne les actions de Gal(Q/Q) et Gal(K/K) sur les
groupes fondamentaux de la courbe X associée.
En terme de groupes de Galois, si K/Q est une extension linéairement

disjointe de Q̄, on a alors un isomorphisme

Gal(Q̄/Q) ∼→ Gal(K ⊗Q Q̄/K)

qui définit ainsi un morphisme surjectif

(5.1) Gal(K̄/K)→ Gal(K ⊗Q Q̄/K) ' Gal(Q̄/Q).

Par ailleurs, fixons l’action du groupe de Galois sur le groupe fondamental
par le choix d’un point base tangentiel à l’infini. Soit Z un Q-champ muni
d’un point base tangentiel

−→
b . Notant

−→
b K le point base tangentiel induit

par changement de base à K il existe, suivant le théorème d’invariance
du groupe fondamental par changement de base algébriquement clos, un
isomorphisme

πalg1 (ZK̄ ,
−→
b K) ∼→ πalg1 (ZQ̄,

−→
b )
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Ces deux points bases tangentiels définissent alors une action de Gal(K̄/K)
et de Gal(Q̄/Q) sur πalg1 (ZK̄ ,

−→
b K)–voir section 1, et plus précisément :

Lemme 5.3. — L’action de Gal(K̄/K) sur πalg1 (ZK̄ ,
−→
b K) est induite par

celle de Gal(Q̄/Q) à travers le morphisme (5.1).

Démonstration. — Par construction de πalg1 (ZQ̄,
−→
b ), il suffit de le vérifier

au niveau de la catégorie des revêtements étales de ZQ̄.
Considérons donc un tel revêtementW→ZQ̄ et un élément σ∈Gal(Q̄/Q).

Soit σ̃ ∈ Gal(K̄/K) une préimage de σ par le morphisme (5.1). La compa-
tibilité des deux actions provient alors du diagramme suivant dans lequel
tous les carrés sont cartésiens

W ′
K̄

//

~~||
||

||
||

��

ZK̄

~~}}
}}

}}
}}

σ̃

��

W ′

��

// ZQ̄

σ

��

WK̄

}}{{
{{

{{
{{

// ZK̄

~~||
||

||
||

W // ZQ̄

puisque W ′
K̄
→ ZK̄ provient de W ′ → ZQ̄. �

Nous établissons maintenant le résultat principal de cet article, qui pré-
cise la proposition 5.1 sous une certaine condition géométrique.

Rappelons ainsi qu’en toute généralité, un G-revêtement X → X/G se
factorise en un H-revêtement X → X/H, où H est le sous-groupe de
G engendré par les sous-groupes d’inerties des points de ramification et
X/H → X/G est un revêtement étale.
Par la suite, fixant G un groupe d’inertie géométrique de πgeom1 (Mg,[m])

et G̃ = {G} un ensemble de classes de conjugaisons de G, on dira que G̃ est
sans factorisation étale si tel est le cas des G-revêtements associés.

Énonçons enfin.

Théorème 5.4. — Soit G = 〈γ〉 ⊂ πgeom1 (Mg,[m]) un groupe d’inertie
géométrique cyclique fini, i.e. champêtre, et G̃ = {G} un ensemble de classes
de conjugaisons sans factorisation étale. Alors, pour γ ∈ G̃, il existe ρσ ∈
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πgeom1 (Mg,[m]) tel que pour tout σ ∈ Gal(Q̄/Q) on a

σ(γ) = ρσ γ
χ(σ) ρ−1

σ

où χ désigne le caractère cyclotomique.

Démonstration. — Posons G = 〈γ〉 et considérons Nγ le lieu des points
associé à la classe de conjugaison de G. Suivant [2] théorème 2.1, Nγ est
une composante irréductible de Mg,[m](G) qui, suivant le théorème 4.3,
correspond à l’un des champsMg,[m],kr[G]/Aut(G).

On dispose tout d’abord d’un point rationnel xK de
(
Mg,[m],kr[G]/Aut(G)

)
K

tel que l’action de Gal(Q/Q) sur son groupe d’automorphisme inertiel est
donnée par l’action de Gal(K̄/K). En effet, le lemme 5.2, assure l’exis-
tence d’un point xK : SpecK → Mg,[m],kr[G]/Aut(G) qui convient pour
l’action galoisienne, puisque pour σ ∈ Gal(Q/Q) fixé, comme K et Q̄ sont
linéairement indépendants, il existe σ̃ ∈ Gal(K̄/K) préimage de σ qui fait
commuter le diagramme suivant

SpecK̄

xK̄

��

σ̃ // SpecK̄

xK̄

��(
Mg,[m],kr[G]/Aut(G)

)
K̄

σ //
(
Mg,[m],kr[G]/Aut(G)

)
K̄

Supposons maintenant l’action de Gal(Q/Q) sur πgeom1 (Mg,[m]) fixée par
le choix d’un point base tangentiel

−→
b . Selon le lemme 5.3, cette action se

ramène par changement de base de Q à K à l’action de Gal(K̄/K) sur
πalg1 ((Mg,[m])K̄ ,

−→
b K). D’après [30], le changement de point base de

−→
b K à

xK̄ dans le groupe fondamental de l’inclusion canonique

Aut(xK̄) ↪→ πalg1
((
Mg,[m]

)
K̄
, xK̄

)
modifie l’action par la conjugaison et l’on peut donc supposer le groupe
fondamental basé en xK̄ . Considérant le diagramme Gal(K̄/K)-équivariant

Aut(xK̄) � � //
� w

))TTTTTTTTTTTTTTTTT
πalg1

((
Mg,[m],kr[G]/Aut(G)

)
K̄
, xK̄

)
��

πalg1 ((Mg,[m])K̄ , xK̄)
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il suffit ainsi d’établir que l’action de Gal(K̄/K) sur Aut(xK̄) dans le groupe
πalg1 ((Mg,[m],kr[G]/Aut(G))K , xK̄) est donnée par cyclotomie.

Considérons donc X la courbe associée au point xK , alors par construc-
tion γ est un automorphisme de xK̄ . D’après la proposition 5.1, on sait que
pour tout σ ∈ Gal(K̄/K) on a σ(γ) = g γ`σ g−1.

Pour tout point de ramification P ∈ X , notons IP le stabilisateur dans
〈γ〉 et τ un générateur de IP , donc de la forme γn/a où n est l’ordre de
γ et a est l’ordre de τ . Le branch cycle argument [14][p. 62] donne alors
σ(τ) = τχ(σ) et donc n

a `σ = n
aχ(σ) modn. On a donc `σ = χ(σ) mod a.

Par suite, comme les stabilisateurs engendrent 〈γ〉 par hypothèses, on
trouve que

`σ = χ(σ) modn

ce qui conclut la preuve. �

Remarque 5.5. —

i) Lorsque γ est l’automorphisme associé à un G-revêtement de base
de genre 0, on retrouve ainsi l’énoncé classique du branch cycle argu-
ment. Le théorème 5.4 est alors vrai sans condition de factorisation
puisque la droite projective n’admet pas de revêtement étale.

ii) En particulier, dans le cas du genre 1, ce résultat étend à une inertie
géométrique elliptique d’ordre quelconque le résultat établi pour
les éléments d’ordre premier elliptiques à partir de la théorie de
Grothendieck-Teichmüller [4].

5.2. Torsion profinie de Γ̂2,[m] et action

Identifiant πgeom1 (M2,[m]) avec le complété profini du mapping class
group Γ̂2,[m], nous établissons l’action du groupe de Galois absolu sur les
éléments de torsion profinis de ce dernier. À la différence de l’action galoi-
sienne établie dans la section précédente pour des éléments géométriques et
d’ordre quelconque, ce résultat ne concerne que les éléments de p-torsion.

Nous suivons l’approche employée dans [5, 4], qui réduit les classes de
conjugaisons profinies aux classes de conjugaison finies via le choix d’une
théorie cohomologique pour les groupes bons, afin d’appliquer les résultats
d’action galoisienne sur ces classes de conjugaison géométriques.
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Théorème 5.6 (P. Symonds - Théorème 1.1). — Soit G un groupe
discret, résiduellement fini, i.e. i : G ↪→ Ĝ, virtuellement de type FP et tel
que i induit un isomorphisme Hq(Ĝ,Fp) ' Hq(G,Fp) en haut degré. Alors
les classes de p-conjugaisons de Ĝ et de G sont en bijection.

La propriété d’isomorphisme du théorème précédent est nommée pro-
priété de bonté–Cf. J.P. Serre [34]. Ce résultat est l’analogue du théorème
1.1 de [35], dont la preuve s’adapte immédiatement au cas d’un groupe bon
selon son auteur. Identifiant πorb1 (M2,[m]) à Γ2,[m], on obtient ainsi :

Proposition 5.7. — Soit m > 0. Soit γ un élément de p-torsion de
πgeom1 (M2,[m]). Alors γ est conjugué à un élément de torsion géométrique–
i.e. de πorb1 (M2,[m])

Suivant le théorème 5.6, la preuve de ce résultat se réduit à établir la
bonté de Γ2,[m]–Cf. [31], ainsi que [22] pour une mise en contexte plus gé-
nérale. La bonté étant préservée par extension celle-ci se réduit ainsi à celle
de Γ2,0 en considérant les suites exactes d’effacement et de permutation de
points–voir [4] proposition 4.3 pour un raisonnement détaillé en genre 1–à
partir de la bonté des groupes de surface. La bonté de Γ2,0 découle quant
à elle du quotient par l’involution de Birman

1→ Z/2Z→ Γ2,0 → Γ0,[6] → 1

et de la bonté de Γ0,[6] (voir [5] proposition 2.3).

Remarque 5.8. —

i) Soit γ ∈ Torpn(Γ2,[m]) un élément de p-torsion profini et γ0 ∈
Torpn(Γ2,[m]) un élément géométrique fini de sa classe de conjugai-
son selon la proposition 5.7. Suivant la terminologie du théorème
5.4 pour la torsion géométrique, on dira ainsi qu’un élément de p-
torsion procyclique γ est sans factorisation étale si c’est le cas de
γ0.

ii) Le théorème 5.6, basé sur la théorie du T-foncteur Lanne, est une
généralisation des ordre p aux ordres pn des résultats analogues de
[5, 4], basés sur théorie cohomologique de J.-P. Serre.

Le troisième résultat fondamental de cet article découle alors de notre
premier résultat principal.
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Théorème 5.9. — Soit γ un élément de torsion d’ordre premier de
πgeom1 (M2,[m]). Alors l’action de σ ∈ Gal(Q/Q) est donnée par χ(σ)-
conjugaison :

σ(γ) = ρ γχ(σ) ρ−1 pour un certain ρ ∈ πgeom1 (M2,[m]).

Démonstration. — Soit γ un tel élément de torsion profinie d’ordre pre-
mier, et σ ∈ Gal(Q/Q). Alors suivant la proposition 5.7, il est conjugué à
un élément γ0 fini de πorb1 (M2,[m]). En tant qu’automorphisme de courbe
de genre 2, γ0 est sans factorisation étale, et il découle du théorème 5.4 que
l’action est donnée par χ(σ)-conjugaison. Ceci implique le résultat recher-
ché pour l’action sur γ. �
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