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A PROPOS DU MEMOIRE

DE G.F. VINCENT-SMITH

SUR L’APPROXIMATION
DES FONCTIONS HARMONIQUES

par Arnaud de La PRADELLE

Introduction.

Soient 9 et W deux cOnes convexes. ¥cWcC(Q) (1)
(Q compact), stables par enveloppe inférieure finie et tels
qu'll existe p, ge¥, p et — g strictement positives sur Q.
Soient M 1’ensemble des fonctions W-affines continues et L
un sous-espace de fonctions J-affines continues tel que (L, ¥)
soit un simplexe géométrique. Dans [12] G. F. Vincent-Smith
montre qus L est uniformément dense dans M si
dW(Q) cd9(Q) et si 9 sépare linéairement les points de
dW(Q) qui sont linéairement séparés par W, ou oW et 2Y
désignent les frontiéres de Choquet de W et de ¥ respecti-
vement. Dans le cadre axiomatique des fonctions harmoniques,
G. F. Vincent-Smith en déduit une condition nécessaire et
suffisante pour que l’espace des traces sur I’adhérence d’un
ouvert relativement compact , des fonctions harmoniques
au voisinage de ® soit dense dans I’espace des fonctions de
C(w), harmoniques dans w, pour la norme uniforme.

Nous nous proposons ici d’étendre les résultats de G. F. Vin-
cent-Smith au cas ou 'espace de base  est non compact.
Nous trouvons ainsi une variante de son théoréme d’approxi-
mation dans le cas ou Q est & base dénombrable. La condition
de séparation est plus forte mais on exige seulement qu’en
un point ze(, il existe une fonction ¢ du cone ¢ telle
que ¢(z) soit strictement négatif. La démonstration en est

() €(Q) désigne I'espace des fonctions numériques continues sur .
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aussi différente. Nous appliquons le théoréme d’Hahnn-Banach
comme dans le cas classique ([7] et [8]). Nous utilisons pour
cela la théorie des espaces adaptés introduite par G. Cho-
quet ([6]) et développée par G. Mokobodski et D. Sibony ([10]).
Nous donnons dans les préliminaires surtout des résultats.
Les démonstrations dans le cas non compact ne différent pas
essentiellement de celles du cas compact. C’est pourquoi,
a défaut de démonstrations, nous donnerons seulement quelques
indications et des références qui aideront le lecteur. Nous
terminons en donnant l'application axiomatique en vue.
Nous supposons pour cela la métrisabilité de la frontiére de
Pouvert ® et I’existence en tout point-frontiére z d’une
fonction surharmonique ¢ au voisinage de ®, continue sur ®
et strictement négative en z.

Préliminaires (voir essentiellement [10] et [4]).

L’espace de base Q est localement compact, et dénom-
brable a 'infini. P désigne un céne convexe adapté de fonc-
tions continues.

Rappelons que P est dit adapté si:

1° pour tout z<Q il existe peP tel que p(z) > 0;

20 pour tout peP il existe geP tel que pour tout
e > 0 Pensemble {zeQ, p(z) > eq(z)} soit compact.

Si peP on note H, l'espace de Banach des fonctions
continues ¢ sur  telles que |9] < Ap pour un A > 0,

muni de la norme |9|, = Sup ‘MI est muni de la topologie
zeq |p()
limite inductive des H,. De facon analogue &, désigne
Pespace des fonctions numeériques f telles qu’il existe un
A > 0 pour lequel on ait |[f| < Ap et Fp = Uﬂp.
pep

On note par Np lespace des mesures @ P-intégrables
c’est-a-dire telles que f |pl dj| < + © pour toute peP.

Toute forme linéaire positive sur Hp est représentable
par une mesure de ME. Mp est le dual de Hp et
Mp = MF — ME.

Si C est un céne convexe de fonctions semi-continues



A PROPOS DU MEMOIRE DE G. F. VINCENT-SMITH 357

inférieurement sur Q etsi . et veME on dit que . est
balayée de v (notée ®<v) si
©

fv dp < fvdv pour toute veC

v définit une relation de préordre sur ME.
©

Nous supposerons pour la suite que C est un cdne convexe
stable par enveloppe inférieure finie, et contenue dans Hp
ol P est un cone convexe adapté contenu dans C+.

Ces conditions sont plus fortes qu’il n’est nécessaire pour
parler de fronti¢re de Choquet, mais elles sont réalisées dans
les applications que nous avons en vue (?).

Nous supposerons de plus, 'existence d’une fonction v,
peC, strictement positive (v > 0) dans Q.

A Taide du lemme de Zorn et d’un argument de compacité
comme dans ([4]) et en s’aidant des résultats de [10] (3),
on montre que toute mesure ke IMM¢ possede une mesure
ve M minimale, v (ﬁ)y., c’est-a-dire telle que toute mesure

ce Mg, o3 u vérifie fvdo- = fvdv pour toute ¢eC.
) v

Pour toute mesure weIN§, et pour toute feHp on ala
relation fondamentale

(1) Inf {w(e), vC, v > f} = Sup (), v 3}

ProrosiTion 1. — pe MF est minimale si et seulement si
pour toute te — C, ona:
(2) S tdp=Inf} [ ody, 0C, o > 1f.

Si C est stable par enveloppe inférieure finie ceci est équi-
valent a

) [tde= [tda ou E=Inf{reC, o>t}

On en déduit que les mesures minimales forment un cone
convexe contenu dans M.

(3) La condition Inf (C,0)c0(C+) suffirait & des modifications de détails prés
a entrainer les propriétés relatives au balayage et 4 la frontiére de Choquet. Voir
([10]) dans le cas ou il y a séparation linéaire.

(*) On utilise la compacité de A, = {veIN}, v S p} pour la topologie faible
oMy, Hy).
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DériniTioNn 2. — Une fonction feJp est dite C-concave ou
concave si pour tout xe() et toute peMs, w<e, on a

S s < f(@).
On note C le cone convexe des fonctions concaves conti-

nues. C est stable par enveloppe inférieure finie et il est

équivalent de parler de balayage par rapport & C ou a C.
Ceci se démontre comme dans le cas compact (voir [4] p. 484).

Prorosition 3. — f e Hp est concave si et seulement si

Démonstration. — Si f={f il existe un ensemble filtrant

décroissant FcC tel que Infe=f. On en déduit que si
eF

peil$, . 3¢ ona ffdy.= Inffvdp. < Inf o(z) = f(2).
ved ved
Réciproquement f(z) < f(z) = Sup f fdu < f(x).
h<eg
CoROLLAIRE 4. — Si @ et veMF sont minimales et vérifient

fvd;L:fvdv pour toute peC

alors on a

fwd}L:fwdv pour toute weC

Démonstration. — On utilise la relation (2) et la proposi-
tion 3.
DeriniTioNn 5. — Un ensemble fermé A c() est un fermé

stable (ou une C-face) st pour tout x e A et toute mesure p. e N,
w<3¢e, W@ est portée par A.
©

Toute intersection de fermés stables est un fermé stable
et tout compact stable contient un compact stable minimal.
On note Q— (C) l'ouvert Q- =| ’{v < 0}.

veQC

DeriniTion 6 ([43], p. 493). — On appelle frontiére de
Choquet de C Uensemble, noté dC des points z de Q= qui
appartiennent & un compact stable minimal.
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11 résulte de [10] lemme 3, que la frontiére de Choquet n’est
pas vide, et qu’elle vérifie la propriété

(veC, ¢(z) >0 VredC=-9¢(z) >0, Vrel).

Il résulte de [10], lemme 4, que tout compact stable mini-
mal K tel que Q- nK # g, est contenu dans Q-

LemMEe 7. — z,y e Q~ appartiennent a deux compacts stables
minimauz disjoints si et seulement st x et y sont linéairement
séparés par C (ou par C) (%).

Démonstration. — Soient K, et K, les compacts
stables minimaux contenant respectivement z et y. Si
g(x) = Av(y) (A > 0) pour toute ¢eC on a Ae<e, et
donc yeK,.

La réciproque est une conséquence immédiate de [10],
lemme 5.

Prorosition 8 ([4], th. 2.4, p. 490). — St z€Q et s1 A,
désigne le plus petit fermé stable contenant z, les propositions
sutvantes sont équivalentes :

a) A, est un compact minimal ;

b) w(v) = o(x) pour toute veC et toute mesure pe M,
L

c) i(v) = ¢(x) pour toute ¢elInf(C, 0) et toute mesure
B e ms, ad 3 -

Démonstration. — a)=>1b). Soit teC telle que
() + t(z) =0 on a alors ¢4+ t=0 sur A, d’apres le
lemme 7. Si peMFpw <S¢, ona:

0=s(z) + ta) > p(s) + @(t) = (s + 1) =0

et w(s) = s(x).
b) = ¢) est évident
c) => a) se démontre comme dans [4] th. 2.1, g (= a).

On en déduit la relation (cas compact voir [4] p. 495)

(3) bC=Q-n< M {i=t}>=Q‘n<tQ{i=t})

te — Inf(C, 0)

(4) Les balayages par rapport & C oua C sont les mémes ([4], p- 484).
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Si x vérifie i{(z) = t(x) pour toute te — C (resp.te — C)
etsi v,seC (resp.v,s<C) ona

o(@) — s(@) < v — s(@) < o{a) + (— s(@) = ¢() — s(2)

et f(z) = f(z) pour toute feC — C (resp. fe C — C).
On en déduit que

(===t == )0t=1

fec—c te—C te—0C teC—08
On a aussi Inf (C, 0)cC — C d’apres la relation
Inf (¢, 0) = Inf (¢ + u, u) — u.

On a donc les inclusions :

(== Vt=0c[)tt=0c [) ¢=1

tet teC—0 teC—C te —Inf(C, 0)

De (3) on tire:

(3 2C=0Q"n ( M {£=t}> =0-n (ﬂ {f:t})_
teC—C te—C
Si Q est & base dénombrable, il existe suivant un argument
classique une suite {f,} < Hp dense dans C — C pour la
topologie de la convergence uniforme sur tout compact et il
est facile de voir que si feC — C,f=1limf,, ona f =1lim f,,P
pour cette topologie.

On conclut que 3C=Q~n <m {f.= fn}> est un Gs.

Si Q- =, une mesure peMF est minimale si et seule-
ment si elle est portée par dC d’aprés (2') et (3').

Prorosition 9. — St Cc Hp est un cone convexe stable par
enveloppe inférieure finie, linéairement séparant et si P cC*t
est un céne convexe adapté, Uespace vectoriel C — C est dense
dans Hp.

Démonstration. — Adaptation immédiate de celle du théo-
réme 12 de [11].

On désigne par #6 un ensemble de fonctions C-affines
continues (5).

(®) u est C-affine si u et — u sont C-concaves.
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DeériniTion 10. — ([4] p. 517) le couple (%6, C) est un
sitmplexe semi-géométrique si pour toutes mesures (., v mint-
males telles que

w(h) = v(h) pour toute he 3
on a
w(e) = v(») pour toute v e C.

DeriniTion 11. — ([4], p. 513), le couple (#6, C) est appelé
simplexe géométrique si pour toutes veC, te — C telles que
t < ¢ ilexiste hedb vérifiant

t< h <.

Tout simplexe géométrique est semi-géométrique d’apres (2).
Dans le cas compact les deux définitions coincident, lorsqu’il
existe ¢veC, ¢ < 0.

TrtorEME 12. — Soient Ypc Wy deux cones convexes,
stables par enveloppe inférieure finie, contenus dans C(Q)
(Q a base dénombrable), et P un céne convexe adapté contenu
dans 9p. On suppose que Yp contient une fonction s, stricte-
ment positive sur Q et que, en tout point x de Q il existe
p e Yp telle que v(x) soit strictement négatif (°). Soient Mp lespace
des fonctions Wy-affines contenues dans Hp et Lp un sous-
espace de fonctions Yp-affines contenues dans Hp. Si (Lp, 9p)
-est un simplexe semi-géométrique, st dWp cdJp et st Ip sépare
linéairement les points de dWp qui sont linéairement séparés
par Wy, alors Lp et Mp ont méme adhérence dans Hp.

On utilisera le lemme suivant :
Lemme 13. — St C est un céne convexe contenu dans C(Q)
(7

‘Q localement compact et s’il existe une p e C telle que 1< 0(p)
.alors la relation déquivalence

)
z ~ Yy <> v(z) = ¢(y) pour toute peC

est fermée et Vespace quotient Q est localement compact.

(®) Hypothéses simplificatrices. P adapté entraine l'existence d’une soE'f’,
.89 > 0 (cf. (4)). D’autre part il suffit de Q—(sp) # @. L’approximation sur Q~(sy),
pris comme espace de base (pour les restrictions) s’étend & Q d’aprés la propriété
e <= v(z) = 0Vz & dC).

() 1e0(p) signifie que Ve > 0 l'ensemble {ze(, epr) < 1} est compact.
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Démonstration. — Soient F fermé <Q, F son saturé par
la relation d’équivalence et xzeF. Pour toute suite finie

o={fi, .., [}, ieC, i=1,2, ..., n les ensembles

Au(e) = {yeQ, Ifiy) — fila)l <& i=1,2, ..., n}
sont fermés dans Q et A,(e)n F est non vide. I existe donc
zeA,(e) tel que zZnF # g, Cest-d-dire A,e)nF # 4.

Comme les A,(¢) forment une base de filtre, il suffit de
montrer qu’il existe un A, (¢) compact, pour conclure que

(ﬁ Am(€)> nF #¢g et que ze F. Si on prend o, = {p},

I’ensemble {yeQ, ply) < p(z) + e} est compact et a for-
tiort A, (e).
Sii estlln]ectlon canonique Qs Q. Si yeQ etsi O

est un ouvert de ), Osy. i(y) est compact dans Q et il
existe un vmsmage compact K de 17(y) tel que

i1(0)> K>V = K> Yy [:V est fermé et [:V ni(y)
est vide. On en déduit que [:V nil(y) est vide et si on pose

B = [:V [:B = U est un ouvert saturé tel que
i(0)> U i-(y)

et comme UcVcK, i(U) est un ouvert contenu dans i(K)
qui est quasi-compact. On vérifie de méme que () estséparé (8).

Démonstration du Théoréme 12. — Nous allons montrer
que Lp et Mp ont méme orthogonal. Soit e telle
que #(l) =0 pour toute lelp. p=a —fB, a, M et

= B(I) pour toute [e Lp.

Sment A et ve My minimales par rapport & Wp. A <)at.

et v(é)p. Elles sont portées par dWp, donc par 39p. Elles

sont donc aussi minimales par rapport & Jp. (Lp, 9p) étant un

simplexe semi-géométrique on déduit de la relation A(l) = v(l)

pour toute leLp, que A(¢) = v(¢) pour toute ¢edp.
Notons Jp , I’ensemble

9p S — {fe G(Q)’ f= "'/’30’ ‘)egl’}

(8) Il est aussi simple d’appliquer la prop. 9 p. 122 du livre III, 3¢ édition de-
N. Bourbaki.
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et introduisons de méme les cones Wy, et P,. P, est
encore adapté et on a Jp, cWp, cHp . Définissons sur
We,,, les formes linéaires

N (v[se) = A(#), v'(¢[s) = v(¢) pour toute ¢ve W

i’ et v s’étendent en des formes linéaires sur Hp , repré-

sentables par des mesures du méme nom. A’ et v sont
minimales par rapport & Wp,. En effet, s1 te — Wy,
t[spe — Wy, et A(t[s,) = A(t) par définition.
A'(tse) = A(t) = A(f) = Inf {A(0), v € Wy, ¢ > ¢}
= Inf {A'(v/so), ¢/so € Ws s, ¢[sq = t[se}
A’ est donc minimale d’aprés (2). Il en est de méme de V'.
A" et v sont donc portées par dWp , = dWhp.
Les points de Q sont séparés par Wp , si et seulement

s’1ls sont linéairement séparés par Whp.
On considére donc la relation d’équivalence

z ~ Yy <> v(x) = v(y) pour toute ve Wp .

L’espace quotient ( est localement compact d’aprés le
lemme 13 (1e9p,<Ws,). 9p,, Wp,, P, définissent de
fagon naturelle des cones g)p':o, Ws ., P, sur Q; A et v
donnent naissance aux mesures A’ et [/, définies par
N (Blso) = N'(9[s0), '(8]se) = v'(v[s,) pour toute ¢[s,e Wp,.

En particulier, on a:

N(8]s0) = ¥'(6/s0) pour toute Glso € 9p .

D’aprés la proposition 9, et du fait que P'application ¢
est fermée, Yp, engendre un espace vectoriel dense dans

Pespace Hp, (0Wp ) des restrictions & dWp, des fonctions
de Hs,, on conclut que A =73 (?).
On en déduit que

A(p) = N (gfse) = N (3[s0) = ¥ (¢lss) = #'(0]s0) = ¥(¢)
pour toute ¢ e Wy et d’aprés le corollaire 4, il vient

w(m) = A(m) — v(m) pour toute m € Mp.

(®) X' et V' sont minimales par rapport 3 W et QPM est métrisable.
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Application axiomatique.

L’espace de base X muni de ’axiomatique des Roumains
[3, Hy, ..., Hy] oudeBauer [1;1, ..., IV], est un K,.

Soit @< X un ouvert i frontiére ®* non vide vérifiant
les propriétés H; ou H, suivantes:

H,) o est relativement compact et il existe un voisinage U
de ® de type M.P.

H,) ® est non compact et il existe un potentiel fini continu
de X strictement positif au voisinage de .

On prend les définitions de Vincent-Smith pour les ensembles
W, 9, L et M relativement & © (1°). P désigne ’ensemble
des potentiels continus sur X. On pose Wp = Wn Hp,
9p = 9n Hp etc..., WH, les éléments positifs (> 0) de W
ete...

Pour tout fermé E cw, Hp(E) désigne I’ensemble des
restrictions & E des éléments de Hp et de méme
Wp(E) = We n Hp(E), etc...

Nous supposerons dans la suite que:

Dans le cas H,;) il existe un élément ¢ed, strictement
positif et que ¥ sépare o*.

Dans le cas Hy) 9p sépare déja linéairement o*.

Les principes du minimum suivants sont alors valables.

Dans le cas H,) :

Toute fonction ¢ hyperharmonique dans o telle que

liminf ¢(z) > 0 pour tout yeow* est positive (= 0)
wDT>YEL*

(ceci a lieu parce que w est lui-méme de type M.P.).
Dans le cas H,) :
Toute fonction ¢ hyperharmonique dans w, v>— p pour

un peP telle que liminf ¢(z) > 0 pour tout yeow* est
wdT>YEW*

positive. Ceci a lieu parce que le critére local des fonctions
hyperharmoniques est valable.

Nous allons dans ce qui va suivre appliquer les résultats
énoncés dans les préliminaires a4 l’espace de base constitué
par la frontiére w* de . w* tiendra donc lieu de Q et les

(19) W (resp. §) représenteles feC(®), surharmoniques dans « (resp. prolongeable
surharmoniquement au voisinage de @®). M (resp. L) représente les feC(a),
harmoniques dans « (resp. prolongeable harmoniquement au voisinage de &).
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propriétés de densité obtenues sur w* seront valables sur ®
grice au principe du minimum. Nous ne traitons que le cas Hy)
étant entendu que toutes les propriétés énoncées seront aussi
valables dans le cas H;.

Nous rappelons des définitions et des propriétés qui sont
plus ou moins connues ([5], [2] et [9]) sur les problémes de
Dirichlet pour ouvert et pour fermé:

Probléme de Dirichlet pour ouvert.
Si f est une fonction de ©* dans R, on pose:

Hp = Inf {v, v 5}

ou P est la famille des fonctions ¢, hyperharmoniques
dans © et vérifiant les conditions suivantes :
1) lminf ¢(z) > f(y) et > — o pour tout ye o*
wIT>YEW*
2) v > — p, pour un p, est un potentiel dans X.
On définit de fagon analogue H? qui vaut — H j).

DEriniTION 14. — f est dite résolutive si H$ = HY.

En constatant de fagon classique que toute ¢e Wp(w*)
est résolutive et que Wp(w*) — Wp(w*) est dense dans
Hp(w*) on obtient le théoréme :

Tratortme 15. — Toute fonction fe Hp(w*) est résolutive
et pour tout xzew lUapplication fws Hp(xz) définit une
mesure de Radon positive portée par w* et notée pg.

La derniére propriété provient du fait que fw Hp(z)
est une forme linéaire positive sur I'espace adapté Hp(w®).
ps est définie de fagon unique parce que Hp(w*) contient

Cx(w*).

DeériNiTiON 16. — 7y € ©* est dit régulier st

lim Hy(2) = g()

wWIT>Ty

pour toute fonction ¢ e Hp(w®).

TutorikMe 17. — Les propriétés suivantes sont équivalentes.
1) zy € w* est régulier

2) lim inf H?(x) = s(x,) pour toute se Jp(w*).

WDT>T,
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. Probléme de Dirichlet pour fermé.

Soit E un fermé de Q & frontiére E* non vide.

On pose K} =Inf {v, veKj}} ou K} est la famille des
fonctions ¢, hyperharmoniques au voisinage de E et véri-

» Dyp q g
fiant les conditions

1) liminf ¢(z) > f(y) pour tout yeE*;

(E2z>yeEx

2) ¢ > —p, ou p, est un potentiel dans X.

On définit de fagon analogue K, qui vaut — K_j, les
propriétés énoncées dans [2] et [9] s’étendent et sont & peu
prés inchangées. Notons les propriétés suivantes qui nous
intéressent :

Tutorime 18. — Pour toute ¢« Hp(E*), on a K, =K,
et pour toute seJp ona K, = Sup H2 ot s’ est une fonction
surharmonique dans un voisinage o, de E et égale a s sur E
et ®; un ensemble filtrant décroissant d’ouverts de type M.P.
contenus dans o, et tel que nw;, = E.

CoroLLaIRE 19. — Il existe une mesure e M(w*) telle
que K,() =f(p du., pour toute ¢ e Hp(E*).

Remarque 20. — On a fu dwp, = u(z) pour toute ue Lp.

Dérinttion 21. — Un point z, € E* est dit stable st on a
Ko(zy) = o(z, our toute fonction e Hp(E*) ou bien de
¥ g po ?
facon équivalente sv p, = ¢,

Prorosition 22. — x,e E* est stable si et seulement si
KE(zy) = s(z,) pour toute s e Jp.

On note R, 'ensemble des points-frontiére réguliers de ©
et R, l'ensemble des points-frontiére stables de ®. Nous
supposons de plus dans tout ce qui suit que pour tout zew*
il existe ¢edp(w*), ¢(xr) < 0. Notons que les compacts
stables minimaux sont alors réduits a4 des points d’aprés le
lemme 7.

Prorosition 23. — (Lp(w*), 9p(w*)) est un simplexe géomé-
trique.

ProrositioNn 24. — d3¥p(w*) = R,.
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Les démonstrations des propositions 25 et 26 sont les mémes
que celles données par Vincent-Smith dans ces annales pour
le cas compact. On utilise le théoréeme 20 et la proposition 24.

CororraiRE 25. — Lp(w*) est dense dans Hp(w*) si et
seulement si tout point de ©* est stable pour w.

Démonstration. — Soit (e Mp(w*) portée par ©*, i ortho-
gonale & Lp(w*). Si R, = w* pour toute te — Jp(w*) on a
o) =i(z) Voeo® et p=p; —y peMpo) (=1, 2)
minimales

#a(t) = () = Inf {x(l), leLp, I > t}
= Inf {ue(l), leLp, I > t} = po(f) = pao(t)
et w=0 par densité.
Réciproquement si z e w* soit we Mt (w*), <3¢, on a
w(l) = l(z) pour toute leLp(w*) et donc p=c¢, et
z € 3¥p(w*). On conclut grice a la proposition 24.

ProrositioN 26. — On a les inclusions
R, > dWp(0*) o 0dp(0*) = R,.

Démonstration. — Si e dWp(w*) pour toute ¢ e Hp(w?)
on a ¢(z) = ¢(z) (le chapeau étant pris relativement au
cone Wp(w*)).

Pour toute te — Wp ona t < H* <{ dans o et f est
semi-continue supérieurement. Il vient donc

t(r) < lim inf H{(y) < lim sup He(y) < i) = t(z)
ce qui montre que ze®,.

CoroLLAIRE 27. — Si o* est métrisable et st R, = R,, Lp
est dense dans Mp.

Démonstration. — On a alors d3p(0w*) = dWp(w*) et le
corollaire résulte du théoréme 14 et du principe minimum.

Deérinition 28. — ([4], p. 521) Un ouvert ® non relative-
ment compact & frontiére w* non vide est dit faiblement déter-
minant s’il existe un potentiel strictement positif au voisinage
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de ® etsi pour toute fonctwn s surharmonique positive localement
bornée au voisinage de w, harmonique dans o, telle que
slw* e Hp(w), il existe une famille filirante croissante de
fonctions h;, {hj|o*} c Hp(w*), h; harmonique dans w, continue
dans w et telle que
s(z) = Sup hy(x) pour tout z e o
i€l

Notons Jp"(w*) le cone des restrictions & w* des fonctions:
surharmoniques positives (> 0) localement bornées au voi-
sinage de ® et qui sont dans Hp(w*).

Prorosition 29. — Si o est faiblement déterminant et si
g5r(w*) sépare linéairement o* (') on a:

R, = dWp(w").

Démonstration. — Comme dans ([4], p. 522) soit t e — $5"(w*¥)
et ¢ e Wp(w*) tels que:
l <o

Il existe une fonction u prolongeant sous-harmonique-
ment ¢ au voisinage de @. On note t' la régularisée semi-
continue supérieurement de la fonction égale & HP dans o
et & u en dehors. t' est sous-harmonique au voisinage de ®
et on a:

t(z) < t'(x) < lin; sup ¢(y) = v(x) pour tout Tew

>z
et donc t'(z) < i(x) pour tout zew*

D’autre part, ® est faiblement déterminant et il existe
une famille filtrante décroissante de fonctions harmoniques
dans o et continues sur ® telles que leurs restrictions #&;

)

a4 o* appartiennent 3 Wp(w*) et vérifient
t'(x) = Inf hy(z) > () pour tout  zew*.
€1

A

On a donc t' =1 sur o*

Si z,eR, t(z,) = t'(z,) = i(x,) pour toute te — JpH(w*).
Comme Y5 (w*) engendre un espace vectoriel dense dans
Hp(w*) on conclut que ¢(z,) = §(x,) pour toute ¢ e Hp(w*).
En particulier s(z,) = §(x,) pour toute se — Wp(w*) et
z, € dWp(w®).

(11) Si ® est non compact cette séparation a déja lieu.
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Cororraire 30. — (Mp(w*), Wp(w*)) est un simplexe semi-
géométrique st o est faiblement déterminant.

Démonstration. — Solent @, v e MF(w*), minimales pour le
cone Wp(w*), vérifiant @(h) = v(h) pour toute he Mp(w®).
Pour toute te — Yp(w*) ona:

w(t) = (i) = w(t') = w(Inf (h)) = Inf p(k)
et de la méme maniére
y(t) = Inf v(h)

ou {h}cMp(w*) est filtrante décroissante, telle que
Inf b, = . On conclut que (&) = v(¢).

CororrLAIRE 31. — St ® est un ouvert farblement déterminant
non relativement compact, @ frontiére w* métrisable et si Yp(w*)
sépare linéairement w* (). Lp et Mp ont méme adhérence dans
Hy si et seulement st R, = R,.

Démonstration. — Si x est régulier, xedWp(w*) d’aprés la
proposition 29. Soit © e N, png% €, (* minimale pour Yp(w*).
(Cy]

. est portée par d39p(w®), elle est donc portée par dWp(w*) et
minimale par rapport & Wp(w®).

On a wu(l) = l(z) pour toute leLp(w*) et si Lp(w*) est
dense dans Mp(w*) on a aussi

w(m) = m(z) pour toute m € Mp(w*)

(Mp(w*), Wp(w*)) étant un simplexe semi-géométrique on en
déduit que

w(v) = ¢(x) pour toute p € Wp(w*)
et =¢, par densité d’aprés la proposition 9. On conclut que

zedYp(w*) et que ze®R, d’aprés la proposition 24.
La réciproque est le théoréme 12.
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