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SUR LES SINGULARITES
DES FORMES DIFFÉRENTIELLES

par Jean MARTINET

Introduction.

Soit M une variété différentiable, et co une forme différentielle
extérieure sur M ; de nombreux exemples justifient l'intérêt d'une
étude générale du couple (M , co) ; ainsi :

1) Un champ d'éléments de contact de codimension p sur M,
c'est-à-dire aussi un sous-fibre de codimension p du fibre tangent, est
défini, au moins localement, par une p-forme décomposable non nulle.

2) Une forme de Pfaff a;, sans zéros, telle que a; A do? = 0,
définit un feuilletage de codimension 1 sur M.

3) A l'opposé, si M est de dimension impaire îp + 1, et si
COA d^ + 0 en tout point, la forme de Pfaff co définit sur M une
structure classique dite "de contact".

4) Une 2-forme a; (resp. 2-forme fermée) de rang maximum sur
une variété de dimension paire ïp (Le. (^p i=- 0 en tout point) définit
une structure presque symplectique (resp. symplectique).

5) Si M est une variété riemannienne, les sous-variétés minimales
de M sont les solutions de systèmes différentiels définis par des p-
formes canoniques sur le fibre tangent TM.

Les exemples précédents mettent en jeu des formes suffisamment
régulières : rang constant dans 1), classe égale à 1 ou 2 dans 2), etc..
Par contre, une étude générale du couple (M , co) sera essentiellement
une théorie des singularités des formes différentielles ; c'est cette
théorie qui est ébauchée dans ce travail.

Les notions de singularités d'applications différentiables et de
champs de vecteurs sont maintenant classiques ; c'est d'un point de
vue analogue que j'ai abordé l'étude des formes.
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On m'a si souvent fait remarquer que les singularités de formes
de Pfaff devaient correspondre aux singularités de champs de vecteurs
(via, par exemple, une métrique riemannienne) que je dois d'abord
déduire ce petit mythe : tout champ de vecteurs non nul a pour ex-
pression S/9x ̂  dans un système de coordonnées locales convenable ;
par contre, il est pratiquement impossible de classifier à isomorphisme
près les germes de formes de Pfaff co non nuls : le rang de la différen-
tielle extérieure do? interviendra dans cette classification, et, de façon
plus précise, la classe (au sens d'E. Cartan) de co ; ainsi, les points où
la classe change seront des points singuliers de a;.

Dans la théorie relative aux applications différentiables (R. Thom
[15], H. Levine [9]), le rang joue le rôle central.

Dans ce travail, il sera question des singularités de trois types
d'objets :

1) Les formes différentielles extérieures.
2) Les formes différentielles extérieures fermées.
3) Les équations de Pfaff, c'est-à-dire les champs d'hyperplans

tangents à une variété (définis localement par une équation co == 0,
où a? est une forme de Pfaff sans zéros).

Le rôle du rang pour les applications différentiables sera tenu par
le rang d'une forme multilinéaire et alternée dans le cas des formes
fermées, et la classe dans le cas des formes non fermées et des équa-
tions de Pfaff.

Le Chapitre 1 est consacré au rang dans l'Algèbre extérieure d'un
espace vectoriel ; on y étudie d'assez près les stratifications définies
par les ensembles de formes de rang donné dans A E*. Malgré la nature
très élémentaire de ce chapitre, je le crois assez original ; je n'ai en
tout cas guère trouvé trace, dans les ouvrages classiques de Goursat
ou E. Cartan, des préoccupations qui ont été ici les miennes. Au
cours de cette étude, je me suis de plus convaincu que la recherche
d'invariants plus fins que le rang, pour les formes de degrés "inter-
médiaires", serait sans doute intéressante et amusante.

J'étudie ensuite, au Chapitre II, à l'aide des théorèmes de trans-
versalité, la nature générique des ensembles de points où le rang ou
la classe d'une forme différentielle (ou d'une équation de Pfaff)
s'abaisse, sur une variété différentiable donnée. Voici un exemple de
résultat dans cette direction :
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Soit M une variété différentiable de dimension n, cj une forme
de Pfaff sur M ; soit ?j(c^) l'ensemble des points où la classe de eu
est n — d ; génériquement, ?^(c*;) est une sous-variété régulière de

d(d + 1)
codimension ————— de M ; en particulier, la classe est en général

partout assez grande, et minorée par une quantité valant approxima-
tivement n — y/2n (cf. II.4.3.3).

On peut ensuite étudier des singularités d'ordre supérieur, comme
dans le cas des applications différentiables ; je n'ai réalisé cet objectif
que dans le cas des 2-formes fermées en dimension 4 et des équations
de Pfaff en dimension 3, où l'on obtient, dès les ordres 1 et 2, une
classification déjà satisfaisante des singularités génériques (11.3 et 11.6).

Le Chapitre III est essentiellement consacré à la recherche des
modèles d'une singularité donnée : il s'agit de classifîer, à isomorphisme
près, les germes de formes présentant la singularité considérée.

On connaît des modèles classiques dans un certain nombre de
situations régulières : forme volume, 2-forme fermée de rang maximal,
forme de Pfaff de classe maximale (Théorème de Darboux). En partant
de ces résultats, j'ai pu assez facilement montrer que, dans un assez
grand nombre de cas, les singularités les plus simples admettent un
modèle ; par exemple, la plus simple des singularités d'une forme de
Pfaff, en dimension paire, admet comme modèle

^ = (1 ± xï)dy, 4- x^dy^ -h • • • + x^dy^ .

Les outils utilisés ici sont le théorème des fonctions implicites, le
théorème d'existence et d'unicité des solutions d'équations différen-
tielles, et les propriétés de divisibilité des fonctions différentiables.
Je n'ai cependant pas eu à utiliser le théorème de préparation diffé-
rentiable, étant donnée la simplicité des situations envisagées.

J'ai d'autre part inclus dans ce chapitre (III. B) quelques re-
marques relatives aux notions de stabilité et de stabilité infinitési-
male d'un germe de forme différentielle ; on peut se poser dans ce
contexte un problème analogue à celui récemment résolu par J. Mather
dans le cas des applications différentiables, mais d'un ordre de diffi-
culté différent : il s'agit essentiellement d'un problème linéaire pour
les applications ; par contre, un opérateur différentiel (d'ordre 1) in-
tervient dans le cas des formes.
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Les problèmes globaux de la théorie ne sont pas abordés ici.
Mentionnons pourtant qu'on peut faire une étude homologique des
ensembles singuliers d'une forme différentielle, analogue au cas des
applications différentiahles (cf. [8]). D'autre part, on peut citer
quelques résultats relatifs à la stabilité globale de formes ou d'équations
de Pfaff (voir en particulier [7] et [14]).

Enfin, j'ai jugé utile de donner, dans un Appendice, un résumé
assez bref de la théorie de transversalité : il m'aurait été malaisé
d'indiquer des références conduisant directement aux résultats qui
m'étaient nécessaires. J'insiste surtout sur le théorème de transversa-
lité relatif aux sections d'un fibre vectoriel, techniquement plus facile ;
pour les sections d'un fibre quelconque, on se ramène au précédent
par un procédé de linéarisation très simple.

En conclusion, il n'y a pas de techniques neuves dans ce travail ;
on y applique seulement des méthodes maintenant éprouvées à une
situation non encore étudiée, et certainement très riche. Je regrette
d'autre part de n'avoir pu donner d'application de la théorie ébauchée
ici ; il est possible qu'elle fournisse une voie d'approche au problème
de l'existence, sur une variété donnée, de structures définies par des
formes différentielles sans singularités (par exemple, l'existence, sur
une variété compacte orientable de dimension 3, d'une structure de
contact ; cf. S.S. Chern [4]).

Une partie des résultats de ce travail a été annoncée dans deux
notes aux Comptes Rendus ([11], [12]).

Il me reste à signaler que le Professeur E. Calabi a obtenu indé-
pendamment certains résultats qui figurent ici (et bien d'autres qui
n'y figurent pas), et qu'il m'a indiqué des remarques qui m'ont permis
d'améliorer certains points.

Cet article constitue l'essentiel du travail que j'ai présenté comme
thèse de doctorat à la Faculté des Sciences de Grenoble. Je remercie
vivement Monsieur G. Reeb, qui m'a suggéré cette étude. Monsieur
C. Chabauty, qui a bien voulu présider le jury, et Messieurs 0. Galvani
et R. Thom, pour l'intérêt qu'ils ont porté à mon travail et leur parti-
cipation au jury.
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CHAPITRE 1

LE RANG DANS L'ALGEBRE EXTERIEURE

Tous les espaces vectoriels envisagés dans ce chapitre sont de
dimension finie sur R.

1. Notations -- Définitions — Rappels.

1.1. Soit E un espace vectoriel de dimension n ; pour tout p
P %

(1 <p < n), on note AÊ la puissance extérieure p*"1® de E.
Si h : E ——> F est une application linéaire, on note

^ : X E ——> X F

la puissance extérieure p®"® de h.
Soit F un sous-espace vectoriel de E, et i : F ——> E l'injection

a P Pcanonique ; ^ : A F ——> AÊ est une injection, et on identifiera
toujours dans la suite X F et son image dans X E par f\

Moyennant cette identification, les relations suivantes sont véri-
fiées ([2]) :

^(FI H F 2 ) = ^FI n ^ F ^ (1)

quels que soient les sous-espaces F^ et F^ de E.

^(^^[Aœ)] (2)

où h : E ——> F est une application linéaire.

1.2. DEFINITION ([2], p. 72). - Soit E un espace vectoriel,
p

co G A E un p-vecteur de E. Le support de 0} est le plus petit sous-
espace S^ C E tel que a? e A S^ ; sa dimension est le rang de a? ; le
corang de a; est la codimension de S^ dans E.

Cette définition est justifiée par la relation (1).
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PROPOSITION. — Soit h : E ——> F une application linéaire în-
p

jective, et (jù G. A E ; on a :
h(s^ = s^) •

C'est une conséquence immédiate des relations (1) et (2). Ce résultat,
appliqué à un automorphisme de E, montre que le rang est un invariant

p
dans Faction canonique du groupe linéaire G/(E) dans A E.

Le rang d'un p-vecteur non nul de E est évidemment compris
entre p et n = dim E ; la proposition précédente, appliquée à l'injection
i : S^———> E, permet de considérer a? comme un p-vecteur de rang
maximum de S^.

1.3. Soit E un espace vectoriel ; E* désignera le dual de E, et
^E* l'espace des p-vecteurs de E*, identifié à l'espace des p-formes
alternées sur E.

n
On notera x J a) le produit intérieur de cj E A E* par x € E.

DEFINITION. - ([3], [5], [6]). Soit c«;€ ^E* ; on appelle espace
associé à co le sous-espace A^ C E défini par :

A^={x^E , x J o = 0 } .

PROPOSITION. - Soit co G AE* ; le sous-espace A^ C E, associé à
<jù, et le sous-espace S^ C E*, support de co, sont orthogonaux.

Le rang d'une p-forme sur E est donc également la codimension
dans E de son espace associé.

Dans ce contexte, le support d'une p-forme a? sera aussi appelé
le système associé à co.

Remarque. - Soit ^ G^E* ; soit i^ : E ——> p'A E* l'appli-
( p — i )

cation linéaire définie par i^(x) = x J o; ; soit/^, : A E ——> E*
l'application linéaire définie par ;^(X) = (- O^XJc*;. Il est im-
médiat que /^ est la transposée de i^ ; l'image de /^ est donc l'ortho-
gonal du noyau de z^ , c'est-à-dire le support de a). En d'autres
termes, si cj est une p-forme, les formes
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0 ; ( X i , . . . , X p _ i , ),(Xi , . . . , J C p ^ i G E )

engendrent le support de a? dans E*.

1.4. Propriétés immédiates du rang.

1.4.1. Soit (jj = C^A .. . A a une p-forme décomposable non
nulle ; il est immédiat que S^ est le sous-espace de E* engendré par
les formes indépendantes c^ , . . . , a ; le rang de a; est donc égal à p.

P PRéciproquement, si C ^ E A Ë * est de rang p, comme C<;EAS^ où
dim S ,̂ =p, on a co = Xa^ A ... AO où (c^ , . . . , dp) est une base
de S^ , et X un scalaire convenable ; cj est donc décomposable.

1.4.2. Soit û; G ̂ A0 E*, 00=^0, avec w == dim E ; soit Î2 G ÎÎE*,
î21=- 0. L'application linéaire z^ : E ——> A E* définie par
i^(x) = x Jî2 est une injection ; c'est donc un isomorphisme puisque
les dimensions de la source et du but sont égales. Il existe donc un
vecteur x ̂  0 tel que co = x J î2 ; alors x J a} = 0, c'est-à-dire x Œ A^ ;
ainsi le rang de c^ est strictement inférieur à n ; il est donc égal à
n — 1, et œ est décomposable.

1.4.3. On déduit immédiatement de 1.4.2 qu'une p-forme ne
peut être de rang (p + 1).

1.4.4. PROPOSITION. - Soient <jû et û/ deux p-formes sur E (p > 2) ;
si dim(S^ H S^.) < p - 2, ûtor5 S^ +^ = S^ 4- S^. ; en particulier,
si S^ H S^ = <0}, rang(cù + cû1) = rang(a;) + rang (a;').

Démonstration. - On considère l'équation linéaire

;cJ(c<; + a/) = x J œ 4-xJco' == 0 (xeE) .

Il est clair que jcJcoE^A 1 S^ et xJco'e ^ S^» ; mais

^s.r^s^o}
par hypothèse ; on a donc x J a? = 0 et ^ J û/ = 0, soit

A = A H Ac^+u' a/ t*;' »

et, par passage aux orthogonaux S^,+^» = S^ + S^» .
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1.4.5. PROPOSITION. - Soient c^E X E* et o/E XE*, ûvec

Sc^s^^o};
û/or5 S^^» = S ,̂ ® S^<, et rang(o; A <x/) = rang(o;) + rang(co').

La démonstration est également très facile ; nous ne la donnerons
pas.

2. Etude générale des ensembles 2^ .

Dans toute la suite, on désignera par 2^ y l'ensemble des éléments
p

de A E*, de rang r (où n = dim E).
On se propose d'étudier de façon assez détaillée la figure formée

dans A E* par les ensembles S^y , et de comparer ces ensembles, in-
variants sous Faction du groupe G/(E), aux trajectoires de ce groupe.

Enonçons d'abord un résultat général, avant d'aborder l'étude
pour les différentes valeurs de p.

PROPOSITION. — On suppose 2^ =^ 0 ; alors :

a) S^ y est une sous-variété régulière de A E*, de dimension
Cf + r(n - r).

b) 2^ y est une sous-variété algébrique de A E*, et

^P = u S^^ ,n,r ,„ ' ^ n , r 'r ' < r

Démonstration. — Remarquons d'abord qu'une fois éliminé le cas
trivial r = 0, on a nécessairement r > p.

Soit alors G y ^ ^ y la Grassmanienne des r-plans de E*. Soit
F^ ——> Gy „ _ y le fibre vectoriel constitué par les couples (v , a) où
v e Gy „ _ y et a E A v (la fibre au-dessus de v est donc l'espace vec-

p
toriel A v).

p
Posons h(v ,a) = a G AË* ; A est une application continue al-

gébrique.
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II est clair, d'après la proposition 1.2, que A(F^) = U 2^ » .
r'<r

L'ensemble U 2^ , est une sous-variété algébrique de ^ E*
r'<r

(puisque c'est l'ensemble des co € A E* telles que l'application linéaire
(p-i)

i^ : E ——> A E* soit de rang inférieur ou égal à r).

D'autre part, l'ensemble des couples (v, a) E F^ tels que a E X y
soit de rang maximum r (i.e. de support v) est un ouvert Î2, non vide
par hypothèse, donc dense dans F^ ; comme A(S2) = 2^ , la partie
b) est démontrée.

Il est à peu près évident que h définit un homéomorphisme de
S2 sur 2^ . Il reste à montrer que h est une immersion en restriction
àî2.

Soit (v, a) G Î2 ; soit (^ , . . . , ̂ ) une base de E, telle que dans
la base duale (ef , . . . , e^) de E*, les formes (ef ,.. ., ̂ ) constituent
une base de v ; on notera w le supplémentaire de v engendré par
p* „*^r+i » • • • » - n •

A la base (^,..., ̂ ) est associée une trivialisation

Hom(v, w) x A v ——> F{?

de F^ au voisinage de (v, a) ; au point

{(û^) i = 1 , . . . , r ; / = r + 1 , . . . , n .
(^) OT = (Oi , . . . , Op) 1 < 0^ < . . . < Op < r}

est associé le couple ( v ' , a ' ) tel que :
1) v ' a pour base (ef + û^ , . . . , e^ + û^.) où û^ G w,

n

^ = Z û,̂ / .
/=r+l

2) a' = S ̂ (c* + a), où
a

(e*+û),=(^+^)A.. .A(^+^).

La formule 2) représente l'expression de h dans la carte consi-
dérée de F^ . Un calcul immédiat montre que l'expression de la dérivée
h' de h au point (v, a), de coordonnées {a{ = 0 ; Uy = \y} est :
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h'^i ; lU = 1 îî,^ + S X, (S ^ A . . . A £, A . . .A <?î )
a a - i = l 1 ( P '

=Z^Î+ S Ao£,A(e,J^)
a

i = l , . . . , r

= 21 î^ + Ê ^ A [( É 6^) Ja| .
/=r+l / L /= ! J

Alors, h'(e^ ; 17^) = 0 équivaut à T^ = 0 pour tout a, et

( Z ^€f) J a = 0^ / = i '

pour tout î. Mais, par hypothèse, l'espace associé à a dans E a pour
base (^+1, . . . , e^) ; on a donc ^{ = 0 quels que soient f et /, et h'
est injective, Q.E.D.

Remarques. - 1) Si AI et p étant donnés, r a sa valeur maximale,
2^ y est un ouvert dense dans A E*.

2) II est clair que 2^ y. est toujours un cône dans X E*.
3) L'ensemble S^p des p-formes de rang p (c'est-à-dire décom-

posables) est toujours non vide, et identique à une trajectoire de G/(E).

3. Cas triviaux.

On pose toujours dim E = n.

3.1. Dans E*, une forme est de rang 0 ou 1 selon qu'elle est
nulle ou non ; les ensembles 2^ = {0}et 2^ = E* — {0}sont donc
les trajectoires de G/(E) dans E*.

3.2. Une M-forme non nulle est de rang n, et s'écrit c^ A ... A c^

pour une base convenable de E* ; 2^ o = ̂  et 2^ n == ^ E* - ̂
sont les trajectoires de G/(E).



SUR LES SINGULARITES DES FORMES DIFFERENTIELLES 107

3.3. Une (n - 1) forme non nulle est de rang (n - 1), et s'écrit
c^ A .. . Aû^.i (a i , . . . , o^ indépendants dans E*) ; 2^~o1 = {0}
et S^i = ^A0 E* - {0} sont les trajectoires de G/(E).

4. Cas des 2-formes.

4.1. On rappelle la

PROPOSITION. - ([3] p. 12, [5] p. 31). Toute 2-forme o;e \ E*
est de rang pair, et les conditions suivantes sont équivalentes :

1) ex; est de rang 1k.
2) o^ i= 0 et o;^0 = = 0 ( G J f c = a ) A . . . A o ; f e fois).
3) // éyc^ des formes indépendantes 04 ,..., o^, j8 i , . . . , ̂  € E*

^/te5 ç^^
^

<^ = Ij o^/ A j3, .
1 = 1

Remarque. - II est clair, d'après la proposition 1.4.4, que si
k

a; = S ai A(Î, , les formes c^ et j^ , étant indépendantes, constituent
1=1

une base du support de <j.

4.2. PROPOSITION. - Dans AË*, les ensembles 2 .̂ = ^n.n-c sont

identiques aux trajectoires de G/(E) ; pour tout c (n - c pair,
2

0 < n — c < n) , ïç est une sous-variété régulière de AË* et

.. - c(c - 1)codim 2. = ————— •c 2

La démonstration est évidente, d'après 4.1 (condition 3) et 2.
Il est remarquable que les codimensions de ces variétés ne dépendent
que du corang ; ce phénomène est à rapprocher du résultat concernant
les ensembles de matrices de rang donné (dont la codimension est le
produit des corangs à la source et au but).



108 JEAN MARTINET

Cependant la situation est différente selon la parité de la dimen-
sion n de E.

Si n est pair, les valeurs admissibles de c sont 0, 2, 4, 6, . . . et
les codimensions correspondantes sont 0, 1, 6, 15, ...

Si n est impair, les valeurs admissibles de c sont 1, 3, 5, 7 , . . .
et les codimensions correspondantes sont 0, 3, 10, 21, . . .

Remarque 7. — Pour tout a? E AE*, on peut indiquer un système
d'équations locales de la variété Sç passant par cj , on procède de la
façon suivante :

On identifie les formes extérieures de degré 2 avec les applications
linéaires antisymétriques de E dans E*.

Soit alors (û^, . . ., a^) une base de E* telle que :

o;=û4 A O ^ + - - - +a^_^ ^a^

où 2k = n — c = rang (a?).
La matrice co correspondant à a? s'écrit :

- ( ' 0 )0} =
V u O /0 0

où 1 est la 2k x 2k matrice antisymétrique :

1° -1 " • • • • • • • \
/ 1 0 0

0 0 0

Désignons alors par î2 l'ouvert de A E* constitué par les formes
À = S \ i a, A a, telles que ^ X, y a, A a, soit de rang

l< f< /<»! l<«/<2fc _ _

(maximum) 2fc. Pour tout \£S2, la matrice antisymétrique X. = (X^y)
correspondante est définie par À( y = À( y pour ï < /' ; posons

- /A B x
\= ( }

YC D/
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où A est une 2k x 2k matrice antisymétrique, et C = — (transposée
de B) ; comme dans ([9], Prop. 2, p. 6) on montre que X G î2 H S^,
(c = n - 2k) si et seulement si D - CA~1 B = 0 ; ceci montre que

. c(c - 1)
î2 H 2 .̂ est définie comme ensemble de zéros communs a ——-——

fonctions indépendantes, D étant une c x c matrice antisymétrique.

Remarque 2. - D'après la proposition 2, 2" == U Sç* est unec ' ^ c
sous-variété algébrique de AE*.

Si 2ç+2 est non vl(^ on va ïî1011^1' çî  P01""tout a? E ^c+2 »
le cône tangent en a? à S .̂ contient une base A E* ; on aura alors
démontré que l'ensemble des points singuliers de S .̂ est égal à £ç + ^
(si c n'a pas sa valeur minimale).

Soit (c^ , . . . , a^) une base de E* ; quels que soient / , / (1 < i
<f < n), la courbe t ——> 0) + ta^ A c^ (t G [0 , 1]) est tracée dans
Sç , et sa vitesse à l'origine û; est o^ A a. . Q.E.D.

Remarque 3. — Dans l'espace ® E*, on sait que les formes bili-
néaires de corang c définissent une sous-variété régulière Sç , de codi-
mension c2 ([9] p. 5).

On a d'autre part S^ = A E* H S^ .

Si la variété Sç coupait le sous-espace A E* de ® E* en position
2

générale, la codimension de Sç dans «> E* serait égale à la codimension
de Sç dans A E* ; on voit qu'il n'en est rien ; dans l'intersection, la
perte de codimension est même croissante avec c.

5. Cas des formes de degré (n - 2).

5.1. Dans "A E*, le rang ne peut prendre que les valeurs 0,
n - 2, n (cf. 1.4.3). A priori, on ne sait pas s'il existe toujours des
(n — 2)-formes de rang maximal n.

Mais S^'^^ » ensemble des formes de rang n - 2, c'est-à-dire
décomposables, est une sous-variété de dimension
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C^ -h 2(n - 2) = 2n - 3 ;

dès que w > 3, on a 2w — 3 < dim A E*, et il existe nécessairement
des (n — 2)-formes de rang n.

5.2. Trajectoires de G/(E) dans ^A^ E*.

Les résultats de ce paragraphe ne seront pas utilisés dans la suite.

5.2.1. Soit î2E XE* une forme volume sur E, et

^"A^E*————>2^

l'isomorphisme qui à Cx;G A E* associe l'unique bivecteur X = A^(co)
tel que cj = X JÎ2 ; si î2 et î2' sont deux volumes, A^(co) et A^(co)
sont proportionnels, et ont donc même rang 2k ; l'entier k sera ap-
pelé longueur de la (n - 2)-forme co. On notera S^ l'ensemble des
formes de longueur k,

5.2.2. Soit, avec les notations précédentes

a; = XJÎ2 , où X = h^(u) .

Si g est un automorphisme de E, on a

g ^ = ( g - l . X ) J ( g . S Î ) .

Mais g • Î2 = A(^)î2, où â(g) = déterminant de g. Si (^ et o/ sont
des (n — 2)-formes, en posant X = h^(où) et X' = h^(u'), il est
clair que :

û/ = ^ - ^ (^EG/(E))
équivaut à

^.X^AQOX .

Ceci montre que la longueur est un invariant dans l'action de G/(E).
5.2.3. Soit a? = X _lî2 une (n — 2)-forme de longueur k ; on dé-

duit facilement de la proposition 4.1 l'existence d'une base (^ , . . . , e^)
de E telle que, si ( a ^ , . . . , a^) désigne la base duale de E*, on ait :

X = ̂  A e^ -h • • • + e^^ A e^

SI = Xc^ A ... A a^ où X = ± l ,
donc
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k
0 ; = X - S O^i A . . . A 0^2 AO^+i A . . . A O^ .

i = l

Ce qui montre que l'ensemble S^ se compose d'au plus deux trajec-
toires de G/(E).

a) 2k < n ; en changeant éventuellement le signe de (?„ et o^,
on réduit co à la "forme canonique" :

k
œ = S O^A ... A O ^ _ 2 A o^+i A ... A o^ .

f = l

S^ est donc une trajectoire de G/(E) dans "A E*, en bijection avec
S^ C A E par h^ .

b) 2k = n ; d'après 5.2.1, - cj = g • a; équivaut à

g.X=-A(g) .X .

Mais, dans le cas présent, X^ est un w-vecteur non nul de E, et on a
nécessairement :

g . X^ = AQr). X^ == (- 1)^ A(^ . X^
soit :

(- 1)^ = AQr)^-0 .

b^> Si k est impair, cette égalité est impossible. Toute (n - 2)-
forme de longueur k se réduit donc à l'une des deux "expressions ca-
noniques" suivantes, qui caractérisent les deux trajectoires ouvertes de
G/(E) dans (n^ E* :

k
0;i = S ( X i A . . . A0^_2 A O î ^ + i A . . . A O^

? = 1

^2 = ~ ^1 •

Par A^ , ces trajectoires partagent S^ C A E en deux demi-cônes.
b^) Si k est pair, on a nécessairement A (g) = 1, et l'automor-

phisme g défini par
g(^i) = ^+1 si l est impâ""
g(^) = ^-i si f est pair

répond à la question.
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( fi— 'î\
S^ est donc la trajectoire ouverte de G/(E) dans A E*.

5.2.4. Remarques. — 1) II est clair qu'une forme 0} est décom-
posable si et seulement si elle est de longueur 1 ; ainsi, l'ouvert des
formes de rang maximal n se décompose en la réunion (disjointe) :

S"-,̂  u S..ntn *>2 k

2) La longueur d'une (n - 2)-forme û; peut être aussi définie
comme le nombre minimal k de formes décomposables ̂  nécessaires

pour écrire co = 2^ co/ ; cette définition n'utilise pas la dualité et
/=i

se prolonge évidemment aux formes de degré quelconque.

6. Cas intermédiaires (3 <p < n - 3).

6.1. PROPOSITION. - Pour 3 < p < n - 3, S^ y est non vide si et
seulement si r = 0, p, p + 2, p 4- 3 , . . . , n.

Démonstration.

a) Si p < r < n et S^ y est non vide, alors S^+i est non vide ;
n

en effet, soit cj G A E* une p-forme de rang r ; comme r est strictement
inférieur à w, il existe une forme a G E* n'appartenant pas à S^ ; la
forme coAa est une (p + l)-forme de rang (r -+- 1) d'après la pro-
position 1.4.5.

b) // suffît alors d'établir la proposition pour p = 3 (le reste
s'en déduit par récurrence en utilisant a).

b^) II est évident que S^ 3 est non vide.
b^) Si 3 < r < n - 2 et si S^ est non vide, alors S^ ̂  est

non vide ; en effet, soit co une 3-forme de rang r ; soient c^ , a^G E*
telles que le plan engendré par o^ et a^ soit en position générale par
rapport à S^ ; soit o^ES^,, non nulle ; d'après la proposition 1.4.4,
la forme co + c^ A a^ A 03 est de rang r + 2.

b3) Si 3 < r < n - 3 et si 2^ est non vide, alors 2^+3 est
non vide ; la démonstration est analogue à 2, en utilisant a^, a^,
0X3 G E* engendrant un 3-plan en position générale par rapport à S^ .
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La proposition pour le cas p == 3 se déduit immédiatement de
ces remarques, par récurrence sur r.

__6.2. PROPOSITION. — Si 2^ est non vide, la variété algébrique
S^ y. admet l'ensemble U S^ yi comme ensemble de points singuliers.

r ' < r
La démonstration peut se faire de manière analogue à celle de

la remarque 1) de 4.2.

Remarque. — J'ignore si la stratification S^ de l'espace A E*
définie par les variétés S^ ̂  est "cohérente" (cf. Appendice § 2.2).

6.3. PROPOSITION. - Pour n>9et3<p<n-3,la dimension
de G/(E) est strictement inférieure à celle de A E* ; le groupe G/(E)
admet alors une infinité continue de trajectoires dans A E*.

Le rang est donc, pour n assez grand, un invariant très grossier
des formes de degré intermédiaire.

6.4. Remarques. — Soit co une p-forme sur E ; appelons expres-

sion minimale de co toute décomposition a; = 2 a?, de a? en somme
1=1

de formes co, décomposables, où k est la longueur de 0} (cf. 5.2.3
remarque 2)) ; étant donnée une telle expression minimale de a?, dési-
gnons par F, le support de a?,. ; pour tout i = 1 , . . . , k, F, est un
sous-espace de dimension p de E*, et les F, sont tous distincts (les
dimensions des intersections deux à deux sont même nécessairement
inférieures à p — 2) ; on désigne par F la collection des sous-espaces
Fi.

k k
Soient a) = ^ ^ et a? = ^ G}' deux expressions minimales

i=l / = !
de <x; ; soient F et F' les collections de sous-espaces correspondantes ;

CONJECTURE. — Les collections ¥ et F ' sont égales dans E*, c'est-
à-dire qu'il existe un automorphisme g de E tel que pour tout i, il
existe j avec g(Ff) == F'.

A chaque classe de collections égales on peut associer un sym-
bole numérique (par exemple : nombre k des sou&-espaces, dimensions
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des sommes 1 à 1, 2 à 2 , . . . , k à k) ; la résolution de la conjecture
précédente permettrait donc d'attacher à toute p-forme un symbole
numérique, qui serait un invariant dans Faction de G/(E) (le rang figu-
rerait d'ailleurs dans ce symbole ; ce serait la dimension de la somme
de tous les espaces F,.).

Il faudrait alors étudier, pour chaque?, les symboles "admissibles" ;
on peut espérer que l'ensemble des formes admettant un symbole
donné soit une sous-variété de ^ E* dans laquelle les trajectoires de
G/(E) aient une dimension constante.

7. La représentation de G/(E) dans E* © 1\ E*.

On pose dans la suite F = E* ® \ E*, et g(a, fî) = (ga, gfS) pour
g^Gl(E) et (a,|3)GF.

7.1. Soit (a, ft) G F ; on appelle support de (a, fS) le sousr-espace
S(a,^) de E*, somme des supports de a et fS ; le rang de (a,|3) sera
la dimension de S^^. Il est évident que le rang est, dans F, un
invariant sous l'action de G/(E).

(Remarque : on aurait pu définir directement, au début de ce
chapitre, le support et le rang d'un élément quelconque, éventuellement
non homogène, de l'algèbre extérieure d'un espace E).

Pour un élément de la forme (0 , j3), le support et le rang sont
ceux de la 2-forme j8, qui ont été étudiés en 4 ; soit î2 l'ouvert de F,
ensemble des (a, j3) tels que a =^= 0.

On pose 7p (a , P) == ^k pour p = 2k ,
= a A ^k pour p = 2k + 1 .

PROPOSITION. — Pour tout couple (a, j8) E Î2, les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

a) rang(a,j3) = r
b)7^(a , j8 )^0 et 7^1(0, (î) = 0
c )7p (a , ^ )=^0 pour p<r et 7p(a ,^ )=0 pour p > r.
d) // existe des formes indépendantes c^ , . . . , ây G E* telles que
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a = o^i et |8 = 04 A c^ + • • • 4- o^iA a^ ^ r = 2fe
a = ai ^r j3 = a^ A 0^3 + • • - + a^A a^+i .rf r = 2fc + 1 .

La démonstration est très simple à partir de la proposition 4.1.

Remarque. - Le rang de (a,j3) est 2k si et seulement si j3 est
de rang 2 k et si a G S^ ; le rang de (a , j3) est 2k + 1 si et seulement
si P est de rang 2k et a^ S^ .

7.2. Dans la suite, on désigne par Sç l'ensemble des (0 , fS) avec
rangtf) = w - c, et par S^ l'ensemble des (a, |8) G S2 de rang w - d
(corang égal à d), où n = dim E.

PROPOSITION. -- Les ensembles 2 .̂ et S^ sont les trajectoires de
G/(E) dans F ; ce sont des sous-variétés régulières de F, dont les
adhérences sont des variétés algébriques ; enfin

,. - , c(c - 1)codim Se = yî + ——z——

,. . d(d + 1)codim S^ = ——^——

où n — c est pair avec 0 <n — c<n,etQ<d<n— 1.
On désigne par S la stratification de F ûm5f définie,
Tout ce qui concerne les ensembles S .̂ résulte de la proposition

4.1. D'après la condition d) de la proposition 7.1 les ensembles S^
sont bien les trajectoires de G/(E) dans î2.

„ _ d = 2k + 1 ; d'après 7.1 b), S^ est l'ensemble des (a, (3)
tels que jS^0 = 0 et a A 18^ ̂  0 ; îÇ est l'ensemble algébrique défini
par l'équation p^^ = 0 ; S^ est de façon évidente un ouvert dense
dans le "cylindre" E* x S^_^ ; on en déduit sa codimension.

n- d = 2k ; d'après 7.1 b), S^ est l'ensemble des (a,j8) tels
que a A ̂  = 0 et ^k + 0 ; S "̂ est la variété algébrique d'équations
a A ^k = 0 et ^fc+l) = 0. La projection TT : F ——> A E* envoie S^
sur £„ _ ^ et, pour j3 E S^ _ ^ , TT- ̂ jS) H S^ est l'ensemble des (a , j8) G ft
tels que a E S^ ; on en déduit facilement que S^ est une sous-variété
régulière de F, de codimension d(d + 1)/2.



116 JEAN MARTINET

7.3. En vue de l'étude ultérieure de la classe d'une équation de
PWf (cf. 11.5), il est utile d'étudier la notion suivante :

DEFINITION. - Le rang réduit d'un élément (a, fS) E Î2 C E* © A E*
(ie. tel que a ^= 0) est l'entier impair 2k + 1 tel que a A ̂  + 0 et
a A jg^1 = 0 (c'est aussi le rang de la 3-forme a A j3).

On désignera par S'ç C SI l'ensemble des éléments de rang réduit
n — c, (où n = dim E) et on va chercher à décrire la partition de Î2
ainsi définie.

Soit H le groupe des jets d'ordre 1 à l'origine de E des fonctions
numériques non nulles ; le groupe H est formé des couples / = (X, h)
où À est un nombre réel non nul et h G E*. La formule

ûf(/o0 = fdoj + df A a? ,

où a? est une forme de Pfaff, / une fonction, et d la différentiation
extérieure, suggère de faire agir H sur F = E * ® A Ë * selon la règle

(À , / 0 . ( a , j 3 )== (Xa ,X i3+AAa)

le rang réduit est un invariant dans l'action de H ; il suffit en effet
de remarquer que \a A (Xj3 + h A a)* = X*"*'1 a A ̂ .

Soit maintenant (/, g) G H x G/(E), et (a, j3) e F ; on pose :

(/ .8) • (^ , P) = / • ̂  , ^) == (X • ga, X . ̂  -h h A ^a)

où/=(X,A).

Il est clair que l'on définit de cette façon une loi d'opération de
G = H x G/(E), muni d'une structure naturelle de produit semi-direct,
dans F. Le rang réduit, invariant sous l'action de H et de G = G/(E),
est un invariant sous l'action de G.

PROPOSITION. — Les trajectoires de G dans F sont les sous-variétés
2ç C {0} x A E* d'une part, et les ensembles S'^CSÎ (n - c impair)
d'autre part ; pour tout c, tel que n — c soit impair, avec 1 < n — c < n,
S'ç est une sous-variété régulière de F, d'adhérence algébrique, et de

.. . c(c - 1)codimension ———— •
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Démonstration. - On a (/, g) (0 , |3) = (0 , X . g^) où (/, g) G G
et / = (X, h) ; il est alors clair que les trajectoires de G dans 0 x A E*
sont les ensembles Sç .

D'autre part, S'ç = Sç U Sç_^ ; posons n — c = 2fc + 1 ; soit
(a , P) G S^ et montrons que G(a, (3) = S .̂ ; soit / = (1 , h) où h G E*
est tel que h A a A ̂  ̂  0 ; l'élément (/, 1). (a, j3) = (a , ft 4- A A a)
est de rang 2fc 4- 2 ; G (a, j3) rencontre donc Sç et Sç_^ ; il contient
donc leur réunion, Faction de G prolongeant celle de G/(E) ; d'autre
part G(a, fS) C S'ç , le rang réduit étant un invariant, et on a bien
G ( a , ^ ) = = S ^ .

L'ensemble S'ç est alors une sous-variété, comme orbite d'un
groupe de Lie ; mais il est aussi réunion de deux sous-variétés régu-
lières : c'est donc une sous-variété régulière de dimension égale à celle
de Sç_ ^ . Le reste de la proposition est immédiat.

Remarques. — La stratification définie dans F par les ensembles
S^ C S2 et 2^ C {0} x ^E* est donc cohérente (cf. Appendice § 2.2).

2) La stratification définie dans F par les ensembles Sç et Sç C SI
a la propriété assez curieuse suivante : quel que soit c, l'ensemble

c(c - 1)
Sç U Sç_ i est une sous-variété régulière de F, de codimension ——-—— ;

pour (n — c) impair, cela résulte de la proposition précédente ; pour
(n — c) pair, il s'agit simplement du produit (E* — {0}) x ^n-c •



CHAPITRE II

SINGULARITES DU RANG ET DE LA CLASSE D'UNE
FORME DIFFERENTIELLE

1. GénéraBtés ; notations et définitions.

1.1. On désigne par Fj^ (resp. Si^) (k> 0, 1 < p <n) l'espace
vectoriel des jets d'ordre k, à l'origine de R", de formes différen-
tielles (resp. formes différentielles fermées) extérieures de degré p.

On note R^ le dual de R" ; on a ainsi F^ ^^g = ^ R^ .
Quels que soient k, et k1 > k, on notera p : FÇ» ——> F^,

ou p : ̂  ——^^î » 1e5 homomorphismes de restriction.
La différentiation extérieure définit, quels que soient p et fc > 1,

un homomorphisme d : Fj^ ——> F^}, dont l'image est ̂ ^.
Soit maintenant, pour tout k > 0, Lj^ le groupe de Lie des

(k 4- l)-jets inversibles de R" dans R", de source et but 0, (c'est-à-dire
les jets d'ordre (k + 1) des germes de difféomorphismes conservant
l'origine de R"). Pour k ' > k, on note encore p : L^. ——-> L^
l'homomorphisme de restriction.

La règle du changement de variables dans une forme différen-
tielle définit, pour tout k > 0, une loi d'opération naturelle de Lj^
dans F^ et Si^.

Ces lois d'opérations commutent avec les morphismes de res-
triction.

DEFINITION. - On appelle singularité d'ordre k de p-formes (resp.
de p-formes fermées) toute sous-variété 2 de Fj^ (resp. Si ̂ ), régulière,
invariante par L^ .

1.2. Soit M une variété de classe C00, de dimension n, à base
dénombrable de voisinages.

On notera :
TM et T*M les fibres tangent et cotangent à M ;
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^ T*M le fibre puissance extérieure p-ième de T*M ;
n

A T^M le fibre vectoriel des A-jets de sections de A T*M ;

^ %^M le fibre des fc-jets de p-formes fermées.
P POn remarque que AT*M = A%^M .

Le fibre ^ T^M a pour fibre type F^ , et pour groupe de struc-
ture L^ ; de même ^%^M a pour fibre type 9\ et pour groupe de
structure L^.

P PQuels que soient ketk1 > k, on notera p : A T .̂ M ——> A T^M,
ou p : ^%^*M ——> X%^M, le morphisme de restriction.

Pour tout fe > 1, on note d : ^ T^M ——> p^1 "B^-iM le mor-
phisme de fibres défini par la différentiation extérieure.

On désignera par D^(M), où k > 0 (resp. û) ̂  (M), où k> 1)
l'espace des p-formes différentielles (resp. p-formes fermées) sur M,
à coefficients k fois continûment différentiables, muni de la C^-topo-
logie (Appendice § 1.2) ; D^M) (resp. CD^M)) désignera l'espace des
p-formes C00 (resp. p-formes fermées) muni de la CT-topologie.

Soit œ Ç. Dj^ (M), et k < k1 ; on notera j\ a? la section de A T^ (M)
définie par ;\Cx;(x) = fe-jet de <x; en x.

1.3. Soit 2 C F^ une singularité d'ordre k de p-formes ; cette
sous-variété, étant invariante par le groupe de structure L^, définit
de façon naturelle une sous-variété de ^ T^M (fibrée sur M avec S
comme fibre type) que l'on notera 2 (M).

Soit alors coeD^(M), où k < k' < o° ; l'ensemble S(cj) des
points x G M tels que j\(^(x) € S (M) sera appelé l'ensemble singulier
de type S de co ; les points de S (a?) sont les points singuliers de type
S de co.

On définit de la même façon les points singuliers et l'ensemble
singulier d'une forme fermée, pour une singularité donnée.

Je me propose, dans ce chapitre, de définir un certain nombre
de singularités liées aux notions de rang et de classe d'une forme dif-
férentielle, puis d'étudier, à l'aide des techniques de transversalité, la
nature générique des ensembles singuliers correspondants.
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De façon plus précise, on cherche à définir, pour tout p et tout
k donnés, une stratification finie (cf. Appendice § 2.2) de F^ (resp.
§i^) par des singularités, telle qu'on obtienne un "maximum d'infor-
mation" sur le comportement en chaque point d'une forme différen-
tielle co sur une variété M, quand j\ G) est transverse à cette stratifi-
cation.

Il n'existe pas actuellement de méthode systématique permettant
de construire une "stratification naturelle optimale" de F^.

J'utilise ici le rang comme invariant d'ordre 0, la classe comme
invariant d'ordre 1, et j'emploie, pour construire des singularités d'ordre
supérieur, la même stratégie que dans le cas des applications diffé-
rentiables (seulement pour les 2-formes fermées en dimension 4 et les
équations de Pfaff en dimension 3).

1.4. Remarques.

1) Le sens donné ici au terme "singularité" est un peu plus large
que le sens intuitif habituel ; ainsi, si a; est une forme de Pfaff, un
point où ex; est de classe maximum pourra être considéré comme un
point singulier de co d'un type donné.

2) Soit 2 C F^ (resp.®^) une singularité de codimension c ; soit
M une variété de dimension n, et o?ED^(M) (resp. 6D^(M)), où
k' > k 4- 1. On sait alors (Appendice § 6 et 7) que, génériquement
dans D^(M) (resp. û)^(M)), /\co est transverse à 2 (M) ; l'ensemble
singulier 2 (a;) sera alors, s'il est non vide, une sous-variété régulière
de M, de codimension c ; ceci sera toujours, dans la suite, résumé par
l'expression : "2 (a?) est génériquement une sous-variété régulière de
codimension c".

Notons d'ailleurs que, si c < n, il existe toujours, d'après un
théorème de J. Mather ([13] p. 29) une p-forme co telle que J\G} soit
transverse à 2(a?) et que 2(o)) soit non vide.

2. Le rang et ses singularités.

2.1. Il est clair que F^ =§^ = ^n > où R^ = (Rw)* î d'autre
part, LQ est le groupe Gl(n, R), et la loi d'opération définie en 1.1.
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est la loi naturelle déjà considérée au Chap. I. Les études faites dans
ce chapitre montrent que les ensembles 2^ y (rappelons qu'il s'agit,

p
dans A R^ , de l'ensemble des formes de rang r) sont des singularités
d'ordre 0, et nous donnent les codimensions de ces singularités.

Si M est une variété de dimension n, on considère pour chaque
entier p la stratification 2^ (M) de A T*(M) constituée par les sous-
variétés 2^ y (M). D'après les théorèmes de transversalité (Appendice :
Th. 6) le sous-ensemble de Df (resp.û)^) constitué par les formes
(resp. formes fermées) transverses à cette stratification est, pour
/ > 1, un ensemble résiduel ; détaillons maintenant quelques aspects
de cette situation générique.

2.2. THEOREME. — Soit M une variété de dimension n > 7 ; pour
3 < p < n — 2, l'ensemble des p-formes de Df qui sont de rang maxi-
mal n en tout point de M, est un ^-ouvert dense. Ce résultat est
encore vrai dans <3)f .

En effet, d'après I, Prop. 2, la codimension de 2^ est stricte-
ment supérieure à n dès que r < n, pourvu que y i > 7 , e t 3 < p < y 2 — 2 ;
une forme en position générale par rapport aux variétés 2^ y (M) ne
peut donc être de rang inférieur à n en aucun point. D'autre part,
ces formes constituent un C ̂ ouvert d'après l'Appendice § 6, Re-
marque 1. Pour la deuxième partie du théorème, on applique le théo-
rème 7 de l'Appendice.

2.3. Pour p == 1, n — 1, AÏ la situation est très simple, le rang ne
pouvant prendre alors que deux valeurs ; génériquement, les zéros
d'une n-forme constituent une sous-variété compacte de codimension
1 de M ; les zéros d'une forme de Pfaff (fermée ou non) ou d'une
(n — 1) - forme sont isolés.

2.4. Comportement générique du rang d'une 2-forme.

Compte tenu de I. 4.2, posons

, . „ / . „ c(c - 1) vr(n) = Max (c ; c pair et ——-— <s n) pour n pair

( c(c — 1) \
= Max c ; c impair et ———— < n \ pour n impair.
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Soit S la stratification de A R^ définie par les ensembles 2ç
(ensemble des 2-formes de corang c).

2.4.1. — On a alors la

PROPOSITION. — Soit M une variété de dimension n. L'ensemble
T(2) des 2-formes a? € D^(M) (resp. ûi)^(M)) qw sont transverses à la
stratification 2 (M) C A T*M est un C^-ouvert dense, pour k > 1.

Une telle 2-forme a les propriétés suivantes :
a) Le rang de o; est en tout point supérieur ou égal a n — r(jn) ;

une expression asymptotique de ce minorant est n — \/Î7T.
b) Pour c < r(n), l'ensemble 2ç(o;) les points de M où o; est de

rang n — c est, si non vide, une sous-variété régulière de codimension
c(c - 1)/2.

Ce résultat est une conséquence immédiate du Théorème 6 (re-
marque 2) de l'Appendice et du Théorème 7 pour les formes fermées.

Exemples. — Si n = dim M = 4, le corang est nécessairement
pair ; génériquement £4 (o;) est vide, c'est-à-dire que o; n'a pas de
zéro ; 2^(o;) est une hypersurface (fermée) de M ; o; est de rang
maximum 4 sur l'ouvert 2^ (o;) = M -- 2^ (a?).

Si n = dim M == 6, 2^ (a;) est génériquement vide (a; n'a pas de
zéro), 24(0;) est constitué de points isolés, 23(0;) est une hyper-
surface telle que 2^(0;) = 2^ (o;) U 24 (o;).

Pour n pair, 6 < n < 14, la description du comportement géné-
rique du rang reste la même, c'est-à-dire que seuls 22(00) et 24(00)
(et évidemment 2o(co)) peuvent être non vides ; ils sont de codi-
mensions respectives 1 et 6, et 24 (co) est un lieu de points singuliers
pour 2^ (co).

Si n = 5, le corang est nécessairement impair ; génériquement
25(0;) est vide (pas de zéro), 23(0?) est une sous-variété (fermée) de
codimension 3 ; o; est de rang maximum 4 sur l'ouvert

2i (0;)= M-23(0;) ;

la description reste la même pour n = 7, 9.
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2.4.2. PROPOSITION. - Dans T(S) C D^(M) (resp. T(2) Cûi)^(M)),
pour k> 2, il y a stabilité isotopique des ensembles singuliers du rang
d'une 2-forme.

Démonstration. — D'abord, cette proposition signifie que si
cj € D^(M) est transverse à £(M), il existe un voisinage V de a? (pour
la C^-topologie) tel que, si c*/€V, alors les stratifications 2(co) et
2(0;') de M formées par les ensembles singuliers Sç(c^) et S^(co') sont
isotopes. Ce résultat est une conséquence immédiate du théorème 4.2
de l'Appendice, puisque la stratification 2 (M) est cohérente, comme

2 2la stratification 2 de A R^ (rappelons que les strates Sç C A R^ sont
les trajectoires du groupe L^ = Gl(n, R)).

3. Singularités "génériques" d'une 2-forme
fermée en dimension 4.

3.1. Description de la situation générique.

Soit M une variété (compacte pour fixer les idées) de dimension
4. La situation décrite dans les paragraphes suivants, pour une 2-forme
fermée co sur M, est générique dans (B\ (M), espace des 2-formes
fermées au moins 3 fois continûment différentiables (rappelons que
cela signifie que l'ensemble des 2-formes fermées avant les propriétés
explicitées ci-dessous est résiduel dans CE) \ (M) ; ce sera même en fait
un C^ouvert dense).

3.1.1. L'ensemble, ^(co) des points où co est de corang 2 (donc
de rang 2) est une sous-variété (compacte) de codimension 1 (si non
vide) ; co ne s'annule en aucun point de M. (cf. II. 2.4.1 exemple 1)).

Remarque. — S^(co) est orientée de façon canonique ; soit en
effet x G S^(cj), et î2 une forme volume sur un voisinage de x dans
M ; on a a;2 = / • î2 ; par définition de S^ (^ A^) = 0 ; en situation
générique f ' ( x ) est une forme linéaire non nulle ; son noyau est
T^S^(co), qui hérite du couple (Sî(x) ,f'(x)) une orientation ;si l'on
change S2 de signe, / et /' changent de signe, et l'orientation induite
ne change pas.
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3.1.2. Soit o/ la restriction de co à î^((jù), et soit S^ ^(cj)
l'ensemble des points où a?' ̂  WM/fe ; 2^ ^(a?) ̂  î^w sous-variété
(compacte) de codimension 3 dans M (ou de codimension 2 dans
S^(o;)) : c'est donc une réunion finie de courbes fermées simples de
M. On posera d'autre part 2^ o (a?) = 2^ (cj) — 2^ 2 (ct;)-

Remarque. — o/ est une 2-forme fermée sur une variété de di-
mension 3 ; nous venons d'affirmer que, génériquement, ses zéros
formaient une ligne. Par ailleurs, les zéros d'une 2-forme fermée en
dimension 3 ï>ont génériquement isolés ; mais on notera que dans le
cas envisagé, c»/ et 2^(cj) ne sont pas "indépendantes".

3.1.3. En chaque point jc€2^(co), o}(x) est, par définition de
^(o?), une 2-forme de corang 2 sur T^M ; l'espace associé A^Qc)
est donc un plan ; il est clair que £3 ^(cj) est l'ensemble des points
x € 2^ (ÇA;) tels que A^Qc) C T^2^ (<x;) ; si x € 2^o(co), le plan associé
à G} est transverse à T^ 2^ (a;) ; l'intersection est une droite : on définit
ainsi un champ de directions D sur 2^ o^)» cîul est aussl ^e ^hamp
associé à la forme induite o/ ; ce champ est canoniquement orienté ,
il suffît de choisir une forme volume î2 sur 2^ (^ positive par rap-
port à l'orientation canonique de 2^ (co), et de considérer le champ de
vecteurs X défini en chaque point par l'équation linéaire <x/ = X Jî2 ;
le champ X est défini à un facteur positif près, et il est évidemment
porté par D.

Soit 2^ 2,l(cû) l'ensemble des points ^cES^ ^(c<;) tels que la
droite T^S^ 2 solt ^c^^ ^ans Ie P^ A^(jc) ; 2^ 2 i est un ^semble
de points isolés.

On posera 2^ ^ 0(0;) = S^ ^(o0 - 2^ ^ ̂ (o?) ; en tout point
x e ̂ 2 2 o^)» ̂ ^ 2 et le P1311 Aœ(;c) sont transverses dans T^S^û;).

3.1.4. On peut préciser la situation aux points de 2^ ^ de la
façon suivante, qui m'a été indiquée par le Professeur Calabi.

Considérons un point ;c€ 2^ ^(û;) ; comme la section

o/ : 2^) ——> ^ T%(OJ)

est /îM/te en ce point, sa yacobienne en x est une application linéaire
TJ(O/ : T^SÎ ——> AT^SÎ '» en utilisant une forme volume positive
sur T^S^ , et l'isomorphisme de dualité correspondant de A T^S^ sur

Tyï^ , ^Jc^' définit un endomorphisme
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A^(JC) : T,S,———>rT^ .

Cet endomorphisme est défini à une homothétie positive près (selon
le choix du volume).

On peut aussi définir A^Qc) de la façon suivante : soit SI une
forme volume positive sur S^ (c0)» et x le ̂ ^P de vecteurs construit
au paragraphe précédent ; le point x est un zéro de X ; la jacobienne
de X en x est alors la matrice A^(x) correspondant au volume Sî(x)
sur T^^) : on P^ donc dire que A^^) est la 7ûco&tenn^ en x
(x G S^ 2) du champ de directions D.

Par construction, A^Qc) est de rang inférieur ou égal û 2 ; en
effet, c>/ s'annulant aux points de S^^)' la droite tangente à
S 2 î(^) est certainement contenue dans le noyau de A^(x).

D'autre part, A^Qc) est toujours de trace nulle ; en effet, a/
étant fermée, le champ de vecteurs auxiliaire X construit ci-dessus
vérifie 0(X)Î2 = 0 ; il est donc unimodulaire.

La situation générique décrite en 3.1.3 se précise alors ainsi :
a) A^(JC) est de rang 2 en tout point x E S^ (co) ; le noyau de

A^Qc) est la tangente à S^Cco) en x ; l'image de A^OO est A^Qc).
b) S^ 2 o(^)^st l'ensemble des points x tels que A^OO soit non

niipotente '; cette matrice a une valeur propre nulle, les deux autres
sont non nulles et opposées : elles sont donc imaginaires pures, ou
réelles ; le premier cas définit le sous-ensemble S^^o^) des "P01^
elliptiques", le second l'ensemble S^^o^) des^points hyperboliques".

c) Les points de S^.i^) séparent les arcs elliptiques et hyper'
boliques ; on peut les appeler "paraboliques" ; en un tel point, les
valeurs propres de A^(jc) sont toutes nulles, et l'image de A^Oc), qui
est toujours A^Qc), contient la tangente à S^^)-

3.2. Pour convaincre le lecteur, donnons un exemple de chacun
des types de points singuliers décrits ci-dessus ;

3.2.1. En tout point de SQ^) (c'est-à-dire : a; est de rang
maximum 4), il existe (d'après le théorème de Darboux : voir le
chapitre suivant) des coordonnées locales ( x , y , z , t) telles que

œ = dx A dy + dz A dt .
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3.2.2. En tout point de £3 o(^), il existe des coordonnées locales
(x , y , z , 0 dans lesquelles

a; = x dx A fty + dz A û?^ .

Ce fait sera démontré en III. A. 4.2.2.
3.2.3. a) Voici maintenant un exemple de forme dans R4 pré-

sentant à l'origine un point de type S^ 2 o (tyPe elliptique) :

/ ^\cj = dx A dy 4- z dy A dz -h d \xz + ty — —J A dr .

Dans ce cas, 2^ (co) est défini par x = 0 (on a eu2 = ;v d;c A dy A dz A d0 ;
un volume positif sur £3 (cj) est dy i\ dz hdt ; d'autre part,

(^f = zdy /\ dz + tdy ^ dt - z2 dz /^ dt ;

le champ de vecteurs associé est défini par

x--^<L-,-L^_L;
3>/ 3z 9t

2 2 2(ct;) est donc l'axe des y ; les courbes intégrales du champ X
sont des "hélices d'axe Oy".

Remarque. — En un point elliptique x de S^ 3 (cj), la tangente
à 2 2 2 est canoniquement orientée ; en effet, en un tel point, A^(x)
définit un "quart de tour" dans le plan image, qui est transverse à
^2 2 : ce P^ est donc orienté, et, l'espace tangent à S^ l'étant aussi,
on en déduit une orientation de la droite T^S^ 2(0?).

b) On obtient un exemple de point hyperbolique (type 2^ ^ g)
en changeant un signe dans l'exemple précédent :

/ z\G} = dx A dy + z dy A dz + d (xz — ty — — ) A dr .

Remarque. — J'ignore si un germe de 2-forme fermée présentant
un point singulier elliptique ou hyperbolique est isomorphe (au sens
de III. A. 1.1.2) à l'exemple correspondant ci-dessus ; voir cependant
III. B. 2.2 à ce sujet.

3.2.4. La remarque faite en 3.2.3 a) montre qu'il y a au moins
deux types de points paraboliques, selon que l'arc elliptique "en part
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ou y arrive" ; voici deux exemples correspondant à ces deux com-
portements :

/ y2 z3 \
a? = dx A dy 4- z dy A dz 4- d Çxz + 2 tx ± — — — — tz2 ) A dt .

Dans les deux cas, 2^ (a;) est définie par x = 0 ; on a

ex/ = z dy A dz ± >/ dy A d^ - z(z 4- 2r)dz A dr ;

le champ de vecteurs X correspondant est

a a a
X = - z(z + 2t) — T y — + z — ;a.y az a^

la variété S 2,2^) est la droite définie par ^ = y = z = 0. L'équation
aux valeurs propres de la jacobienne A de X au point ( 0 , 0 , ̂ ) de
£2 2 est x(^2 ± 2^) :== 0. On vérifie que dans le câsÇ-y2/!) l'arc ellip-
tique (t > 0) "part" de l'origine, et qu'il y arrive (t < 0) dans le cas
(+ ^/2).

J'ignore aussi si tout germe de 2-forme présentant un point para-
bolique est isomorphe à l'un des deux exemples ci-dessus.

3.3. Justification de la généricité de la situation décrite en 3.1.

On va travailler dans l'espace ̂ \ des jets d'ordre 1 de 2-formes
fermées à l'origine de R4 ; je vais construire une suite de singularités
dans ^\ telle que la position transversale de j\ œ par rapport à ces
singularités (où co est une 2-forme fermée) implique le comportement
explicité en 3.1.

Nous écrirons tout jet sous la forme co = 0:0 + c^ où o?o est
une 2-formes à coefficients constants, et co^ une 2-forme fermée à
coefficients linéaires et homogènes.

3.3.1. On considère d'abord la stratification ̂ \ = 2^ U 2^ U £4
de 9\, où S^ désigne l'ensemble des co tels que cjç soit de corang i ;
2o , S^ , £4 sont des sous-variétés régulières de §̂  de codimension
0, 1, 6 (d'après la Proposition I. 4.2).

3.3.2. On va maintenant stratifier la sous-variété S^ ; c'est un
fibre (vectoriel) sur l'ensemble des o?o de rang 2 ; on va opérer dans
une fibre, en remarquant que pour tout c»;€2^ , il existe une base
de R4 dans laquelle c^o = dx A dy.
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Soit alors <<^ = h dz A dt + • • • , où h , . . . , sont des formes
linéaires.

Il est clair que "G; est transverse à 2^ C Fj^" équivaut à "A est
une forme linéaire non nulle".

On décompose alors 2^ en 2^ U 2^ où 2^ est l'ensemble des ̂
tels que h = 0 ; 2^ est une sous-variété régulière de codimension 4
dans 2^ , donc de codimension 5 dans ̂ \.

3.3.3. Soit û; = CÙQ + Cx^ = dx A ûfy + h dz A dr + • • • G 2^ ;
notons H l'hyperplan noyau de A.

On définit 2^ C 2^ comme l'ensemble des a? tels que la res-
triction de la forme dx A dy à l'hyperplan H soit nulle ; cela équivaut

Qh 9hà — = — = o ; ces conditions définissent une sous-variété de codi-
9z 9t

mension 2 dans 2^ , donc de codimension 3 dans 9\ ; on pose 2^ o
y — y» _ y»^
^2,0 ~ ^2 ^2,2 •

3.3.4. Soit un élément (j G 2^ ; on voit aisément qu'il est pos-
sible de choisir une base de R4 telle que <x;o = dx A dy et

o;i = x dz A dt + • • • .

On va opérer dans l'ensemble des éléments de 2^ 3 dont l'expres-
sion est comme ci-dessus, dans une base fixée.

On posera, de façon plus précise,

o^ = x dz A dt + k dy A dz + / dy A dr + • • • ,

où k, / , . . . sont des formes linéaires.
Soit 0^ la restriction de co^ à H, qui est ici l'hyperplan x = 0.

On a Q^ = kdy /^ dz + l dy /^ dt, où k et l désignent les restric-
tions de k et / à x = 0. On lui associe l'endomorphisme A de H
défini par la matrice :

/ 0 0 0

_9l_ _9l_ __9l_
9y 9z 9t

\ 9k (^ 9k
\ 9y 3z 9t
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(c'est ce qui correspond, bien entendu, au A^Qc) envisagé auparavant).
La seule relation entre ces coefficients exprimant que co^ est fermée est

— — + — = 0 (i.e. A est de trace nulle).
9t 9t

On pose alors S^ == ^,2 ~" ̂  » où ̂  désigne l'ensemble
des a; tels que A soit de rang < 1 : S^ est une variété algébrique
de codimension 2 dans S^ ^ » donc de codimension 5 dans Si\ .

Enfin ^2 2 i c ^2 2 sera défini par l'équation

_ W_ âfc ^ afc ^ _ /afc\2 3^ âfe ^
âz 3r or 3z ~ ^3r ^ âf âz

ajk a/ 9k
qui est de rang 1, les trois coefficients — » —» — ne pouvant êtred^ d^ dz
tous nuls dans S^ ^ (A serait de rang 1). £2,2,1 est ainsi une sous"
variété régulière de 9\, de codimension 4. La sous-variété

^2,2,0 == ^^ — 22,2,l

est alors l'ensemble des eu tels que A ait deux valeurs propres (opposées)
non nulles. Le sous-ensemble 2| ̂ ^ (resp. 2^2,0) correspond au cas

/ajk\2 a/ 'Qk 1 . . .-
où le déterminant — ( — ) + — • — est positif (resp. négatif).\ôt 1 ôt ôz

3.3.5. On a ainsi stratifié l'espace des jets d'ordre 1 de 2-formes
fermées en

^ = SQ U 2,,o u S2.2.0 u 22.2.1 ̂ S^S^ ̂ ^

(les strates étant classées par ordre de codimensions croissantes : 0, 1,
3, 4, 5, 5, 6) ; cette stratification est, par construction, invariante par
le groupe L^ des 2-jets d'automorphismes.

D'après le théorème 7 de l'Appendice, l'ensemble des co Gû)|(M)
telles que j\ a? soit transverse à la stratification induite dans A^^M)
par la précédente est résiduel ; il est facile de vérifier qu'une telle
forme a les propriétés indiquées en 3.1.
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4. La classe et ses singularités.

4.1. Considérons l'espace vectoriel FÇ des jets d'ordre 1 de p-
formes différentielles à l'origine de R" (1 <p < n) ; soit

d . Fp __^ pP^ - (p^ Ra . r^ ^ FQ — A K^

l'application linéaire définie par la différentiation extérieure,

p : F f — — — > F ? = ^

l'application linéaire de restriction.

DEFINITION. - Soit cûi G F^ ; te support de c^ ,̂ cfaw R^ , te
sous-espace somme des supports (cf. I. 1.2) de p(cx^) et d(cj^) ; la
classe de û;i est la dimension de son support.

L'espace associé à c^ est l'intersection des espaces associés à
p(cji) et d(oû^) ; c'est l'orthogonal du support de cûi ; la classe est
donc aussi la codimension de l'espace associé.

La classe est évidemment un invariant dans l'action du groupe L^ .
Si M est une variété, et a; G Df(M) une p-forme sur M, la classe

de o) en ^ G M sera la classe de j\o}(x) ; l'espace associé à;\a?(x)
est aussi appelé espace caractéristique de co en x.

Remarque. — La classe d'une forme fermée est égale à son rang.

4.2. PROPOSITION. - ([12]) Soit M une variété de dimension
n > 7 ; dans D^(M), et pour 2 < p < n - 2, l'ensemble des p-formes
de classe maximale n en tout point est résiduel.

Démonstration. - a) Pour 3 < p < n - 2, c'est une conséquence
immédiate du Théorème II. 2.2, une forme de rang maximal étant
nécessairement de classe maximale.

b) Pourp = 2, considérons le morphisme d : A T^M ——> A T*M
défini par la différentiation extérieure ; soit S la stratification de
A T^M image réciproque par d de la stratification S3 (M) (cf. II. 2.1) ;
la codimension de S est égale à celle de S3 (M), d étant une submer-
sion ; ainsi pour n > 7, codim S > n.
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D'après l'Appendice § 6 Remarque 1, l'ensemble des o;GD^(M)
telles que /i(c^) soit transverse à S (i.e. ne rencontre pas les strates
non ouvertes) est un ouvert dense ; cet ensemble est aussi celui des co
telles que do soit de rang maximal en tout point : la classe est à
fortiori maximale, et la proposition est démontrée.

4.3. Cas des formes de Pfaff.

Ce paragraphe utilise les notations et résultats de 1.7.

4.3.1. Considérons la projection TT : F} ——> R^ © A R^ = F dé-
finie par 7r(o?i) = (a,j3) = (p(cu^) ,d(o^)). La classe de o^ est le
rang de Tr(cûi) au sens de I. 7.1.

On notera ? la stratification de F\ image réciproque de S par TT ;
on posera 2^ = 7T'1 (S .̂ ) et ̂  = 7T~1 (S^) ; S^ est donc l'ensemble des
1-jets cûi de formes de Pfaff, tels que p(o^) = 0 (i.e. co^ est nul à
l'ordre 0), et d(c^) est une 2-forme de corang c ; ̂  est l'ensemble
des jets c^ non nuls à l'ordre 0, et de co-classe d ; les sous-variétés
2^ constituent une stratification du sous-espace vectoriel noyau de
p dans F} ; les variétés ^ stratifient l'ouvert îî' complémentaire du
noyau de p.

4.3.2. Comparons la stratification ? à l'ensemble des trajectoires
de L^ dans F} .

La classe étant un invariant, les trajectoires de L^ sont contenues
dans les strates de ?.

D'autre part, l'espace Fi1 s identifie de façon naturelle à R^ ® (^ R^) ;
moyennant cette identification, l'application TT est définie par

7r(c^)=(a,<î)

où j3 désigne Vantisymétrisée de j3. Le groupe L^ s'identifie à l'ensemble
des couples (a, b) où a G Gl(n , R) et b E Hom^ (R" , R") (espace des
applications bilinéaires symétriques de R" x R^ dans R"). L'action de
L^ dans F} s'exprime alors, comme le montre un petit calcul, par :

_ /\
(a, b) • (a, j3 ) = (a o a, a o b + (3 o <» a) .

On en déduit :
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1) Dans le noyau de p, c'est-à-dire l'ensemble des (a, fS) tels que
a = 0, Faction de L^ s'identifie à celle de Gl(n, R) ; il y a donc une
infinité de trajectoires.

2) Soit (a j) G Î2'(i.e.a^=0) ;il existe alors un b C Hom^ (^, R")
tel que la forme bilinéaire a o b soit égale à l'opposée de la partie
symétrique de (S ; il en résulte que (1 , b) • (a ,J3) = (a, (î) ; cette
remarque suffit à prouver que L^(a, jî) = w"1 [G/(w , R) • (a, |8)]. On
a donc démontré la

PROPOSITION. — Dans l'ouvert Sî\ ensemble des fets c^ tels que
p(co^) =^ 0 d.e. non nuls à l'ordre 0), fey trajectoires de L^ 50^ tey
sous-variétés ^.

Remarques. — 1) Le fait que ?o soit une trajectoire de L ^ , dans
la proposition précédente, peut être considéré comme la version à
l'ordre 1 du Théorème de Darboux (cf. III. A. 4.1.3 et 4.1.4).

2) Soit M une variété de dimension n. On a une suite exacte

0 ——> à T*M ——> T?M —p—> T*M ——> 0

mais il n'y a pas de décomposition canonique du fibre T^M en une
somme de Whitney T*M e (I T*M).

4.3.3. D'après I. 7.2, les sous-ensembles 2^ et ^ de F [ , qui
définissent la stratification ?, sont des singularités d'ordre 1 de formes
de Pfaff.

Soit M une variété de dimension n ; pour toute forme de Pfaff
où sur M, on désignera par Z(o;) l'ensemble des zéros de c*;, et par
?^(co) l'ensemble des points singuliers de type ^ de cj (c'est-à-dire
l'ensemble des points où co est différente de 0 et de co-classe d).

Remarque. — Un point singulier de type {^ d'une forme de Pfaff
co est un point x où

a) ^ A d^ ^ 0 et dco^1 = 0 si d = n - (2k 4- 1), c'est-à-dire
si la classe est impaire.

b) eu ^ 0, dcû^ =^= 0 et cj A d^ = 0 si d = n — 2k, c'est-à-dire
si la classe est paire.
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La stratification ?(M) de T^ issue de f est de codimension 1 et
cohérente ; d'après l'Appendice (Th. 6. et I. 7.2), on a le

THEOREME. - ([11]) Dans D^(M), pour k > 2, l'ensemble T(?)
cto formes co të7fe5 çi^ /^co 50^ transverse à ?(M) e^ KH ouvert
dense. Toute forme a? € T(?) a tes propriétés suivantes :

a) £/te ̂  transverse à la section nulle de T*M ; Z(co) ̂  ̂
ensemble fermé de points isolés ; en chaque point de Z(co), dcû est
de rang maximal ;

b) Pour tout d (0 < d < n - 1), l'ensemble singulier {^(a;) ^r,
d(d + 1)

a non vide, une sous-variété régulière de M, de codimension ——-—— ;

c) La classe de co est partout supérieure ou égale a n — f(n), où
f(n) = Max{p ;p(p + 1)/2 < n} ; une expression asympto tique de
^ — fW est n — \f7n.

Remarques. - 1) Pour o;GT(?), ?j(co) U ̂ ^^) est toujours,
d(d - 1)

si non vide, une sous-variété régulière de M de codimension —-— ;

en effet, d'après I. 7.3, ?^(M) U ?^i(M) est une sous-variété de T^M
et ;\co lui est transverse, Fêtant à ?^(M) et ^_i(M).

2) Soit x € Z(c<;) un zéro de co E T(?) ; x sera adhérent à ^ (co)
si et seulement si d = 0 (?o étant évidemment un ouvert dense dans
M) ou d = 1, si la dimension ambiante n est impaire.

Exemples. — 1) Dim M = 3. ?i(co) est l'ensemble des points où
co A doû = 0 avec eu ^= 0 ; c'est génériquement une hypersurface ;
^(co) est l'ensemble des points où dco = 0 et co ̂  0 ; sa codimension
est 3, et il s'agit donc en général d'un ensemble fermé de points
isolés ; enfin f^) = ?i(^) ̂  î'2^) u ̂ ^ > ?i(<^) u î'2^) est

encore une hypersurface de M, qui sera fermée si et seulement si c^
est sans zéro.

2) Dim M = 5. La classe est génériquement partout supérieure
ou égale à 3 ; pour une forme co€T(?) sans zéro (il en existe),
^(G}) U ^((jû) sera une hypersurface fermée de M, f^((^) étant une
sous-variété fermée de codimension 3 de M.
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3) Dim M = 8 ; génériquement, la classe est partout supérieure
ou égale à 5, c'est-à-dire que, pour co€ET(^), on a co A rfco2 ^ 0 en
tout point de M — Z(o;) ; ?i(d?) est une hypersurface, ^(co) une
sous-variété de codimension 3, ̂  (o;) une sous-variété de codimension
6 ; on a de plus

¥^) == ?i(<^) u ̂ (G;) u s^) , r^) = r^)u ?a(^) >
?3(o?) est fermée ; Z(o;) est disjoint de î'i(c^) ; ?i(co)U^(co) et
?^(co) U ^3(0?) sont des sous-variétés de codimensions 1 et 3 respec-
tivement.

4.3.4. PROPOSITION. - Dès que k > 3, il y a stabilité isotopique
des ensembles singuliers de la classe dans T(^) C Dj^(M).

Cela signifie que tout co€T(^) admet un voisinage U tel que
pour tout a?' € U, les stratifications de M formées par les ensembles
singuliers de la classe de (jù et a/ respectivement s'échangent par une
isotopie de M. Cette proposition est un corollaire immédiat de l'Appen-
dice, Th. 4.2, la stratification ?(M) étant cohérente.

4.4. Cas des (n — l)-f ormes.

La situation est ici très simple. Si co est une (n — Informe sur
une variété M de dimension w, notons Z(o?) l'ensemble de ses zéros,
et S(co) l'ensemble des zéros de d(jù. Alors, dans D^'^M), pour
k > 2, les propriétés suivantes sont génériques et définissent un ouvert
dense :

a) cj est transverse à la section nulle de A T*M, et Z(o?) est
donc un ensemble fermé de points isolés ;

b) do? est transverse à la section nulle de A T*, et S(c^) est donc
une hypersurface de M ;

c) S (a;) est fermée et disjointe de Z(co).
Dans ce cas, S(o)) est l'ensemble des points où la classe de c^ est

égale à (n - 1).
La situation pour les (n — l)"formes fermées est encore plus

simple : génériquement une (n — 1 )-forme fermée est transverse à la
section nulle du fibre "A T*, et admet donc des zéros isolés.
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5. La classe d'une équation de Pfaff, et ses singularités.

5.1. Soit M une variété ; on désigne par P ——> M le fibre pro-
jectif associé au fibre vectoriel T*M ——> M (c'est-à-dire l'ensemble
des droites de T*M), par T^ l'ouvert de T*M constitué des formes non
nulles, par q : Tg6 ——> P la projection canonique.

On appelle équation de Pfaff sur M toute section du fibre pro-
jectif P ; on ne considérera dans la suite que des sections au moins
une fois continûment différentiables.

Une équation de Pfaff peut aussi être interprétée comme un
sous-fibre en droites de T*M, ou encore, par passage à l'orthogonal,
comme un sous-fibre de codimension 1 du fibre tangent à M (champ
d'hyperplans tangents à M).

On désignera par I\(M) (0 < k < °°) l'espace des sections fe-fois
continûment différentiables du fibre P (cf. Appendice § 1.2).

Soit a une section de P, et U un ouvert de M ; une forme de
Pfaff co définie et non nulle en tout point de U est dite un relèvement
de a sur U si a = q o co sui U. Une équation de Pfaff admet loca-
lement des relèvements, mais n'admet pas nécessairement de relèvement
global.

5.2. Si où et <*/ sont deux relèvements d'une équation de Pfaff
a sur un même ouvert U, on a G}' = / • u, / étant une fonction
partout non nulle sur U ; on en déduit :

G/A d^ -/^.GjAdc^

quel que soit l'entier p.
Ceci justifie la

DEFINITION. — Une équation de Pfaff a est dite de classe îp + 1
en un point x € M si tout relèvement œ de a dans un voisinage de x
est tel que co A do^ ̂  0 et a; A dû/^0 = 0 en x

Ainsi, la classe d'une équation de Pfaff en un point est un nombre
impair ; elle s'interprète aussi comme le rang réduit'(cf. I. 7.3) du
couple (eu , do;), û; étant un relèvement local quelconque de a ; c'est
un invariant d'ordre 1 de l'équation en chaque point, c'est-à-dire
qu'elle se laisse définir sur le fibre J1? des jets d'ordre 1 de sections
de P.
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5.3. On utilise dans ce paragraphe les notations et résultats de
I. 7 et II. 4.3.

Désignons par ?=/ i^ : J1^ ——^ J1? la projection déduite
de q : T? ——> P.

La fibre type de J1!̂  est l'ouvert î2' de F^ , ensemble des jets
cu^ tels que p(o^) =/= 0 (voir II. 4.3).

On désigne par P^ la fibre type de J1?, et on note encore
7j : î2' ——> P^ la projection déduite de 7f (P^ est la variété des
1-jets d'équations de Pfaff à l'origine de R").

Le groupe de Lie L^ des 2-jets d'automorphismes à l'origine de
R" agit canoniquement sur P^ (changement de variables dans une
équation de Pfaff), et les actions de L^ dans P^ et Sî' sont compa-
tibles avec Ï.

Soit ^i ^ PI > soit <x^ G S I ' tel que î?(c»^) = a^ ; le rang réduit de
TT(C^) G Î2 C R^ ® ^ Ry, (où TT : F} ——> R^ © ^ R^ est la surjection
définie en II. 4.3.1) est indépendant du choix de co^ ; c'est la classe
de a^ .

On désigne par C^ ( 0 < d < ^ ~ 1) l'ensemble des a^ G P^ ^^î
ww^ d^ codasse d, c'est-à-dire de classe n — d.

PROPOSITION. — Les trajectoires du groupe L^ dans P^ sont les
ensembles C ^ ( 0 < û f < w — 1, n — d impair) ; pour chaque d, C^ est

d(d - 1)une sous-variété régulière de P^ , de codimension ———— ; on a de

plus
^ = U C^. .

d ' ^ d

On désignera par C la stratification de P^ constituée par les
sous-variétés C^ ; c'est une stratification cohérente (puisque définie
par les trajectoires d'un groupe de Lie).

Démonstration. — a) Soit H le groupe de Lie des jets d'ordre 1
de fonctions numériques non nulles à l'origine de R" ; la multiplication
d'une forme par une fonction définit une loi d'opération de H dans
î2' ; avec les notations de II. 4.3.2, cette loi est donnée par la règle :
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/• o?i = (Xa , h ® a + X^) où (a , j) G S2' C R^ e è R^

et / = ( X , A ) ( = ( R - { 0 } ) x R ^ = H .

Il est clair que P^ est le quotient de Sî' par Faction de H.
b) Si l'on pose, pour /€ H, g G L^ , a;^ G Î2',

( / ,^ ) -<^i = = / - ( ^ - <^i) ,

on remarque que cette règle définit une loi d'opération du produit
semi-direct G^ = H x L^ (L^ opérant dans H de façon évidente) dans
Sî1 ; cette loi d'opération est telle que les trajectoires de L^ dans P^
sont les projections (par Tf) des trajectoires de G^ dans Î2\

c) L'action du groupe G- dans SI' et l'action de G dans S2 (cf. I.
7.3) sont compatibles avec la surjection w : Î2' ——> S2 ; il résulte
alors des Propositions I. 7.3 et II. 4.3.2 que les trajectoires de 5^
dans Sî' sont les ensembles ^r~'i(S^) : ce sont donc des sous-variétés
régulières de Sl\ de mêmes codimensions que les variétés S^ ; on a
aussi ____

ÎT-^) = U TT-^S^) .
d ' ̂  d

D'après b), les trajectoires de L^ dans f^ sont donc les en-
sembles Cj ; enfin, la variété TT^^S^) étant invariante par H, il résulte
de a) que l'ensemble C^ est une sousrvariété régulière de P ^ , de même
codimension que ^1(S^), soit d(d — 1)/2 ; d'autre part, la projection
TI : S2' ———> P^ conserve évidemment les propriétés relatives aux
adhérences.

Remarques, — 1) P^ est évidemment une variété algébrique ; on
peut facilement vérifier que les ensembles C^ sont des sous-variétés
algébriques de P^ , et que l'ensemble des points singuliers de Cj est
^d+2 •

2) Si la dimension ambiante n est paire, la co-classe doit être
impaire ; les valeurs admissibles de d sont alors 1, 3, 5 , . . . et les co-
dimensions correspondantes des strates C^ sont 0, 3, 10,... ; la stra-
tification C est dans ce cas de codimension 3.

Si la dimension ambiante n est impaire, d doit être pair ; les
codimensions des strates C^ sont alors 0, 1, 6, 15, . . . , et la codi-
mension de C est 1.
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5.4. Comportement générique de la classe d'une équation de Pfaff.

Etant donnée une variété M, la stratification C de P^ , invariante
par le groupe de structure L^ de J1?, induit une stratification C(M)
de J1? dont les strates ont mêmes codimensions que celles de C, et
qui est aussi cohérente.

On a alors, en corollaire de l'Appendice § 6.2, le

THEOREME. - Soit M une variété de dimension n ; dans I\ (M),
k > 2, l'ensemble T(C) des équations de Pfaff a telles que y\a soit
transverse à C(M) est un ouvert dense.

Exemples. - 1) dim M = 3 ; pour aET(C), l'ensemble C^(a)
des points où la classe est 1 est une surface fermée de M (si non vide) ;
la classe est 3 en dehors de cette surface.

2) dim M = 5 ; la classe est génériquement partout supérieure
ou égale à 3 ; C^(a) est, pour a€T(C), une hypersurface fermée.

3) dim M = 4 ; la classe ne peut être que 1 ou 3 ; l'ensemble
€3(0) où la classe tombe à 1 est génériquement une sous-variété
fermée de codimension 3.

Remarques. — 1) Pour une équation de Pfaff "générique" (au
sens du théorème précédent), la classe est partout assez grande ; elle
est minorée par une quantité dont une expression asymptotique est
(comme dans les cas du rang d'une 2-forme ou de la classe d'une
1-forme) n — /̂27T.

2) La stratification C étant cohérente, il y a stabilité isotopique
des ensembles singuliers de la classe d'une équation de Pfaff dans
I\(M), dès que k > 3.

6. Singularités génériques d'une équation de
Pfaff en dimension 3.

6.1. Soit M une variété (compacte) de dimension 3. La situation
suivante, relative à une équation de Pfaff a sur M, est générique (dans
I\(M), pour k assez grand) :



SUR LES SINGULARITES DES FORMES DIFFERENTIELLES 139

1) L'ensemble C^(a) des points de M où la classe de a est 1
(co-classe = 2) est une surface (compacte).

2) Pour tout point x G M, désignons par P^ C T^M le plan défini
par F équation a.

Soit alors C^ ^(a)CC^(a) l'ensemble des points x tels que
P^ = T^C^(a) ; C^ ^(a) est un ensemble de points isolés.

Posons C^oW = C^Ca) - C^i(a) ; sur C^oW, PX et T^^)
sont en position générale, et ont donc pour intersection une droite ;
a induit donc un champ de directions D sur C^ o(a), dont les points
de C^ ^(a) sont des singularités.

3) On peut préciser la situation générique aux points de C^ i de
la façon suivante :

Soit x € C^ i (o), et soit co un relèvement (local) de a sur un
voisinage de x ; désignons par (x/ la restriction de co à C^(a) ; a/
s'annule en x, par définition ; la jacobienne de o/ en x définit une
application linéaire

T^o/ : T^(a) ——> TÎC,(O)

c'est-à-dire une forme bilinéaire sur T^C^(a).
Sachant que C^(a) est le lieu des zéros du produit co A dco, on

montre aisément que T^o/ est une forme bilinéaire symétrique. Géné-
riquement, elle sera non dégénérée en tout point de C^ ^(a). Cette
forme peut encore être interprétée comme la jacobienne au point x
du champ de direction D ; de ce point de vue la remarque précédente
signifie que les points singuliers du champ D dans C^(a) ne pourront
être que des foyers (ou des centres) ou des cols.

6.2. La démonstration des assertions qui précèdent n'est pas dif-
ficile ; il suffît de définir une stratification convenable de la variété
des 2-jets d'équations de Pfaff telle qu'une équation a ait les pro-
priétés précédentes dès que j\ a est transverse à cette stratification ;
je me bornerai à donner un exemple de chacun des types de singu-
larités qui viennent d'être énumérés.

1) En un point où la classe de a est 3, il existe, d'après le théo-
rème de Darboux (cf. III. A. 4.1.3) des coordonnées locales (x , y , z)
dans lesquelles a peut être définie par l'équation

dx + y dz = 0 .
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2) En un point de C^ 0(0), ^ existe (cf. III. 4.3) des coordon-
nées locales dans lesquelles a peut être définie pay l'équation :

xdx + (1 + y)dz = 0 .

3) En un point de C^ i(a), j'ignore s'il existe un modèle , les
équations de Pfaff suivantes présentent à l'origine (x = y = z = 0)
un point singulier de type C^ ^ , respectivement col et foyer (ou
centre) :

ù;i = d ( x z +y2 +^- )+(1 -h^)dz=0

/ jc^
^ =d(xz + y2 +—}+ (1 + y)dz = 0

Dans le cas de co^ , par exemple, d(jù^ = dy A ûb,

C»;i A rfo;i = (Z + ^C2)^ A dy A û?Z ;

la surface C^ (a) a pour équation z + .y2 = 0 ; la forme induite est

o/ = 2ydy - 2^(1 + y + x2)^ .

La forme quadratique T^ c»/ est alors >/2 — x2 .
Je me propose de revenir ultérieurement sur ce point.



CHAPITRE III

ETUDE LOCALE DES SINGULARITES
A. MODELES LOCAUX

1. GénéraHtés.

1.1. On désigne par D^ , k > 0 (resp. <3)^ , k > 1) l'espace vecto-
riel des germes de formes différentielles extérieures (resp. fermées) de
degré p, à l'origine de R", à coefficients k fois continûment différen-
tiables ; on pose D^ = D£ et Gf = 0)£ .

Soit ^ le groupe des germes d'automorphismes à l'origine de
R" , k fois continûment différentiables ; on pose S = J?oo.

DEFINITION. - Deux germes co ^ ^^D^ (resp, (0^) sont dits
Cf-isomorphes s'il existe g^Gy (avec 1 < r < k 4- 1) tel que

CO' = g*(A) ,

où g*w désigne l'image réciproque de co par g.
S i r = f c = o o , û ; e t a ; ' seront simplement dits isomorphes.

1.2. Les notations concernant les espaces des jets sont les mêmes
qu'au chapitre II.

On notera j\ : D^ ——> Fj^ (k1 > k) l'homomorphisme de res-
triction défini par ;\(co) = jet d'ordre k de a; en 0, pour tout a; € D^ ;
on définit de la même façon l'homomorphisme de restriction

7\:Û>Î.——>9^
(espace des fe-jets de p-formes fermées).

Soit S C F^ une singularité d'ordr / k de p-formes ; un problème
essentiel est celui de la classification, dans D^, (k1 > k), des germes
co présentant la singularité S (Le. tels que ]\cû G 2) du point de vue
des relations de C'-isomorphisme (1 < r < k9 + 1).
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DEFINITION. - Une singularité 2 C F^ (resp. Si^) est dite rigide
si tous les germes cj E D^ (resp. CO1') tels quej\ co € 2 sont isomorphes.

Tout élément de S, interprété comme une forme différentielle à
œefficients polynômiaux (de degrés inférieurs ou égaux à k) sera
alors appelé un modèle (local) de la singularité.

Remarquons que, dans ce cas, 2 est une orbite de L^ dans
F^ (resp. S^), et que pour tout k1 > k, p'^S) C F^ est une orbite
de L^ .

Le premier but de ce chapitre est d'amorcer l'étude des singu-
larités du point de vue qui vient d'être défini.

1.3. Je rappellerai maintenant un résultat classique concernant
la dérivée de Lie.

Si X est un champ de vecteurs et co une forme différentielle,
nous noterons 9 (X) eu la dérivée de Lie de co par rapport à X ; si X
et û; sont de classe C\ 0(X)co est de classe C*^1. On rappelle que
0(X) œ = d(X J a)) + X J dcj.

Soit maintenant X^ un champ de vecteurs "dépendant du temps"
défini et C^ (fc > 1) sur U x [0 , l], où U est un voisinage ouvert de
0 dans R", tel que X(0 , t) = X/0) == 0 quel que soit t.

L'équation différentielle — = X(x, t) définit une applicationdt
<p : V' x [0 , 1] ——> R" (où U' est un voisinage ouvert de 0), telle
que

9^(x, t)
X(t,x) et ^p(x,0)=x

9t

pour tout x € U'.
<p est C^ et pour tout ^[0,1], l'application ^ définie par

^(x) = <p(x, t) définit un élément de ̂  , et ̂  est l'identité.
Soit c^ une famille à un paramètre de formes différentielles

définie et C^ sur U x [0 , 1] (k > 1) ; on note c^ = ac^ la "vitesse
ôt

de déformation" au temps t.

PROPOSITION. - Avec les données et notations précédentes, les
conditions suivantes sont équivalentes :
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a) 0(X^ =cb,

b) <^?(<^o) == c^ •

Démonstration. — On pose c^ = (<^'1)* (c^) ; un calcul élémen-
taire montre que

^-a,=(^lr[^--e(X,)^]

il est donc immédiat que b) implique a).
Si l'on suppose a), on a à^ = 0, mais OQ = (<^o1)* (c^o) = o?o ,

{?Q étant l'identité ; donc a^ = cog quel que soit ^.

1.4. J'aurai encore besoin dans la suite des deux remarques sui-
vantes. Soit coGD^ un germe de forme différentielle à l'origine de
R", où les coordonnées naturelles sont x^ ,... ,x,, ; on désigne par
0:0 la restriction de G} à l'hyperplan x^ = 0. On désigne par TT la pro-
jection canonique de R" sur cet hyperplan.

8 ô1.4.1. Si k > 1, et si — J a? = 0 et —— J dco = 0, c'est-à-direôx^ ox^
3 / ô \

— J co = 0 et Q {-—) G) = 0, on a
3jCi ^x/

a? = îr*^) .

En d'autres termes, la forme a; s'exprime uniquement à l'aide des
coordonnées x^ (2 < i < w) et de leurs différentielles.

à 3
1.4.2. Si k > 1, et si — J co = 0 et —— Jdo} = /• co (où /

9x^ 9x^
3

désigne une fonction C ), c'est-à-dire encore — J co = 0 et
9x,

/ 3 \
0(T——)^==/-û; ,

VÔXi/

on a co = A7r*(a;o)

où A est une fonction C^"1, égale à 1 pour x^ = 0.
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2. Cas des w-formes.

2.1. Considérons d'abord le cas le plus simple, où

2 = S ^ C F 3 = X R ^

est l'ensemble des w-formes non nulles ; un germe G) G EÇ présente la
"singularité^' 2^ „ s'il est non nul : c'est donc un germe de volume.

THEOREME. - Pour k > 1, tout germe de volume œ G D^ est C*-
isomorphe au germe défini par l'expression

dx^ A ... A dx^

Oci , . . . , x^ désignant les coordonnées dans R"),
Ce résultat est classique et trivial : si

^ = /Cx'i , • . • , x^)dx^ A ... A dx^

est un germe de volume, i.e. /(O) =^= 0, le changement de variables

Xi == F1 f ( t , x ^ , . . . , x ^ ) d t
^o

X/ = Xf pour i = 2 , . . . , n

le ramène à la forme "canonique" indiquée, et définit un C^-auto-
morphisme.

2.2. On considère ensuite l'ensemble 2^ o C F^ formé des jets
d'ordre 1 non nuls dont l'image par p : F^ ——> F^ soit nulle. Un
germe coeiÇ (fc> 1) est tel que /^CÙ.GE^Q si et seulement si u
s'annule en 0 transversalement à la section nulle du fibre des w-formes.

THEOREME. - ([12]) Pour k> 3, tout germe c^D^ tel que
j\ cj € S^ Q est C^2'isomorphe au germe défini par l'expression :

x^dx^ A ... A dx^

Démonstration. - Soit 0} = f(x^ , . . . , x,,)ûb^ A ... A dx^ l'ex-
pression de co dans les coordonnées naturelles ; par hypothèse, / est
C*, /(O) = 0 et df est non nulle en 0 ; l'équation / = 0 détermine un
germe d'hypersurface S, ensemble des zéros de co. Nous allons établir
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un résultat plus précis qu'il n'est nécessaire dans la situation présente,
car il interviendra dans la suite ; le théorème en est une conséquence
évidente.

LEMME. ~ Soit c<;CDj1 (l> 3) tel que !\^e^ ̂  ; soit S le
germe de Vhypersurface des zéros de u. Si u^ , . . . , u^ sont des fonc-
tions C* (3 < k < 0, nulles en 0, indépendantes en restriction à S,
il existe une fonction u^ de classe C^""2, nulle en 0, telle que :

a) (u^ , . . . , u^) est un système de coordonnées locales.
b) co = ± u^du^ A ... A du^ (le signe est déterminé par la don-

née de ci;, u ^ , . . . ,^).

Démonstration. - L'indépendance des fonctions u^ , . . . , u^ sur
S signifie que d/A du^ A ... A du^ ^ 0 à l'origine ; les fonctions
(/» ^2 » • • • » un) constituent donc un système de coordonnées locales
C^ ; dans ce système on a

<x; = A(/, u^ , . . . , ̂ )d/A du^ A ... A du^ ;

la fonction A est de classe C^"1 ; on a évidemment A (0, u^ , . . . ,«„) = 0
a/z

et dh est non nulle à l'origine, c'est-à-dire que — (0) ̂  0. Il existeôf
donc une fonction g (et une seule) telle que

A(/, u^ , . . . , u^) = /. ̂ (/, ̂  , . . . , u^) .

La fonction ^ est de classe C^"2, non nulle à l'origine. Il suffit alors
pour démontrer le lemme d'établir l'existence d'une fonction u^ de
classe C*"2, vérifiant l'équation :

^ l = £ ^ t-s(t.u^..^u^dt

où e = signe de g(0).
(on aura alors û; = c u^ du^ A ... A du^).

Or :

I t'gd.u^^.^u^dt^f2'/ x ' g ( f ' x , u ^ , . . . , u ^ )dx
^o "o

= /2- ^(/, ^2 > • • • > ^>



146 JEAN MARTINET

et ^ est une fonction de classe C^"2, non nulle en 0, et de même
signe que g. La fonction

MI =V/2"./.v€^
répond à la question.

2.3. Remarque. - Les singularités 2^ et 2^ o sont les seules
singularités qui se présentent génériquement (II. 2.3)'; nous venons de
montrer qu'elles sont rigides ; le problème de la classification est donc
complètement résolu dans le cas des w-formes.

3. Cas des (n - l)-f ormes.

3.1. Soit 2^C F^~1 l'ensemble des jets c<;i d'ordre 1 de (n - 1)-
formes tels que /o(o;i) ̂  0 et d(x^ ^ 0 ; un germe a; € D^-1 (A: > 1)
est tel que j\ u G 2^ si et seulement si co et dœ sont non nulles
en 0. 2^1 est donc une singularité ouverte dans F^"1 .

THEOREME. - Pour k> 2, tout germe co G D^1 ^/ quej\ eu G 2^1

esr C^1-isomorphe au germe défini par l'expression

(1 + x^)dx^ A ... A dx^ .

Démonstration. - Soit D le cAawp A? directions associé à co
(défini en chaque point par la droite associée à a;) ; soient M, , . . . , u
n - 1 intégrales premières indépendantes, C\ nulles en 0, de l'équation
différentielle D ; on a alors

<jù = h du^ A ... A du^

où h est une fonction de classe C^1, non nulle à l'origine ; on peut
choisir les fonctions i^> • • • > ^n de telle SOTi^ que h(0) = 1. Mais
da} = dA A di^ A ... A dî^ ^ 0 à l'origine ; les fonctions u^ = 1 - A,
^ , . . . , ̂  définissent donc un système de coordonnées locales Ck'~l

à l'origine, dans lequel co a l'expression requise.

3.2. Compte tenu des remarques de II. 4.4, il est naturel d'étudier
ensuite la singularité 2;̂ ,1.̂  C F;"1, ensemble des jets c^ d'ordre 2
de (n - Informes tels que d^ e 2^o (cf. III. 2.2) et /o(c^) + 0 ;
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si co est un germe dans D^~1 (k > 2), on aura /^C^) ̂  2^~^_^ si et
seulement si co est non nulle et si d(jù s'annule transversalement à
l'origine (a; est donc de classe n — 1 à l'origine) ; il est évident que
^7^-1 est une singularité de codimension 1 dans F^~1.

Soit o;ED^~1 (k>2) tel que J^^^^-i ' on P6^ consi-
dérer le champ de directions D associé à ou, et l'hypersurface S des
zéros de doû ; il est clair que l'ordre de contact à l'origine du champ
D et de la surface S est un invariant de la classe d'isomorphisme (C°°)
du germe co ; ainsi, si l'on considère par exemple, dans R3 (coordon-
nées x, y, z), les germes définis par les expressions

ù;i = (1 4- x^dy Adz
o?^ = (1 + xy — x3) dy A dz
0^3 = (1 -^ xz — x2y — x^)dy A dz ,

le champ de directions associé D est dans les trois cas le champ paral-
lèle à l'axe des x ; d'autre part :

dû;i = îx dx A dy A dz

dcû^ = (y - 3x2) dx A dy A dz

da;3 = (z - 2xy - 4x3) dx A dy A dz

et les équations des surfaces lieux des zéros sont respectivement
(Si) x = 0 ; (S^) ^ - 3x2 = 0 ; (S3) z -2xy - 4x3 = 0. Dans le
premier cas, le champ D est transverse à Si , c'est-à-dire que la res-
triction de o;i à Si est non nulle. Dans le second cas, la projection
définie par les lignes intégrales de D (c'est-à-dire la projection paral-
lèle à Ox) définit un pli (au sens de Whitney [17]) de la surface S^
dans le plan yOz , la restriction de c^ à S^ présente à l'origine la
singularité S^ o . Dans le dernier cas, la projection de S3 dans
yOz parallèlement à Ox définit une fronce (au sens de Whitney [17]) ;
ici encore, la restriction de 0^3 à S3 présente à l'origine la singularité
yW- 1
^n-1,0'

Ces remarques montrent que les germes à l'origine de coi , Cx^ ,
o?3 ne sont pas C^-isomorphes (k > 4).

On définit la singularité S^.i^o c F^"1 comme l'ensemble des
jets ù;2 tels que

Ddc^es^
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2) La restriction de (x^ à l'hypersurface des zéros de do^ est
non nulle.

Ces conditions définissent un ouvert dans S^Li , donc une
singularité de codimension 1.

THEOREME. - ([12]) Pour k> 5, tout germe œGD^"1 tel que
h^ e ̂ F^-i.o est C^^-isomorphe à l'un des germes définis par les
expressions :

( y2 x

G}! = 1 + —) dx^ A ... A dx^1 ~ \ T/ ""2 A . . . A ax^

^2= (1-^1-) ^2A . . .Ad^ .

Démonstration. - Soit S rhypersurface des zéros de do?, D le
champ de directions associé à co ; S est transverse à D puisque la
restriction de G} à S est non nulle ; notons û/ cette restriction.

La variété S est de classe C*"1, et G}' est un germe de volume à
l'origine dans S, de classe C^"2 ; d'après le Th. 2.1, il existe des coor-
données locales u\,.. ., î^, C^"2, dans S, telles que

G}' = du\i^ ... i^dïï^. (1)

On prolonge alors les fonctions ï ï ^ , . . . , ïï^ à un voisinage de 0
dans R" en les laissant constantes sur les lignes intégrales de D ; on
obtient ainsi des fonctions u^ , . . ., u^ toujours de classe C^~2 , et
indépendantes en restriction à S, par construction.

En appliquant le lemme du paragraphe 2.2 à (dœ , u^ , . . . , ̂ ),
on trouve une fonction u^ , de classe C^"4, telle que (u^ , . . . , u )
soit un système de coordonnées locales à l'origine, et que

dco = ± u^ du^ A ... A du^ . (2)

Etudions l'expression de a; dans les coordonnées (u^ , . . . , u^).
On a évidemment

a; = h(u^ , . . . , u^) du^ A ... A du^

les fonctions u^ ,. .. , u^ constituant par construction un système
d'intégrales premières de D ; mais (1) équivaut à h(Q, u^ , . . . , u^) = 1

et (2) équivaut à — = ± u. . On a donc
ô^i l
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U2

h = 1 ± — Q.E.D.

Remarques. — 1) Soit a; un germe tel que 7^(0;) G S^~^_^ Q ;
l'équation linéaire X J d(jj = co définit en tout point n'appartenant
pas à la surface S un vecteur non nul porté par la droite associée à a?.
Le champ de vecteurs ainsi associé à la forme c*̂  (resp. c^) du théo-

rème précédent est X, == ( — + -1-) ——
^ Xi 2 / 9x^

(-^(-^t)^).
ce champ est dirigé vers S dans le cas c^ » et dirigé vers l'extérieur
dans le cas de co^ . Cette observation met en évidence le fait que
co^ et co^ ne peuvent être isomorphes.

2) J'ignore si les singularités d'ordre supérieur correspondant à
des ordres de contact supérieurs à 1 du champ associé D et de l'hyper-
surface S sont rigides.

3.3. Nous avons vu en II. 4.4 qu'une (n — l)-forme cj pouvait
présenter génériquement des zéros isolés, disjoints de l'ensemble des
zéros de do? ; mentionnons simplement qu'en un tel point, on peut
associer canoniquement à co le germe de champ de vecteurs X défini
par l'équation linéaire X Jdco = co ; X s'annule, comme cj, au point
considéré ; tous les invariants du champ X sont des invariants de co.

3.4. Cas des (n — Informes fermées.

Je rappellerai seulement le résultat classique suivant : tout germe
de (n — Informe fermée Cx;e(D^~1 (k > 1), non nul à l'origine, est
C1^-isomorphe au germe dx^ A ... A dx^ .

Remarquons d'autre part que si Sî désigne une Tî-forme sans
zéros (forme volume) et si X désigne un champ de vecteurs, la forme
a; = X J Î2 est fermée si et seulement si la dérivée de Lie 0 (X) SI
est nulle, puisque 0(X)Î2 = X J dSî + d(X J S2).

L'étude d'une (n — l)-forme fermée est donc très voisine de
l'étude d'un champ de vecteurs unimodulaire (i.e. qui conserve un
volume).
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4. Cas des 2-formes fermées et des formes de Pfaff.

4.1. Le théorème de Darboux.

Ce théorème établit l'existence de "formes canoniques" d'un
germe de 2-forme fermée de rang maximum (en dimension paire ou
impaire) et d'un germe de forme de Pfaff de classe maximum. Je
vais en redonner ici une démonstration complète, bien qu'il s'en trouve
de nombreuses dans la littérature ([3], [5], [6], [10], [18]) ; l'idée
centrale de la démonstration qui suit se trouve chez J. Moser [14],
et me semble être la plus naturelle, compte tenu des considérations
qui suivront sur la stabilité et la stabilité infinitésimale des formes
différentielles.

Rappelons d'abord que Z^ (resp. S^) désigne l'ouvert des éléments
de \ R^ = F^ = §̂  (espace vectoriel des jets d'ordre 0 de 2-formes
fermées ou non), avec n pair = 2p (resp. n impair = 2p + 1), qui
sont de rang maximum 2p (le corang est alors respectivement 0 et 1).

D'autre part ?o désigne l'ouvert de F} (espace des jets d'ordre 1
de formes de Pfaff à l'origine de R") constitué des jets de classe n
(cf. II. 4.3.1).

4.1.1. THEOREME. — Soit o;eâ)^ (k > 1) un germe de 2-forme
fermée à l'origine de R", avec n = 2p, tel que /o0?e2o ; alors a)
est ^-isomorphe au germe défini par l'expression :

dx^ A dy^ 4- • • • + dXp A dyp

(où x^ , . . ., Xp , y^ , . . . , jp désignent les coordonnées naturelles dans
R^).

Démonstration. — Considérons la forme cog , à coefficients cons-
tants, égale à l'expression de co à l'origine, et posons

o^ = o?o + t • (a; — 0:0) pour tout t G [0 , 1 ] .

Ainsi o?i == eu, et, pour tout tG. [0, l], c^ est de rang maximum à
l'origine.

La 2-forme a = G} — c^o est C^, et fermée ; il existe donc une
forme de Pfaff j8, que l'on peut prendre nulle à l'origine, à coefficients
C\ telle que a = dj3.
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Maintenant, la dimension ambiante étant 2p et la forme co^ de
rang 2p dans un voisinage de l'origine, F équation linéaire

X, J c^ = P

détermine un germe de champ de vecteurs X ^ , nul à l'origine, de
classe C\ quel que soit tÇ. [0,1].

On a alors, pour tout t, la relation :

Q (X^) (̂  = d(X^ J c^) + X^ J dc^ = a

puisque Cx^ est fermée.
Si l'on considère alors l'équation différentielle

d x = X , ( x ) = X ( t , x )

et si l'on note <^0c) la solution qui vérifie ^>o(x) = ^, on a <^(0) = 0
pour tout ^ puisque X(r , 0) = 0 ; la fonction ^ est donc définie et
Ck sur [0,1] x U, U désignant un voisinage assez petit de 0 dans
R" ; ainsi, pour tout re [0,1], ^ est un germe de difféomorphisme
conservant l'origine, et on a par construction, d'après III. A. 1.3,

^?(<^o) = ^t P0111" tout t •
Ainsi <^ définit un C^-isomorphisme de co sur c<;o . Il suffit ensuite
de faire un changement de variables linéaire dans coç pour la ramener
à l'expression annoncée dans le théorème, d'après I. 4.1.

4.1.2. THEOREME. - Soit cx;eûi)^ (k > 2) un germe de 2-forme
fermée à l'origine de R", avec n = 2p + 1, tel que 7*0 a? G Si ; ûtor^
a? ̂  Ck•isomorphe au germe défini par l'expression

dx^ A dy^ + • • • + d;Cp A d^p

(où z, ^-i , . . . , x , y^ , . . ., Yp désignent les coordonnées dans
R2^).

Démonstration. — On a un champ de directions D défini en
chaque point par la droite associée à eu (qui est de corang 1) ; ce
champ est de classe C^.
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Soit S un élément d'hypersurface transverse à D à l'origine (par
exemple un hyperplan) ; la restriction a> de a? à S vérifie les hypo-
thèses du théorème 4.1.1 ; il existe donc des fonctions x\ , . .. ,;T",
y\,... , Yp constituant un système de coordonnées locales C^ à
l'origine dans S, telles que

eu = dx\ A dy\ + • • • + dXp A dy~p.

Soient alors x ^ , . . . , Xp , y^ , . . . , y^ les intégrales premières de
D obtenues par prolongement de x^ , . . . , Xp , Y [ , . .. , y^ , que nous
complétons en un système de coordonnées

C^ : (z,^ ,... , X p , y ^ ,...,^) .

Dans ce système, on a évidemment —J a? = 0 ; l'expression de
ôz

G} étant C^~1 par rapport à ces coordonnées, on aura

o; = djt-i A dy^ + • • • + dXp A d^

d'après III. A. 1.4.1, pourvu que k - 1 > 1. Q.E.D.

4.1.3. THEOREME. - Soit a? G D^ (^ > 3) ̂  ^WÉ? ûf6? /owî(? ̂
Pfaff à l'origine de R", avec n = 2p + 1, r^/ ̂  /\ <x; G ̂  , c'est-à-dire
o ;Aûfa ; p =? < =0 ; ûtor^ a; ^r C^"1-isomorphe au germe défini par
l'expression :

dz 4-jcid^ + • • • + Xpdyp .

Démonstration, - On a dcoGûD^^ et d'après 4.1.2, il existe
des fonctions x^ , . . . , Xp , y^ ,. . . , y^ telles que

p
do = 2j dX{ A dy/

la forme différentielle c5 = ^ x,d^ est donc C^"2, et telle que
/ = i

d(o) — <x3) = 0 ; ainsi a? — o; = dz où z est une fonction C^"1, nulle
à l'origine ; on a bien

p
ex; = dz + ^ ;c, d^

les fonctions z, x^ ,. . . , Xp , y^ , . . . , y^ étant indépendantes puisque
a? A dc^ = p \ dz A dx^ A dy^ A ... A dXp A d^ ^ 0 .
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4.1.4. THEOREME. — Soit o; E D^ (k > 3) un germe de forme de
Pfaff à l'origine de R", avec n = 2p, tel que ;\ co e ̂  , c'est-à-dire
G} ̂  0 et d^ ^= 0 ; ûtor5 (x; ̂  C^2-isomorphe au germe défini par
l'expression

(1 + x^)dy^ + x^dy^ + • • • 4- Xpdy? .

Démonstration. — Par hypothèse, la (2p — l)-forme œ A d^^
est non nulle, et C^~1 ; soit D le champ de directions associé à cette
forme ; si X est un champ de vecteurs non nul porté par D, on a
X J (û; A dc^"1) == 0 soit

(X J cj). dc^"1 - œ A (X J dc^"1) = 0

ceci implique, d(^ étant de rang 2p, X J c < ; = O e t X J dcj = /• co,
/ étant une fonction.

Soit alors S un élément d'hypersurface transverse à D à l'origine ;
la restriction c3 de co à S vérifie les hypothèses du théorème 4.1.3 ;
il existe donc des coordonnées locales Ck~~l, J ^»^ , j ^ , . . . , jÇ ,y . à
l'origine dans S, telles que

eu = dy\ + x^dy~ï + - • • + Xpdyp .

Soient y^ , x^ , . . ., y y les intégrales première de D obtenues par
prolongement de y\, x ^ , . . . , Vp ; d'après la remarque du début et
III. A. 1.4.2, on a

(jû = h • G/

où œ1 = dy^ + x^dy^ + • • • + Xpdyp et où h est une fonction
C^""2, égale à 1 sur S.

D'autre part, on a

d^ = (dA A o/ + Mù/^ =
=P(? - O^-^A rf^A . . . AdjCp Aûf^^O

Donc A, ^i ,.x:2 ,. .. ,^p sont indépendantes ; le changement de
variables

Xi = = A - 1
X, = A • jc^ pour 2 < î < p
X; = j^y pour 1 < / < p

est C^""2 et met Cx; sous la forme requise.
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4.2. Nous allons examiner maintenant les singularités les plus
simples de la classe d'une forme de Pfaff et du rang d'une 2-forme
fermée.

4.2.1. En ce qui concerne les formes de Pfaff, il est naturel
d'envisager d'abord le cas des germes G; jouissant des propriétés
suivantes :

i) /^a?€^ , c'est-à-dire : la classe de co en 0 est n — 1.
ii) œ est générique du point de vue de II. 4.3.3, c'est-à-dire que

l'application définie par x ——>{^œ(x) est transverse à ^ ; la
classe de a? reste donc égale à (n — 1) aux points d'une hypersurface
S = ?i (c»;), passant par l'origine.

iii) la restriction de a; à S est de classe maximale (n — 1).
Ces trois conditions expriment en fait des propriétés de /^cj.

De façon plus précise, elles définissent un ouvert de p^C^) (où
p : F^ ——> F\ est l'homomorphisme de restriction de l'espace des
jets d'ordre 2 dans celui des jets d'ordre 1), donc une sous-variété
de codimension 1 de F ^ , c'est-à-dire une singularité d'ordre 2 ; cette
singularité sera désignée par ?i o.

THEOREME. - ([12]) Soit 0} G D^, où k > 7 (resp. k > 6), un
germe de 1-forme à l'origine de R", où n == 2p 4- 1 (resp, n = 2p),
tel que j^ (jù G ?i o ; alors o est C^6-isomorphe (resp. Ck~~5 -isomorphe)
à un et un seul des germes définis par les expressions :

± z d z + (1 4- x^)dy^ + x^dy^ + • • • 4- Xpdy^

(resp. à un et un seul des germes :

(l ± ̂ ) ̂ i + ̂ 2^2 + • • • + ̂ p^p ).

Démonstration. — a) n = 2p + 1. Dans ce cas, la condition i)
signifie que 0} A d^ = 0 et d^ ^ 0 à l'origine ; la condition ii)
signifie que la w-forme Cx; A d^ s'annule transversalement à l'origine,
donc présente la singularité 2^ ç (au sens de III. A. 2.2) ; lé lieu des
zéros est un germe d'hypersurface S, de classe Ck~l ; la condition iii)
signifie que la restriction a? de a; à S vérifie o5 + 0 et do^ =^= 0 à
l'origine $ en particulier, le champ de direction D associé à do est
transverse à S.
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La forme co est C^"2 ; d'après le théorème III. A. 4.1.4, il existe
des coordonnées locales C^"4, j c^ , . . . , 3Ç, j^",. . • , JÇ à l'origine
dans S telles que

cJ = (1 4- x\)dy^ + x^dy^ 4- • • • + 'Xpdy'p .

Soient x ^ , . . ., Xp , y^ , . . . , y p les intégrales premières de D dé-
finies par les prolongements de x ~ ^ , . .. , 5c~, JY, . .. , J^ ; d'après le
lemme III. A. 2.2, appliqué à co A dc^, il existe une fonction z,
C^6, telle que

co A d^ = ± z dz A dx^ A ... A dy^ . (i)

On a évidemment dco = dx^ A d^i + • • • + dXp A dy^ (d'après
III. A. 1.4.1). Donc si o/ = (1 + Xi)d^i + x^d^ + - • • + ^pdYp ,
on a co — 0}' = d/, / étant une fonction (C^"5) ; d/est nulle sur S ;
on peut donc prendre / nulle sur S. Ainsi

^Adù^d/Adù^ =(P- l ) ! ^û fZAûfX iA . . . Aûf^
ôz

dans le système de coordonnées (z , Xi , . . . , Xp , y^ , . . . , jp). Par
comparaison avec (1), on a immédiatement

^-t^,"-
L'expression de <jj dans le système de coordonnées C^"6,

{ z , - V i , . . . , ; C p , ^ i , . . . ,^}
est donc

co = ± _ ûfz + (1 + ^1)^1 + x^dy^ 4- • • • + A-pd^p ,

expression que l'on transforme aisément en la forme indiquée dans le
théorème.

b) n = 2p. On a cette fois d^ = 0 et G) A dcj^"! ^= 0 à l'origine ;
d^ présente la singularité 2^ o ; soit S Vhypersurface des zéros de
d(^ (S est de classe C^"1) ; d'après iii) la restriction û de c*; à S est
telle que co A dc^"1 ̂  0 ; le champ de directions D associé à la
(n — ly-forme œ A d^"1 est donc transverse à S.
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Appliquant le théorème III. A. 4.1.3 à û, on choisit dans S des
coordonnées locales (C^"3) à l'origine : y[ ,3c7,. . . ,J^, telles que
^ = d-y\ + ^û?JÇ+ • • • + x-pdy;. Soient ^ .j^ , . . . ,^ les inté-
grales premières de D définies par les prolongements de y[ , . . . , y ~ ~ .

D'après le lemme III. A. 2.2 appliqué à rfc^, il existe une fonc-
tion ^i , C*"5, telle que

dc}P = ± x^dx^ A d^ A ... A dXp A d^p . (1)

On montre aisément que a? ==/. co' où

a;' = dy^ + ̂ d^ + . • . + Xpdy^

et / est une fonction (C^""4) égale à 1 sur S. On a alors :

d^p=(df^œl+fd^f)p=p(p-l)lfP-l 9f. dx^dy^... A^ .

y2

On en déduit, compte tenu de (1), que/^ = 1 ± ———î—— . L'expres-
2(p - 1) !

sion de cj dans le système de coordonnées C^"5, {x^ , y ^ , . . . , y }
est donc

r x2 il/p
^ = L ± 2(p—oj ^ +^^ + • • • +^^p)

expression qu'il est facile de ramener à l'expression indiquée dans le
théorème.

Remarques. - 1) Dans le cas n = 2p + 1, les expressions

± z dz + (1 + x,)dy, -h • • • + x^dy^

se distinguent aisément géométriquement, par le comportement du
champ de vecteurs X défini par l'équation linéaire

X J (co A d^P) = dG}P ;

ce champ n'est défini qu'en dehors de la surface singulière S (z == 0) ;
dans un cas, il pointe vers S, dans Vautre cas il s'en éloigne.

On a une remarque analogue pour n = 2p.
2) Le théorème précédent montre que la singularité ?, o est

réunion disjointe de deux singularités rigides.
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4.2.2. Dans le cas des 2-formes fermées, on va considérer les
germes co à l'origine de R71, où n = 2p, admettant les propriétés
suivantes :

i) (jù est de corang 2 à l'origine, c'est-à-dire/o co ES ̂  , ou encore
^p = 0 et ^p-1 ̂  0 à l'origine.

ii) co est générique, du point de vue de II. 2.4, c'est-à-dire que
a? est transverse à 2^ » l'ensemble S^^) ^es points où a? est de
corang 2 est alors un germe d'hypersurface.

iii) la restriction de co à S^Co?) est de rang maximum 2p — 1.
Ce sont là des propriétés du jet d'ordre 1 de o; à l'origine, qui

définissent un sous-ensemble S^ ç CSf^ ;ce sous-ensemble est d'évidence
un ouvert de p"1^) où p : ®^ ——> F^ ; c'est donc une sous-
variété de codimension 1.

THEOREME. — Soit c*; E6D^ (k > 6) i^ g^-me de 2-forme fermée
à l'origine de R", avec n = 2p, ^/ ç^ /^coES^ ; alors œ est
C^~5 -isomorphe au germe :

x^dx^ A dy^ + dx^ A d^^ + • • • + dXp A d>»p .

Démonstration. — On trouve aisément une forme de Pfaff a,
telle que da = a; et /aû^^o » on applique le théorème III. A.
4.2.1 à a ; on obtient ainsi

eu = da = ± .x^dx^ A dy^ + dx^ A dy^ 4- • • • + d :̂ A d^ .

On fait disparaître le signe en modifiant éventuellement y^ .

4.3. Mentionnons encore un corollaire intéressant du théorème
III. A. 4.2.1, relatif aux équations de Pfaff en dimension impaire
n = 2p + 1.

Soit une équation de Pfaff a, générique du point de vue du
théorème II. 5.4 ; C^(o), ensemble des points où a est de co-classe 2,
est une hypersurface ; considérons un point de C^(a) tel que la res-
triction de a à C^(a) soit de classe maximale 2p — 1 en ce point.
On montre facilement que a peut être définie, au voisinage d'un tel
point, par une forme de Pfaff présentant la singularité ^ o en ce
point. Il en résulte que, dans un système de coordonnées locales
convenables, a est définie par la forme :
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z d z + (1 -h x^)dy^ + x^d^ 4- • • • + Xpdy^ .

5.

Je vais maintenant montrer quelques exemples de singularité de
formes différentielles, telles que la classification des germes présentant
ces singularités fasse intervenir des paramètres ; il s'agira donc de sin-
gularités non rigides, admettant une infinité de modèles.

5.1. Considérons, pour n == 3, la singularité d'ordre 1 de 2-formes
fermées S 3 o Cg^ , définie par la propriété : un germe a; Gû)2 pré-
sente la singularité £ 3 0 (i.e. ;\ eu G £3 ^ ) si et seulement si co s'annule
transversalement à l'origine.

Considérons un tel germe ; soit Sî un germe de forme volume,
et X le champ de vecteurs défini par ou = X J î2 ; soit A la matrice
jacobienne de X à l'origine (X s'annule en ce point) ; A est de trace
nulle, car co est fermée, et X est donc unimodulaire ; A est de rang 3,
par la condition de transversalité. L'équation aux valeurs propres de
A est donc de la forme X3 + p\ + q = 0, où q ̂  0 ; le nombre
r = p • q~113 est alors un invariant de a?, donc de ;iCx;e £3 ^ ; en
effet, si on change le choix du volume î2, A est multipliée par un
scalaire, et p. q~213 est inchangé.

Ainsi, par exemple, posons :

co. = (x^ + px^)dx^ A dx^ + x^dx^ A dx^ — x^dx^ A dx^ ,

^i , ^2 ' X3 désignant les coordonnées naturelles dans R3, et p un
scalaire ; pour chaque p , co présente la singularité £3^ à l'origine,
et r(o} ) = p : <jù et co«< ne pourront être isomorphes si p 4=- p\

5.2. Plaçons-nous maintenant en dimension 5 ; un germe co GûD2

sera dit présenter la singularité £3 g CS<^ si :
a) a; est transverse à £3 C F^ (ensemble des formes de corang 3,

donc de rang 2) ; £3 (û;) est alors (cf. II. 2.4.1 exemple 4) un germe
de surface (de codimension 3).

b) la restriction de co à £3 ((x;) ̂  MOW w^/fe.
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Soit S2 un germe de volume à l'origine de R5 , et définissons un
champ de vecteurs X par l'équation co2 = X J SI ; X s'annule aux
points de £3 (a?) ; pour tout x E 23(0;), la jacobienne A^ de X en x
est de rang 3 et de trace nulle ; son équation aux valeurs propres est
de la forme X^X3 + p(x)\ 4- q(x)) = 0 ; on vérifie immédiatement
que la fonction r(x) = p(x)q(x)~213 est un invariant du germe co
(r est un germe de fonction à l'origine dans £3 (a;)).

Une assez grande classe de fonctions peut être obtenue de cette
façon ; par exemple, considérons les 2-formes :

^p == (x! + PX3)dx2 A ^3 + X3dx3 A dx! - X^dx^ A dx^

9p 9p
+ -— x^x^dx^ A dx^ + -—x^x^dx^ A dx^ +

OX A OX e

+ dx^ A dx^ .

où x^ ,.. ., Xg désignent les coordonnées dans R5, et

P(^4^s) =^4>+ ^(^5) '
s et t étant des fonctions C°° quelconques.

Pour tout p, (j^p est une 2-forme fermée présentant à l'origine la
singularité £3^ ; ^(cjp) est le plan défini par x^ = x^ = ^3 = 0 ;
on vérifie aisément que la fonction r relative à cj est la fonction p.

B. STABILITE ET STABILITE INFINITESIMALE

Dans cette partie, tous les objets considérés seront supposés C00.

1. Stabilité d'un germe de forme différentielle.

1.1. Soit M une variété, c^GD^M) (resp. CD^M)) une p-forme
(resp. p-forme fermée) sur M, x un point de M. G} sera dite stable en
x si la condition suivante est réalisée : (comparer avec [9], p. 44).

Pour tout voisinage U de x, il existe un C^-voisinage V de co dans
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DP(M) (resp. (^(M)) tel que, pour tout a/ G V, il existe x ' E U ûiw ;
les germes de œ en x et de G}' en x ' sont isomorphes,

On reconnaît aisément que cette propriété ne dépend en fait que
du germe de co en x ; on aboutit à la définition d'un germe stable.

1.2. THEOREME. — Tous les modèles indiqués dans la première
partie définissent des germes stables.

Démonstration. — Tous ces cas réalisent la situation suivante :
on a une singularité S d'ordre k, rigide, et une forme a; dans R"
telle que

a)/^(0)e:S ,

b) 7^0; est transverse à 2 en 0.
Un argument classique (analogue au lemme d'isotopie) montre

alors que, pour tout voisinage U de 0, il existe un C^2 -voisinage V
de G}, tel que, pour tout cx/GV, U existe x'CV avec j^(x1) G S ;
la stabilité en résulte immédiatement, 2 étant rigide.

2. Stabilité infinitésimale.

2.1. Dans la suite, on désigne par \ l'espace des germes de champs
de vecteurs (C°°) à l'origine de R".

Soit G} G Dp (resp. (DP) , on note alors T^, : \ ——> D? (resp.
T^ : X ——>®p) l'application R-linéaire définie par T^(X) = 0(X)o;
pour tout X E x (non sans avoir remarqué que la dérivée de Lie d'une
forme fermée par rapport à un champ est une forme fermée).

Il est naturel de poser la

DEFINITION. - Soit G} G Dp (resp. û)?) ; le germe w est dit infi-
nit ésimalement stable si l'application T^ : \ ——> D? (resp.

T,, : x ——>^)
est surjective.

Remarque. — On prendra garde au fait que les notions de stabi-
lité infinitésimale des formes non fermées et fermées sont distinctes.
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THEOREME. - Soit cù G ̂  un germe inflnitésimalement stable ;
alors le germe dc^eû)^1 est infinitésimalement stable.

Démonstration. — Elle est évidente, d'après la formule :

d(0(X)ùj) =6(X)du .

2.2. On peut affaiblir la définition précédente en passant aux
jets d'ordre infini de formes et de champs de vecteurs ; on obtient
ainsi la notion algébrique de stabilité formelle.

Un des problèmes fondamentaux de la théorie ébauchée dans ce
travail est d'établir l'équivalence des notions de stabilité, stabilité infi-
nitésimale, et stabilité formelle ; je n'ai pas abordé ce problème.

On peut établir, par des calculs fastidieux que je n'imposerai pas
au lecteur, la stabilité infinitésimale des germes définis par les modèles
obtenus dans la première partie de ce chapitre.

Je préfère conclure par la proposition suivante, intéressante en
elle-même et qui me semble donner, bien que la situation envisagée
soit très simple, une bonne idée des problèmes qui se posent dans ce
genre de questions.

PROPOSITION. - Les germes de 2-formes fermées à l'origine de
R4 définis par les expressions :

l z3\a? = dx A dy + z dy A dz + d \xz + ty — —) A dt

( z3\a?' = dx A dy + z dy A dz 4- d {^xz — ty ~ —) A dt

sont formellement stables. (Il s'agit des exemples de points elliptiques
et hyperboliques indiqués en II. 3.2.3).

Démonstration. — Je vais l'indiquer dans le cas de cj ; les modi-
fications à y apporter pour le cas de c*/ seront évidentes.

a) La stabilité infinitésimale de u équivaut à la possibilité de
trouver, quel que soit le germe de 2-forme fermée T = dv (TrGD1),
un germe de champ de vecteurs X G \ tel que

0(X)co = d(X J où) = T = dir .
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Désignons par M^ le module (sur l'anneau D° des germes de
fonctions C°° à l'origine de R4) des germes de formes de Pfaff de la
forme X J cj ; la stabilité infinitésimale de co équivaut alors encore
à l'existence, pour tout TrGD 1 , d'une fonction/G D° telle que
TT - dfC M^ , c'est-à-dire à l'égalité D1 = M^ + dD°.

b) LEMME 1. — Un germe TT G D1 appartient à M^ si et seulement
si 7r(m) appartient au support S^(m) de G; en m, pour tout point m.

La nécessité est évidente, les produits intérieurs X J G; constituant
en chaque point m le support S^(w).

Pour montrer que la condition est suffisante, on pourrait re-
marquer, sans utiliser l'expression particulière de a;, que le rang de
l'équation linéaire X J co == TT se comporte génériquement (c'est-à-dire
que (jù est transverse à S^) et utiliser un théorème récent de J. Mather.

Mais la démonstration directe est très simple :
On vérifie d'abord qu'aux points de S^c*;) (c'est-à-dire tels que

x = 0), on a co = (dx - zdz - tdt) A (dy + zdt) ; on en déduit qu'une
forme T rGD 1 , TT = adx + fSdy + jdz + Sdt, appartient en chaque
point au support de <x;, si et seulement si les fonctions z a + 7 et
ta — zfS + ô s'annulent identiquement pour x = 0, c'est-à-dire sont
divisibles (dans l'anneau D°) par la fonction x.

D'autre part, l'équation X J G} = TT, où

a a a a
X = a — + b — 4- c — + d — équivaut à :

BJC Sy âz 9t

b -}- zd = ~ a (1)
a - zc - td = j3 (2)

zb - (x - z^d = 7 (3)
za + tb + ( Jc-z 2 )c= ô (4)

(1) et (3) donnent xd = — (za +7) ; on en déduit d, za + 7 étant
divisible par x, et (1) donne b ;
(1), (2) et (4) donnent xc = ta - zfî + ô ; on en déduit c, et (2)
donne a. Q.E.D.

c) Soit D° l'anneau des germes de fonctions_différentiables à
l'origine de l'hyperplan 2^ (a?) (défini par x = 0), D1 le module des
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germes de formes de Pfaff à l'origine dans 2, (a?) ; on désigne par
——— A

M^ le D -module des restrictions à S^(c<j) des éléments de M^.

LEMME 2. — JLa stabilité infinitésimale de a? équivaut à la con-
dition : _ _

M^ + dD° = D1 .

La nécessité de cette condition est évidente.
Suffisance : remarquons d'abord que, pour tout r G D1, telle

que r" = 0 ("r = restriction de r à 2^ )» ^ existe une fonction h (nulle
sur 2^ (<^)) ̂ ec T - rfA = 0 ; en effet, si r = cou: + fSdy + 7^z + 6dt,
'f = 0 équivaut à | 3 = = 7 = S = = 0 pour .y == 0 ; si A = x • a, r — d/z a
tous ses coefficients nuls sur ^(c^). Soit maintenant T r G D 1 ; par
hypothèse, il existe une fonction / telle que TT — d/€ M^ , donc
TT - df =a où a € M ^ , soit TT - df - a == 0 ; d'après la remarque
précédente, il existe une fonction h telle que TT — df — a — dh E M^ ,
ce qui donne TT — d(/ + h) E M^ . Q.E.D.

Remarque. — On n'a pas utilisé ici la définition particulière de
M^ , mais uniquement le fait qu'il est défini par des conditions aux
points de 2^ (a;) seulement.

d) Soit X le champ de vecteurs, dans l'hyperplan S^ (ci;), associé
à la restriction G/ de co ; on a

x--^-,8^-
9y 3z 3^

(cf. II. 3.2.3 a)).

LEMME 3. — Une forme T rGD 1 appartient à M^ 5f ^ seulement
si X J TT = 0.

La nécessité est évidente.
Réciproquement, soit TT = j3dj/ + ^dz + ôd^ telle que X J TT = 0,

c'est-à-dire - z2^ - ^y + zô = 0, soit z(- z(î + ô) = ^7 ; 7 est donc
divisible par z dans D°, et il existe une fonction a(y , z , 0 telle que
7 = — za ; mais alors — zfS + ô = — ta ; il en résulte, d'après a), que
la forme adx -h fîdy + ^dz + Sdt appartient à M(^ .
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Remarque. — C'est ici qu'on utilise le fait que j\ G} est transverse
à la singularité 2^ ^ .

e) D'après les lemmes 2 et 3, la stabilité infinitésimale de co
équivaut à la condition suivante :

Pour tout TrE D1, // existe une fonction /G D° telle que

X J df == X J TT .

C'est-à-dire : l'équation aux dérivées partielles
*\ j~ *\ y »\ y

- z 2 — - ^ - ^ + z - L = - z 2 / 3 - - ^ 7 + z ô (E)
oy dz ôt

a une solution (C°°) f(y , z , 0 quelles que soient les fonctions |3, 7, ô.
Les seconds membres forment exactement l'idéal J des fonctions nulles
sur ï^^(œ) (z = t = 0).

On s'est en définitive ramené à l'étude de la condition :
L'équation aux dérivées partielles-^v-^^v..

9y Qz Qt

a une solution quel que soit A G J.
f) A ma connaissance, on ne possède pas actuellement de mé-

thode générale d'étude d'équations aux dérivées partielles avec singu-
larités. Dans ce cas particulier, je puis simplement montrer qu'il est
possible de résoudre en séries formelles l'équation (E) précédente.

Soit [h] = ^ âp ypzq t^ le développement de Taylor in-
p ,q , r>o

fini de h à l'origine ; l'hypothèse A G J implique que a Q Q = 0 quel
que soit p > 0.

Désignons par [/] = ^ b y y p z q t r le développement de
p,q,r^o " ' f

Taylor de la fonction inconnue /.
Par identification des développements en série des deux membres

de (E), on obtient le système d'équations

(Ep.^)p,<?,r>0:

-(?+ O&p+i^-^r-^ O^+l.r-l-^-^ O^-l^-H^p^r-
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Je nommerai hauteur d'un coefficient la somme de ses indices.
J'indique seulement un résumé de la démonstration, qui est un

peu fastidieuse.
Il est clair que le système d'équations considéré se décompose

en deux systèmes disjoints : (Ep^^), q + r impair, et (Ep ̂  y ) , q + r
pair.

Dans le premier cas, on montre aisément que, pour po et fcç
donnés, le système (E + y), q + r = k^ forme un système d'équa-
tions indépendantes par rapport aux inconnues de hauteur pç + k^ ;
on résoud alors le premier système par récurrence sur pç et feç .

Dans le second cas, on envisage les sous-systèmes

^k ^Kp^r ; 2 p + ç + r = 2 f c } ;

ce sont des systèmes disjoints ; on montre que S^ est un système
d'équations indépendantes, par récurrence sur q + r.

Remarques. — 1) Dans le cas des exemples de points "parabo-
liques" (cf. II. 3.2.4), on montre de la même façon l'équivalence de
la stabilité infinitésimale avec la condition :

L'équation aux dérivées partielles

a/ a/ a/
- z ( z + 2 r ) — ^ — + z — = A

Qy 9z 9t

a une solution / quelle que soit h G J, J étant l'idéal des fonctions
nulles sur 2 2 2 (CJ) (Le- ^ ^^ P01111 Y = z = 0).

J'ai acquis la conviction (sans cependant en écrire une démons-
tration explicite) qu'il y a encore stabilité formelle dans ce cas.

2) Ces considérations me semblent motiver raisonnablement la
conjecture : les singularités génériques d'une 2-forme fermée en di-
mension 4. (cf. II. 3) sont toutes rigides.
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THÉORÈMES DE TRANSVERSALITÉ
POUR LES SECTIONS D'UN FIBRE

1. Topologies sur les espaces de sections.

1.1. Toutes les variétés envisagées ici seront de dimension finie
sur R, C°° (sauf mention du contraire), à base dénombrable de voi-
sinages.

Soit M une variété, TT : E ——> M un fibre vectoriel sur M. On
note TT^ : J^E ——> M le fibre vectoriel des jets d'ordre k de sec-
tions de E (0 < k < oo).

Soit D^ l'espace vectoriel des sections de classe Ck de E ; si
a?e=D^, on note 7^0? la section de JkE définie en chaque point
x G M par le jet d'ordre k de Cx; en x.

On désignera par D l'espace vectoriel des sections C00 de E.

1.2. PROPOSITION — DEFINITION. — Les ensembles

V u = { o ; G D ^ ;4ùj (M)CU}

où U C J^E est un ouvert, constituent la base d'une topologie de
D^ , appelée C*-topologie de Whitney.

(Si M est compacte, c'est la topologie de la "convergence uni-
forme" sur M des sections de E et de leurs dérivées partielles jusqu'à
l'ordre k).

Sur D, la C°°-topologie de Whitney est définie comme la limite
projective des C^-topologies sur les espaces D^.

On rappelle que D^, muni de la C^'topologie (0 <k < oo), est
un espace vectoriel topologique localement convexe, qui est de plus
un espace de Baire.
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Un sous-ensemble de Dj^ sera dit résiduel s'il contient une inter-
section dénombrable d'ouverts denses ; une propriété définissant un
ensemble résiduel sera dite générique sur D^.

1.3. PROPOSITION. - Quel que soit k1 > k, D^ est C^dense dans
D^

C'est une conséquence du lemme 6 de [19].

1.4. Soit TT : B ——> M un fibre localement trivial quelconque,
C°° ; soit I\ l'ensemble des sections Ck de ce fibre ; on peut définir
la C^-topologie sur F^ de la même façon qu'en 1.2, en utilisant les
ouverts du fibre J^B.

On peut aussi définir sur r\ (0 < k < °°) une structure de
"variété", modelée sur des espaces de sections de fibres vectoriels,
de la façon suivante :

a) Soit V ———> B le fibre vectoriel sur B constitué par les
vecteurs tangents aux fibres de B.

On se donne une fois pour toutes, sur B, une équation diffé-
rentielle du "second ordre", C°°, telle que, pour tout y G B et tout
v G V d'origine y , la solution de cette équation définie par les con-
ditions initiales ( y , v) soit tracée dans la fibre 7ï""l(7r(.>0) ; on notera
exp(y, v) la valeur au temps t = 1 de cette solution (pour v assez
"petit").

b) Soit a € r^ (0 < k < °°) ; on considère alors le fibre vectoriel
E<y ———^ M, image réciproque de V par a ; il est clair que l'application
exponentielle définie en b) induit une injection d'un Ck-voisïnage
ouvert convenable de la section nulle de Ey dans I\.

On a ainsi défini une carte de I\, modelée sur D^(E^). On
vérifie aisément que ces cartes forment un atlas sur I\ , dont la topo-
logie sous-jacente est précisément la C^-topologie.

Ce point de vue sera commode dans la suite (cf. 4.3 et 6.2).

2. Distributions. Stratifications.

2.1. Soit N une variété. On appelle distribution sur N toute
fonction A qui à chaque point x € N associe un sous-espace A^ de
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T^N, espace tangent à N en x Une distribution A sera dite cohérente
si pour tout point x et pour tout v G A^ , il existe un voisinage ouvert
U de x et un champ de vecteurs X sur U, C°°, tel que X(x) = v et
X(x') G A^ pour tout x9 e U.

PROPOSITION. - Soit V une sous-variété (C°°) régulière de N, <?r
F MTÎ /<?w^ de N mcft^ dû^ V ; la distribution A définie par A^ = T^V
po^r x dans F ^r A^ == T^N ailleurs, est cohérente.

2.2. On appelle stratification d'une variété N toute partition
S = (S^),çi de N telle que :

a) Chaque S, (ou strate) est une sous-variété (C°°) de N ;
b) Pour tout entier p, la réunion des strates de dimension infé-

rieure ou égale à p est un fermé de N.
La codimension d'une stratification de N est le minimum des

codimensions des strates non ouvertes.
Si S est une stratification de N, on notera T^ S, pour x G N, le

sous-espace de T^N tangent en x à la strate de S contenant je.
La distribution associée à une stratification S est définie par

^ = T,S.
Une stratification sera dite dénombrable si l'ensemble de ses

strates est dénombrable, et si chaque strate est une sous-variété régu-
lière de N.

Une stratification est dite cohérente si la distribution associée
l'est.

Exemples. — 1) Un feuilletage de N définit une stratification
cohérente.

2) Les trajectoires d'un groupe de Lie agissant sur N constituent
une stratification cohérente : les images des champs de vecteurs inva-
riants à gauche sur le groupe réalisent même globalement les prolon-
gements requis.

Remarque. — On définira de façon analogue une stratification
de classe Ck d'une variété : les strates seront des sous-variétés de
classe C^ de N, et, dans la condition de cohérence, les champs de
vecteurs seront de classe C k ' ~ l (k> 1).
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2.3. PROPOSITION. - Soit S une stratification cohérente d'une va-
riété N ; alors S est localement triviale,

Cela signifie que pour tout point x €= N, il existe une carte
<p : U ——> R" de N en x (n == dim N) telle que

a) <p(U) = By, x B où B^_ , B désignent des cubes ouverts
de Rw~p et R^, et p = dimension de la strate passant par x.

b) Chaque plaque ^({uVx B ), u G B ^ _ , est contenue dans
une strate de S.

La démonstration se fait par récurrence sur p (n quelconque > p) ,
la proposition est triviale pour p = 0 ; supposons-la établie pour la
dimension (p — 1).

Soit alors v E T ^ S , v = ^ 0 ;S étant cohérente, il existe un champ
de vecteurs local X tangent aux strates tel que X(x) = v. Soit H un
élément d'hypersurface dans N, transverse à X en x ; soit S' la strati-
fication induite par S dans H (en effet H est transverse aux strates au
voisinage de x). S' est cohérente : si v 'ET^SHT^H, on considère
un champ local Y (dans N) tangent à S prolongeant v', et, en chaque
point y^îi, on projette Y ( y ) dans TyH parallèlement à X(y) ; on
construit ainsi, dans H, un champ tangent à S' et prolongeant v ' . Dans
H, la strate passant par x est de dimension p — 1 ; soit, d'après
l'hypothèse de récurrence, ^ \ U' ———> R"~1 une carte de H en x
réalisant les conditions a) et b) pour S\ II est clair que l'on peut pro-
longer ^ en une carte ^ : U ——> R""1 x R (après diminution

éventuelle de U') telle que <p^(X) =— , t désignant la n^ coordonnée ;
ôt

on vérifie alors aisément que <p a les propriétés a) et b) pour S, car
les lignes intégrales du champ X sont tracées dans les strates de S.

Remarques. — 1) On a prouvé, de façon plus précise, qu'une
stratification cohérente en un point x est localement triviale en x

2) La démonstration précédente vaut sans modifications pour
une stratification cohérente de classe Ck, k > 2 ; on obtiendra des
trivialisations de classe C1. Il est clair qu'une stratification localement
triviale est cohérente. La proposition précédente montre donc que
la cohérence équivaut à la trivialité locale.
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3. Transversalité.

3.1. Soient M et N des variétés, N étant munie d'une distribu-
tion A. Une application différentiable f : M ——> N est dite trans-
verse à A en x G M, si

/ '(T,M)+A^=T^N

où /' désigne l'application linéaire tangente à /. Cette condition ex-
prime une propriété du jet d'ordre 1 de / en x ; on pourra donc
parler aussi d'un 1-jet transverse à A. L'application / est transverse à
A sur un sous-ensemble K C M si elle est transverse à A en tout point
de K ; si K = M, on dira que / est transverse à A.

Remarque. — Une submersion est transverse à toute distribution.

3.2. Supposons N munie d'une stratification S ; une application
/ : M ——> N, au moins C1, est dite transverse à la stratification S
si elle est transverse à la distribution associée à S.

PROPOSITION. - Soit f : M ——> N une application de classe
C^ (k> 1) transverse à une stratification S = (S/)^i de N ; soit
f~1 (S) = S = (S^, i la partition de M définie par S/ = /-1 (S/) pour
tout iÇ-ï ; 2 est une stratification de classe C^ de M et

codim^ 2^ = codimN S, ,

si S^ est non vide ; de plus, S est dénombrable (resp. cohérente) si S
est dénombrable (resp. cohérente).

Toutes ces assertions sont évidentes, sauf celle qui concerne la
cohérence de S. Pour cela, en utilisant la proposition 2.3, on se ra-
mène immédiatement au cas où / est une submersion, et dans cette
situation la conclusion est immédiate, S étant localement triviale
d'après le théorème du rang.

Remarque. - Si / est transverse à la stratification S, et si
codim^ S, > dim M, alors S^ est nécessairement vide ; en particulier,
si codim^ S > dim M, 2 se réduit à la stratification triviale (une seule
strate égale à M).
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3.3. PROPOSITION. — Soit A une distribution cohérente sur la va-
riété N ; l'ensemble des 1-jets de M dans N qui sont transverses à A
est un ouvert dans la variété J^M , N).

COROLLAIRE. — Soit E ——> M un fibre vectoriel, et A une
distribution cohérente sur la variété îkE ; pour r> k, l'ensemble
des sections co de E telles que co^ soit transverse à A est un C^-
ouvert dans Dy.

Ces propositions sont très faciles à démontrer.

4. Théorème cTisotopie.

4.1. LEMME DTSOTOPIE. - Soient M une variété compacte, et N
une variété munie d'une stratification cohérente S ; soit

H : M X [0,1] ——>N

une homotopie Ck de M dans N, telle que, pour tout t G. [0,1],
l'application H^ : M ——> N définie par H^(x) = H(x, t), soit trans-
verse à S. On pose S^ = H^CS). Alors, si k > 2, iï existe une C^"1-
isotopie g de M telle que g^o) = S^ pow ro^ r€ [0,1].

On rappelle qu'une C*-isotopie de M est une C^-homotopie
g : M x [0,1] ——> M telle que, pour tout ^[0,1], g^ soit un
automorphisme (C^) de M, et gQ = identité de M.

D'autre part, ^(Sç) = S^ signifie que, pour tout x € M, g^ envoie
la strate de S^ passant par x sur la strate de 2^ passant par g^(x).

Démonstration. - Soit S = H"1 (S) la stratification (C^) de
M' = M x [0,1], image réciproque de S par H.

a) // existe sur M' un champ de vecteurs Y, de classe Ck~~l, tel
que :

1) pour tout ^ G M \ Y (y) est tangent à la strate de 2 en y
2) la composante "verticale" (sur le facteur [0,1]) de Y est

a
— en chaque point.ôt
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En effet, en chaque point de M', il existe un vecteur tangent
ayant les propriétés 1) et 2), car les strates de 2 sont transverses aux
"horizontales" M x { t } ; cette remarque, jointe à la cohérence de 2
(cf. Proposition 3.2), permet de fabriquer localement un champ ayant
les propriétés 1) et 2) ; une partition de l'unité sur M' permet alors
de construire le champ annoncé.

b) L'intégration du champ Y (qui est au moins C1 par hypo-
thèse) fournit évidemment l'isotopie cherchée (c'est ici que l'hypothèse
de compacité de M intervient).

4.2. THEOREME D'ISOTOPIE. - Soit E ——> M un fibre vectoriel,
la base M étant compacte, et S une stratification cohérente de J^E ;
soit r > k + 2. Pour co € T(S) C D y , ensemble des sections a? telles
que j\ùj soit transverse à S, on note S(co) la stratification de M,
image réciproque de S par j\(jj. Alors, pour tout coGT(S), il existe
un voisinage ouvert V de a? dans Dy. tel que :

a) V C T(S) ;

b) Pour tout a/ € V, il existe une isotopie <^ de M telle que
^i(SJ=S^.

En effet, T(S) est ouvert dans D^ d'après 3.3. Soit donc V un
voisinage ouvert convexe de a? inclus dans T(S) ; si Ci/ G V, l'homotopie
H : M x [0,1] ——> îkE définie par

H(x, t) = (1 - t)j\^(x) -h tj^(x)

vérifie les hypothèses du lemme 4.1, et le théorème est établi.

4.3. Extension au cas d'un fibre quelconque.

Soit TT : B ——> M un fibre localement trivial quelconque ;
soit S une stratification cohérente du fibre J^B. Le théorème 4.2
reste vrai dans T(S) C r y (r > k + 2), ensemble des sections a de B
telles que /\a soit transverse à S ; on se ramène en effet immédia-
tement au théorème précédent en utilisant une carte de F y (cf. 1.4).
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5. Le théorème de Sard et le lemme fondamental
de la théorie.

5.1. THEOREME DE SARD. — Soient M etîi des variétés, pas néces-
sairement C°°, de dimensions met n respectivement ; soit f : M ——> N
une application différentiable ; si la classe de différentiabilité de f est
supérieure ou égale à Max(l , m — n + 1), l'ensemble des valeurs ré-
gulières de f est résiduel dans N (son complémentaire est de mesure
nulle dans N).

(Rappelons que y € N est appelé valeur régulière de / si, quel
que soit x e/""1^), le rang de / en x est égal à n).

Pour une démonstration de ce théorème, voir R. Abraham,
J. Robbin [l], p. 37.

5.2. LEMME FONDAMENTAL. - Soient M, V, N des variétés, et
H : M x V ——> N un C^morphisme : si vEV, on note Hy : M ——> N
le morphisme défini par H/jc) = H(;c, v). Soit S une stratification
dénombrable de N ; si

a) k > Max(l , m - codim S + 1) où m = dim M,
b) H est transverse à S sur U x V où U est un ouvert de M,

alors l'ensemble des v € V tels que Hy soit transverse à S sur V est
dense dans V.

En effet, soit p : M x V ——> V la projection canonique, et
2^ = KT^S^) H (U x V) ; on voit aisément que, pour v € V, Hy est
transverse à S^ sur U si et seulement si v est valeur régulière de la
restriction de p à la variété S/ ; l'hypothèse a) permet d'appliquer le
théorème de Sard pour chaque z, et le lemme est démontré (c'est ici
qu'on a besoin de l'hypothèse de dénombrabilité de S : dans V, une
intersection dénombrable d'ensembles résiduels, au sens de 5.1, est
dense).

6. Le théorème de transversalité.

6.1. THEOREME. - Soit E ——> M un fibre vectoriel, et S une
stratification dénombrable de J^E. Pour r> k + 1, l'ensemble T(S)
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des ex; G D^ telles que j^ : M ——> J^E 5oz7 transverse à S est un
ensemble résiduel de Dy..

Démonstration (résumée). - II suffit, M étant à base dénom-
brable, de montrer que pour tout x E M, il existe un voisinage U de
x tel que l'ensemble T\j(S) des a; G D^ vérifiant %o; est transverse
à S sur U" est résiduel (une intersection dénombrable d'ensembles
résiduels étant résiduelle).

a) Densité de T\j(S). Soit V la fibre de J^E en x ; on construit,
par un procédé standard, utilisant une trivialisation du fibre E, une
application P : V ——> D continue et telle que

1) j\P(v) (x) = v pour tout v G V, c'est-à-dire que P est un pro-
longement.

2) P(0) = 0.
3) P(v) est C°° quel que soit v.
4) L'application H : M x V -——> J^E définie par

HOMO=4P(v)00

est une submersion sur U x V, U étant un voisinage assez petit de x
dans M.

Alors, si cj G Dy. , où

/ > k + Max(l , m - codim S + 1) (m == dim M) ,

l'application H : M x V ——> J^E définie par

H(^ , v) = j\co(y) 4- j\P(v) (y) = j\(où + P(v)) (y)

est encore une submersion sur U x V ; d'après le lemme fondamental
5.2, l'ensemble des v tels que 4(co + P(v)) soit transverse à S sur U
est dense dans V ;P étant continu, on a prouvé la densité de Ty(S) H Dy.
dans Dy. ; mais Dy. est dense dans Dy (Proposition 1.3) ; donc T\j(S)
est dense dans Dy .

b) On démontre ensuite que Ty(S) est une intersection dénom-
brable d'ouverts (denses d'après a)), et donc un ensemble résiduel, de
la façon suivante : les strates de S sont à base dénombrable de voisi-
nages (sous-variétés régulières de J^E) ; on recouvre alors chaque
strate par une famille dénombrable de fermés de J^E ; pour chacun
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de ces fermés, l'ensemble des cj telles que/^o? soit transverse, sur U,
à la distribution correspondante définie dans la proposition 2.1 est,
d'après 2.1 et 3.3, un ouvert ; il est clair que Ty(S) est égal à l'inter-
section de ces ouverts.

Remarque. — Dans certains cas, on peut ajouter une précision
intéressante.

1) Si codim S > m = dim M, T(S) est un ouvert dense dans Dy.
pour r > k 4- 1.

Il suffit de justifier "ouvert" ; mais dans ce cas, '7^ est trans-
verse à S" signifie simplement que, quel que soit J C ^ M , j\cù(x)
n'appartient à aucune strate non ouverte de îkE ; cette condition
définit un ouvert de J^E d'après la propriété b) de la définition
d'une stratification.

On en déduit immédiatement que T(S) est un ouvert dense dans
Dy pour r > fe.

2) Si S est une stratification cohérente de 3kE, T(S) est un
ouvert dense dans Dy. pour r > k 4- 1.

Immédiat d'après le corollaire 3.3.

6.2. Extension au cas d'un fibre quelconque.

Si TT : B ——> M est un fibre quelconque, et S une stratification
dénombrable de J^B, on a un théorème identique au précédent dans
F, , r > k + 1 :

Si a Ç=. Fy , on démontre le théorème sur un voisinage de a en se
ramenant au théorème précédent, à l'aide de la carte définie en 1.4
(il s'agit donc d'une technique de linéarisation).

Remarque. — Ce théorème est à peu près le plus général que
l'on puisse obtenir (en dimension finie). Par exemple, le théorème de
transversalité classique, relatif aux applications d'une variété M dans
une variété N munie d'une stratification dénombrable S, en est une
conséquence triviale : on applique le théorème précédent aux sections
du fibre trivial M x N ——> M, muni de la stratification S ' = M x S.
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7. Cas des formes différentielles.

Soit toujours M une variété C°° à base dénombrable ; les notations
relatives au fibre cotangent à M sont celles de II. 1. On va pouvoir
énoncer dans ce cas, outre le théorème 6.1, un théorème de transver-
salité relatif aux formes différentielles fermées,

L'ensemble des p-formes fermées de classe Ck, noté ûD^(M)
(k > 1), sera muni de la C^-topologie induite de D^(M) ; c'est aussi
un espace vectoriel topologique localement convexe, et un espace de
Baire.

THEOREME. - Soit S une stratification dénombrable de X %^M
(fibre des k-jets de p"f ormes fermées) ; l'ensemble T(S) des a; GûE)^(M)
telles que j\cù soit transverse à S est, pourvu que r > k + 1 un en-
semble résiduel.

La démonstration est analogue à celle du théorème 6.1 ; il suffît
de montrer que l'on peut définir une "famille de perturbations" P,
pour chaque point x € M, permettant de déformer toute forme fermée
en une forme fermée transverse dans un voisinage de x. Pour cela,
soit V la fibre en x de ^A0 T^+I)M (fibre des jets d'ordre k + 1
de p — 1 formes non nécessairement fermées), et P : V ——> D^"l) (M)
un "prolongement" ayant les propriétés de 6.1 a) ; alors l'application
P : V ——XO^M) définie par P(v) = df(v) (où d désigne la diffé-
rentiation extérieure) a les propriétés requises pour achever la démons-
tration comme dans 6.1.

Remarques. — 1) Comme dans 6.1, on peut affirmer de plus
que T(S) est ouvert si la codimension de S est supérieure à la dimen-
sion de M, ou si S est cohérente.

2) Les "perturbations" effectuées dans la démonstration du théo-
rème ne mettent en jeu que des p-formes exactes ; on peut donc dire
que T(S) est résiduel dans chaque classe de cohomologie deCD^W)'



SUR LES SINGULARITES DES FORMES DIFFERENTIELLES 177

BIBLIOGRAPHIE

[I] R, ABRAHAM and J. ROBBIN, Transversal mappings and flows. Ben-
jamin, New-York, 1967.

[2] N. BOURBAKI, Algèbre — Chap. 3, Algèbre multilinéaire. Hermann,
Paris 1958.

[3] E. CARTAN, Les systèmes différentiels extérieurs et leurs applica-
tions géométriques, Hermann, Paris 1945.

[4] S.S. CHERN, Thé geometry of G-structures. 2?M//. Amer. Math Soc.,
72, 1966, 167-219.

[5] C. GODBILLON, Géométrie différentielle et mécanique analytique,
Hermann, Paris 1969.

[6] E. GOURSAT, Leçons sur le problème de Pfaff, Hermann, Paris
1922.

[7] John W. GRAY, Some global properties of contact structures, A nn.
Math. 69, 2, 1959, 421-450.

[8] A. HAEFLIGER et A. KOSINSKI, Un théorème de Thom sur les sin-
gularités des applications différentiables, Séminaire H. Cartan,
Ecole Normale Sup., Paris, Exposé 8, 1956/57.

[9] H.I. LEVINE, Singularities of differentiable mappings, Bonn, 1959.
[10] P. LIBERMANN, Forme canonique d'une forme différentielle exté-

rieure quadratique fermée, Bull. Ac. Roy. Belg. Cl. Se. (5),
39, 1953, 846-850.

[ I I ] Jean MARTINET, Classe et points critiques d'une forme de Pfaff,
C.R. Acad. Se., Paris, t. 264, 1967, 97-99.

[12] Jean MARTINET, Sur quelques singularités de formes différentielles
admettant des modèles locaux, C.R. Acad. Se., Paris, t. 266,
1968, 1246-48.

[13] J. MATHER, Stability of C°°-mappings V. Transversality (à paraître).
[14] J. MOSER, On thé volume éléments on a manifold, Bull. Am.

Math. Soc., 1965, 286-294.
[15] R. THOM, Les singularités des applications différentiables. Ann.

Inst. Fourier, Grenoble, VI, 1956, 43-87.



178 JEAN MARTINET

[16] R. THOM, Un lemme sur les applications différentiables. Bol. Soc.
MatMexic, 2° Série, t. 1, 1956, 59-71.

[17] H. WHITNEY, On singularities of mappings of euclidean spaces,
I. Mappings of thé plane into thé plane. Ann. Math. 62, 3,
1955, 374-410.

[18] S. STERNBERG, Lectures on differential geometry, Prentice-Hall
édit. U.S.A., 1964.

[19] H. WHITNEY, Analytic extensions for differentiable functions de-
fined on closed sets. Trans. Amer. Math. Soc., t. 36, 1934,
63-89.

(Thèse, Fac. Sciences, Grenoble 1969)
Jean MARTINET

Département de Mathématiques
Université de Strasbourg

rue René Descartes
67 — Strasbourg


