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SPECIALISATION DU GROUPOIDE DE GALOIS D’UN
CHAMP DE VECTEURS

par Guy CASALE & Damien DAVY

RESUME. Nous montrons un résultat de “ semi-continuité ” du groupoide de

Galois d’un champ de vecteurs dépendant d’un parameétre. Appliqué aux équations
de Painlevé, ce résultat nous permet de calculer le groupoide de Galois de ces
équations pour des valeurs générales des parametres.

ABSTRACT. — We prove lower semicontinuity of the Galois groupoid of a vector
field depending on parameters. Apply to Painlevé equations, this result can be
used to compute their Galois groupoids for general values of parameters.

1. Introduction
1.1. Théories de Galois différentielles et équations de Painlevé

A la fin du dix-neuvieme siécle, les idées d’E. Galois ont été étendues aux
équations différentielles linéaires par E. Picard [27] puis ont été complétées
par E. Vessiot [34]. Dans les années 1950, E. Kolchin développe cette théorie
du point de vue des extensions de corps différentiels [3, 15].

Dans [11], J. Drach avance une théorie de Galois pour les équations dif-
férentielles non-linéaires. Malgré les erreurs qui invalident la plupart de ses
définitions, il donne des indications pour calculer le groupe de rationalité
des équations de Painlevé [12]. Dans [35], E. Vessiot esquisse une défini-
tion rigoureuse. Elle est a l'origine de la définition du groupe de Galois
infinitésimal de H. Umemura [31] généralisant le groupe de Picard—Vessiot
d’un systeme différentiel linéaire. Le groupoide de Galois d’un feuilletage
a été introduit par B. Malgrange dans [17]. Cette définition concerne les

Mots-clés : Equations différentielles, irréductibilité, groupoide de Galois.
Classification Mathématique (2020) : 12HO05, 34M55.
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feuilletages holomorphes (singuliers) sur une variété C-analytique lisse. Cet
objet généralise le groupe de Galois intrinseque d’un systéme différentiel
linéaire [2].

Les premieres tentatives de calcul du groupoide de Galois de la premiere
équation de Painlevé sont diis & P. Painlevé [25] et J. Drach [12]. Ces
calculs ont été rendus rigoureux dans [8] en utilisant la classification des
pseudo-groupes de Lie agissant sur C? dfie & E. Cartan [6].

Dans les Legons de Stockholm [26], P. Painlevé définit une notion de
réductibilité d’une solution d’une équation différentielle. Une équation est
dite réductible si sa solution générale l’est.

Cette définition est tres restrictive comme le montre P. Painlevé dans
la remarque 28 de [24]. Elle a néanmoins U'intérét de faire apparaitre les
différences entre la réductibilité d’une équation (ou du feuilletage sous-
jacent) et celle d’une solution particuliere. L’étude de la réductibilité des
solutions particulieres des équations de Painlevé est I’ceuvre de ’école japo-
naise. H. Umemura [29] et K. Nishioka [19] donnent un critére permettant
de trouver les familles & un parametre de solutions réductibles d’une équa-
tion du second ordre et 'appliquent & 1’étude de la premiere équation de
Painlevé. A la suite de ces articles, Murata [18], Watanabe [36, 37], Noumi—
Okamoto [20] et Umemura—Watanabe [32, 33] et Kitaev—Law—McLeod [14]
trouvent les solutions réductibles non algébriques des autres équations de
Painlevé.

Ces résultats prouvent lirréductibilité (au sens des Legons de Stock-
holm) des solutions des équations de Painlevé pour des valeurs génériques
des parametres. Dans [24] P. Painlevé pose la question du rapport entre
une définition de l'irréductibilité d’une équation differentielle et le groupe
de rationnalité de J. Drach. Dans [9], le premier auteur répond en partie
a cette question. Considérons un champ de vecteurs rationnel X sur une
variété de dimension trois modélisant une équation différentielle du second
ordre. Si le corps des invariants différentiels rationnels de X est engendré
par les invariants provenant d’une forme « temps » dz, d’une forme « vo-
lume » dvol invariante et de X lui méme alors ’équation différentielle est
irréductible.

Ces conditions ont été verifiées pour B dans [8], B,(0) dans [10] et
Py(«, B,7,9) pour («,B,7,0) # (0,0,0,%) dans [5]. Le cas («, 3,7,0) =
(0,0,0, 3) est traité dans [7].

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Les équations de Painlevé apparaissent naturellement en famille. Nous
utiliserons [21] comme référence.

(P) uw' =6u’ 4z
(Pu(a)) ' =2ud 4 zu + «
/2 / 2 k)
(RII(O‘767776)) u//:L_l+au +ﬁ+7u3+*
u x x U
2
3
(Pv(a, B)) u” = Z—u + §U3 + 4zu? +2(8% — Q)u + g
1 1 ! —1)2 +1
(Py(a, B,7,8)) " = (2—+—> wr_ W 2) (au+§)+wg+5"(" )
u  u—1 T T u T u—1

1/1 1 1 1 1 1
(Poi(e, B,7,0)) u”:*(*-f- + )u'2—<;+ + )u'

2\u u—-1 wu-—x r—1 u-—=x
u(u —1)(u—z) x z—1 z(x—1)
T @) (O‘+5E+7(u71)2+5(u7x)2>

Nous nous proposons d’étudier les variations du groupoide de Galois
d’une famille d’équations différentielles en fonction des parametres et d’en
déduire les résultats d’irreductibilité des équations de Painlevé.

Dans le cas d’équations différentielles linéaires, ces variations ont été
étudiées par L. Goldmann [13] puis M.F. Singer [28]. En particulier, ces
articles montrent que la dimension du groupe de Picard—Vessiot d’un sys-
teme linéaire différentiel dépendant de parametres varie semi-continument
inférieurement avec les parametres. Ces résultats ont été étendus a des si-
tuations tres générales par Y. André [1] incluant les confluences d’equations
aux différences vers des équations différentielles.

1.2. Les résultats

Considérons la deuxieme équation de Painlevé :
v = 2u3 + zu + a
(Pu) ' =1
o =0
Cette équation peut étre vue comme un champ de vecteurs sur C*

0 0 3 0
an%qtv%Jr(Qu +xu+a)%

Pour une valeur de « fixée & «g, I’équation

(Pu(ao)) v = 2u® + zu + o
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peut étre vue comme le champ de vecteurs sur C>

0 0 . 0
Xilag = p Jrv% + (2u? +xu+ao)%

Notre but est de comparer les groupoides de Galois des champs Xy;|o, pour
différentes valeurs de «g. Pour ce faire, nous les comparerons au groupoide
de Galois de X|;.

La taille du groupoide de Galois d’un champ de vecteurs sera mesuré
par son type différentiel, noté tdiff, défini par E. R. Kolchin dans ([15]).
Le groupoide de Galois étant décrit par un systéme d’équations aux déri-
vées partielles, 'expression de ses solutions locales peuvent dépendent de
fonctions arbitraires. Heuristiquement, le type de transcendance mesure le
nombre de variables libres dans ces fonctions. Par exemple ’edp d’inconnue

une fonction de deux variables (z, y), % = 0 a un type differentiel égal a1 :
les solutions s’écrivent f(y). Par contre I'edp d’inconnue deux fonctions de

deux variables (z,y), ggz; =1 a un type différentiel égal a 2 : n’importe

quelle fonction f(z,y) est la premiére composante d’une solution de 'edp.
Une definition formelle est rappelée en section 4. Nous obtenons le résultat
suivant :

THEOREME 1.1. — Soient p : M — S un morphisme lisse a fibres
connexes entre deux variétés lisses irréductibles, qo € S et X un champ
de vecteurs rationnel tangent aux fibres de p. Pour q € S général,

tdiff (Gal(X|y,)) < tdiff(Gal(X|y))

Une propriété de g est dite générale dans l'espace des parametres S si
elle est vraie en dehors d’une union dénombrable de sous-variétés fermées
strictes de S.

Le type différentiel du groupoide de Galois d’une équation d’ordre 2 est
toujours inférieur ou égal & 2. Nous savons par ailleurs [10] que

tdiff (Gal(Py(0))) = 2.
Le théoréme précédent montre ainsi que pour a € C général,
tdiff (Gal(Py(«))) = 2.

La classification d’E. Cartan des pseudo-groupes de Lie de transformations
du plan dans [6] donne le résultat suivant.

THEOREME 1.2. — Considérons I’équation du second ordre
d?u du
E = F -
(E) dx? ($7u’ d:c)
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ou F € C(x,u,v). Soient X le champ de vecteurs associé, dvol une 3-forme
rationnelle sur C3®. Notons

Vol(E) := {¢ € Aut(C?) | ¢*dx = dz, ¢*Xp = X et ¢* dvol = dvol}
Si Lx, dvol = 0 et tdiff (Gal(E)) = 2, alors Gal(E) = Vol(E).

Les champs X|, vérifiant les hypothéses du théoréme, nous obtenons :

COROLLAIRE 1.3. — Pour a € C général, Gal(Py(«)) = Vol(Py(«)).

Associé au résultat de [9] donnant un lien entre la structure du groupoide
de Galois et irréductibilité d’une équation, nous en déduisons : ,

COROLLAIRE 1.4. — Pour «a € C général, Py(«) est irréductible.

Ces résultats obtenus sur la deuxiéme équation de Painlevé s’étendent
aux autres équations de Painlevé. Ces équations dégéneérent les unes sur les
autres en suivant le diagramme (voir [21]) :

PVI > PV > PIII

|

PIV 3 PII PI
Nous utilisons cette dégénérescence pour montrer :

THEOREME 1.5. — Pour J = I,IIIII, IV, V, VI et pour q général dans
lespace des paramétres de Py, Gal(Py(q)) = Vol(Pjy(q)).

Gréce & [9], nous retrouvons un résultat connu (voir [16, 18, 19, 20, 29,
32, 33, 36, 37)) :

COROLLAIRE 1.6. — Pour J = L II, 111, 1V, V, VI et pour q général dans
Despace des parameétres de Py, I'équation Pj(q) est irréductible au sens de
Nishioka—Umemura.

Plusieurs valeurs des parametres pour lesquelles les équations de Painlevé
sont réductibles sont connues, par exemple :

e P, avec les parametres o =y = 0 ou avec § = § = 0 est intégrable
par quadratures et donc réductible,

e P, avec les parameétres v = § = 0 est intégrable par quadrature et
donc réductible.

TOME 72 (2022), FASCICULE 6
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1.3. Organisation de I’article

Cet article est composé de quatre parties. Dans la premiere partie, nous
rappelons les définitions des objets avec lesquels nous travaillons. Nous
définissons des espaces de jets d’applications a valeurs dans les fibres d’un
morphisme M — S, Pouvert des reperes des fibres R(M/S) et le groupoide
associé Aut(M/S). Nous donnons leurs structures algébriques et décrivons
les prolongements canoniques d’un champ de vecteurs tangent aux fibres
de M/S a ces espaces de jets.

Dans une deuxiéme partie, nous définissons trois sous-espaces de
Aut(M/S)

(1) la plus petite sous-variété tangente au prolongement du champ de
vecteurs sur Aut(M/S) et contenant l'identité

(2) le plus petit sous-groupoide tangent au prolongement du champ de
vecteurs sur Aut(M/S)

(3) la sous-variété constituée des automorphismes préservant les inté-
grales premiéres rationnelles du prolongement du champ de vecteurs
sur R(M/S)

Nous montrons que ces trois définitions coincident en utilisant les résultats
de P. Bonnet [4] et nommons cet objet le groupoide de Galois de X sur S.

Lorsqu’il n’y a pas de parametres, i.e. S est un point, nous montrons que
ce groupoide est le groupoide de Galois de B. Malgrange défini dans [17].

Dans la troisieme partie, nous comparons les « tailles » de différents
groupoides de Galois en terme de type différentiel. Nous montrons le théo-
reme 4.8 de spécialisation dont la conséquence immédiate est la « semi-
continuité » du type différentiel du groupoide de Galois par rapport aux
parameétres : théoréeme 4.9.

Dans la derniére partie, nous donnons des applications du résultat de
spécialisation aux équations différentielles du second ordre dépendant de
parametres, notamment aux équations de Painlevé.

2. Les espaces de repeéres

Soient S et M deux variétés algébriques complexes, affines, lisses,
connexes, de dimensions respectives d, m + d. Soit p : M — S un mor-
phisme lisse a fibres connexes. Nous noterons M, la fibre du morphisme en
q € S. La variété S sera appelée espace des parametres.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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2.1. Le fibré principal des S-repéres

DEFINITION 2.1. — Un S-repére en p € M est une application formelle
r: (C™,0) — (M, p) telle que :
e la matrice jacobienne Dyr soit de rang m
e por soit application constante égale a p(p)
Un S-repére d’ordre k est le jet d’ordre k d’un S-repére. Si S est un point,
nous dirons que r est un repére sur M.

2.1.1. Définition

Soit U un ouvert de Zarisky contenant p € M qui soit un revétement
non ramifié d’un ouvert de C™*¢ et qui fait commuter le diagramme :

U—> Cm+d

|

S ———

Nous appellerons U une carte de M/S en p. Il vient un systéme de coor-
données p = (p', q) € C™ x C? dans lequel un S-repére s’écrit :

o€ o €
(2.1) r(el,...,em)<ZT1a',..., Zrma!,q>

aeNm ’ a€EN™

%m est un mondme et a! =

o, pour 1 < i < m, rd € C, e* = €' ... €%

aq!...am!. Notons 1; le multi-indice ayant 1 sur la j-éme coordonnée et 0

sur les autres. Dans ces coordonnées, Dgr est la matrice (7"11 i ) ~ complétée
ij

par zéro sur les d derniéres lignes. Nous noterons jac(r) = det(ri1 7). Le

m-uplet de séries (2.1) tronquées a 'ordre k € N est un S-repére d’ordre k.

DEFINITION 2.2. — L’espace des S-repéres est R(M/S) et 'espace des
S-repéres d’ordre k € N est R (M/S).

Par définition, ’espace des S-repéres est la limite projective des espaces
des S-reperes d’ordre k € N.

2.1.2. Structure de variété pro-algébrique

La description locale de la structure algébrique de R(M/S) se fait de la
maniere suivante.

TOME 72 (2022), FASCICULE 6
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Prenons U C M une carte de M/S en p, de coordonnées yi, ..., Ym,
Z1,...,%24. L’ensemble des S-repéres d’ordre k € N sur U est muni d’une
structure de variété affine dont 'anneau de coordonnées est

Ou(U)[yf, 1<i<m, a € N, 1< |a| <K|[1/det(y)?)],

ot y& est la fonction définie par yf*(r) = r*. L’anneau de coordonnées de
la limite projective R(U/S) est

Om(U)[y?, 1 <i <m, a e N"[1/det(y;)],

Les dérivations 0, ..., 0y, définies par 0;y; == y?‘“i, 0;z; = 0 donne une
structure de C[dy, ..., On]-algebre différentielle & cet anneau.

Cette structure admet une description globale. Le faisceau structural de
RM est entiérement déterminée par son image directe sur M par
R(M/S) — M. Par abus, nous parlerons indifféremment du faisceau struc-
tural de R(M/S) et de son image directe sur M.

Notons Jac le faisceau cohérent d’idéaux engendré par det(yi1 7) oun
Y1,---,Ym sont les coordonnées sur une carte U de M/S. Ce faisceau en
idéaux est bien défini car si ¥1,...,¥, sont d’autres coordonnées, alors
det(ﬂilj) = cdet(yl-lj) ol ¢ est une fonction non nulle.

DEFINITION 2.3. — Le faisceau ORr(mys) des coordonnées de I'espace
des S-repeéres est :

(Sym(C[01, . ..,0m] ® On) /L) [1/ Jac]

o C[d1,...,0m]®0Oy est un produit tensoriel de C-espaces vectoriels,

e Sym(C[dy,...,0m] ® Opr) est I'algébre symétrique engendrée 'es-
pace vectoriel précédent,

e cette algébre a une structure de C[dy, ..., Op,]-algébre différentielle
a gauche,

e clle est quotientée par I'idéal différentiel L engendré par le noyau
de Sym(1 ®c Opr) — Op et par les 9; @ Og,

o Jac est le faisceau en idéaux engendré par det(9; ®y;) ot y1, ..., Ym
sont des coordonnées locales sur M et Og(y/s) est le localisé du
faisceau d’anneaux ci-dessus par Jac.

Le faisceau OR, (n/s) des coordonnées de l'espace des S-reperes d’ordre
k € N est le sous-anneau de Og(y1/s) engendré par

(Sym(C[dy, ..., 8n]SF @ Onr)

ott C[0y, ..., 0m]S* désigne I'ensemble des polynomes en les 0; de degré au
plus k.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Les espaces des S-reperes d’ordre k € N sont des variétés irréductibles et
I’espace des S-reperes est une variété pro-algébrique.

Nous retrouvons la structure locale, sur une carte de M/S. Soit U C M
une carte de M/S de coordonnées yi, ..., Ym,21,---,2d :

LEMME 2.4. — Nous avons un isomorphisme
Onys)(U) = Oy (U) [y, 1 <i < m, 0 € N, 1< Ja] [1/ det(y)”)]

qui est compatible aux actions de C[0y, . . .,0y,]. La filtration de Or(nr/s)(U)
par 'ordre des opérateurs différentiels coincide avec la filtration par le poids
|| des nouvelles variables y*.

Démonstration. — Commencons par définir un morphisme d’espace vec-
toriel a partir de I'injection canonique :

6:1® Oy (U) — On(U)yl, 1 <i<m, a€N", 1< o]
1 P— P

Nous allons le prolonger en utilisant la structure de C[0y, ..., Op]-module
puis en utilisant la structure d’anneau de l’espace d’arrivé. L’anneau
Clo1, .. .,0m] agit sur 1@ Oy (U) par multiplication sur le premier facteur.
Cette application se prolonge en un morphisme de C[dy, ..., dy]-module

Clo1, .., 0m] @ OM(U) — Op(U)]ys", 1 <i<m, a € N, 1 < |af]
Nous en déduisons un morphisme d’algebre
Sym(C[01,...,0m] @00 (U)) — Op(U)]ys', 1 <i < m, a € N, 1 < |o]

Il est encore compatible aux actions des opérateurs différentiels de M car
elles doivent toutes deux vérifier la regle de Leibniz. Le noyau du morphisme
est donc invariant sous cette action. Ce noyau contient les éléments (1 ®
HNl®g)— A& fg), (f,g) € On(U)2. 11 contient I'idéal £. Le morphisme
passe au quotient par cet idéal.

Montrons que c’est un isomorphisme. Il est surjectif. Montrons l'injecti-
vité. Par respect de la régle de Leibniz, un élément de Ogrps(U) 8’écrit

P=3 ciadd ©y,)" ... (0% ©y;,)"
7,4
pour ¢; o € C. Il est envoyé par ¢ sur cia,g(y;’il)él ...(yf‘:)en. Si P
i,0,0

est dans le noyau de ¢ alors pour tout i, @, ¢, ¢; ¢ = 0 puisque la famille
{2 . (y9m) )} est libre. Donc P = 0 et ¢ est injectif. Apres inversion
du déterminant jacobien dans les anneaux de départ et d’arrivée, nous
obtenons 'isomorphisme escompté.

TOME 72 (2022), FASCICULE 6
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La restriction de ¢ a Og,a(U) donne la deuxieme assertion. O

2.1.3. Structure de fibré principal

Notons I le groupe des applications formelles inversibles de (C™,0) dans
(C™,0). Pour k € N, notons I'y, le groupe des jets d’ordre k des éléments de
I'. Le groupe T, resp. ', agit sur R(M/S), resp. Ry(M/S), par composition
a la source. Ces actions :

R(M/S) xT — R(M/S) Ri(M/S) x Ty, — Rp(M/S)
(r,y) —roy (r(r), k(7)) — Jr(r o)
sont notées S, (r) :=rovy et Sj~(jrr) = jr(ro~).

LEMME 2.5. — Les espaces des S-reperes d’ordre k € N sont des fibrés
principaux. Autrement dit, les applications

Rk(M/S) X Fk — Rk(M/S) XM Rk(M/S)
Uk(r), k(7)) — G (r), gk (r 0 7))
sont des isomorphismes. Ces fibrés principaux sont localement triviaux pour
la topologie de Zariski.

Démonstration. — Les applications réciproques sont données par
Rk(M/S) XM Rk(M/S) — Rk(M/S) X Fk
(r(r1), je(r2)) — Gr(r1), je(ri ' or2))

Plagons-nous dans les coordonnées données par l'ouvert U C M du
lemme 2.4 et reprenons les notations de ce lemme. Grace aux formules
de Faa di Bruno, nous savons que les applications induites sur les anneaux
de coordonnées sont polynomiales en les y* pour 1 <¢ < m, a € N™. La
variété M peut étre recouverte par de tels ouverts. Ceci conclut la preuve
du lemme. d

2.2. Le groupoide des S-automorphismes associé
2.2.1. Définition du groupoide

DEFINITION 2.6. — Un S-automorphisme de p; € M vers p, € M,
est une application formelle inversible (M, p1) — (Mp(p,),p2). Un S-
automorphisme d’ordre k est le jet d’ordre k d’un S-automorphisme.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Soit U C M x M un voisinage ouvert de (p1,p2) € M x M qui soit un
revétement non ramifié d’un ouvert de C2("+9) et qui fasse commuter les
diagrammes :

U (Cerd % (Cerd

ol pr; et pry sont les projections respectives sur les premiers et derniers
facteurs. Il vient un systéme de coordonnées p; = (p},q1) € C™ x C4, p, =
(ph,q2) € C™ x C? dans lequel un S-automorphisme s’écrit :

(rb(pll + (617"'76m)7q1) = ( Z (Zstll(;;,a--'a Z ¢?fnjan>

aEN™ ’ aEN™
ou, pour 1 < i< m, a € N, ¢¢ € C. La série tronquée a 'ordre k est un
S-repere d’ordre k.

DEFINITION 2.7. — L’espace des S-automorphismes est Aut(M/S) et
Pespace des S-automorphismes d’ordre k € N est Aut(M/S5).

Par définition, I’espace des S-automorphismes est la limite projective des
espaces des S-automorphismes d’ordre k € N.
Ces espaces sont des groupoides ou :
e la base est M
e les applications source et but sont :

s Aut(M/S)
(Mp(py)>p1) = (My(p,), P2) V> p1

t: Aut(M/S)
(My(py)sP1) = (Mp(py)sP2) — P2

o l'identité est
e: M — Aut(M/S5)
p > id s (M), p) = (M), p)
e en notant Aut(M/S) x Aut(M/S) le produit fibré de Aut(M/S) >
s\t
M et Aut(M/S) % M, la composition partielle est
m: Aut(M/S) x Aut(M/S) — Aut(M/S)
s\t
(¢1,¢2) — ¢10 2

TOME 72 (2022), FASCICULE 6
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e l’inverse est
inv: Aut(M/S) — Aut(M/S)
¢ r— ot

2.2.2. Structure algébrique

La description locale de la structure algébrique de Aut(M/S) se fait de
la maniere suivante.

Reprenons un ouvert U C M x M comme ci-dessus avec pour coordon-
NéeS X1, .-y TmyZls---52ds Yls---Ym,t1,--.,tq. L'ensemble des S-auto-
morphismes d’ordre k € N sur U est muni d’une structure de variété affine
dont I’anneau de coordonnées est

Oty 1<i<maeN"1< |a| <k [1/det(y§f)}

ot y¢& la fonction définie par y&(¢) = ‘(p}). L’anneau de coordonnées

de la limite projective Aut(M/S)|y est
Omxu(U)yi 1 <i<m a e N {1/ det(yilj)}

Notons Dy, s le Opr-module des opérateurs différentiels sur M Og-linéaire
et pry : M x M — M la projection sur le premier facteur. Dans les co-

ordonnées que nous nous sommes données, Dy s(pry(U)) est engendré
par Opr(pry(U)) et les dérivations 8%17 .oy 7o~ Ces dérivations agissent
sur 'anneau de coordonnées de Aut(M/S)|y de la maniére suivante :

9 N 9 .. _ 9 o _ ,atl; o 4. _ :
95 L = 0ijs 3% = 0, a0y =y 7, gt =0 Ceci donne une

structure de Dy, g(pr; (U))-algebre différentielle a cet anneau.

Passons a la description globale de la structure algébrique de Aut(M/S).
Cette structure est entierement déterminée par son image directe sur M x M
par Aut(M/S) =" M x M. Par abus, nous parlerons indifféremment de la
structure algébrique de Aut(M/S) et de son image directe sur M x M.

Notons Jac le faisceau en idéaux engendré par det(yi1 Y ou Y1, Ym

sont des coordonnées locales des fibres de p o pry sur U C M x M.

DEFINITION 2.8. — Le faisceau Oaut(m/s) des coordonnées de I'espace
des S-automorphismes est :

(Sym(pr} Dar/s @ prs Oar)/L) [1/ Jac]
ol

® Dyyys est le Op-module des opérateurs différentiels sur M Os-
linéaire
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e pr; et pry sont les projections sur le premier et le deuxieme facteur
de M x M

pri Dy @ pry Opr est un produit tensoriel d’espace vectoriel,
Sym(pri Dyr/s @ pry Onr) est I'algebre symétrique engendrée,
cette algeébre a une structure de Dy, g-algebre différentielle,

elle est quotientée par l'idéal différentiel L engendré par le noyau
de Sym(pri On @ prs Onr) = Onrxar,
e elle est enfin localisée en Jac

Le faisceau Oz, (v/s) des coordonnées de 'espace des S-automorphismes
d’ordre k € N est :

(Sym(pr*{ fo/s ® prs Onr)/ (L N Sym(pry fo/s ® prs (’)M))> [1/ Jac]
ot Df/[k/ g désigne I'ensemble des opérateurs différentiels d’ordre au plus k.

L’espace des S-automorphismes d’ordre k € N devient un groupoide al-
gébrique. Nous retrouvons la structure locale. Soit U C M x g M un revéte-

ment non-ramifié d’un ouvert de C2("m*+4) comme ci-dessus de coordonnées
xla"'7xm7217"'7Zd7y17~~'aym7t17“-atd :
LEMME 2.9. — Nous avons un isomorphisme :

Onei/)(U) = Orrar(U)[y?, 1 < < my o € N7, 1< o] [1/ det(y)]
qui est compatible avec 'action des opérateurs différentiels. Sa restriction
induit :
OAutk(M/S)(U) ~ OMxM(U)[yf‘, 1<i<m,ac€ Nm, 1< |Oz| < k]
1/ det(y;”)]

Démonstration. — La preuve est la méme que celle du lemme 2.4. Com-
mencgons par définir un morphisme d’espace vectoriel a partir de I'injection
canonique :

¢: pri Oy @prs Oy (U) — Onxm(U)[yg, 1<i<m, a € N, 1 < |of]
fegr—fog
Nous allons le prolonger en utilisant la structure de Dy;/g(pry(U))- mo-
dule puis en utilisant la structure d’anneau de l’espace d’arrivé. Puisque
Diyys(pry(U)) agit sur pry Op @ pry Op(U), cette application se prolonge
en un morphisme de Dy;/g(pr;(U))-module

pl"y{ DM/S ®p1"; OM(U) — OMxM(U)[y;l, 1<i<m,aeN" 1< |a|]
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Nous en déduisons un morphisme d’algebre
Sym(pri Dyrys @ pry Ou)(U) = Onsmr (U)[ys', 1<i<m, a € N™, 1<al]

Il est encore compatible aux actions des opérateurs différentiels de M car
elles doivent toutes deux vérifier la regle de Leibniz. Le noyau du morphisme
est donc invariant sous cette action.

On vérifie comme en 2.4 que le noyau de ce morphisme est I'idéal diffé-
rentiel engendré par le noyau de Sym(pri On @ praOnr) = Onrsnr-

La restriction de ¢ a Opyg, (11/5) donne la deuxieme assertion. O

Pour k € N, le groupe T'y, agit diagonalement sur le produit Ry (M/S) x
Ri(M/S). Le quotient (Ry(M/S) x Ri(M/S)) /Ty hérite de la structure
algébrique de Autyg(M/S). Ceci est donné par le lemme :

LEMME 2.10. — Soit k € N. L’application
O : Rp(M/S)x R (M/S) — Autg(M/S)
(1), gr(s)) — je(sor™1)
est un morphisme surjectif. Les fibres sont les orbites sous I’action diagonale

du groupe T'.

Démonstration. — Nous savons que ’application est un morphisme grace
aux formules de Faa Di Bruno. Ce morphisme est surjectif puisque pour
¢ € Aut(M/S), s € R(M/S), jx(¢) = jr(so (s71 o).

Les fibres contiennent les orbites : pour (s,r) € R(M/S)? ~ € T,
Jr(sor™) = jr(s oy o=t or~l). Les orbites contiennent les fibres :
soit (r,7’,s,s") € R(M/S)* tels que jr(sor=t) = ji(s' o'~ 1). Posons
Jk(7) = jr(s™t o 8’) = ji(r~" or'). Nous avons ji(r') = ji(r o) et
(") = Gi(s 07). 0

Sur le produit R (M/S) x Rx(M/S) sont définies les applications

e identité :
e: Rk(M/S) — Rk(M/S) X Rk(M/S)
Jr(r) — (r(r), ji(r))
e composition partielle :
m: Rp(M/S) x Ry(M/S) s e Ri(M/S)
XRp(M/S) — Rp(M/S) x R (M/S)
(Jr(r1), r(r2)), Gk (rs), Je(r1)) — (k(rs), j(r2))
e inverse
inv: Ri(M/S)x Rp(M/S) — Rip(M/S) x Rx(M/S)
(Jr(r1), r(r2)) — (r(ra), jr(r1))
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Le morphisme ®; donne une correspondance entre les relations d’équiva-
lence de Ry(M/S) x Ri(M/S) (i.e. les variétés stables par ces trois ap-
plications) qui sont stables sous laction diagonale du groupe T'y et les
sous-groupoides algébriques de Aut(M/S).

Nous terminons cette sous-section en comparant les structures différen-
tielles du produit R(M/S) x R(M/S) et Aut(M/S). Notons @ l'application
quotient envoyant I’'un sur 'autre.

LEMME 2.11. — Un I un idéal de Opy(pys) est Dyyjs-invariant si et
seulement si ®*I C Og(nr/s)xr(m/s) est (0; ® 1+ 1 ® 0;)-invariant pour
tout 1 <i < m.

2.3. Prolongements de champs de vecteurs

Soit X un champ de vecteurs rationnel sur la variété M tangent aux
fibres de p. Ce champ se prolonge naturellement aux espaces des S-repéres
puis aux espaces des S-automorphismes.

2.3.1. Prolongements aux espaces des S-repéres

Décrivons deux constructions du prolongement du champ X.

Une description algébrique consiste a étendre la dérivation X de Oy,
sur Og(n/s)- La dérivation X : Opr — Oy s’étend en un endomorphisme
1 X :C[d1,...,0m]®@0Op — C[d1,...,0m] ® Op. Puis en une dérivation
1® X : Sym(Cl[0y,...,0m] ® Opr) = Sym(C[Dy, ..., 0m] ® Opr). On vérifie
que [1® X](£) C L, ce qui induit une dérivation RX sur Og(ps/s). L'en-
domorphisme 1 ® X : C[d1,...,0m] ® Opr — C[d4,. .., 0m] ® Opp préserve
la filtration par l'ordre des opérateurs différentiels. Ceci implique que RX
préserve Og, (r/5)- Sa restriction a cette sous-algebre est notée Ry X. Nous
voyons dans cette construction que les prolongements commutent a ’action
de C[0dy, ..., 0] définie dans la sous-section 2.1.2, i.e. vérifient les égalités

(22) Rk.t,_lX o 6‘Z - 61 o RkX - 0

Une description analytique consiste a prendre le champ tangent aux pro-
longements des flots du champ X sur R(M/S). Les flots du champ X
définissent des biholomorphismes dans les fibres de p sur leurs ouverts de
définition. Un flot au temps 7 € C sera noté exp(rX) indépendamment de
son ouvert de définition. Leurs jets définissent des S-automorphismes. Or
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I’espace des S-automorphismes agit sur ’espace des S-repeéres par compo-
sition au but :

Aut(M/S) >1\</1R(M/S) — R(M/S)
(¢,7) — gor
Les prolongements RX et R X de X sont définis sur R(M/S) et Ri(M/S)

grace & cette action. Pour r € R(M/S) tel que r(0) soit dans le domaine
de définition de X :

d
RX|, = Eexp(TX) or

7=0

d .
RiX|jr = E]k(exp(TX) or)

7=0

LEMME 2.12. — Les deux maniéres de prolonger le champ X en RX et
en R X aux espaces des S-repéres R(M/S) et Ry (M/S) décrites ci-dessus
coincident.

Démonstration. — D’apres [23, p. 117-135] la construction analytique
vérifient aussi les relations (2.2) et ces relations définissent complétement
le champ de vecteurs. O

L’action de I' sur 'anneau de coordonnées de R(M/S) provient de son
action sur le facteur de gauche dans C[01,...,0n] ® Op. (c.f. ?7). La
dérivation RX est induite par un endomorphisme agissant sur le membre de
droite du méme produit tensoriel. Ces deux actions commutent. Autrement
dit, pour tout v € T,

(2.3) SYRX = RX et (S;

Jk

()" BiX = RiX

2.3.2. Prolongements aux espaces des S-automorphismes

Le champ de vecteurs X peut se prolonger aux espaces des S-auto-
morphismes par la source ou par le but. Ces prolongements s’expriment
a laide du morphisme ®; : Ry(M/S) x Ry (M/S) — Auty(M/S) donné
dans le lemme 2.10 :

DEFINITION 2.13. — Les prolongements du champ X aux espaces des
S-automorphismes par la source et par le but sont respectivement :

RiX = d®,.(RpX +0)  RLX =d®;.(0 + Ry X)

Ces champs sont bien définis puisque les champs Ry X + 0 et 0 + Rp X
sont invariants sous l'action diagonale de T'.
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3. Le groupoide de Galois
3.1. Trois définitions d’un groupoide

Nous présentons ici trois définitions d’une sous-variété de Auty(M/S)
associé au champ X. Cette sous-variété est un sous-groupoide au-dessus
d’un ouvert de M. Par abus de langage, nous appellerons sous-groupoide
ce type de sous-variété. Il est commode d’utiliser la correspondance donnée
par le morphisme ®; du lemme 2.10 entre les relations d’équivalence de
R, (M/S) x R, (M/S) stables sous l'action diagonale du groupe I'y, et sous-
groupoides de Aut(M/S). Par ailleurs, il sera régulierement nécessaire de
se restreindre a des ouverts de la base M. Si U est un tel ouvert, si G est
une sous-variété de Auty(M/S) et si R est une sous-variété de Ry (M/S) x
Ry (M/S), alors les restrictions respectives au-dessus de cet ouvert seront
notées Gluxu et Rluxu, autrement dit : Glyxy =GN (s xt) 1 (U x U) et
Rluxv = RN (pry x pry) " H(U x U).

3.1.1. Définition algébrique

Voici la définition du groupoide en tant que plus petit groupoide algé-
brique contenant le flot de X :

DEFINITION 3.1. — Le groupoide G{(X), est la plus petite sous-variété
de Auty(M/S) telle qu’il existe un ouvert U* C M vérifiant :
(1) RLX C TGp(X);
(2) la restriction G (X)|yaxya est un sous-groupoide de

Autk(M/S)|Ua><Ua.

Afin de voir que cette variété est bien définie, donnons la définition
d’une sous-variété minimale tangente de Ry(M/S) x Ri(M/S) qui soit
une relation d’équivalence au-dessus d’un ouvert. Nous allons montrer que
I’existence de I'une est équivalente a ’existence de 'autre, puis que cette
deuxiéme variété est bien définie.

DEFINITION 3.2. — La variété R{(X) est la plus petite sous-variété de
Ry (M/S) x Rp(M/S) telle qu’il existe un ouvert U* C B vérifiant :
(1) 0+ R X € TR(X) ;
(2) la restriction R{(X)|yaxye est une relation d’équivalence de
R (U*/S) x R, (U*/S).
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LEMME 3.3. — En supposant que les variétés G (X) et R (X) existent,
nous avons les égalités : GH(X) = ®,(RE(X)) et @, 1(GL(X)) = RE(X).

Démonstration. — Gréce a la correspondance donnée par ®, il suffit de
montrer que la variété R¢(X) est stable sous l'action diagonale du groupe
['. Soit jr(v) € I'y. L'action diagonale de ji(7) est notée Aj, ().

Montrons que la sous-variété Aj, () (Rj(X)) vérifie la condition (1) de
la définition 3.2. Le champ Ry X est invariant sous I'action du groupe I'.
Nous avons 'inclusion

0+ RpX = dAj, (1)-(0+ Re X) C dAj, (7) TRE(X) = T(Ajy, () (Ri(X)))-
Montrons que la sous-variété A, () (R} (X)) vérifie la condition (2). Dans la
sous-section 2.2.2, nous avions défini I'identité e, la composition partielle m
et I'inversion inv sur le produit Ry (M/S) x Ri(M/S). Montrons la stabilité
de la sous-variété sous ces trois applications au-dessus de 'ouvert U® :
e(U") = A, () (e(U?))
C Ay () (RE(X) e xue)

L’inversion et la composition partielle commutent avec I'action diagonale
et stabilisent R (X)|yaxye, donc

inv oAjk("/) (RZ(XNUQXUQ) = Ajk(’y) o iIlV(RZ(X”UaXUa)
- Ajk('y)(RZ(XHU“xU‘I)
et

" (AM (RiXlvexve) | X Aw(Rz(X)UaXm))

= g om (RECOIete | 2  REKveser )

C Ajy () (R (X)|axua)
En appelant la minimalité de R{(X), il vient I'inclusion
Ri(X) C Ajy () (Ri(X))-

Pour tout ji(7y) € I', nous avons l'inclusion souhaitée A; . -1)(RE(X)) C
RE(X). O

LEMME 3.4. — La sous-variété R§.(X) est bien définie.

Démonstration. — Par le lemme 2.4, il existe un ouvert affine M° C
M tel que le fibré des S-repéres Ry (M°/S) soit aussi affine. Cet ouvert
peut étre pris de telle sorte que le prolongement Ry X soit bien défini sur

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



SPECIALISATION DU GROUPOIDE DE GALOIS 2417

Ry (M°/S). Notons K == O(Rr(M°/S)) ® C(M)’anneau des fonctions
o(M)

régulieres sur Ry (M°/S) localisé en les fonctions réguliéres de 'ouvert affine
M?°. Notons L := K ® K l'anneau des fonctions régulieres de Ry (M°/S) x
Ry (M°/S) localisé en les fonctions régulieres de 'ouvert M° par la source
et par le but. Regardons les idéaux I de L vérifiant :

(i) L’idéal Z(e(M°)) de L associé a 'identité e(M°) de Ry (M°/S) x
Ry (M°/S) contient I
(ii) inv*(I) cTetm*(I)CclI ® 1+1 ® I
st

(i) (0+ ReX)(I) C T -

Si I et Iy sont deux tels idéaux de L, c’est-a-dire qui vérifient (i), (ii)
et (iii), alors I'idéal I + 15 vérifie encore (i). De plus inv*, m* et Paction d’un
champ de vecteurs X étant additifs, il vient que I; + I5 vérifie aussi (ii)
et (iii). Par noethérianité, il existe un idéal maximal, & nouveau noté I,
vérifiant les trois conditions ci-dessus. Notons N = V(I NO(R,(M°/S) x
R (M°/S))) la sous-variété de Ry(M°/S) x Ri(M°/S) correspondant &
Iidéal I.

Montrons que son adhérence N est la sous-variété de Ry, (M /S)x Ry (M/S)
recherchée, c’est-a-dire qu’elle vérifie (1), (2) et qu’elle est minimale.

La stabilité de I'idéal I sous inv* et m* perdure en n’inversant qu’une
seule fonction de O(M?). L’idéal I est engendré par des éléments f1, ..., fn,
qui peuvent étre pris dans anneau O(Ry(M°/S) x Ri(M°/S)). L’idéal T
vérifiant (ii), il existe des éléments «;j, Bij, Vij, 0;; dans lanneau loca-
lisé L tels que m*(f;) = > ci; f; (1%) Bij + Vij % 0i; f;. 1 existe un multiple
commun h € O(M°) des dénominateurs de tous ces éléments, c’est-a-dire,
pour tout ¢, 7, les éléments o;j, Bij, Vij, 0i; sont contenus dans I'anneau
O(Ry(M°/S) x R (M°/S)) [+ ®1,1® +]. Cet anneau a de plus la par-
ticularité d’étre stable sous les morphismes inv* et m* puisque ’anneau
O(Ry,(M°/S)xRy(M°/S)) lest et que inv* (+ ® 1) = 1@+, inv* (1® 1) =
Felm* (3eol)=(el)elel)em (104)=11)o (1o 1+).
Il vient alors la stabilité recherchée : en posant I’ = T N O(R,(M°/S) x
Ri(M°/9)) [+ ®1,1® £], alors inv*(I') C " et m*(I') C I'®1+1® I
Autrement dit, la sous-variété N est stable par inversion et par composi-
tion partielle au-dessus de l'ouvert M° — {h = 0}. De plus, l'inclusion (i) :
INO(RE(M°/S)x R (M°/S)) C Z(e(M°)) implique e(M°—{h =0}) C N.
Donc son adhérence N dans Ry (M/S) vérifie la condition (2) avec cet ou-
vert.
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La condition (iii) implique que le prolongement 0 + R X est tangent a
la sous-variété N. Cette condition est fermée. Il vient que le prolongement
0+ Ry X est tangent & son adhérence, i.e. N vérifie (1).

Il reste enfin la minimalité. Soit N’ une sous-variété de Ry(M/S) x
Ry (M/S) vérifiant (1) et (2). Notons O’ Pouvert de M correspondant & la
condition (2). Montrons que cette sous-variété contient N. L’intersection
N'" = N'NN vérifie elle aussi ces deux conditions ot 'ouvert correspondant
a la condition (2) est l'intersection O’ N (M° — {k = 0}). Notons Ny, la
restriction de N” a 'ouvert affine Ry (M°/S)x Rx(M°/S) et J :==Z(N},.)
'idéal associé. L’inclusion des sous-variétés Nj;. C N implique I'inclusion
inverse des idéaux associés (I N O(R(M°/S) x Rx(M°/S))) C J. Ainsi,
il vient I = (I N O(RE(M°/S) x Rp(M°/S)))L C JL. Or, tout comme
l'idéal I, I'idéal JL de I'anneau localisé L vérifie aussi les conditions (i),
(ii) et (iii). La maximalité de I implique I = JL. Ceci donne l'inclusion J C
(JLNO(RR(M°/S) x Rp(M°/S))) = INO(R,(M°/S) x Ri(M°/S)). En
revenant aux sous-variétés associées, il vient 'inclusion inverse N C N%,..
Puis en passant aux adhérences, il vient N C m C N”. Finalement,
nous avons montré 'égalité N = N”, ce qui donne 'inclusion N C N’
escomptée. O

3.1.2. Définition topologique

Voici la définition du groupoide en tant que cléture de Zariski du flot
de X.

DEFINITION 3.5. — Le groupoide g,’;(X) est la plus petite sous-variété
de Auty(M/S) qui est tangente au prolongement R:X et qui contient
lidentité. Autrement dit, en reprenant les notations de la définition [4,
definition 1.2 g,’;(X) =V (RLX,e(M)).

Le corollaire [4, Corollary 2.6] nous dit que cette variété minimale tan-
gente est bien définie et qu’elle est irréductible. De plus, comme précédem-
ment, il lui correspond une sous-variété minimale tangente de Ry (M/S) x
Ry (M/S).

DEFINITION 3.6. — La variété R? (X), est la plus petite sous-variété de
Ry (M/S) x Ri(M/S) qui est tangente au prolongement 0 + R X et qui
contient I'identité. Autrement dit, R}(X) =V (0 + Ry X,e(M)).

De la méme maniere que dans la preuve du lemme 3.4, nous pouvons
montrer que cette variété est invariante sous l'action diagonale et corres-
pond par ®, au groupoide G?(X) :
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LEMME 3.7. — Les variétés minimales tangentes vérifient

Gr(X) = ®(RL(X)) et @71 (GR(X)) = RE(X).
3.1.3. Définition via les intégrales premieres

DEFINITION 3.8. — Une fonction rationnelle H € C(Ry(M/S)) est une
intégrale premiere rationnelle du prolongement R X si R X.H = 0.

Le sous-corps de C(Ry(M/S)) constitué des intégrales premiéres ration-
nelles du prolongement Ry X est noté C(Ry(M/S))ExX.

Dans cette sous-section, le groupoide est I’ensemble des S-automorphismes
qui préservent les niveaux des intégrales premieres rationnelles de Ry X :

DEFINITION  3.9. — Soient (H;)i<i<n une famille génératrice de
C(Ry(M/S))BX et Ry(M/S)° un ouvert de Ry(M/S) sur lequel les appli-
cations H; sont bien définies. Le groupoide G (X) est la cloture de Zariski
de I'ensemble {¢ € Oy (Ry(M/S)° x Ri(M/S)°) | Vi, H;o¢ = H;}.

Cette définition du groupoide demande de faire un choix parmi les in-
tégrales premieres du prolongement du champ X. Nous allons définir une
sous-variété de Ry (M/S) x Ry(M/S) qui lui correspond. Nous allons mon-
trer qu’elle est intrinseque au champ X, qu’elle est invariante sous l'action
diagonale du groupe 'y et que son image par ®; est le groupoide. Com-
mencgons par rappeler la définition d’intégrale premiére maximale donnée
en annexe :

DEFINITION 3.10. — Soient N une variété irréductible et 7 : Ry (M/S) --»
N une application rationnelle dominante. L’application 7 est une intégrale
premiére maximale de Ry, X si 7*C(N) = C(Ry(M/S))RX.

Voici la définition de la sous-variété dont nous avons parlé :

DEFINITION 3.11. — Soient 7 : Ri(M/S) --+ N une intégrale premiére
maximale du prolongement Ry X et Ri(M/S)° le domaine de définition
de m. La sous-variété R (X) de Ry(M/S) x Ri(M/S) est la cléture de
Zariski du produit fibré associé, i.e. R{(X) = Ri(M/S)° xn Ri(M/S)°.
Cette cloture sera aussi notée Ry(M/S) xn Ri(M/S).

Dans cette définition nous avons dii choisir une intégrale premiere maxi-
male du prolongement du champ X. Nous donnons deux lemmes qui seront
utiles pour montrer que la sous-variété définie est intrinseque au champ X
et ne dépend pas de I'intégrale premiére maximale choisie. Ces lemmes se-
ront aussi utiles dans la preuve de I’équivalence des trois définitions dans
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la section suivante puis dans le théoréme de spécialisation qui est donné en
fin de chapitre.

LEMME 3.12. — Soit f : P — N un morphisme dominant ou N est
une variété irréductible. Soit O un ouvert dense de P. Il existe un ouvert
W C N tel que pour tout y € W, f~1(y)NO est un ouvert dense de f~*(y).

Démonstration. — Soient n la dimension de la variété N, (P;);cr 'en-
semble des composantes irréductibles de P, (P;);cs ’ensemble des compo-
santes irréductibles de P qui dominent N, (P;);cs le sous-ensemble des
composantes irréductibles de P qui dominent N et telles que P; — O ne
domine pas N. Soit Ng = N — < U fPHU U f(p— O))

iel—J icJ’

Par définition, pour tout i € J',y € Ny, f|;,11(y) No = f|l_%-1 (y). Soit
1 € J—J et d; la dimension de P;. L’ensemble P; — O est de dimension
inférieure a d; — 1 car O est un ouvert dense. Une fibre générique de la
restriction f|p, est de dimension pure d; — n et la dimension d’une fibre
générique de la restriction f|p,_o est inférieure & d; — 1 — n. Autrement
dit, il existe un ouvert W; C Ny tel que pour tout y € W, f|1§il(y) est de
dimension pure d; — n et tel que le complémentaire de f |1—31:1 (y) N O dans
f |;Z_1(y) est de dimension inférieure & d; — 1 — n. Donc pour tout y € W,
f|;i1(y) NO est dense dans f|;i1(y). L’ouvert W := (| W; C Ny est Pouvert

ieJ
recherché puisque pour tout y € W, f~1(y)NO est dense dans f~1(y). O

LEMME 3.13. — Soit f : P --+ N une application rationnelle dominante
ott N est une variété irréductible. Soit E un ensemble général de P. Le
produit fibré E x5 E est dense dans le produit fibré P X 5 P.

Démonstration. — Fait : Notons P° le domaine de définition de f. Il
existe un ensemble général U C P tel que pour tout = € U, {z} x f~1(f(x))
est inclus dans 'adhérence de Zariski de E xy E dans P° x P°. Cette
adhérence est notée E x y EX".

L’ensemble E est l'intersection dénombrable d’ouverts O; C P, i € N.
Fixons ¢ € N. Le lemme 3.12 appliqué au morphisme f : P° — N et
a Pouvert O; donne l'existence d’un ouvert W; C N tel que pour tout
y € Wy, f~1(y) N O; est un ouvert dense de f~1(y). Pour tout z € U; ==
YW N O;, f7H(f(x)) NO; est un ouvert dense de f~1(f(x)). Notons
U = NU;. Pour tout z € U, f~1(f(z)) N E est dense dans f~1(f(z)) car

une intersection dénombrable d’ouverts denses est dense. Ainsi, pour tout
reUcCE {z} x {7 (f(z) = {z} x [~L(f(z))NE" ¢ ExyE"" ce
qui montre le fait.
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Notons maintenant V = P° xy P° — E xy ET ° et montrons que cet
ouvert de P° x  P° est vide. Notons pr; : P° Xy P° — P° la projection sur
la premiére coordonnée. Si x € pry (V) alors {z} x f~'(f(z)) ¢ E xn E".
Si U est 'ensemble général donné dans le fait précédent alors pr,(V)NU =
(). Si V était non vide alors pr; (V) contiendrait un ouvert de P° ce qui
contredirait la vacuité de son intersection avec ’ensemble général U. Donc
FE xn FE est dense dans P° x y P° qui est lui-méme dense dans P x y P par
définition. Ceci termine la preuve du lemme. d

LEMME 3.14. — La sous-variété Rf,(X) définie en 3.11 ne dépend pas
de l'intégrale premiére maximale choisie. Elle est de plus invariante sous
Paction diagonale du groupe T'}.

Démonstration. — Soient 7 : Ry (M/S) --+ N et ' : Rp(M/S) --» N’
deux intégrales premiéres maximales. Aux égalités

C(N) = C(Ry,(M/S))* = C(N')
il est associé le diagramme commutatif :

Ry (M/S)
N

™ N

¥ S

N--Z->N'

»

qui induit sur des ouverts convenables :

Ry (M/S)°

1N

N° ~ N/o

La commutativité du dernier diagramme donne 1’égalité des produits fibrés
Ry (M/S)° xno Rp(M/S)° = Ri(M/S)° XN Ri(M/S)°. En appliquant
le lemme 3.13 & 7 puis & 7’ avec Pouvert Ry (M/S)° qui est en particulier
un ensemble général, nous obtenons les égalités Ry (M/S) xn Ri(M/S) =
Rie(M/S)° xno Rip(M/S)° = R(M/S)° xnve Ri(M/S)° = Ri(M/S) xnv
Ry (M/S). Ce qui conclut la preuve de la premiére assertion.

Montrons la stabilité sous 'action diagonale. Soit ji(y) € I'x. Notons
Aj, () laction diagonale de ji(7) sur le produit Ry (M/S) x Ri(M/S) et
montrons que Aj ) (RE (X)) = Ri(X). Soit m : Rp(M/S) --» N une
intégrale premiére maximale du prolongement Ry X. Notons Ry (M/S)° le

domaine de définition de 7 et N’ une copie de N de telle sorte que ’applica-
tion oS, -1y s’écrive m0 S}, (1) : Rp(M/S) --» N'. Nous avons I'égalité
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R (M/S)°.jk(V) X' Bi(M/S)°.ji(v) = Ajy. () (Br(M/S)° x n R (M S)°).
De plus I'application 705}, (,-1) est aussi une intégrale premiére maximale
puisque :

(70 Sji (1)) "C(Rr(M/S))

= 8, (1) CRL(M/8)) X

={foS8j) | ReX(f) =0, f € C(Re(M/S))}
={h € C(Rr(M/S)) | ReX(ho Sj,(y) =0}
— {h € C(Ru(M/S)) | Sy RiX () = 0}
= C(Rk(M/S))RkX car Sjk('y)*RkX = RkX
La non-dépendance envers l'intégrale premiere maximale choisie nous per-

met d’obtenir I’égalité

RE(X) = Rk(M/S)O XN/ Rk(M/S)O = Ajk(,y).Rk(M/S)o XN Rk(M/S)O

Sachant que Aj, () est un isomorphisme de Ry(M/S) x Ry, (M/S), il vient
Ri(X) = Re(M/S) xn: Rp(M/S) = Aj () (Re(M/S) xn Rp(M/S)) =
Aj, (1) (R5(X)) ce qui termine la preuve. O

Nous donnons maintenant le lien entre les variétés R (X) et Gi(X) qui
montre que cette derniére est intrinseque a la distribution.

LEMME 3.15. — Les variétés Rf(X) et Gi(X) se correspondent par
la projection ®j, : Ri(M/S) x Rp(M/S) — Autyp(M/S), ie. GH(X) =
©1(Rf, (X)) et @7 (GE(X)) = RE(X).

Démonstration. — Soient (H;)i1<i<n une famille génératrice de
C(Rk(M/S))BX et © : RL(M/S) --» N une intégrale premiere maxi-
male du prolongement Ry X. Soit R,(M/S)° un ouvert de Ry(M/S) sur
lequel les applications H;, 7 sont bien définies. Par définition, RE(X) et
Gr(X) sont les clotures respectives des ensembles Ry (M/S)° x y R (M/S)°
et {¢ € Op(Rr(M/S)° x Ri(M/S)°) | Vi, H;o¢ = H;}. Commengons par
montrer que ces ensembles se correspondent par ®. Soient (ji(7), jr(s)) €
(Re(M/S)°)? et ji(¢) = @r(r(r),jx(s)). Les équivalences suivantes
montrent la correspondance :

Vi=1,....n, Hyod = H,
= m(jr(r) = 7(jr(s))
= Vjr(7) € Tk, (r(ron),jr(s o)) € (Rr(M/S)°)?,
m(jr(ro)) = m(jr(s o))

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



SPECIALISATION DU GROUPOIDE DE GALOIS 2423

ol la derniere équivalence découle du fait que Sjk(y)*w est aussi une inté-
grale premiére maximale. Nous avons I'inclusion ®~1(G¢(X)) D RE(X) car
P~1(GE(X)) est fermé et contient Ry(M/S)° x n Rp(M/S)°. La stabilité
de la sous-variété R§(X) sous l'action diagonale donne @, '@, (R$ (X)) =
R$(X). L'image (R, (X)) est fermée puisque la topologie sur Auty(M/S)
est la topologie quotient. Nous avons I'inclusion Gf(X) C ®(Rf(X)) car
O (R (X)) est un fermé qui contient

{(]5 S (I)k(Rk(M/S)O X Rk(M/S)O) | Vi, H; o (b = HZ}
Ceci donne linclusion ®71(G¢(X)) C RE(X) et termine la preuve. O

3.2. Equivalence des trois définitions

THEOREME 3.16. — Soient S et M deux variétés complexes, lisses, ir-
réductibles, p : M — S un morphisme lisse a fibres connexes et X un
champ de vecteurs sur M tangent aux fibres de p. Les trois définitions de
groupoide données dans la sous-section précédente sont équivalentes, i.e.
GH(X) = GM(X) = Gi(X). Cette sous-variété de Auty(M/S) est appelée le
groupoide de Galois d’ordre k. Elle est notée Galy(X/S).

Démonstration. — Gréace au lemmes 3.3, 3.7 et 3.15, il suffit de mon-
trer les égalités RE(X) = R (X) = RE(X). Nous montrons dans l'ordre :
RY(X) € RE(X), RE(X) € RE(X) et RE(X) € RE(X).

La variété R{(X) contient la diagonale de Ry (M/S) x Ry(M/S) et est
tangente au prolongement 0 + RiX. Elle contient Rz (X) par minimalité
de cette derniere.

Soit m : Ri(M/S) --» N une intégrale premiére maximale de RypX.
Le théoréme [4, theorem 1.1.] nous donne 'existence d’un ensemble gé-
néral E C Ri(M/S) tel que pour tout jx(r) € E, n= Y (n(jr(r))) est
V(RkX, jx(r)) la sous-variété minimale tangente a RpX contenant jy(r).
Par définition, la sous-variété R%(X) contient la diagonale de Ry (M/S) x
Ri(M/S) et est tangente & 0 + R X. Pour tout ji(r) € E, {jr(r)} x
V(R X, jk(r)) CRYU(X). Donc Ex yE C {{jk(r)} x V(R X, ji(r)) | ji(r) €
E} C RY(X). Grace au lemme 3.13 nous obtenons R¢(X) = Exy E C
RE(X).

Il reste la derniére inclusion R{(X) C Rf(X) a montrer. Soient 7 :

Ry (M/S) --» N une intégrale premiére maximale du prolongement R; X et
Ry (M/S)° son domaine de définition. L’ensemble Ry, (M/S)° x ny R, (M/S)°
est tangent au champ 0+ Ry X puisque le champ Ry X est tangent aux fibres
de 7. La propriété de tangence est une propriété fermée. La variété R (X)
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est tangente au champ 0+ R X. Montrons que cette variété est une relation
d’équivalence au-dessus d’un ouvert. Ceci nous permettra de conclure sur
I'inclusion cherchée grace a la minimalité de la variété R{(X). Quitte &
réduire ouvert Ry (M /S)°, nous pouvons supposer que son image M° par
la projection Ry (M/S) — M soit un ouvert de M.

Fait. — Soit (ji(r1), jk(r2), jr(rs)) € R*(M°/S)* 1 existe jk(y) € Tk
tel que (jk(r1), jr(r2), i (r3)) € (Ri(M/S)°.jx (7))’

Pour i = 1,2, 3, les ensembles {jx(7) € Tk, jx(ri)-jr(7) "t € Rp(M/S)°}
sont trois ouverts de I'y,. Chacun d’eux est non vide grace a la transitivité
de laction de T’y sur chaque fibre de Ri(M°/S) — M?°. L’irréductibilité
de T'y, implique que leur intersection est non vide. Ce qui montre le fait.

Soit (jk(r1),jk(r2), jr(r3)) € Ri(M°/S)3. Notons A l'action diagonale
de T'y. Le fait nous donne existence d’un élément ji(y) € Ty tel que

(Jr(r1), k(r2)) € Ajy(4) (Re(M/S)° x Re(M/S)°)
et
(Jr(r2), Jr(rs)) € Aj, () (Rr(M/S)° x Ry (M/S)°).
Soit N’ une copie de N de telle sorte que 'application 7o S}, (,-1) s’écrive
7o Sj (v : Rp(M/S) --» N'. Le lemme 3.14 nous dit que Rj,(X) N
Ajy () (Re(M/S)° x R(M/S)°) = Ri(M/S)°.jk(v) X v Rie(M/S)°.ji ().
Nous obtenons ainsi les implications
Gk (r1), gk (r2)) € RE(X)|moxare = w(jr(rion™)) = w(jk(rz0y™1)
= (Jr(r2),Jk(r1)) € R (X)|nroxnre
et
(Uk(r1),Jk(r2)) € RE(X)|arexare et (Ji(rz), ju(rs)) € Ri(X)|aox e
= w(jx(r10y™") = 7(jr(ra0r™)
et (jr(ra 0y ™)) = w(Gr(rsoy™)
= w(jk(ri o)) = 7(jr(rs oy ™)
= (Jk(r1), jk(r3)) € RE(X)|moxno
qui nous donnent la stabilité de la variété R¢(X)|mex e par inversion et

par composition partielle. Autrement dit, la variété R (X )|aro xase est une
relation d’équivalence, ce qui conclut la preuve de la derniere inclusion. [

PROPOSITION 3.17. — Soit v € N le maximum des dimensions des sous-
variétés minimales tangentes & RpX (voir [4]). Le groupoide de Galois
d’ordre k du champ X est une variété irréductible de dimension
dlm(Rk(M/S)) +v— dim(Fk).
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Démonstration. — Nous savons par la définition dite topologique que
le groupoide de Galois est la sous-variété minimale tangente a 0 + RiX
qui contient l'identité. Le corollaire [4, corollary 2.6] nous dit que cette
sous-variété est irréductible. Utilisons la définition avec les intégrales pre-
miéres pour le calcul de la dimension. Soit 7 : Ri(M/S) --» N une in-
tégrale premiére maximale. Le théoréme [4, theorem 1.1] nous dit que les
fibres génériques sont de dimension v et que la variété N est de dimen-
sion dim(Ry(M/S)) — v. Le produit fibré R (M/S) xn Ri(M/S) est de
dimension 2 dim(Ry(M/S)) — (dim(Rx(M/S)) — v) = dim (R, (M/S)) + v.
Le groupoide de Galois étant I'image de ce produit fibré par ®, il est donc
de dimension dim(Ry(M/S)) + v — dim(Ty). O

3.3. Le groupoide de Galois

LEMME 3.18. — La restriction de la projection Autg(M/S) —

Auty_1(M/S) au groupoide de Galois d’ordre k induit un morphisme do-
minant Galg(X/S) — Gal,_1(X/S).

Démonstration. — Notons 7y, la projection Auty (M /S) — Auty_1(M/S).
Il suffit de montrer que m(Gal,(X/S)) = Galg_1(X/S). Remarquons déja
que dmg.RiX = Rl X puisque leurs flots sont les mémes, a savoir :
ok (exp(7X)) = jr—1(exp(7X)). Nous savons aussi que I'image de l'iden-
tité de Auty(M/S) par m; est identité de Auty_1(M/S). Nous en dédui-
sons que 7w(Gal,(X/S)) est une variété contenant lidentité et tangente
a R!_,X puisque la tangence est une propriété fermée. La minimalité
de Galy_1(X/S) implique linclusion m(Galy(X/S)) D Galy_1(X/S). In-
versement, la variété 7 ! (Galy_1(X/S)) contient l'identité de Auty(M/S)
et est tangente & R} X. La minimalité de Galy(X/S) implique l'inclusion
Galg(X/S) C m, '(Gal,_1(X/S)). En prenant Iimage par 7 de part et
d’autre de I'inclusion cela donne l'inclusion 7, (Galg (X/S)) C Galp—1(X/S)
ce qui termine la preuve. O

Ce lemme permet de donner la définition suivante :
DEFINITION 3.19. — Le groupoide de Galois Gal(X/S) est la limite

projective de la famille des groupoides de Galois d’ordre k : (Galy(X/S))k.
Lorsque I'espace des paramétres S est réduit a un point, il est noté Gal(X).

La définition du groupoide de Galois d’ordre k avec les intégrales pre-
mieres du champ X ameéne a décrire le groupoide de Galois de la facon
suivante :

Gal(X/S)={¢p € Aut(M/S)|Vk €N, VH € C(Ry(M/S))*X, Hoj.(¢)=H}
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Exemple 3.20. — Soit Y un champ de vecteurs sur M tangent aux fibres
de p. 11 définit m fonctions H; € C(R:(M/S)) donnant les coordonnées de

j() (T*Y) N

Lk ., 0
Jo(r*Y) = ZHz'(Jﬂ“) e,

Le champ Y est invariant par le champ X, i.e. LxY = 0, si et seulement
si R1X(H;) = 0 pour tout 7. En particulier, si Y = X alors Ry X (H;) =0
pour tout <.

Pour ¢ € Aut(M/S), par définition des fonctions H;, jo((¢p o 7)*Y) =
ZHi(jl(qSor))%. Ainsi ¢*Y =Y si et seulement si H; o Ry(¢) = H; pour

g .
tout 1.

Exemple 3.21. — Soit w € QY(M/S) le dual de l'espace des dérivations
Og-linéaire. Cette 1-forme définit m fonctions H; € C(R1(M/S)) par

jo(’l“*w) = Z Hi(jl’l“)dGi

La 1-forme w est invariante par X, ie. Lxw = 0, si et seulement si
Ry X (H;) = 0 pour tout i. Pour ¢ € Aut(M/S), nous avons ’équivalence
¢*w = w si et seulement si H; o R1¢ = H; pour tout 1.

La proposition qui va suivre fait le lien avec entre notre définition de
groupoide de Galois et celle donnée par B. Malgrange [17] dans le cas
ou l'espace des parametres S est réduit a un point. Commencgons par un
lemme. L’espace des opérateurs différentiels Dy;/g agit sur Oaye(ar/sy (voir
la, sous-section 2.2.2).

LEMME 3.22. — Soit I C Opu(n/s) l'idéal associé au groupoide de Ga-
lois Gal(X/S). Cet idéal est Dy g-invariant. Nous dirons que le groupoide
de Galois est une D, /g-sous-pro-variété de Aut(M/S).

Démonstration. — Pour tout k& € N, notons Iy C ORg, (m/s)x Ry (M/S)
I'idéal associé & la sous-variété de Ry(M/S) x Rx(M/S) correspondante
au groupoide de Galois d’ordre k : Galg(X/S). Par le lemme 2.11, il suffit
de montrer que (0; ® 1 + 1 ® 9;)I; C Ixy1. Pour k € N, décrivons I
en utilisant la définition 3.9 du groupoide de Galois d’ordre k. Si U est
un ouvert affine de M, alors I;(U xU) = {P®Q -Q® P | (P,Q) €
Og,.(mys)(U)? et P/Q € C(Ry(M/S))R+*}. Soit (P,Q) € Or, (/) (U)?
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vérifiant P/Q € C(Ry(M/S))f+X. Un petit calcul donne 'égalité

*) QQ)O;21+123)(PRQ—-Q®P)
+(P2Q—-Q®P)(0iQ®Q+Q®0Q)
= (QIiP — PO;Q) ® Q* — Q* ® (Q9; P — PO;,Q)

Or le fait que P/Q € C(Ri(M/S))F=X et les relations (2.2) que vérifient le
champ de vecteurs Ry X nous donnent Rj11X0;(P/Q) = 0; Rx X (P/Q) =
0. Ceci implique que W = 0;(P/Q) € C(Ryy1(M))Fr+1X et donc
que (Q@,P - P&Q) ® Q2 — Q2 & (Q@,P - P@,Q) S Ik-i—l(U X U) De
plus PRQ —Q®P € I (U x U) C It41(U x U) par le lemme 3.18. Donc
légalité (x) nous donne (Q®Q)(9;®1+1®9;)(PRQ—QRP) € I;11(UxU).
L’élément @Q ® @ n’est pas inclus dans Iy (U x U) car sinon il devrait
s’annuler sur l'identité ce qui impliquerait que Q = 0. Le groupoide de
Galois Galgy1(X) est irréductible donc V'idéal Ij41(U x U) est premier.
Ceci entraine que (0; @ 1+ 10 9;))(PRQ — QR P) € I;11(U x U). Ce qui
donne l'inclusion recherchée et montre que le groupoide Gal(X/S) est une
D/ s-pro-variété. 0

PrRoOPOSITION 3.23. — Nous supposons que la variété S est réduite a
un point. Le groupoide de Galois Gal(X) est la sous-pro-variété minimal
de Aut(M) vérifiant les trois propriétés suivantes :

e Gal(X) est une Dyps-sous-pro-variété de Aut(M).

o ]l existe un ouvert U C M au-dessus duquel tous les groupoides de
Galois d’ordre k sont des sous-groupoides algébriques de Auty(M).
En suivant ([17]), si Gal(X) vérifie ces deux premiéres conditions,
alors Gal(X) est appelé un groupoide de Lie.

e Les groupoides de Galois d’ordre k sont tangents au champ RLX,
ie. REX C T Galg(X).

La définition présente dans [17] de groupoide de Lie différe 1égérement
de celle donnée ci-dessus. Pour n € N, notons m, la projection Aut(M) —
Aut,, (M). La définition de [17] dit qu'une Djp-sous-pro-variété G de l'es-
pace des automorphismes de M est un groupoide de Lie s’il existe n € N
tel qu’au-dessus d’un ouvert, 7 (G) est un groupoide pour k > n. Mais ces
deux définitions coincident. Les opérations de composition partielle et d’in-
version commutent aux projections Aut, (M) — Auti(M) pour k < n. Si
I’ensemble constructible , (G) est stable par ces opérations au-dessus d’un
ouvert alors pour k < n I'ensemble constructible 71 (G) est aussi stable par
ces opérations au-dessus d’un ouvert éventuellement plus petit. Quitte a
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prendre un plus petit ouvert pour m,(G), nous n’aurons pas besoin de le
réduire pour 7 (G).

Démonstration. — Le groupoide de Galois vérifie la premiére et la troi-
sieme propriété. Nous allons montrer qu’il vérifie la deuxiéme. Pour montrer
que 'ouvert de cette deuxieéme condition peut étre choisi indépendamment
de k nous utilisons un théoréme de B. Malgrange qui est donné dans [17]
dans un cadre analytique mais qui reste valable dans un cadre algébrique.
Nous montrons ensuite la minimalité.

Pour montrer la deuxiéme propriété nous allons construire un grou-
poide de Lie puis voir qu’il coincide avec le groupoide de Galois. Notons
I C Opug(amry Vidéal associé a Gal(X). Pour k£ € N, notons m la pro-
jection Aut(M) — Autg(M). Pour k € N, notons Gal(X)(k) la Dps-sous-
variété de Aut(M) qui est définie par le faisceau d’idéaux différentiel engen-
dré par I N Opy,(ar)- Montrons que Gal(X)(k) est un groupoide de Lie.
D’apres le lemme 3.22, Gal(X) est une Djs-sous-pro-variété de Aut(M).
Donc Gal(X) C Gal(X)(k) et i (Gal(X)(k)) = m(Gal(X)) = Galp(X).
La définition 3.5 dite algébrique du groupoide de Galois d’ordre k£ de X
nous dit que 7 (Gal(X)(k)) est un groupoide au-dessus d’un ouvert. Le
théoréme [17, 4.4.1] nous dit que Gal(X)(k) est un groupoide de Lie. Le
théoreme [17, 4.5.1] nous dit que l'intersection (1), Gal(X)(k) est encore
un groupoide de Lie. Pour montrer que le groupoide de Galois Gal(X) est
bien un groupoide de Lie, il suffit de montrer qu’il coincide avec cette in-
tersection. Or pour tout k£ € N, nous avons vu que Gal(X) C Gal(X)(k)
donc Gal(X) est contenu dans l'intersection. Sachant que pour tout k € N,
7 (Gal(X)(k)) = m(Gal(X)), nous obtenons l'inclusion inverse et termi-
nons la preuve pour la deuxieme propriété.

Il reste la minimalité. Si W est une pro-variété vérifiant les trois pro-
priétés de la proposition alors la minimalité de W implique W C Gal(X).
Or W est la limite projective d’une famille de variété (Wy)g. Si linclu-
sion est stricte alors il existe un entier & tel que 'inclusion Wy, C Galy(X)
est stricte. Mais ceci contredit la minimalité de Galg(X). II vient donc
W = Gal(X). Ceci termine la preuve de la proposition. O

COROLLAIRE 3.24. — Lorsque l'espace des paramétres S est réduit a
un point, la définition 3.19 du groupoide de Galois de X coincide avec celle
donnée par B. Malgrange dans [17].

Démonstration. — Le groupoide de Galois défini par B. Malgrange est la
sous-pro-variété minimal de Aut(M) vérifiant les trois propriétés décrites
dans la proposition 3.23. O
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Pour conclure cette partie nous allons décrire une partie des équations
du groupoide de Galois d’un systeme linéaire. Suivant les cas particuliers
effectivement considérés d’autres équations pourront apparaitre.

Exemple 3.25. — Posons S = C et M = S x C"*!. Nous noterons ¢ la

coordonnée sur S et t,x1, ... %, les coordonnées sur C**!. Considérons un
champ de vecteurs de la forme
0 ; 0
X == Al(t, q)xj—
ot + Z v ( q) J Bxl

ot A € My, «n(C(t,q)). Ce champ de vecteurs représente le systéme linéaire

a parametres : & = A(t,q)X.
L’espace des repeéres d’ordre 1 est Rl(M/S) = M x GL(C"*!) de coor-
données q, t, T1,...2Tn, tlet a: ,j=1,...,neti=0,...,n. Le prolonge-

ment du champ de vecteurs est

oA 0
X=X +Z ( Zligle g, x; +AJ 1k> o

(1) Les fonctions t'¢ sont des intégrales premiéres de R;X. Elles sont
préservées par Galj(X/S). Ceci signifie que les éléments de
Gal(X/S) sont de la forme :

(My,p1) = (Mg, p2) : (t,x) = (t+ ¢, 04(t, ) avec c € C

(2) Plagons nous sur V. C Ry(M/S) décrite par t'i = &y; pour i =

0,...,n. Notons 2’ la matrice (a:Jl)Fln Les coefficients de
1=1,...,n

(2')"lz sont des intégrales premiéres de R;X. Le groupoide les
préservant est ’ensemble des transformations de la forme :
(Mg,p1) = (Mg, p2) : (t,2) = (t + ¢, aq(t)x)

avec %aq = A(t,q)ag — agA(t+ ¢, q)

Les réductions supplémentaires qui peuvent éventuellement étre faites
dépendront de la matrice A. Elles seront données par des équations poly-
nomiales en les coefficients de «, i.e. dans Clg, t][o]].

Notez que le sous-groupoide de Gal(X/S) des élements fixant ¢ est le
groupe de Galois intrinseque sur C(g,t) avec sa structure différentielle par
rapport a %.

Exemple 3.26. — Posons S = {*} et M = C x C"*'. Nous noterons ¢ la
coordonnée sur C et t,z1,. ..z, les coordonnées sur C*t!. Considérons un

champ de vecteurs de la forme

X—*-FZAjtqa:] 0

Ox;
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ot A € M,xn(C(t,q)). Ce champ de vecteur représente le systéme non
linéaire :

dg _
4=0

{fiff = A(t, )X

L’espace des repéres d’ordre 1 est Ry(M) = M x GL(C"*2) de coor-
données q, t, x1,...Tn, g5, tliet x]l, j=1,
prolongement du champ de vecteurs est

DA DA : d
RX=X+3 ((aﬁ“ o qlk) g *A*”?) 5l

7

...,neti=—1,...,n. Le

(1) Les fonctions ¢, q' et t' sont des intégrales premiéres de R;X.
Elles sont préservées par Gal; (X). Ceci signifie que les éléments de
Gal(X) sont de la forme :

(Mvpl) - <M7p2) : (q,t,x) = (qat+ c,go(q,t,m))

(2) Placons nous sur V C Ry (M) décrite par ¢'-1 =1, ¢'i = 0t = §y;

pour ¢ = —1,...,n. Notons =’ la matrice (m}i)jzl,,,,7n;i:1,,,,7n. Les
coordonnées de (z')~!x sont des intégrales premieres de R;X. Le
groupoide les préservant est ’ensemble des transformation de la

forme :

(M,p1) = (M, p2) : (g,t,2) = (q,t + ¢, (g, t)x)

avec %a = A(t,q)a — aA(t + ¢, q)

Les réductions supplémentaires qui peuvent éventuellement étre faites
dépendront de la matrice A. Elles seront données par des équations diffé-
rentielles en les coefficients de o i.e. dans Clq, t][%}.

Notez que le sous-groupoide de Gal(X) des élements fixant ¢ est une
version intrinseque du groupe de Galois a parametres sur C(g) avec sa

structure différentielle par rapport a % et 6%.

4. Théoréemes de projection et de spécialisation

Ces théoremes se proposent de comparer les « tailles » de différents grou-
poide de Galois. Avant de les énoncer nous devons préciser la maniere de
mesurer la « taille » d’objets de dimension infinie.
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4.1. Type différentiel du groupoide de Galois

Pour mesurer la taille du groupoide de Galois, nous allons regarder la
suite des dimensions donnée par la filtration par les jets d’ordre fini. Plus
généralement, E.R. Kolchin a donné dans [15] un analogue du polynome de
Hilbert dans le cadre de l’algebre différentielle :

THEOREME 4.1. — Soient (K, D1,...,Dy,) un corps différentiel dans
lequel les dérivations D; commutent entre elles, des éléments 11, ...,y
d’une extension différentielle de (K, D1, ...,Dy), L = K{(n1,...n,) le corps
différentiel engendré par ces éléments et pour k € N, LSF le sous corps de L
engendré par K et les dérivées au plus k-iéme de ces éléments. 1l existe un
polynéme P € Q|x] de degré ¢ appelé polynéme de dimension différentielle
tel que :

o il existe ko € N tel que pour tout k > ko, P(k) = trdeg, (L)
e [ < m et le polynébme P peut s’écrire sous la forme
k41
(k) Og:g ]

otla; €7
e le degré { et le coefficient ay ne dépendent pas des éléments

N, -.., Ny mais seulement de L
e lentier { est le type différentiel de L sur K.

e le coefficient ay est le degré de transcendance différentielle de L
sur K.

Exemple 4.2. — Soit U C C? un ouvert affine muni de deux systémes de
coordonnées (x1,22) et (y1,y2). Considérons 'extension différentielle

0 0 o 0
(C’au’av) C <C(AUt(U))’8m1’8m2)

o o a 0
= (C(xthayl y Yz, v € N2)7 87.’“7 axQ)

olt 22-x; = &;j, %yjq =y Le degré de transcendance de C(Auty(U))

sur C est deux fois le cardinal de {o € N? | |a| < k} plus deux :

k+2
2(1+2+--~+(k+1))+2:2< er >+2

COROLLAIRE 4.3. — Il existe un polynéme P € Q[z] de degré ¢ tel que :
o il existe kg € N tel que pour tout k > ko, P(k) = dim(Gal,(X/5S))
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o ¢ < dimg(M) et le polynéme P peut s’écrire sous la forme P(k) =
> ai(k'iﬂ) ouna; €7
0<i<!
e le coefficient ay est le degré de transcendance différentiel de

C(Gal(X/S)) sur C

Démonstration. — Soit U C M x M le revétement non-ramifié d’un
ouvert de C2("+4) présenté dans le lemme 2.9. Ses coordonnées sont notées
TlyevesTmybiyeeestdsYly-evsYms 21, - - -, 24. D’apres ce lemme,

C(Aw(M/S)) = C(M x M)(y%, 1 <i<m, a € N, 1< |al).

Les dérivations Dy := 6%1’ oy Dy = % engendrent Dy, g. Elles vérifient

Ainsi, (C(Aut(M/S)),Dy,...,Dy) est une extension différentielle de
(C,Dq,...,D,,) qui est différentiellement engendrée par les 2(m+d) d’élé-
ments @ Ti,..., Ty b1y oy bdy Yiye v s Ymy 21y - -5 2d-

L’idéal I associé au groupoide de Galois est premier par la proposi-
tion 3.17 et Dy s-invariant par le lemme 3.22. Les dérivations D; passent
au quotient Opygar/s)(U)/I(U). Le corps des fractions du quotient
C(Gal(X/S)) est différentiellement engendré par la classe des 2(m + d)

d’éléments x1,...,ZTm, t1,- .-y td, Y1y Ym, 21, .-, 24 modulo I. Le théo-
reme 4.1 nous donne alors I'existence du polynéme appelé polynéme de
dimension différentielle. O

DEFINITION 4.4. — Le type différentiel du groupoide de Galois du champ
X sur S est le degré de son polynéme de dimension différentielle. Il est noté
tdiff (Gal(X/S)).

4.2. Le théoréme de projection

Soient IV une variété irréductible lisse de dimension n < m, 7: M --» N
une application rationnelle dominante et p : N — S un morphisme lisse &
fibres connexes tels que le diagramme commute

M-I N

NF

S

DEFINITION 4.5. — La sous-variété des S-automorphismes d’ordre k de
M adaptés au feuilletage induit par m est notée Auty(Fy), i.e.

Auty(Fr) = {jr(¢) € R(M/S) | ji(¢)*(m*Qn) C 7*QnN)}
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Soient U C M x M, U C N x N deux voisinages ouverts qui sont
respectivement des revétements non ramifiés d’ouverts de C2(m+d)  C2(n+d)
et qui font commuter le diagramme :

U—> (Cerd X Cerd

pry / pry pry / pry

(Cm-‘rd

Les fleches verticales sans noms du diagramme sont les projections sur les
derniéres coordonnées. Il vient un systéme de coordonnées p; = (p, p1,q1) €
Cm " xC"xC?, py = (ph, P2, q2) € C™ " x C" x C? dans lequel un élément
de Auty(Fr) s'écrit :

. _ € e

Jk((rb)((pllapl)+(€1a"'a€m)7Q1): Z d)(lxga"'v Z ¢?n—n57
OLGNm ° OLENm N
|al <k || <k

«
S e S e
mentl mal’

ae{0} " XN ae{0} " xN"
la|<k la|<k
o pour tout ¢ = 1,...,m, o € N, ¢¢ € C. Il vient une application

Tw + Auty (Fr) = Auti(N/S) telle que
W*(]k((rzs))(i)vl + (em—n+17 EERE em)a ql)

« (o7

€ €
— (¢ = o =
- Z ¢m7n+1a!a"'7 Z (Z)ma!?qQ
{0} XN {0} xN"
la|<k lo| <k
THEOREME 4.6. — Soit X et Y des champs de vecteurs rationnels sur

M et N vérifiant dm.X =Y. Pour tout k € N,
7 Galg(X/S)) = Galg(Y/S)
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Démonstration. — Notons exp(7X) les flots du champ X et exp(7Y) les
flots du champ Y. Nous avons 7o exp(7X) = exp(7Y) o 7. L’action au but
des flots ji(exp(7X)) sur Auty(M/S) préserve Auty(Fr). Le prolongement
R! X est tangent & Auty(F,). Or, Pimage de l'identité de Auty(M/S) par
7. est I'identité de Auty(N/S). Par minimalité Gal,(X/S) C Autg(Fr).
L’image de Gal,(X/S) par 7, a un sens.

L’égalité moexp(7X) = exp(7Y )or donne 7, ji (exp(7X)) = jr(exp(7Y)),
donc m, R X = R}Y. La sous-variété m,(Galg(X/S)) C Aut(N/S) contient
I'identité. Elle est tangente & RLY puisque la tangence est une propriété fer-
mée. Par minimalité nous avons l'inclusion 7, (Galx(X/S)) D Galg(Y/S).
Inversement, la variété 71 (Galg(Y/S)) contient I'identité de Auty(M/S)
et est tangente & R} X. La minimalité de Galy(X/S) implique linclu-
sion Gal,(X/S) C m;}(Galg(Y/S)). En prenant I'image par 7, de part et
d’autre de l'inclusion cela donne l'inclusion 7. (Gal,(X/S)) C Galg(Y/S)
ce qui termine la preuve. O

COROLLAIRE 4.7. — Soit Y un champ de vecteurs rationnel sur N vé-
rifiant dw.X =Y. Alors

tdiff (Gal(Y/S)) < tdiff(Gal(X/S))
Démonstration. — Par le théoreme 4.6, pour tout k£ € N,
dim(Galg(Y/S)) = dim(w, Gal,(X/S)).

Donc dim(Galg(Y/S)) < dim(Gal,(X/S)). Le polyndéme de dimension dif-
férentielle du groupoide de Galois de Y sur S croit moins vite que celui de X
sur S. Ceci donne l'inégalité attendue sur les degrés de ces polynémes. [

4.3. Le théoréme de spécialisation

Le théoreme de spécialisation compare le groupoide de Galois d’ordre
k € N du champ de vecteurs X tangent aux fibres du morphisme lisse
p: M — S et le groupoide de Galois d’ordre k de la restriction X|, de ce
champ de vecteurs a la fibre M, de pen g€ S.

Remarquons que la fibre R (M/S), du morphisme Ry(M/S) — S en
g € S est exactement lespace Ry (M,) des reperes d’ordre k de la fibre M,.
Remarquons aussi que la restriction (R X )|, du prolongement du champ de
vecteurs X & la fibre Ry (M,) et le prolongement Ry X |, de la restriction du
champ de vecteurs X|, sur la fibre Ry (M,) sont deux champs de vecteurs
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construits avec les mémes flots : les flots de la restriction X|, sur M,. Ils
sont donc égaux. En résumé :

R(M/S)q = Ri(M,) et (RkX)lg = RiXlq

THEOREME 4.8. — Soient p : M — S un morphisme lisse a fibre
connexes entre deux variétés lisses irréductibles et X un champ de vec-
teurs rationnel tangent aux fibres de p, i.e. dp.X = 0. Alors :

(1) Pour tout g € S ot cela a un sens :

. Galk(X|q) - Galk(X/S)|Mq><Mq

e dimg(Galg(X/S)) > dime(Galg(X|,))
(2) Pour q € S général,

L] Galk(X|q) = Galk(X/S)|quMq

L] dlms(Galk(X/S)) = dlmc(Galk(X|q))

Démonstration. — Intéressons nous d’abord au cas des dimensions. Sui-
vant P. Bonnet, [4] nous utiliserons les notations suivantes. Pour ji(r) €
Ry (M/S) V(R X, ji(r)) est la cloture de Zariski de la trajectoire passant
par ji(r). Ce maximum est atteint sur un ensemble général E' de jets de re-
peres. Pour g € S ou cela a un sens, notons v, le maximum de la dimension
de V(R X, ji(r)) = V(RrXlq, jx(r)) pour jr(r) € Ri(M,). Remarquons
déja que v, < v. L'image F de E par Ri(M/S) — S est un ensemble
général de S. Pour tout ¢ € F, Pensemble Ry (M,) N E est non vide. Ceci
donne I’égalité v, = v pour tout ¢ € F. Par la proposition 3.17, la di-
mension du groupoide de Galois du champ X est dim(Ry(M/S)) + v —
dim(T'y). De méme, dim(Gal(RxX|,)) = dim(Rg(My)) + vy — dim(Ty) =
dim(Ry(M/S)) — dim(S) + vy — dim(T'). Donc

dim(Gal(X/5)) > dim(Gal(X|,)) + dim(S)

avec égalité pour ¢ dans ’ensemble général F.

Pour les inclusions, nous faisons appel a la définition 3.5 dite topologique
du groupoide de Galois. Pour ¢ € S ou cela a un sens, la sous-variété
Gal(X/S)| g, (m,)x Ri(M,) €St une sous-variété tangente a R} X|, et contient
l'identité de Aut(M,). Elle contient donc Gal(X|,) par minimalité de cette
derniére. Ceci nous donne les inclusions escomptées.

Enfin, montrons les égalités en faisant appel a la définition qui utilise les
intégrales premieres. L’application quotient @y : Ry (M/S) x Ry(M/S) —
Auty(M/S) fait correspondre une sous-variété R C Ry (M/S) x Ri(M/S)
au groupoide de Galois d’ordre £ de X sur S. De méme, pour ¢ € S,
il correspond une sous-variété R, C Ry (M,) x Ry(M,) au groupoide de
Galois d’ordre k de X|,. I suffit de montrer que pour g € S général, R, =
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RN (Ri(My) x Ri(My)). Soit m : Ri(M/S) --» N une intégrale premiere
maximale du champ X. Soient ¢ € F, ji(r) € Ri(M,)NE. Nous savons que
la fibre en jy (r) de la restriction 7|g, (ar,) : Ri(My) --» m(Ry(M,)), vérifie

W‘Ei(qu)(ﬂ|Rk(Mq)(jk (r))) = V(D, jr(r)). Cette restriction est une intégrale
premiére maximale du champ X|,. Donc R, = Ry (M) Xy Ri(M,). Notons
O un ouvert de N inclus dans 'image de 7. Nous savons par le lemme 3.13
que R = 7~ 1(0) xo 7~1(0). Le lemme 3.12 appliqué au morphisme R —
S, noté p, et a ouvert dense 7~1(0) x o m~1(0) de R nous dit que pour q €
S générique, p1(q)N7H(O) xo ™~ 1(O) est dense dans p~*(q). Autrement

dit, pour ¢ € S générique, 7r|;ci(Mq)(O) X0 W‘Ei(Mq)(O) = RN R(My) x
Ry (M,). Au final nous en déduisons que pour ¢ € S général, R, = RN
Ry (M) x Ri(M,) ce qui acheve la preuve du théoréme. O

Voici la conséquence directe du résultat de spécialisation :
THEOREME 4.9. — Soit gy € S. Pour q € S général,
tdiff (Gal(X |4, )) < tdiff(Gal(X|q))
Démonstration. — Le théoréme 4.8 nous dit que pour g € S général
dimeg(Galg(X|y)) = dimg(Gal,(X/S)) = dime(Galg(X|g))

Ceci conclut la preuve du théoreme. O

5. Equations du second ordre

Dans cette section, nous supposons que M = C? xS dont les coordonnées
sont (z,u,v,q). Nous nous intéressons a 1’équation

d?u du
E - =F
ou F' € C(x,u,v,q). Le groupoide de Galois Gal((E)/C(S)) de ’équation

est le groupoide de Galois Gal(Xr/S) du champ de vecteurs associé :

XF: 2+UE+F(Z7U7U7Q)£

oz Ju v
L’équation spécialisée en gy € S tel que cela a un sens est
du du
(E(qO)) @ F<x7uadxaQO)

Le groupoide de Galois Gal(E(qp)) de I’équation spécialisée est le groupoide
de Galois Gal(Xp|4,)-
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5.1. Calcul du groupoide de Galois

Commengons par un lemme qui donne une limite sur le type différentiel
du groupoide de Galois de ces équations.

LEMME 5.1.
tdiff (Gal(Xr)/S) < 2

Démonstration. — La 1-forme dz et la fonction ¢ sont préservées par le
champ Xr : Lx,dz =0, Lx,.q = 0. En se rappelant les exemples 3.20
et 3.21, nous avons l'inclusion :

Gal(Xp/S) C {¢p € Aut(M/S) | ¢*dz =dx, ¢"q=4¢q, ¢"Xr = Xp}

Soient U C M un ouvert analytique, pr,, la projection de U sur les coor-
données (u,v) et ¢ € Aut(U/S). Si 'application ¢ préserve la 1-forme dz et
la fonction ¢ alors elle s’écrit (z,u,v,q) = (z + ¢, f1(x,u,v), fo(x,u,v), q).
Apreés un changement de variables analytiques en diminuant éventuelle-
ment 'ouvert U, le champ de vecteurs Xy se redresse en %. Si ¢ pré-
serve en plus le champ X alors elle s’écrit dans les nouvelles coordonnées
(z,u,v,q9) = (z + ¢, fr(u,v), fa(u,v),q). Autrement dit, Gal(Xr/S)|uxv

est inclus dans ’ensemble

G- {¢ € Aut(U/S) | ¢ u0,q) = (z + e, fi(u,0), folus0), ),

O(f1, f2)
<< e 0}

C’est I'exemple 4.2 donné dans la section 4.1. L’ensemble des jets d’ordre
k € N de G est une variété analytique de dimension 2+2(k;2) +2+d. Pour
tout k € N, la dimension de la variété analytique Galg(Xp)|luxu est la
méme que celle de la variété algébrique Galg(Xr). L’inclusion précédente

nous dit que dim(Gal,(XF)) < 2(k‘£2) +4+d, ce qui acheve la preuve. [

Soit U un ouvert analytique de C?. E.Cartan a donné dans ([6]) une
classification analytique des sous-groupoides de Aut(U) définis par des in-
variants différentiels et vérifiant une hypothese de régularité appelée involu-
tivité. Cette hypothese est équivalente a I’hypothése d’involutivité présente
dans ’article [17] de B. Malgrange. Pour chaque paramétre fixé, les théo-
rémes (4.2.2) et (4.3.1) de cet article appliqués a notre situation nous disent
qu’il existe un ouvert O C C3 Zariski dense au-dessus duquel le groupoide
de Galois vérifie cette hypothese.
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THEOREME 5.2. — Soient gy € S, dvol une 3-forme rationnelle sur C?
et O C C® un ouvert sur lequel dvol et Xp|, sont bien définis. Notons
Vol(E(qo)) Ia cloture dans Aut(C?) de

{¢ € Aut(0) | ¢*dz =dz, ¢"Xrlg = XFlg, ¢ dvol = dvol}
SiLxp,, dvol =0 et tdiff (Gal(E£(qo))) = 2, alors Gal(E(qo)) = Vol(E(qo)).

Démonstration. — Puisque Ly, dz = 0, Lx, Xrl, = 0 et
Lx |, dvol = 0, nous avons I'inclusion Gal(E(go)) C Vol(E(go)).

Soit U C O un ouvert analytique convenable. La preuve du lemme 5.1
permet de se ramener a

() Gal(E(go))loxv
c {6 au@) | ol uv) = -+ e Al Sl 0)), GEE 20}

et dvol = dz AduAdv. Les fonctions fi et fo vérifient jac(f1, f2) = 1. Nous
devons montrer qu’aucune autre équation aux dérivées partielles sur f et
f2 n’est compatible avec les hypotheses du théoreme.

La classification des pseudo-groupes de Lie au-dessus d’un ouvert analy-
tique de C? aboutit & 64 sous-groupoides dont un récapitulatif est donné
a la page 193 de [6]. Parmi ces sous-groupoides, 31 sont de dimension
fini, i.e. de type différentiel 0, 26 dépendent de fonctions d’une seule va-
riable, i.e. de type différentiel 1, 7 dépendent de fonctions de deux variables,
i.e. de type différentiel 2. Ces 7 derniers sous-groupoides sont dénommés
g,91, 92, 93, 9o1, 922, g29. Le sous-groupoide g est le groupoide de toutes les
applications. Le sous-groupoide g; est celui formé des applications dont le
déterminant jacobien vaut 1 et aucun des 5 autres sous-groupoides n’est
inclus dans g;.

Notons pr,,, la projection de 'ouvert U sur le plan C? de coordonnées u
et v. En reprenant 'application pr,,,, : Aut(Fy,., ) — Aut(pr,,(U)) de la
sous-section 4.2, nous avons par hypothese tdiff (pr,,,,, Gal(E(qo))|luxv) =
tdiff (Gal(E(qo))|uxuv) = 2. La classification décrite ci-dessus donne

Pruv, Gal(E(qo))|luxu = g1-

Les fonctions f; et fo de l'inclusion (x) ne vérifient pas d’autre équation
aux dérivées partielles que % = 1. Autrement dit : Gal(E(qo))|uxv =
Vol(E(qo))|vxu-

Notons Voli(E(qp)) la projection de Vol(E(qp)) sur lespace des jets

d’ordre k € N. Par ce qui précede, les sous-variétés Galp(E(qo)) et
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Vol (E(qo)) ont méme dimension. Par irréductibilité de cette derniere, 'in-
clusion Gali(E(qp)) C Volx(E(qp)) donnée en début de preuve est une
égalité : Gal(E(qo)) = Vol(E(qo))- O

COROLLAIRE 5.3. — Si le champ de vecteurs X associé a I’équation (E)
préserve une 3-forme fdx A du A dv et s’il existe qo € S tel que
tdiff (Gal(Xr|q,)) = 2, alors pour ¢ € S général, Gal(E(q)) = Vol(E(q)).

Démonstration. — Par le théoréme 4.9, pour g € S général,
tdiff (Gal(E(q))) = 2.
Par le théoreme 5.2, pour ces valeurs des parametres,

Gal(E(q)) = Vol(E(q)). 0

5.2. Irréductibilité d’une équation

Nous allons utiliser les résultats précédents pour obtenir des résultats
d’irréductibilité d’une équation différentielle. Nous rappelons la définition
de solutions d’équations du second ordre réductible telle que nous pou-
vons l'extraire des travaux de Nishioka [19] et Umemura [29]. Cette notion
generalise celle de solution classique qu’on trouve dans [30].

DEFINITION 5.4 (Réductibilité au sens de Nishioka—Umemura). — Soient
qo € S et f une solution de (E(qy)) appartenant a une extension différen-
tielle du corps (C(x), %). Cette solution est réductible si elle appartient a
une extension différentielle K de C(x) telle qu’il existe une suite d’exten-
sions (C(z), &) C (K1,01) C ... C (Kn,dn) vérifiant :

 dz
soit : K; est algébrique sur K; 1
soit : K; = K;_1(gpq) o (gpq)pq €st une matrice fondamentale de

solutions d’un systéme différentiel linéaire a coefficients dans K; 1.
soit : K; = K;_1(g) ou g est une solution d’une équation différentielle
d’ordre 1 sur K;_1.
soit : K; = K;—1(¢(7(a1,...,a,)) | ¢ € C(A)) ou
e A est une variété abélienne
e 7:C" — A est son revétement universel
® ay,...,a, € K; 1

Remarquons que l'extension faisant appel & un systeme différentiel li-
néaire n’est pas supposée de Picard—Vessiot, il pourra étre ajoutées de
nouvelles constantes. Remarquons aussi que dans l’extension du troisieme
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type, nous nous autorisons a résoudre n’importe quelle équation différen-
tielle ordinaire non-linéaire d’ordre 1.

Une équation peut avoir une solution réductible sans que nous n’ayons
aucune information sur les autres solutions :

Exemple 5.5. — Pour (P,Q) € Clz,u,v]?, Déquation (E) : v’ =
P(z,u,u)u+ Q(z,u,u)u’ admet 0 pour solution réductible.

SRR T

tibles :

DEFINITION 5.6. — Soit gg € S. Une solution f de (E(qo)) est appelée
solution générale si

trdege(y) (Cla, f, f') =2

Si I’équation (E(qo)) posséde une solution réductible générale, alors (E(qq))
est dite réductible. Sinon elle est dite irréductible.

Exemple 5.7. — L’équation (F) : v” = 0 est réductible puisqu’elle admet
f = ax+b comme solution réductible générale ou a et b sont des constantes
transcendantes sur C. Remarquons que l’extension C(z) C C(z,a,b) n’est
pas de Picard Vessiot.

Le lien entre la réductibilité d’une équation et la structure du groupoide
de Galois du champ de vecteurs associé est donné par G.Casale dans [8].

THEOREME 5.8. — Soit qo € S. Si Gal(E(qo)) = Vol(E(qo)) alors (E(qo))
est irréductible.

COROLLAIRE 5.9. — Si le champ de vecteurs X p associé a I'’équation (E)
préserve une 3-forme et s’il existe qo € S tel que tdiff(Gal(E(qo))) = 2 alors
pour q € S général, I'équation (E,) est irréductible.

Démonstration. — Par le corollaire 5.3, pour ¢ € S général, Gal(E(q)) =
Vol(E(q)). Par le théoréme 5.8, pour ces valeurs des paramétres, (E,) est
irréductible. O

Remarque 5.10. — Dans le corollaire 5.9, 'hypothése sur le type diffé-
rentiel du groupoide de Galois de (E(qp)) ne peut pas étre remplacée par
Ihypothese d’irréductibilité de (E(qg)). En effet, I’équation P,,(0,0,0,1/2)
donnée ci-dessous est irréductible mais le type différentiel de son groupoide
de Galois est 0 (voir [7, 37]).
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5.3. Les équations de Painlevé

La classification des solutions réductibles des équations de Painlevé est
connue (voir [16, 18, 19, 20, 29, 32, 33, 36, 37]). Les théorémes précédents
vont nous permettre de montrer l'irréductibilité des équations pour des
valeurs générales des parametres. Le résultat que nous retrouvons est un
peu plus faible que le résultat connu mais la preuve n’est pas spécialisée aux
équations de Painlevé. Voici la liste de ces équations qui peut étre trouvée
dans [21] :

(PR) uw' = 6u? 4z
(Pu(a)) ' =2ud 4 zu + o
/2 / 2 k)
(BII(O‘767776)) u//:L_l+au +ﬁ+'}/u3+*
u x x u
/2
n_u 3 3 2 2 B
T ) - 5 . - -
(Pv(a, B)) u + —u® + 4dzu® + 2(t° — a)u +
2u 2 u
/ 12
(BB o= (b WD (0 By pu D
2u  u—1 x z2 u x u—1
1/1 1 1 1 1 1
u//jf(i_,’_ + )u/2_(7+ + )u/
2\u u—-1 wu—=x r z—1 wu-—=w
u(ufl)(ufx)< x z—1 x(mfl)>
Py, 1) _ — )
( \1(a76777 )) + :EQ(J?*l)Q O[+IB’U,2 +7(U71)2 + (’U,*I)Q
Pour J = 1,..., VI, Uespace des parameétres Sy est C% ou d = 0,1,2,4

dépend de I’équation considérée.

G. Casale dans [8], G. Casale et J. A. Weil dans [10], F. Loray et S. Cantat
dans [5] ont respectivement calculé le groupoide de Galois des équation
P, Py(0) et Py(a, B,7,9) :

THEOREME 5.11. — Nous avons les égalités de groupoides suivantes :
e Gal(P) = Vol(P);
e Gal(P;(0)) = Vol(Py(0));
e pour (a, B,7,5) € C* générique,
Gal(PVI(aa 57 A/v 5)) = VO](PVI(aa B? A/v 5))

COROLLAIRE 5.12. — Pour « € C général, Gal(P;(«)) = Vol(Py(a)) et
Py(«) est irréductible.

Démonstration. — Par le théoréme 5.11, tdiff (Gal(P;(0))) = 2. Le champ
de vecteurs associé a ’équation P, préserve la 3-forme da A du A dv. Par
le corollaire 5.3, pour o € C général, Gal(P,(a)) = Vol(Py(a)). Par le
théoréme 5.8, pour ces valeurs du paramétre, P, («) est irréductible. O
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Pendant ’étude des équations de Painlevé, il a été découvert qu’elles
dégénéraient les unes sur les autres en suivant le diagramme suivant
(voir [21]) :

Pu
P,——P, P, —— P,

PIV

Nous allons utiliser ces dégénérescences pour obtenir les mémes résultats
sur les groupoides de Galois et sur l'irréductibilité des autres équations de
Painlevé.

PRroPOSITION 5.13. — Pour J = LI, II1, 1V, V, VI et ¢ € Sy général,
tdiff (Gal(Py(q))) = 2

Démonstration. — Pour J = 1,11, c’est le théoreme 5.11 et le corol-
laire 5.12. Nous détaillons la preuve pour I’équation P,;. Pour les autres
équations, la méthode reste la méme. Les changements de variables qui
permettent de faire dégénérer les équations de Painlevé les unes sur les
autres sont donnés dans [21]. Le changement de variables qui permet de
faire dégénérer Py, sur Py est :

p: CxCxC —C¥xC*
(t, f,g9,a,¢6) —> (1+62t,1+26f,2?g7$(6,a))

g( ) 1 2a+ 1 1 1
a,€)=-—— "+ — — ———
€ 2667 €3 2¢67 467 46

Notons Xj; le champ de vecteurs rationnel sur C? x C x {0} associé a P, et
X le champ de vecteurs rationnel sur C? x C* associé & Py,. Autrement
dit

0 0 0
Xy= = +g— +F =
1 8t+gaf+ Il(t7fvg)a’)ag
«t 0 0 0
XIII - % +’U% + -FIII(:I:7U'7/U705’B”Y75)%
ou

o Fult.f,g,0) =2f°+tf+a
2 2
o Eu(%%%avﬁf%(s) = %_g_'_ Ot’um+5 +’YU3+%
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Le feuilletage donné par les trajectoires de Xy est décrit par le systéeme de
formes

da, dg, dv, df, du —vdz, dv — Fiydx

Le tiré en arriere par ¢ sur C3 x C* x C est décrit par le systéme de formes
3
dE, da/a df - gdt, dg - EF‘III o ¢dt

i.e. c’est le feuilletage donné par le champ Yy := €2¢* Xy qui correspond &
I’équation du second ordre : f” = §E11(¢>(t, f,9,€,a)). La dégénérescence
de P sur P, s’exprime de la maniere suivante : %Fm 0 @|le=o = Fy, autre-
ment dit Yiy|e—o = Xy;. La situation de dégénérescence étant décrite nous
pouvons appeler les théorémes rencontrés dans la section précédente.

Par le théoreme 5.11, tdiff(Gal(Yin|(0,0))) = 2. Le théoreme 4.9 nous
dit que pour (a,e) général dans lespace des parametres C2,
tdiff(Gal(Yiu|(a,e))) = 2. Choisissons (ap,ep) € C x C* I'un de ces para-
metres pour lequel la deuxieme coordonnée €g est non nulle. La restriction
Dl (ap,e0) CODjUUE Yin|(g0e,) B egXHI‘Z;(a o)’ En appliquant le théoréme de

projection 4.6 a @[(qy,¢,) €t a ¢| ) il vient que le groupoide de Ga-

ag, €
lois du champ Yix(aq,e,) 5t 1som01;)pﬁe au groupoide de Galois du champ
X”I‘g(ao,eo)‘ Le théoréme 4.9 nous dit que pour (e, 3,7, ) général dans l’es-
pace des parametres C*, tdiff (Gal(Xy;|(a,5,4.6))) = 2. Ceci qui conclut la
preuve pour Py.

Le changement de variables qui permet de faire dégénérer P, sur P, est
p: CxCxC—C¥xC?
2/3 4/3  ~
(t: fr90,6) — (58 — &, 220+ £, 25, G(a, )

~ 1 1
(b(f,a) = (_2CL — ﬁ, _2612)

Soient X,y le champ de vecteurs sur C3 xC? associé & Py et Yy = 5373 0" Xiv
champ de vecteurs sur C? xC xC. La dégénérescence de Py, sur P, s’exprime
de la maniére suivante : Yiy|c—o = X;; ol X, est le champ de vecteurs donné
précédemment. Nous avons tdiff(Gal(Yiv|(0,0))) = 2. En reprenant le méme
raisonnement il s’ensuit que pour des parameétres (o, 3) € C? généraux,
tdiff(Gal(XW (a,ﬁ))) =2

Le changement de variables qui permet de faire dégénérer P, sur P, est

p: CPxC?>xC — CxC?
(t f,9.0,0,€) — (14 ev2t, 6,4, 9(a,b,0))
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ou

%(a,b,e)=<1 b 1 a 1)

2¢17 47 472 2¢d

Soient Xy le champ de vecteurs sur C? x C* associé & Py et Yy := ev/2¢* X,
champ de vecteurs sur C3 x C2 x C. La dégénérescence de P, sur Py
s’exprime de la maniére suivante : Yy |.—o = X,y ot le champ X,y est cette
fois-ci défini sur C3 x C? x {0}. Nous savons maintenant que pour des
parametres (a,b) € C? généraux, tdiff (Gal(Yy|(4p.0))) = 2. Choisissons en
un. En reprenant le méme raisonnement avec ce parametre il s’ensuit que
pour des paramétres («, 3,7, ) € C* généraux, tdiff (Gal(Xy|(a,8,4,5))) = 2.

Enfin, le changement de variables qui permet de faire dégénérer P, sur
Py est

¢ C3xCixCr—C3xcC*
(t7f7g)a’7b567d7€) }_> (1+€t7f7%7$(a7b7c7d76))

~ d ¢ d

¢(a,b,c,dye) = (a,b, = + > 62)
Soient Xy, le champs de vecteurs sur C? x C* associé & Py, et Yy, == €¢* Xy,
champ de vecteurs sur C? x C* x C. La dégénérescence de P, sur P, s’ex-
prime de la maniére suivante : Yy;|.—o = Xy ou cette fois-ci le champ Xy est
défini sur C? x C* x {0}. Nous savons maintenant que pour des parametres
(a,b,c,d) € C* généraux, tdiff(Gal(Yy,
En reprenant le méme raisonnement il s’ensuit que pour des parametres

(ar, B,7,6) € C* généraux, tdiff (Gal(Xuil(a,5,.6))) = 2. O

(a,b,e,d,0))) = 2. Choisissons en un.

THEOREME 5.14. — Pour J = I, II, III, IV, V, VI et pour q € S; général,
Gal(P;(q)) = Vol(Py(q)).

Démonstration. — Pour J = 1,11, c’est le théoreme 5.11 et le corol-
laire 5.12.

Par la proposition 5.13, pour J =,IL,IV,V,VI et ¢ € S; général,
tdiff (Gal(Py(q))) = 2. Fixons J et ¢ parmi ces valeurs. Par le théoréme 5.2,
il suffit de montrer que le champ associé & 1’équation P;(q) préserve une
3-forme. Nous allons nous placer dans des coordonnées hamiltoniennes que
nous pouvons trouver dans [22]. Notons F;, € C(x,u,v) la fonction ra-
tionnelle vérifiant (Py(q)) : v”’ = Fjq4(z,u,u'). Il existe H;, € C(x,u,v)
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tel que le systéme associé a I’équation P;(q)

du

—~

dz

dv

—_F

dzx 1

soit équivalent au systeme hamiltonien

dj _ OH, J,q
dez  Ov
@ _ OH J.q
de Ju

Le tiré en arriere du champ % +fu% +F J7q% par I’application birationnelle

de C3 : (z,u,v) = (z,u, agqj"’) est le champ

0 OHs, & OHy, 0

Yo ::%—’_ ov Ou Oou Ov’

Donnons la liste de ces applications :

1

Hug = — [2u*0® — (2azu® + (2b + L)u — 2cz)v + a(b + d)zu]
x

Hy g = 2uv® — (u? + 2zu + 2a)v + bu

Hy, = % [u(u —1)%v* — (a(u — 1)* + bu(u — 1) — czu)

N

+=((a+0b)* —d*) (u— 1)]

1 2
Hyq = prp— [u(u —1(u—2x)v

—(a(u— ) (u—2z) + bu(u —z) + (c — Lu(u — 1))

+i ((a+b+cl)2d2)(ux)}

ou (a,b,c,d) € C*. Ainsi Ly, (dz A du A dv) = 0. Ceci conclut la preuve
du théoreme. O

COROLLAIRE 5.15. — Pour J = I, II, III, IV, V, VI et pour q € Sy général,
Péquation P;(q) est irréductible.

Démonstration. — Par le théoreme 5.14, pour J = I,II,1II,1V, V, VI et
pour q € S général, Gal(P;(q)) = Vol(P;(q)). Le théoréme 5.8 termine la
preuve. O
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