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PROBLEMES AUX LIMITES GENERAUX
POUR
DES OPERATEURS DIFFERENTIELS PARABOLIQUES
DANS UN DOMAINE BORNE

par Alain PIRIOU

Dans cet article, on utilise 1’algébre des opérateurs pseudo-
différentiels de Volterra, étudiée dans [14], pour discuter des pro-
blémes aux limites relatifs & un opérateur différentiel parabolique
dans un domaine borné cylindrique ou non cylindrique, et on détaille
- certains des résultats annoncés dans [13].

Plus précisément, soient M’ une variété C” de dimension n — 1,
t un réel > 0, I, un intervalle ouvert de R contenant [0, ¢] ; posons
M=I xM ={x=(x,,x)x, €I,, x'E€M'}et considérons un ou-
vert £ de M ayant, dans M, un bord I' (C*, de dimension n — 1)
nulle part tangent a une sous-variété x, = constante ; supposons
que pour t', t"€I1,, I'ensemble des xEQ tels que ¢ < x, < "
est relativement compact dans M. Soient E, F deux fibrés de méme di-
mension sur M et un opérateur différentiel P, opérant des sections
de E dans celles de F, parabolique au sens de Petrovski relativement
a un poids donné a, sur la variable de temps x, (voir I, 2). Soient
G,,...,Gy des fibrés sur I' et des opérateurs pseudo-différentiels
B « (1<j<J,0<k<m-1, m=degré de P) opérant des sec-
tions de E/T' dans celles de G, ; on suppose que les B; , sont de
Volterra (voir [14] et I, 1), c’est-a-dire, essenticllement, que leur
noyau-distribution est nul dans {(x,y)ET xI' | x, <y, } ; posons

J
G= 1631 G, et B = (B, ;). Nous considérons le probléme aux limites :

Pu=f dans Q,={x€Q|x, <t}

*)
( Byu=g dans T,={x€T |x, <t}

ou f (resp : g) est une section-distribution donnée de F/Q, (resp : G/T})
nulle pour x, <0, et ou l'inconnue u est une section-distribution
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de E/2, nulle pour x; < 0 ; on a posé Byu = (Z Bi X 'yku) et
k ’ j=1,...,]

désigné par i* 5, u la restriction 4 T, de la k®™¢ dérivée de u selon
un champ N donné transverse a I' et sans composante sur I’axe x,
(voir (4), (5) et 1,2).

>x1€IlCR

Pour discuter (*), nous adaptons les méthodes utilisées dans [3], [4]
pour les problémes elliptiques et nous appliquons les résultats de [14]
(complétés dans 1,1) : I’étude des valeurs au bord d’un potentiel de
multi-couche sur I' (voir II,1) permet de construire, a partir de P et
£, deux pseudo-projecteurs Q, , Q,, opérant des sections de E™/T
dans elles-mémes (voir (17)). Le résultat principal de cet article s’énonce
alors ainsi : si BQ, est parabolique a droite (pour 0 < x, < ¢), le pro-

I—
bléme (*) admet au moins une solution ; si ( BQz) est parabo-

lique & gauche (pour 0 < x, < ¢), le probléme (*) admet au plus une
solution ; dans les deux cas, nous donnons une formule précise reliant
u A f, g (voir (20)). L’hypothése de parabolicité & droite pour BQ, et

I-—
Phypothése de parabolicité & gauche pour ( BQz) se traduisent par

des conditions sur les symboles principaux de P, B (voir (18) et [14],
(28)). Dans le cas particulier oit dim G = (m/2) dim E, ces deux hypo-
théses sont équivalentes et sont satisfaites si et seulement si la condition
algébrique habituelle de Shapiro-Lopatinski est vérifiée (voir (21)).

Nous examinons enfin le cas particulier ou les données f, g sont
dans des espaces de Sobolev anisotropes (voir III,1) : en établissant
(voir (31)) des propriétés de continuité dans ces espaces pour les
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opérateurs intervenant dans la discussion générale (20), nous mon-
trons que lopérateur u —> (Pu, B-yu) admet, selon I’hypothése
de parabolicité, un inverse & droite ou un inverse a gauche, linéaires
continus dans les espaces de Sobolev naturellement associés aux ordres
des opérateurs P, B (voir (32)).

Signalons que des opérateuis de Volterra ont été considérés
— d’un point de vue hilbertien — dans [15], ol on applique la mé-
thode de factorisation de Wiener-Hopf a I’étude de problémes du
type (*) dans les espaces de Sobolev lorsque dim E = 1, dim G = m/2
et de problémes analogues avec P pseudo-différentiel de Volterra.
D’autre part, on trouve dans [11], pour le cas ou £ est cylindrique
la construction d’un projecteur (sur les valeurs au bord latérales des
solutions de P'équation Pu = 0) ; les opérateurs Q,, Q, que nous
utilisons pour la discussion de (*) sont alors égaux, modulo des opé-
rateurs régularisants, 4 ce projecteur ; les points (13), (29), (30)
du présent article, consacrés a l’existence des valeurs au bord laté-
rales pour certaines solutions de Pu = f, généralisent les résultats
correspondants de [11].

1. Préliminaires.

1. Opérateurs de Volterra.

Dans ce paragraphe, nous complétons les résultats de [14].
Un point y de R" est noté y = (y,,¥)=(",y,), ou y,, y,€ER
et ' =y Vp)s ¥V =yse.. sV, )ER" ! les autres nota-
tions sont celles des points (1), (2), (3) de [14]. Etant donnés un en-
tier pair a,, un réel m, un ouvert  de R" et deux entiers positifs
d,, d,, rappelons qu’on désigne par L™e(©,C%, Cc®) 1a classe
des opérateurs pseudo-différentiels P : @( ,C) —> (@, C?)
dont le symbole p(y, in, , n') admet pour |n| — oo un dévelop-

pement asymptotique p ~ 2, p,oup(y,in, ,1n")EC( x (R"\ {0},
jeN

E(C"l ,C?)) est quasi-homogéne de degré m — j relativement au
systtme de poids a = (@ ,1,...,1) sur n (c’est-a-dire :

p(y, X" 0, \n)= X" p,(y,in, ,n") pour A>0).
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Nous commengons par établir invariance de L™%(2,C* ,C*) par
des difféomorphismes plus généraux que ceux de [7], [11], [14].

(1) PROPOSITION. — Soient Q, @ deux ouverts de R™ et 0 :
Q —> Q un difféomorphisme de la forme :

0(y,.Y)=0,,0'0,.Y).

Si PE L™ ,CH" ,C®), alors le transporté P de P par 0 est dans
™o, CM, c®).

Démonstration. — La proposition étant évidente lorsque P est
régularisant, il suffit de considérer un opérateur de la forme

Q) @) = [[¢<=7> g(x,y, mu()dydn @E D), xEN)

ol g(x,y,n)=(2mM ™" p(x,y) p(x,in,,n"), avec p€EC (L x Q)
telle que : ¢ = 1 au voisinage de la diagonale de 2 x Q ; ¢ =0
en dehors d’un fermé de §2 x £ contenu dans un voisinage arbitrai-
rement petit de cette diagonale ; les deux projections Suppyp —>
sont propres. L’intégrale double précédente est une intégrale oscil-
lante, au sens de [6]. Pour u E@(Q) et x€ Q il vient :

Q) @) = [[e<0 7" >1> g0 %, 3, ) w 0 6) (3) dy dn =

= ffe‘“_' x=0"1yn> 0071 x, 07" y, m) 1Jac 0~ |u(y) dy dn.

‘Mais 67 x—0"'y=H(x,y).(x —y), oi H(x,y) est une
matrice n x n de classe C™ par rapport iL (x, y), de terme général
égal, au voisinage de la diagonale de 2 x £, & :

H,(x,) = f B+ §0xc— 0 s

On a H(x,x)=D 6~ (x), différentielle de 3" enx ; H(x, y)
est donc inversible au voisinage de la diagonale de §2 x 2 et sa premiére
ligne est alors (1,0,...,0);le changement de variable ‘H(x , y)n = n*
montre que :

@ ) = [[é<=rm> g0 x, 071 y, 'H ' (x, y)m) 1Jac 67"
IDet H' (x, )| u(») dy dn .
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Remarquons que *H™'(x,»)n = (n, + B(x,»)n', C(x,») 7)),
ou C(x,y) est une matrice inversible, et montrons que :

2 q0'x, 07y, H '(x, y)n)

1 ("
~ 2 ‘—(a,,q 0 'x,07'y;n,Clx,y)n").

k>0 k!
B, )
Pour cela, posons 0~ 'x =X, 7'y = Y et (pour K entier
positif)

Re(x,y, m=qX,Y,'H ' (x,
kG, ¥, m=4q( &, ) - k<Kk'(an1 7)

X,Y;n,Clx,»n). B, »)*.
La formule de Taylor permet d’écrire :
’ 1/01
IRK(x,.v.n)I<AKS}lgl d+1In + B, '™ +
+Cx, ') ¢

lorsque (x, y) décrit un compact de Qx ; remarquons qu’il existe
alors des constantes positives C,, C, telles que :

Cin'l <IC(x, »2'I<C, In'l
IBx,»)n'l < C,In'I.
Si K est choisi assez grand pour que m — Ka, < 0, on obtient

1
T
pour |n'| 2C,

IReGx,y,m) <C'(+ In 1" + '™ |9 |¢
<C'(+ I, I 4 g/ pmm@ 70X

1
t > — :
et pour || 2C, In, |

IRgGx, ¥, MI<AC + [Cix, )0’ )™ 1o/ (¥
ST+ dny |+ ' (<
<C"(] + 'nl)m-—(al—l)l( )

Puisque m — (@, — ) K —> —o0 5i K —> + o, (2) ré-
sulte du théoréme 2.9 de [2].
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On en déduit, comme dans [6] que le symbole p de p est donné

3) P 0x, in)

1 ak ad . ! []
~ (an’.‘ an,,p,)(x;m.,Dt9(x)n)-

(D, 0'(x) ) M (x, )

ou D, 8', D'0’ sont respectivement les différentielles de 6' par rapport
iy, y etoun:

a,j,k al k!

; 0: __ol _ ' . — ’
I, (x, ) = (D; & <8 (N-0"(x)-DO'(x)(y—x), n >)y=x

est un polyndme en n' de degré < % laf, on voit que le terme
général du second membre de (3) se décompose en termes quasi-
homogénes en 0, dedegré<m — j — <a, a > +-;— la|l — (@, — Dk,
quantité qui —> — o quand |a|+j+ k —> + o0 ; il en ré-
sulte que P€ L™({, C1, C®).

Nous pouvons maintenant décrire les variétés et les opérateurs
que nous utiliserons.

Soient I, un intervalle ouvert de R contenant 0 et M' une va-
riété C™ de dimension n — 1 ; les points génériques de I, ,M',I, x M'=M
sont désignés respectivement par x,, x' et (x,, x') = x.

Soit £ un ouvert de M, ayant dans M un bord I" = 92 tel que,
pour tout x €T, I’espace tangent en x a I' soit distinct de I’espace
tangent en x' & M'. Soit N un champ C™ défini dans M au voisinage
de T', transverse a I', dirigé vers l'intérieur de £ et tel que N(x)
appartienne 4 I’espace tangent en x' a M'.

Au voisinage de tout point de I', nous pouvons alors construire
des cartes locales (pour M) 6 : UCM ———> V CR" de la forme :

(€] 0(x,, x') = (x,,0'(x,, x))
et telles que

G oUN)={€Vl]y,>0};06(UNT)={yEV]y,=0};

0 transporte N en —
9y,
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Soient E, F deux fibrés sur M ; d’aprés (1), la définition suivante
est équivalente a la définition (4) de [14] :

(6) DEFINITION. — L™%(M , E , F) est la classe des opérateurs P :
®M ,E) —> (M, F) tels que, pour toute carte locale 0 de M
de la forme (4), le transporté de P/U par 0 soit dans

L™%(V,dim E ,dim F) .

En utilisant dans T" des cartes qui sont les restrictions de cartes
0 de M vérifiant (4), (5), on définit de méme L™°(I" , G , H) lorsque
G, H sont deux fibrés sur T'.

Rappelons que V™M ,E,F) est la sousclasse des opérateurs
de L"™*(M, G, F) dont le noyau est nul dans

{x,»EMXxM|x, <y};

on définit de méme V" (I, G, H).

Nous supposerons désormais que, pour tous ¢, t" € I,, '’ensemble
des x€Q tels que ' < x, <t" est relativement compact dans M.
Désignons par @, (", E) le sous-espace des u €E®'(T,E) telles que
u =0 pour x, <O.

(7) ProrosiTION. — (Voir les points (26), (28), (30) de [14]).
Soit P = (P,,) une matrice d'opérateurs P, € V* (' ,E, , F).
Si P est parabolique a droite (resp : d gauche), il existe une matrice
T = (T, ;) d'opérateurs T, ;€ VI~*(I' ,F, ,E,) telle que

PTu = u (resp : TPu = u)
pour toute u€ ] @, (T, F) (resp : u€]] @, (" ,E,).
Jj k

Pour établir (7), il suffit de reprendre la démonstration de
(30) dans [14], en utilisant un découpage assez fin sur la variable x,

pour établir la convergence de ), N,.
v 21

(8) DEFINITION. — On dit qu’une distribution u € @ (S, E) ad-
met des valeurs au bord transverses jusqu'a l'ordre k (k € N) si, loca-
lement, au moyen des restrictions d S) de cartes 0 de M vérifiant
(4), (5), u s'identifie d une fonction C* de Yn (¥, = 0) d valeurs dans
@Ry, C"™E) s pour 1=10,1,...,k on définit alors
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vu€E®'(,E)

en posant (localement au moyen de 0|T) : y,u = D: Uy =0 -

2. Formulation des problémes aux limites.

Nous reprenons les notations I,, a,, M', M, ©, T du paragraphe
précédent. Désormais, E, F sont deux fibrés sur M de méme dimen-
sion et P : ®(M,E) ——>>® (M , F) est un opérateur différentiel
a coefficients C™, parabolique au sens de Petrovski quand on munit
la variable x, du poids parabolique a, ; m désigne le degré de P.
C’est dire que, localement, P s’identifie 4 une matrice (P,.’ x) d’opé-

b
rateurs différentiels scalaires P, = P, X (y R ;y—l , Dy.) tels que:

1) P, est de degré m relativement au poids a4, sur x,, c.a.d.
Py, n) = 2 p,-,,,,d(y) n* (avec Pjk.a €EC).
ala.'l+|a'|$m
2) Si on pose :

p;'olZ(y ’ 71) = 2 p],k,a nu H

aldl"‘ld'l’:m
alors det(pi(,o,z(y, £, +in,,m')#0pourf, >0,nER", (¢, ,n) # 0.

Il est donc équivalent de dire que P est un opérateur de
V"M, E,F) différentiel et parabolique au sens de la définition
(26) de [14]. (Rappelons que pour un opérateur différentiel para-
bolique au sens de Petrovski, le poids parabolique est nécessairement
un entier pair et le degré un multiple du poids parabolique).

Soit J entier = 1 ; on donne, pourj=1,2,...,7J des réels m;
etdesfibrésG].surF;soient,pourj= 1,2,...,Jetk=0,1,...,m—1
_ J
des opérateurs de Volterra B, «€ V™ k(I‘ ,E, G,) ;posons G = ie G,
, -
et B = (B,, ) > désignons par u le plus petit entier = 0 tel que B = 0
pour 1 <j<]J, u<k.

Si u€®'(,E) admet des valeurs au bord transversesjusqu’a
Pordrem — 1, posons yu = (Yo, Y U, ..., Vpy_y ¥) ;SiUE @, (Q,E)
admet des valeurs au bord transverses jusqu’a I’ordre u, définissons

Byu€ @, ,G) par Byw), = 3 B, (vw) (1<j<J).
k=0
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Fixons un réel ¢ tel que t€1,, 0 <t Lorsque A est un sous
ensemble quelconque de M, posons A, = {x € A | x, < t}. Nous consi-
dérons le probléme aux limites :

9 Pu=f dans £,
(10) Byu=g dans T,

ol fED,(R,,F), g€ @, (T,,G) sont données et ou I'inconnue u est
dans G)L(Qt , E). (On rappelle que l'indice + signifie que les distri-
butions considérées sont nulles pour x, < 0).

2. Discussion des problémes aux limites.

1. Valeurs au bord transverses d’'un potentiel de multi-couche.

Lorsque jEN et ¥ € @'(T"), nous désignerons par v ® 87 la dis-
tribution sur M, portée par I', dont la transportée par toute carte 6
de M vérifiant (4), (5) est w@Df, 8yn, ou w est la transportée de v

par 6/ et Syn E@'(Ryn) la mesure de Dirac en O.

(11) ProPOSITION. — Soient ®, ¥ deux fibrés sur M, r un réel
et un opérateur pseudo-différentiel anisotrope QEL"*(M , ® , ¥) de
type compact (ce que nous traduirons en écrivant QE LM , & , ¥)).
On suppose que chaque composante quasi-homogéne q,y , in, ,n')
du symbole de Q est une fraction rationnelle de n. SivE®@' (T , P),
alors (Q(ve 8‘”))/9 admet des valeurs au bord transverse de tout
ordre ; de plus,

7[(Q e 8)/Q] =Q, ;v

ou Qk.,EL’:"”“" T ,®,¥) est indépendant de v. Si de plus
QEV(M,®, V), dlors Q, ; EV™* "' (', &, ¥).

La preuve de (11) est analogue a celles des propositions corres-
pondantes de [3] et [8]. Elle montre en particulier que le symbole
principal de Q, ; est donné, lorsqu’on utilise dans I' des cartes qui
sont les restrictions de cartes 8 de M vérifiant (4), (5), par :

n . ~ l ”n . ~
(12) g} ", iny ) = —- [ 4", 050y, 7 )0k dn,,
T Yy
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ou 7= (my,...,M,_1)s q, est le symbole principal de Q et vy un
cercle du demi-plan Im n, > 0 entourant les poles 7, de q,(»",0 ;
in, ,M,n,) situés dans ce demi-plan.

Donnons maintenant deux propriétés relatives a ’opérateur dif-
férentiel parabolique P introduit dans I,2.

(13) COROLLAIRE. — Soit u € @' (2, E) telle que :
i) Pu = 0 dans Q,
i) Il existe w €®'(M , E), avec u = u dans .

Alors u admet des valeurs au bord transverses de tout ordre.

Démonstration. — D’aprés le théoréme de Hahn-Banach, nous
pouvons choisir % telle que Supp u €Q ; alors Supp Pu C T, donc
Pu est une multi-couche sur I', c’est-d-dire une somme localement
finie de distributions de la forme v ® 87, ot vE®'(T', F) ; si T est
une paramétrix (de type compact) de P dans M, on au = T(P%) + R,
avec R régularisant ; on conclut en appliquant (11) pour Q = T.

(14) Si u€®'(2,E) admet une valeur au bord transverse
d’ordre 0, on appglle prolongement canonique de u par O la distri-
bution u° € @' (M, E) définie localement par :

<u®,p>= ‘[+“<u(.,y,.), e(., ¥,) >dy, @ERR™M)) .

Au voisinage d’un point de I', P se met, d’une fagon unique,

m
sous la forme P = 2 P, D{,, ou P, est un opérateur différentiel tan-
j=0
gentiel d’ordre anisotrope m — j (pour simplifier les notations, nous
avons identifié N et /D, par Iintermédiaire de cartes 6 vérifiant (4),
(5)). Si u€ @' (2, E) vérifie les hypothéses du corollaire précédent,
on obtient la formule des sauts :

P@®) =P (yu)

ol POur ¥ = (¥, ¥, , - . ., Vpy_,) € @'(T, @ E), P(v) désigne la multi-

1 m—-1 m-1-j .
2 X P, e8P (voir [8])
i j=o0 1=0
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2. Discussion générale des problémes aux limites paraboliques.

Considérons maintenant le probléme (9), (10).

Soient (voir [14]) T,, T, €V, (M, F,E) tels que :

(15) PT,u = u dans Q, pour toute u €D (M, , F).

(16) T,Pu = u pour toute u € (O} +(M, , E) nulle en dehors de Q.

Pour i = 1, 2, la proposition (11), appliquée a ’opérateur Ti (I
montre que pour toute v € ®@'(T, S?E les distributions (T; Pv)/Q

ont des valeurs au bord transverses de tout ordre et que :

(A7) Y[(T; Pv)/Q2] = Qv , ou Q; = (Q¥ o<k, 1cm—1)>
QY ev;7(I',E, E)

Remarquons que pour x, voisin de [0,¢], T, et T, ont méme
symbole qu’une paramétrix de P ; donc Q, et Q, ont méme sym-
bole pour x, voisin de [0, ¢] ; (12) implique alors (pour un choix
correspondant de carte) que le terme de degré k — I du symbole
de Q(‘) est :

m—1-I

1
18 (0) ”; ’~ - — ©0)-1,_.n . '
(18) 40" 5 &, ) m[ 2_: pOTG,058, ).

P,(g}ﬂ (y" ,0; {1 ’ ?I’) ﬂi+k d’nn
ou$, =& +in, (5, 20),0=(n,,n5,...,m,_,), 0 etpil), sont
les symboles principaux respectifs de P et P/+1+1 , ¥ est un cercle du
demi-plan Im n, > 0 entourant les zéros n,, de

det p2(»",0;¢, , 7, n,)
situés dans ce demi-plan.

On en déduit, comme dans [3], I'interprétation suivante du sym-
bole principal q(o) de Q, et Q, (pour x, voisin de [0,¢]) :

Désignons par E; ¢, .5 (resp : E; ?1’7') le sous-espace de
Cm dim E ~ (E(y",o))m

constitué par les données de Cauchy U(0),..., D,':'_l U(0) des so-
lutions U de I’équation différentielle p©® (3", 0;¢,,%,D,) U(y,) = 0
qui sont bornées pour y, = 0 (resp : pour y, < 0) ; alors
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mdimE _ nt -
C - Eyn,s’ln;leE)’"'fl:;l
et q(°)(y", $, , M) est la projection de cmdmE o E;".rl.ﬁ paral-
_ m

lélement a Ey.,’ t.0 notons que dim E;..",l a = 5 dim E (sauf dans

certains cas, que nous excluons, lorsque »n = 2). Pour discuter le

probléme (9), (10), nous faisons I’hypothése :

(19) f admet un prolongement f€ @, (M, ,F) tel que T, f ait
des valeurs au bord transverses jusqu’a I’ordre u.

(20) THEOREME.
i) On suppose la matrice BQ, parabolique a droite pour 0<x,<t;
soit A, un inverse a droite de BQ,. Alors :

u=(T,f +T,PA, (g — BT, 1))/, vérifie (9), (10).

il) On suppose la matrice (1 — Q,) ® B parabolique d gauche
pour 0<x, <t ; soit A, un inverse a gauche de (1 — Q,) ®B.
Alors (9), (10) impliquent :

u=(T,f+T,PA,(00,g — ByT, N)/Q, .

Démonstration de i) :

Posons & =T,f+ T, PA,(g — BT, f) et u=%/, ; on a
Pu = ? dans §2, d’aprés (15), donc (9) est vérifiée. D’autre part,
y(T, 7 A, (g - BYT, ) = Q, A, (g — ByT, 7), donc

Byu =B+T,f +BQ, A, (g — BT, f) =g, dou (10).

Démonstration de ii) :

Si u vérifie (9), (10), posons u, = u — (T, fi/ﬂ, ;onaPu, =0
dans £, d’aprés (15), donc (voir (14)) P(u‘l’) = '13'(7u,) et (16) implique
u; = T, P(yu,), d’ot yu, = Q,(vu,) ; il en résulte que

(1 - Q) @B) (yu,) = (0,g — BYT, ),

soit yu, = A,(0,g — B'yT f), donc ul =T, PA ,(0,g—B7T, f)
et finalement u = (T, f+T PA (0,g — B9T, f))/Q
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(21) Remarque. — Dans le cas particulier ou dim G=(m/2) dimE,
les hypothéses de (20), (i) et de (20), (ii) sont équivalentes ; de plus,
elles sont vérifiées si et seulement si, en reprenant les notations de (18),
la restriction B3@(y",¢ ,,M) A E). ¢ 7 du symbole principal
b®(y",¢,, M) de B est un isomorphismel ‘pour £,20,¢,.M+*0
(lorsque 0 < x, <), c’est-d-dire si la condition habituelle de Shapiro-
Lopatinski est satisfaite ; il est en effet évident que cette condition
est vérifiée quand on fait I’hypothése de (20), (i) ou I’hypothése
de (20), (ii) ; réciproquement, posons a{®) = io 5@ o i est injec-

. . + i
tion canonique de E . £).7 dans C"4™E . alors

©) — ,(0)
a," = (ak.l)ogksm—n,nglsj ’

avec ag”}EO,‘_ (voir [14], définition (9)) ; les propriétés d’holo-

m

i
morphie et de dérivabilité de ag’i) résultent du fait que E;.., ty.7 admet
localement en (¥",¢ 1 , M) une base constituée de (m/2) dimE vec-
teurs choisis parmi les vecteurs

m—-1-|

" ~ 1 -1 " '
Vir, v ,i’._,ﬂ)=m‘/;l7(°) »",0;¢,,1) 12,0 P}?L,

” ~ i
", 08, Mk’ e, dn,

onk,I=0,....m—1;r=1,...,dimE;(,...,g,) estune
base de C4mE) Par construction, on a b® ¢ a{® =1, donc BQ,
est parabolique a droite ; pour montrer que (I — Q,)®B est para-
bolique a gauche, posons @ = (I — a{® b, a{) ; alors :

I—q©®
@ (@ ) =A-a b A-q) +aP b =1

(22) Remarque. — On peut donner un résultat analogue a (20)
pour les problémes de transmission du type correspondant & ceux
de [10].
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3. Discussion dans les espaces de Sobolev.

1. Espaces utilisés.

(23) DEFINITIONS. — Soient o, TER.

i) H:,T (R™) désigne l’espace des distributions u € $'(R") telles
que u = 0 pour x, <0, & = iu est une fonction vérifiant

Ja 2 4 Ry 1+ 2 TP i) dn < + oo

(on rappelle que M= (n,,...,n,_)), =, ,7,n,) = (1, ,7").
Cet espace est naturellement muni d’une structure hilbertienne ;
la norme associée est notée |lull, ..

ii) H:,,(R" , 1) est l'espace des distributions u définies dans
{y ER"|y, <1}, et admettant un prolongement U€E H;’,(R"). On
le munit de la norme définie par ||u||®, = Inf |UI|_

’ U ’

iii) H:,,(Rf ,t) est l'espace des distributions u définies dans
{y €R"|y, <t, y, > 0}et admettant un prolongement U € H;’, (R™).
On le munit de la norme définie par IIuII;:: = I{}f NG, ..

Lorsque 7 = 0, nous remplacerons o, 7 par ¢ dans toutes les
notations précédentes ; les espaces correspondants sont alors les
espaces utilisés dans [1], [11].

(24) Remarquons que pour tout multisindice a = (a" , a,), il
existe une constante C telle que lID“uIIG_dn,T_a..’ >SS Cllullg .

pour toute u €H, ,(R") ; d’autre part,sio <o, eto+7<o0, +7,
alors H, - RN C HO’T(R”), avec une injection continue. Ces pro-
priétés restent évidemment valables pour les espaces-quotients

H, ,(R",t) et H, (R}, 0.
(25) Posons
Mg &ML 80 =+ 8+ W - &) A + 6 + 7))

lorsque fl = El + ”71 (El = 0), gn = En + lnn (En < O)’ les argu-
ments étant choisis tels que
larg &, 1 < /2, larg(1 + &' + 7] - ) < 7/2,

larg(1 + &°' + 17D < 7/2 .
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A, . est holomorphe par rapport a §, lorsque & > 0 et par rapport
a g, lorsque £, <0 ;siJ,, est l’opérateur défini par
J,. U= ! A, Gmy, n,in,) FU,
on vérifie facilement que la norme dans HU‘T(R , 1) (resp: H;,(R: , 1)

est équivalente a

[ . 13, UP dy (resp : | 13, .Ul dy),

V1<t ¥1<8,¥,>0
. + . .
ou UEH, , (R™) est un prolongement (arbitraire) de u.
(26) LEMME. — Pour qu’une distribution u soit dans H,, (R} , 1),

il faut et il sufft que u€H,_, ++1(RY, 1) et D, u€H (R} , 1)
La norme ||u|| est alors équivalente a la norme

Nullg?y oy + 1D, ully

o—1,r

GlT

On a une propriété analogue dans HM(R , 1),

Démonstration. — Supposons
o—-1,1 (R: ’ t) 5

soient UEH,_, ,,, R"), VEH,_, . (R") des prolongements respec-
tifs de u, D, u. Remarquons que :

Ju.f = Ja—l,‘r+l Jl,—l = J¢t—l,‘r+l (l - iJO.—l Dn) ’

doulJ, U=J,_,,,,U~il),_,,.D,U ;puisque D, U =V lorsque
» <t y, >0, on obtient :

I UPRdy = J U—i] VP dy |
./;]<t»yn>ol a7 ' y ./y‘l<"yn>° I o—-1,7+1 o—-1,1 I y

u€H,_, ..,R},H , D,u€H,

ce qui établit la partie non triviale de (26).

Grice a (26), le lemme 2.1.1 de [3] se transpose :

(27) LEMME. — Soient des réels o, T, 0;, T (=1, 2) tels que
0<o0, o0+ 7<g0;+ 1. Soit Kun compact de

{yerR"0<y,<t, y,>0}.

Si R=(R,,) est une matrice R x S d’opérateurs différentiels d’ordre



74 ALAIN PIRIOU

(anisotrope) m a coefficients C* dans {y ER"|y, > 0}, telle que la
matrice des coefficients de D: soit de rang S dans K ; alors il existe
une constante C telle que

+,t +,7 +,t
lullyy < CURuIG ", + i, )

pour toute u € (H::2 s R, 1)° ayant son support dans K.

Il est facile d’établir la proposition suivante :

(28) PROPOSITION. — Soit w un ouvert de R" et BE VI (w) ;
alors :

i) Pour tout compact K de w et tous réels o, 1, il existe une
constante C telle que ||%ull,_, . <Cllull,, lorsque Supp u C K.

-nT

ii) Pour tout compact K" de {y € w |y, = 0}, pour tous réels
0, T et pour tout entier v = 0 vérifiant 0 < — (v + 1/2), il existe une
constante C telle que B ® 8),_,, , <CIVllyspsry, POUr toute

vEH,, .4, (R"™") ayant son support dans K".
A Taide des espaces H,(R", f), H)(R}, f) et de partitions de
I'unité localement finies, on définit naturellement les espaces
H;"'M, , E)
(constitué en particulier de distributions nulles pour x' €K', K’ étant
un compact donné de M'), H:(Q, ,E), H:(I‘, ,E) ; les normes y sont

. M, K’ a r
respectivement notées llull,* ", llull,* , lull,’.

2. Discussion des problémes aux limites paraboliques.

Bien que ce ne soit pas utile pour la démonstration du théoréme
(32) ci-dessous, nous commengons par établir une variante de (13)
pour 'opérateur différentiel parabolique P de degré m.

(29) PROPOSITION. — Soient s, 6 ER et kEN tels que
1
m+o>k+—2-, m+o=s.
v + , . +
Si u€H;(,, E) vérifie Pu€ H (82, ,F), alors u admet des valeurs

au bord transverses jusqu'a l'ordre k, avec v, u € H;_k_ 12T 5 E)
de plus, il existe une constante C (indépendante de u) telle que :
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; T, Q 2
vl oy, < CAPUITE + ul)

Démonstration. — La question étant locale, il suffit de montrer que
II'y,‘rullfgk_l/2 < C(IPully* + llully*) si u garde son support dans
un compact fixe K de {y €R"|0 <y, <t y,= O}et si P est pa-
rabolique dans K. Or la variante anisotrope de la formule (2.5.13)
de (5) montre que
e ull®s_ iy < C Nl puisque 0 +m >k + —.

ot+tm,s—(o+m) 2
Mais, d’aprés (27), on a :

+,t
“ u "o;-m,s—(o+m)

< C"(IPull}) + llull)

o,8—(o+m)

d’out I'inégalité cherchée puisque s — (0 + m) < 0.

(30) Remarque. — La démonstration précédente et (29) restent
valables quand on suppose seulement que P est un opérateur diffé-
rentiel d’ordre anisotrope m, a coefficients C* et que I' n’est pas
caractéristique pour P lorsque 0 < x, <t

(31) PrOPOSITION. — Les opérateurs T,F (voir (14), (15), (16))

+

s—k—1/2 (l-‘t ) E) dans H:(Qt s E) pour

m-—1
sont linéaires continus de ] H
k=0

tout s€R.

Démonstration. — La question étant locale, il suffit de voir que

m—1

~ +, N

ITEviy" <C X Wl s 00 v =0, .., y).
k=0

D’aprés (28), ii) et la définition de f", il vient, pour ¢ € R choisi
assez grand :
~ 4y m—1
IT, Pt , <C ¥ |
k=0

@
WellsZk—12 -

Mais, d’aprés (27), on a :
IT, Pvlls <C'APT, Pwllh o + 1T, Bolll? )

s—m, 0 $—0,0

d’ou linégalité cherchée grice a (28), ii), puisque PT; — I est de
symbole nul quand x, est voisin de [0, ¢].
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Nous pouvons maintenant interpréter le théoréme (20). L’hypo-
thése (19) est certainement vérifiée lorsque f€ H:(Q, , E) avec
o+ m— pu>1/2. Posons Ru = (Pu, Byu).

(32) THEOREME. — Soient s, 0 €R, avec

1
o+m——p>3’ o+m=s

i) On suppose la matrice BQ, parabolique d droite pour
0 <x, <t. Alors il existe une application linéaire continue

J
B, H,(Q,,F) x ] H;_mi_, 2@, G) —> H(Q, ,E)
j=1

telle que R, = 1.

ii) On suppose la matrice (1 — Q,) ® B parabolique d gauche
pour 0 < x, <t.

Alors il existe une application linéaire continue
J
%, : H (@2, F) x[1 H,_,, ,,T,,G) —> Hy(Q,,E)
i=1
telle que u = ®,%, pour toute u € @, (Y, , E) vérifiant
]
RuEH,(Q,,F) x H H:_mi_m T, ,G) .
Démonstration de i). — Considérons un opérateur linéaire continu
de prolongement 7 : H,(Q,,F) —> H'(M,,F), od K' est

un compact de M' ; soit u_la distribution définie par la formule
de (20), i) quand on prend f = wf. Alors

IT, fllg " <UT, fllofm <CUSI," .

On a d’autre part, d’aprés (31)

~ ~ 0 m-1 ~ T
IT,PA,(g =BT, I, <C kZ A, & = BYT, Al oS e iyo
=0

o T Q
<cC (iZ I/ s+ 1517)
=1

La démonstration de ii) est analogue.
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(33) Remarque. — 11 est possible, a partir de (20) et (32),
de discuter les problémes aux limites mixtes du type :
Pu=f dans Q=U€Q|0<x, <t}
B(yu) =g dans I} ={x€r|0<x, <t}
ou=¢ dans ;={&x€EQ|x, =0}

. _(2u ) m
ou ou= axk [ x,=0 0<k<a——l.
1

Les discussions (20), (32) correspondent au cas ¢ = 0, dont
on déduit le cas général (voir par exemple [1], [12]).
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