
ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER

SERGE DUBUC
Problèmes relatifs à l’itération de fonctions
suggérés par les processus en cascade
Annales de l’institut Fourier, tome 21, no 1 (1971), p. 171-251
<http://www.numdam.org/item?id=AIF_1971__21_1_171_0>

© Annales de l’institut Fourier, 1971, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales de l’institut Fourier »
(http://annalif.ujf-grenoble.fr/) implique l’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=AIF_1971__21_1_171_0
http://annalif.ujf-grenoble.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Ann. Inst Fourier, Grenoble
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PROBLEMES RELATIFS A ^ITERATION
DE FONCTIONS

SUGGÉRÉS PAR LES PROCESSUS EN CASCADE

par Serge DUBUC

Dans la première partie ûe ce travail, j'étudierai les fonctions
harmoniques associées à un processus en cascade purement expansif
(sans disparition d'individus). J'achèverai la caractérisation des fonc-
tions harmoniques positives extrémales que j'avais entreprise dans deux
articles précédents [7 et 8]. Du même coup, je déterminerai le compor-
tement asymptotique des fonctions harmoniques positives extrémales.
Ces deux tâches seront exécutées sous l'hypothèse d'une variance finie
pour le processus. Ensuite je donnerai un certain nombre d'exemples
de fonctions harmoniques et ferai la représentation intégrale de celles
qui sont positives.

La deuxième partie de ce travail sera de S'intéresser aux fonctions
harmoniques positives qui proviennent en un sens de distributions
d'ordre k, c'est-à-dire qui sont issues de fonctionnelles linéaires sur
l'espace Ck[0,l). J'obtiendrai un cône de fonctionnelles dont je con-
naîtrai les génératrices extrémales. La troisième partie de cet article
consistera à introduire la fonction de Schrôder associée à une fonc-
tion /, les opérateurs de dérivation et les principales fonctions qui
commutent avec /. Ces dernières fonctions formeront un groupe à un
paramètre dont on peut mettre en évidence le générateur infinitésimal.
Lorsque la fonction de Schrôder fera défaut, on utilisera la fonction
de Bôttcher.

Dans la dernière partie, j'indiquerai comment la fonction de
Schrôder ou de Bôttcher apporte un précieux secours à l'étude des
processus en cascade. En particulier, je démontrerai que si {Z^}^°=Q
est un processus en cascade, sous la seule hypothèse que le processus
a une moyenne fini > 1, on peut trouver une suite M^ telle que
Z^/M^ tend en distribution vers une variable aléatoire qui n'est pas
identiquement nulle. Je verrai que les fonctions suffisamment régu-
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lières qui commutent avec la fonction génératrice / du processus
échangent en un certain sens les fonctions harmoniques extrémales.
Je préciserai le comportement asymptotique de la fonction caracté-
ristique g(^) de la loi-limite du processus. Je ferai une étude som-
maire des processus en cascade indéfiniment divisibles et indiquerai
que pour ceux-ci une identité remarquable a lieu entre la fonction de
Schrôder associée à /et la fonction caractéristique g(^). Je terminerai
en considérant certaines courbes dans le disque-unité du plan com-
plexe qui sont invariantes par Faction de /(z).
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PARTIE 1

FONCTIONS HARMONIQUES ASSOCIEES A UN
PROCESSUS EN CASCADE

1. Description du champ d'action.

Soit f(z) = ^ p(n)zn une série de puissances d'une variable
n=l

00

complexe z, où p(n) > 0 et ^ POO = 1 (Je reprends les notations
n=l

déjà utilisées dans [7] et [8] avec le seul changement que /(O) = 0).
Si x et y sont deux entiers naturels, p(x , y) sera le coefficient de zy

dans le développement en série de Taylor de la fonction (/(z))\ Si
le sous-groupe engendré par

{n - m\p(n) ̂  0 , p(m) + 0} est {0 , ± L , ± 2L , . . .}

on dira que L est la période de /(z). Si L = 1, on dit que le processus
de Galton-Watson est indécomposable. On supposera toujours que

00

S np(n) < oo et ce dernier nombre, noté M, est considéré comme lai
moyenne du processus. On supposera de même que f(z) =^= z^ et dans
le cas qui nous occupe, on aura donc que M > 1.

On pose f^(z) = /(/(.. ./(z))), le produit fonctionnel de /(z),
n fois avec elle-même. p ^ ( x , y) est le coefficient de la puissance z-^
dans le développement de Taylor de la fonction (/^(z))^. Lorsque
«o

S np(n) log n < oo, on sait que les fonctions /„ (e"^ ") convergent

uniformément sur tout compact de {z | Re z > 0} vers une fonction
g(z) (cf. [14] et [8]).

Dans ce cas, il existe une fonction w(t) définie sur les réels
strictement positifs et continue telle que

w(t)>0 , r°°w(r)A= 1 , r°° t\v(t)dt= 1
^o "o
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r ° °et g(z) = J e~^tw(t)dt. Je désignerai par v^^(f) lajc® puissance de

convolution de w(0. Une fonction A(;c) à valeurs complexes définie
pour x = 1 , 2 , 3 , . . . sera dite harmonique si pour tout x

£ P(x,y)\h(y)\<^
y=l

00

et si h(x) = S POc,.)Q^OO.
y=l

Si c est un nombre réel > 0, on pose

h(x,c)= S cM"w^(cM") .
yi=—°°

On sait que cette fonction est une fonction harmonique positive.

2. Comportement asymptotique des fonctions
harmoniques h(x ;c).

Pour établir que les fonctions h (x ; c) sont des fonctions harmo-
niques extrémales (cf. le théorème 2 qui suivra), j'aurai besoin de
savoir comment celles-ci se comportent lorsque x ——> °°. Nous
verrons que sur une partie "relativement mince" des entiers h(x ,c)

/~~xest asymptotique à /—— (v sera spécifié tantôt) et que "le plus
\/ 27TV

souvent" h(x \c) est o(——) ; ceci arrive lorsque le processus en
' ^ / x /

cascade est de variance finie et s'il est indécomposable.

00

THEOREME 1. — Soit ^ p0i)z" la fonction génératrice d'un
n=i

processus de Galton-Watson sans disparition d'individu (p(0) = 0),

dont les deux premiers moments existent ( S = ^ n^p^n) < o° etv w = i

M = S ^P W\ soit c un nombre réel positif arbitraire, alors
w = i /
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i, . S - M 2 . h ( x , c ) 1
1) sl v ~ iur2——x7~' lml ^P ——7== == /7s__ î c(?^ ft'̂ '̂  ̂ -̂M - M x-^oo -0e \/7irï»

rieure s'obtient uniformément par rapport à c.
2) '̂ /'ow désigne par

d ( x , c ) = i n f j l l -^H ^ = 0 , ± 1 , ± 2 , . . . i
\ .x /

il existe un nombre A tel que pour tout x et tout c

h(x,c)< ^ A———r
V^c(rf(^, c))2

3) il existe un nombre B > 0 tel que pour tout c l'inégalité

, / . . 1
r f0c,c)<-

y^
entraîne h(x ,c)> B^/x .

Démonstration. — Déterminons une majoration de tw^(t). Il suit
du théorème 7 de l'article [8] que si x est suffisamment grand, alors
(g(iW est une fonction de !/(— 00,00), c'est-à-dire il existe un
entier p pour lequel ̂ (^) a une pe' puissance sommable et dans ce cas
si x > p , alors

0) = -^ f^g^e^T e^-^dS; .
27T

00 ^ QQ

Du fait que ^ /î2?^) < oo^ on a que / t2w(t)dt < oo (cf. Harris
i "o

[12], p. 13). D'où g " ( i ^ ) existe et est une fonction bornée, ce qui
nous permet de dire qu'après 2 intégrations par partie, si x > p + 2,

( f -^^œ——^^J^ (^)^/[ e^-^d^

=~2Ï^('C- l)(^f)^ç)^2 (—(^'f)^))2 e^-^d^

~"27r jC^^'î)^)'"1 ^2 te({)^ç)e^r-x)^
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Soit R = sup{|^0'S)|| I C I > 1}, on sait que R < 1 (cf. Stigum [29]
ou encore le théorème 5 de [8]). Utilisant les faits suivants,

gO^GL^-oo,^) ^(^^^oaîl)
^

d1

lorsque { ——> 0, —, (g({) ^^) € L°°(— 00 ,00) on peut trouver un
a{

nombre Ai , tel que pour tout t et pour tout x,

(t - x)2 H^(O < Ai (jc2^ + jr1 \g(i^ ̂  (x2^ 4- x)dii) .

Puisque g19^^) existe et est bornée, alors il existe un nombre A^ tel
que si I C I < 1 , \g(iÇ)\ < ^""A2Î . D'où

f[ x2^ \g(iS;)\xdSi<f^x2îi2e~A2ïi2xdS; = 0(^x)

f1 x \g(Wd^ < f_1 xe^2^ dfi = 0(V3c)

Ainsi (t - x)2 w^) == 0(VJC) uniformément en t, c'est-à-dire il existe
/ t \2une constante A3 telle que ( l — — ) w^(^) < A3;c~3/2. Cette inéga-

lité fondamentale nous permettra de vérifier la validité de la partie 2
du théorème 1.

S cNfw^cM") = 0(jc~3/2)
cM"<l

^ cNf'H^M'1) = 0(jc-1/2)
l^cMn^x/M

^ cM^w^CcM") = 0(;c-1/2)
Mx^cM"

Maintenant si x/M < cM" < MX, alors

d(;c ;c)2cMnw^(cMn)<MA3X- l / 2

Ainsi d(x ;c)2 A(x ;c) = 0(x-1/2).
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Considérons maintenant la partie 1 et 3 du théorème, soit donc

x un entier > p tel que d(x -,c) <——. Pour les mêmes raisons que
v/ï"

tantôt,

^ cM"w^(cM")=0(jc~1/2)
cMn<x-\^x

S cMnw^(cUn)=0(x^l/2)
JC+V/Ï<CM"

Soit n rentier tel que |;c - cM" | < y/x

wx(t) == 2^ t-^^ eiii)x ̂ "^ •

Puisque ^(/î) e L^— oo ^ oo)^ en appliquant le théorème 2 (p. 489) du
volume de Feller [10], on obtient que ^xw^(t) converge unifor-

1 O-^)2

mément en t vers ——==e 2VX . D'où
\/2/ïïv

x —\/x „ c^f lw(cMW) ^ + ./;c^ ̂ ) - —^-< ̂  W.<CM"> •
Si x„ est une suite d'entiers tels que

cM"-^
' u lorsque n ——> oo ,

V^n

h(x^\c) 1 -^-
alors llm —1== == /T— e • Ce qui complète la démonstration

"'"> V-^w VLvv

du théorème 1.

Remarque. — L'existence de moments d'ordre supérieur à 2 pour
les {p(n)}^ permettrait d'affirmer que sur des parties assez grandes
des entiers h(x) tend plus vite vers zéro.
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3. Fonctions harmoniques positives extrémales.

Au terme de l'article [8], j'avais promis la démonstration du
théorème suivant :

00

THEOREME 2. - Si ^ p(n)zn est la fonction génératrice d'un
n=l

processus de Galton-Watson indécomposable (L = 1), qui admet un

second moment ( ^ n^pÇn) < oo), pour tout c > 0, h(x ;c) est une
^ n=l y

fonction harmonique extrémale dans le cône des fonctions harmoniques
positives.

Démonstration. — D'après le théorème 11 de [8], le cône des
fonctions harmoniques positives de notre processus de Galton-Watson
est à base compacte. Soit c > 0, l'ensemble K = {h(x ; a)} „ ,_

T^^^c

est l'image continue d'un intervalle compact et K rencontre chacune
des extrémales du cône d'après le corollaire du théorème 11 de [8].

Utilisons un lemme de Bauer (cf. le lemme 7 (p. 118) de Bauer
[2] ou le volume de Phelps [25], p. 8) ou plutôt une version légèrement
améliorée de celui-ci.

LEMME. — Soit K une partie convexe compacte ne contenant pas
l'origine 0 d'un espace vectoriel topologique localement convexe E,
soit F une partie fermée de K et soit C le plus petit cône convexe
fermé de sommet 0 contenant F, si x G C et que x ^ 0, le point x
est extrémal dans C si et seulement si les seules mesures ^ portées par
F admettant le point x comme résultante sont des mesures dont le
support est contenu dans {\x | À > 0}.

Je laisse au lecteur le soin de vérifier ce lemme. Pour vérifier
que h (x ; c) est extrémale dans le cône des fonctions harmoniques
positives, il nous suffit d'établir qu'il n'y a qu'une seule mesure ^ sur

r c -|
l'intervalle |—— , c\/M | telle que pour tout x

[VM J

h ( x , c ) = f h ( x , a ) d ^ ( a ) ,

à savoir la masse de Dirac disposé au point a = c.
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Soit * un nombre réel plus grand que 1, désignons par

l(k^)=^x^\cî^<x<kcMÎÎ ,

nous allons d'abord démontrer que si a G |—— , c^/M \ si
Lv^ J

«f ̂[M
et que N est suffisamment grand, alors S -î^-lEl ç^ relati-

xcI(fc.N) \/X

vement petit par rapport à S .
;ceI(fc,N) \/^r

,. ,,. v h(x ;a)
1) Minorons ^i ———— . Si N est suffisamment grand, le

xel(k,H) \/X
^xcW

nombre d'entiers x de \(k , N) tels que inf | 1 — —— | < x~112 dépasse
n x

2^/cM^2. A cause de la partie 3 du théorème 1, on obtient que

v» h(x ,a)
hm inf i ., .̂  > 0

N->oo ^el(fc.N) v/ÎM1'72

2) Majorons S ———— . Se servant de la partie 2 du théo-
JceI(fc,N) V^

, A(X ;C) „ / À: \2 1reme 1, on a que — — — — < A ^ - . — — ' ) - si xGI (A: ,N) . D'où
^ X K — 1 ^

y h(x ,c) / k \2

L ——:=— < A ( -——- ) log M .
xeI(^,N) \/X ^ k - \'

Soit maintenant une mesure [L telle que

h(x ;c) = Y* A(jc ;a)ûf^i(a) .

Faisant la somme sur les x € ï(k, N), on voit que

/»c/^ /»c\/M \M/o / ^clk /»c\/M \
^ -WM dÂA(a) + ^c ^(a)) = 0(1) lorsque\ ^ d^(a) + / N —————>00^cv/M ' v / </fcc
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Ainsi le support de la mesure ^ est nécessairement concentré au
point c. Ce qui complète la démonstration du théorème 2.

Remarque. — Non seulement il est démontré que h (x ; c) est
extrémale, mais de plus si c^ < c^ < Mc^ , h(x ,c^) et h(x ;c^) sont
linéairement indépendantes, en particulier h(x \c^) ̂  h(x ;c^).

4. Représentation intégrale de fonctions harmoniques positives.

Les fonctions harmoniques positives pour la matrice p ( x , y )
forment un cône réticulé, comme Feller Fa démontré dans l'article
Boundaries induced by non-négative matrices (Trans. Amer. Soc.
vol. 83, pp. 19-54 (1956)). Cependant, je vais insérer l'énoncé d'un
théorème plus général, dont j'aurai besoin de toute façon dans la
suite.

Soient V un espace vectoriel ordonné et C le cône des vecteurs
positifs de V (cf. [4]), on dira que C est a-réticulé si pour toute
partie dénombrable A c C on peut trouver dans C un élément qui
soit l'infimum de A. Si C est réticulé et si toute suite monotone
décroissante de C admet un infimum, alors C est a-réticulé. Soit T
un opérateur linéaire positif de V dans V (c'est-à-dire si x € C, T;c G C)
on dira que T est a-continu si pour toute suite monotone décroissante
{jc^}^i de vecteurs de C, on a que inf{T^}= T(inf{jc^}). Soit T

M n
un opérateur linéaire positif de V dans V, on dira qu'un vecteur x
de V est invariant (ou encore harmonique) si T;c = x ; on dira qu'un
vecteur x de C est excessif (ou encore surharmonique) si Tx < x ;
on dira qu'un vecteur x de C est purement excessif si x est excessif et
si pour tout vecteur invariant y > 0, x — y ^ - C .

Comme dans la théorie classique des fonctions surharmoniques
(au sens usuel), on a ce qui est connu comme la décomposition de
F. Riesz. On rencontre cette décomposition pour les mesures surhar-
moniques associées à un noyau sur un groupe abélien localement
compact (cf. Deny [6]), pour les fonctions excessives associées à une
chaîne de Markov (cf. Meyer [22] ou Spitzer [28]).

Décomposition généralisée de Riesz : Soient C un cône convexe a-
réticulé d'un espace vectoriel V et T un opérateur linéaire positif or-
continu de V dans V, si l'on désigne par C^ , C^ et €3 le cône des
vecteurs invariants ^ositifs, celui des vecteurs purement excessifs et
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celui des vecteurs excessifs alors chacun des cônes est a-réticulé. De
plus

a) Si x^ G €3 , il existe un et un seul couple de vecteurs (x^ ,x^)
l'un de C\ et l'autre de C^ tel que x^ = x^ + x^ .

b) Si x est excessif, x est purement excessif si et seulement si
inf {T^}=0.
n>0

c) Si x est purement excessif, il existe un vecteur u de C tel

que S T"K = x.
w=o

W oo

d) Si ^eC et si S T"M est une suite bornée, S T"M est
n=0 w=0

purement excessif.

Esquisse de la démonstration : Pour établir les propriétés a), b), c)
et d), on utilise exactement les mêmes idées que dans les références
que j'indiquais plus haut en les appliquant dans le cadre des espaces
vectoriels ordonnés. Par exemple pour a), si x^ G €3 , on pose
Xi = inf T";̂  et x^ == x^ — x^ . Je laisse les détails de la vérification

n >0
au lecteur.

Pour établir que les cônes sont réticulés : soient x et y deux
vecteurs excessifs, posons z = min(;c, y ) (c'est-à-dire le plus grand
des vecteurs de C qui minorent à la fois x et y) , alors z est excessif
et est nécessairement le plus grand des vecteurs excessifs qui sont à
la fois plus petits que x et que y. Si x ou si y est purement excessif,
il en est de même pour z. Les cônes C^ et €3 sont donc réticulés.

Soient d'autre part deux vecteurs invariants positifs x et y , on
considère le vecteur z ' le minimum de x et y , c'est un vecteur excessif ;
soit z le vecteur invariant positif qui intervient dans la décomposition
de Riesz de z\ Alors z est le plus grand des vecteurs invariants qui
minorent x et y. Ci est donc réticulé. La a-continuité de T assure que
les cônes Ci , C^ et €3 sont a-réticulés.

Sachant que le cône des fonctions harmoniques positives d'un
processus en cascade est réticulé et est à base compacte lorsque

00

S n^pÇn) < oo . (cf. Théorème 11 de [8]) et utilisant le théorème de
i
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Choquet ([5] ou [25]), on peut affirmer que pour toute fonction har-
monique positive h(x) il existe une mesure sur [1 , M] où 1 et M sont

identifiés telle que h(x) = f h(x ,c)d^(c). Si deux mesures sont
"i

distinctes, alors les deux fonctions harmoniques qu'elles induisent sont
différentes. On a que

h(x)= f ^ cM7lH^(cM'î)û^(c)
•M

'11 n=-°°

h(x)= F tw^(t)dv(t)
^o

où v est une mesure sur (0 , oo) invariante pour le changement de va-
riable t ——> Mr.

On sait que la fonction h(x) = 1 est une fonction harmonique.

Quelle est sa représentation intégrale ? Il suffit de poser dv(t) = —

y00 dt
pour obtenir que h (x) = f tw,, (t) — = 1.«/n f0 x v / t

Remarquons de plus que si b(t) est une fonction mesurable
bornée telle que pour tout r, b(Mt) = b(t), alors la fonction harmo-

b(t)
nique qu'induit la mesure dv(t) = —— dt sera une fonction bornée ;

ce qui donne une grande famille de fonctions harmoniques bornées.
On peut se poser le problème suivant : étant donnée une fonction

harmonique positive h(x\ comment peut-on calculer la mesure qui la
représente ? Je vais indiquer une méthode, bien que je ne connaisse
pas son efficacité.

Si G ( x , y ) = 2 P n ( x ^ y ) (p^(x ^ y ) ̂  6(x ^ y))
w=0

et si ^n(y)= 21 p ( y , z ) h ( z ) y<n
z>n

0 y > n
00

alors ^ G(JC , y) ̂  ( y ) = h(x) si x < n
y=i

0 si x > n
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Avant de poursuivre, introduisons le compactifîé suivant des
entiers X == {1 ,2 , 3 ,. ..}. Considérons la relation d'équivalence sui-
vante sur les réels positifs (> 0) : ̂  = t^ s'il existe un entier relatif n
tel que ^ == ^M". Soit Y le quotient de { r G R | t > 0} par cette
relation d'équivalence, on met sur Y la topologie quotient et on note
^ ; ^+ ——^ Y l'application canonique qui associe à un nombre
réel > 0 sa classe d'équivalence. Considérons maintenant l'ensemble
Z = X U Y. Déterminons la topologie de Z par des voisinages. Si
x C X une partie C de Z où C = A U B, A Ç x, B Ç Y est un voisi-
nage de x vu comme point de Z si x € A. Si y € Y, une partie C de
Z où C = A U B, A Ç X, B Ç Y est un voisinage de y vu comme
point de Z s'il existe une partie AQ de X, dont le complémentaire est
fini et un voisinage 0 de y dans Y tels que 0 _ B et AQ H ̂ p^l(0) Ç=A.
Il suit de ces définitions que Z est une compactification de X.

Il suit du théorème 9 de [8], que pour tout x la fonction
y ——> yG(x , y ) admet un prolongement continu z ——> h (x ; z)
à tout l'espace Z et l'on a que

h(x,c)=h(x^(c)) .

Soit 8 la masse de Dirac disposée au point y et soit

...-Ê4'"0^.
y^o y y

On a donc que / h(x ,z)d^ (z) = h(x) si x < n
•'z

0 si x > n .

Comme l'indique le théorème 9 de [8] infA(l ;c) > 0 ; de ce
C

fait il existe un y^ et un £ > 0 tels que si y > Yo , alors yG(l , y ) > £.
Ce qui permet de voir que f d^(z) forme une suite bornée. Comme

z
Z est compact, il existe une mesure yi qui soit limite vague d'une
sous-suite de ^ .D'où A (x) = f h(x ;c)c^i((p(c)), car pour tout y ,

\ff (y)
lim -~-n-J'L=0 .

n->°° y

Vu l'unicité de la représentation intégrale pour les fonctions har-
moniques positives, il ne peut exister qu'une seule mesure limite vague
pour la suite ^ . Donc ̂  conveige vaguement vers la mesure ^.
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5. Comportement asymptotique des fonctions
harmoniques positives.

THEOREMES. —Soit ^ p W z ' 1 la fonction génératrice d'un
n=i

processus en cascade indécomposable (L = 1), admettant un second

moment ( ̂  n^pÇn) < o°), si h(x) ̂  0 est une fonction harmonique
'n=l /

positive associée au processus, alors h(x) = 0(\/x) lorsque x tend
vers l'infini et il existe deux constantes A > 0 et B > 0 telles que

n li (y\
pour tout n, A^/îî < ^ —-: < B^n .

jc=i \/x

Démonstration. — Ce théorème est une conséquence relativement
simple du théorème 1 et de la représentation intégrale de la fonction
h(x\ En effet, il existe une mesure dy. sur [1 ,M) telle que

h(x)= /M h(x\t)dyi(t) .
» M

r!

Comme l'indique le théorème 1, h(x ; t) = 0(^/x) uniformément en t.
D'où A Oc) = 0(v/ï).

De même pour vérifier la dernière partie du théorème 3, il suffit
de vérifier qu'il existe deux constantes Ai > 0 et B^ telles que pour
tout r€ [1 ,M) et pour tout n

x r-^ V h^ »^ ^o r-AIY/^^ L —T^'^SiV72-
x=i V-^

Soit p un entier > 0, majorons

S ^°=s(/,p).
rMP-^x^M^1/2 V^

Utilisant la partie 2 du théorème 1, on se convainc facilement
qu'il existe des constantes D et A^ telles que si

1 < t < M , \x - tU" | > DM"'2 , fM"-172 < x < IM^1!2
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h(x;t) A^M"
alors ~^~ < OT-̂ ? •

D'autre part si 1 < t < M , |jc - rNf \ < DMP/2 , il existe une cons-

tante C telle h(x-^ < C .
y/ï

Utilisant ces deux dernières inégalités, on obtient qu'il existe un
nombre E tel que pour tout t G [ 1 , M] et pour tout p, S (t, p) < EM^2.
D'où il existe un nombre F tel que pour tout t € [ 1 , M] et pour tout p

^ ——?— ^ FM^2. Ce qui établit qu'il existe une constante B
^rMP V^

n h(x ' f)
telle que pour tout t et pour tout w, ^ ——— < B^/w.

x=i \/x
Maintenant, minorons S(t, p), ce qui est plus facile. Utilisant la

partie 3 du théorème 3, on voit qu'on peut trouver une constante D^
telle que si \x - tî^ \ < D^M^2, alors d(x ; t) < x-1!2 ; il existe
alors une constante Ei telle que si re [1 ,M], S(t ,p) > E^M^72 . Ce
qui permet de déterminer un nombre A tel que pour tout t et pour

tout n, É h^-û > Ay^f. Q.E.D.
x=l \/X

Tirons un corollaire du fait que h(x) = 0(y/x). Si h(x) est une
fonction harmonique, on sait qu'on peut lui associer une fonctionnelle
linéaire H sur le cône des séries de puissances en une variable z à coef-

00

ficients positifs. Si ^ a^z" est une telle série,
n=o

H (S a^z") = î h(n)a,.
^s^ / n=l

La propriété fondamentale de cette fonctionnelle est que si g(z) est

une série de puissances à coefficients positifs, si/(z) = ^ p^z" et
n=i

si g ° f(z) est la série de puissances obtenue par le produit fonctionnel
des deux séries formelles, alors H(g o /) = H(^). On peut se demander

pour quelles séries de puissances ^ û,,z" a-t-on que
w = l
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H(S a^) < + o o .
vn=l /

Une condition simple suffisante pour obtenir que

H ( È a^) < + o o
v n==l /

00 00 Zy fW^ 00 __^_

est que ^ na < °° . En effet ^ a^h(n) < sup —— ^ ^fïTcT .
i w = i " \/M i

Cette condition est d'autant plus agréable que si

Ê b^ = § ̂ (/(z))" ,
i i

00

alors ^ w6^ est également une série convergente.
i

6. Exemples de fonctions harmoniques.

Avec le théorème 2, toutes les fonctions harmoniques positives
sont connues. Les considérations qui vont suivre introduiront un
certain nombre de fonctions harmoniques particulières ; je tâcherai
d'établir plus de relations entre la fonction f(z) et les fonctions har-
moniques et j'indiquerai quelques procédés qui à partir d'une fonction
harmonique permettent d'en obtenir d'autres.

Donnons d'abord un exemple de fonctions harmoniques com-
plexes que nous n'avons pas rencontré jusqu'ici. Supposons pour
quelques instants que la fonction f(z) admette un prolongement ana-
lytique au cercle {z | | z \ < R} alors que R > 1 et supposons que
l'on puisse trouver un entier n et n nombres complexes z^ , z^ ,... ,z^
tels que |zJ < R, f(z^) = z^ , f(z^) = ^3 ,.. . ,/(z^i) = ̂  ,

f^n) = ̂  ,

alors la fonction h(x) = S z? es^ une fonction harmonique.
1=1
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Plus généralement, soit R un nombre réel supérieur ou égal à 1
00

tel que ^ pOQR" < °° supposons qu'il existe une partie fermée K

de { z | | z | < R} telle que /(K) C K et une mesure ^ sur K telle que
pour toute fonction continue <p sur K,

/ ^(x)^(z)= f <p(/(z))d^(z) .
"K ^K

Si l'on pose h(x) = f zxd^(z), alors \h(x)\ < R", d'où
K

Ê P(x.y)\h(y)\<^ p(x.y)Ry<(^p(n)Rn)x <o°
y=l v /

et S P ( x , y ) h ( y ) = / (/(z))^(z) = h(x) .

Plutôt que de considérer des mesures invariantes par/, on pourrait
songer à des "distributions" invariantes par /. Nous allons donner un
exemple de ce type. Pour cela, considérons deux suites de nombres
complexes {z^Ç=_<» et {wj^_^ telles que |zJ< 1, | w^ | < 1 ,
f(z^) = z^+i , /(w^) = vv^i lim z^ = lim w^ = 1. Soit la fonc-

n —>• — °° n —>— °°

tion h (x) définie sur les entiers > 1, h (x) = ^ (z^ - w^). Vérifions

que cette dernière série est absolument convergente. Soit k un nombre

réel tel que max (— , p(l)) < k < 1, on sait que
^M '

z vt/ ^ _ 1 ^ _ i
lim — = lim —= 0 et que lim ———— = lim ———=0.

"-»•« k n->'° k n-»—~ fc" n-»—~ "̂

D'OÙ

E 1^ -wSK^ î l^-wJ<^(S lz j+2 1 ^ 1 +
w=-» w=-<» ^n=0 n=0

+ 2 n - ^ i + Ê 11-^1) •
n=l w = l /

Ainsi il existe un nombre A tel que \h(x)\ < AJC et
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00 00

2 P(^jQIAO')KA( S pOc,>')>')
^=1 v y s l 1

<AM;c .

En utilisant le principe de convergence bornée, on voit que

Ç P(x . y) h(y) = £ (z^ - w^) = h(x) .
y s. ^=—00

En particulier, intéressons-nous au cas où pour tout n, z et w
sont compris entre 0 et 1 et où z^ = a > w^ == b. Notons ̂  ^ /^(û5

00

et w» = /„ (b). La fonction ^ ((/„ (a)f - (/„ (é)^) est harmonique
B=-~

et positive. Déterminons la représentation intégrale de celle-ci. Soient
a et fi les deux nombres réels positifs tels que g(a) = a et g(fS) = b.
Puisque f(g(zj) = g(M2).f^(a) = g(M"a) et /„(&) = gWp). Comme

(sW = fy e-^w^Ddt ,

h(x)= S /"^-""^-^-""^w^Od^
W=-oo 0 •"['

= r à (e^^-e-^^^Wdt.
0 ^=-00

oo ^-M"<rr_ ç-^fît
La mesure ^(r) = ^ —————————— rf^ est la mesure qui est

w=—°° r
invariante pour le changement de variable t ——> Mt et représentant
la fonction harmonique h(x)

h(x) = F tw^(t)dp.(t) .
o

Faisons tendre b vers û. Puisque f^t) est une fonction croissante
continue, on peut poser f_^(t) la fonction inverse de f^(t) pour t
compris entre 0 et 1. On devrait espérer que

^j.^^^-^-j.^))'-^)
Vérifions que la série du ^me membre est convergente et donne lieu
à une fonction harmonique. Pour cela il suffit de savoir que la série
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00

Z /w(0 converge. Remarquant que

f (f\J™-^-" lim /Vn(o)=noxaH->oo f ' ( t ) ^oo J w^

et que

^^•.-"-^-^'T^'ÏÏO.
alors il y a convergence des séries concernées. Posant

^(x,t)= ^xÇf^t))'-1^),

on a

Sp^. jQAiO/ ;0= S S P(x,y)y(Wy-lf^t)

00

= ̂  ̂ (/^iW)"-'/'(/„(/))/„(/)

=h^x;t) .
La représentation intégrale de h^(x ;t) sera

"^(T-TOX'J.»*""-""'''""'"^")^.
Soit E^ Fespace des fonctions continûment dérivables sur [0,1] à
valeurs réelles s'annulant à 0 et soit C\ le cône des fonctions de E^
qui sont croissantes sur [0,1], à h^(x ;r), on peut associer une fonc-
tionnelle linéaire positive par rapport au cône C^ , H\ : E^ ——> R

où ïî\(^) = ^ ^(fnWfnW- La propriété fondamentale de cette
/î=-oo

fonctionnelle est que V^? e E^ , H^ (^) = H^ (<^ o /). Ce dernier exemple
est typique d'un procédé général pour obtenir des fonctions harmo-
niques positives. Supposons que Fon ait une famille C de fonctions
définies sur [0,1) telle que a) C est un cône convexe, b) pour tout
entier x > 1, t x ( E C , c ) si ^p(t), ̂  o f(f) e C , d) pour l'ordre propre
qu'induit C sur lui-même, pour tout entier x > 1,
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sup ^ P ( x ^ y ) t y ^(/(t^ •
^=1

Si H est une fonctionnelle linéaiie positive o-continue sur C et
si H(<^ o f) = H(<^), celle-ci donne une fonction harmonique pour la
matrice p(x , y ) : h(x) = W).

Donnons des exemples de cônes qui satisfont les conditions ci-
dessus mentionnées. Soit k un entier naturel > 1, considérons C^ = les
fonctions ^p(t) définies sur [0,1) telles que <^(0) = 0, ^ (t) existe, est

d1

positive et continue sur [0,1) et —^<p(0 existe sur [0,1), est positive

et continue pour / = 2 ,3 , . . . , k. Déterminons les fonctionnelles li-
néaires positives sur Cj^. Par la formule de Taylor, C^ est la somme
directe de deux cônes : le cône des polynômes de degré k — 1 à
coefficients positifs et s'annulant à l'origine et le cône C^ des fonc-
tions de C^ dont les (k — 1) premières dérivées successives s'annulent
à l'origine. C^ est isomorphe au cône des fonctions continues positives

d^
sur [0,1), l'isomorphisme étant <^ ——> —jç ^>(f). Une fonctionnelle

linéaire positive ç-continue sur C^ se brise en une somme de deux
fonctionnelles positives a-continues l'une sur le 1er cône, l'autre sur
C^ . Par le théorème de Riesz, cette dernière provient d'une mesure
sur [0,1). En conclusion si H est une fonctionnelle positive sur C^,
on peut trouver (k — 1) constantes positives h^ , h^ , . . ., h^_^ et une
mesure dp. sur [0,1) telle que

k-l {Û^(Q) /»l

"(̂  1 ^ ^ t 1 ^ ^)<r)^<r)•

J'étudierai dans la deuxième partie ces fonctionnelles qui sont
invariantes par l'action de /. Mais à ce stade, je veux poser une remarque
qui nous permettra de nous débarasser des constantes h^ ,/^ ,... ,A^_^ :
toute fonctionnelle positive a-continue définie sur C^ invariante par
l'action de / se prolonge (uniquement) en une fonctionnelle positive
or-continue sur C^ invariante par l'action de /.

En effet, soit H^ une telle fonctionnelle définie sur C^ , soit
HQ^X) = Ho (2^) si x > k. Brisons la matrice P = (p(x , y)) en quatre

/A B\
blocs [ ) où PQ est la restriction de P aux (x , y) tels que x > k,

0 PO
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y > k, A est la restriction de P aux (x, y) tels que x < k, y < k et
B est la restriction de P aux (x, y) tels que x < k, y > k.

Il s'agit de trouver un vecteur colonne de longueur (k — 1) u que

, A B . ^ . . .
Y O P(/ ^v <v

(I - A) u = BAo .
Comme A est une matrice triangulaire dont la diagonale est cons-

00

tituée d'éléments €[0,1), 1 - A est inversible et u = ^ A"BAo .
w=0

C'est un vecteur dont les composantes sont positives. Si l'on pose

! Uy si x < k
h(x) = »h(x) est une fonction harmonique.

h^Çx) si x > k
Et en définissant H^z") = h(x) si x < k et H(<p) = H^) si </? EC^ ,
on peut obtenir le prolongement désiré H de Hg à C^.

Enfin, je voudrais indiquer deux procédés formels pour obtenir
des fonctions harmoniques. Soit / : X ——> X une transformation
d'un ensemble X en lui-même et soit A une algèbre de fonctions dé-
finies sur X à valeur dans C. Supposons que / opère sur A, c'est-à-dire
que g o /EA dès que gÇ=.A. Partant d'une fonctionnelle linéaire X
sur A invariante par/, c'est-à-dire (\/g G A) \(g o /) ==• X(/), comment
peut-on en obtenir d'autres ? Un des moyens consiste à considérer un
opérateur linéaire T : A ———> A qui commute avec l'opérateur li-
néaire g ——> g o /, c'est-à-dire pour tout g, T(g o /) = (Tg) o /. Si
X est invariante par/, la fonctionnelle X-^Çg) = \(T(g)) sera également
invariante par l'action de /.

Un premier exemple est obtenu lorsqu'il existe une transformation
c : X ——> X qui opère sur l'algèbre A et qui commute avec /
c'est-à-dire (\/x € X) f(c(x)) = c(f(x)). On prend pourT l'application
g ——>g ° c.

Un deuxième exemple s'obtient en considérant une dérivation
D : A ——> A (D est un opérateur linéaire sur A et

D(gh)^(Dg)h+g(Dh))

qui commute avec /, c'est-à-dire D(g ° f) = (Dg) o /.
Pour voir que ces procédés formels ont une certaine utilité, consi-
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dérons un cas particulier :/(z) = ———;———— ,P(w) = p(l -- p)""1

1 - (1 - p ) z
n = 1 , 2 , . . . . C'est à peu près l'unique cas dans les processus en
cascade où on peut mener à bien tous les calculs possibles. Pour
algèbre A, prenons les fonctions analytiques su r{z | z€C , |z| < 1}.

az
Si a E (0,1), la fonction c(z) = ———————- opère sur A et comme

1 - (1 - a)z
c(/(z)) = /(c(z)), on obtient un cas particulier du premier exemple.

( y — \ v _
Ici p ( x , y ) = ) px(l — p)y~~x. Si h(x) est une fonction harmo-

nique à laquelle est associée la fonctionnelle H sur A, alors

h,(x) = H^cCz))^

sera une fonction harmonique. Comme

(c(z))"= S C ' 1 ) ax^ -^"'^ .

W= S { y ~ l ) a-d-aV^hÇy) .
y=jc JC — 1

On voit bien que si h(x) > 0, alors h^(x) > 0. On se persuade
avec un peu de réflexion qu'une fonction harmonique extrémale doit
être envoyée sur une fonction harmonique extrémale. Quelle est donc
cette correspondance ?

Dans le cas de la distribution géométrique, les diverses puissances
de convolution de la densité de la loi-limite du processus sont

t^ e^
^(0 = ————— et M = p~1 . Ainsi( x - l ) l

. ^ - (cM^e-^
h(x,c)= ^ --,——,.—

n=-« (X — l ) '

i. / . V ^"^ x^ ,y-x/ V (cMVe-^" ^
^ '^X^-l)00-^ (J-. ( ^ - 1 ) ! )

= ax ( Y (cM")e-^"f Y (E^1"^-^^))
^-l)!^-^^ ^À (.,-^)! ^
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ha(x ;c) = (X ^ï) ' C2- (CMn)x e-CM" <?(l-a)CM")

-^JL^^"
= h(x \cd) .

Par Faction de la fonction c(z), la fonction harmonique h(x ,c)
est envoyée sur h(x ;cû). Ce fait-ci est-il un heureux accident ? Un
théorème de la partie IV va bien montrer que ceci n'est pas l'effet
du hasard.

Sur la même algèbre A, considérons la dérivation

(Dg)(z)=^(z)(z(l -z))

(g*(z) est la dérivée usuelle d'une fonction analytique).

D(gof)(z)=g(f(z))fl(z)z(ï -z)

(Dg)(f(z)) =^(/(z))/(z))/(z)(l ~/(z))

^•-)-<r^b
^o-^-T^O-,^)-,^,.

D est donc une dérivation invariante par l'action de /(z). Dans
la partie III, j'indiquerai comment on obtient la fonction z(l — z).
Si h(x) est une fonction harmonique associée à la fonctionnelle H
sur A, la fonction h\x) = hÇDz^ = x(h(x) - h(x + 1)) sera harmo-
nique. Si h(x) est une fonction harmonique non constante, h\x)
n'admet jamais un signe constant, car si ceci était le cas, h (x) serait
une fonction monotone de x , si bien que h (x) atteindrait son maxi-
mum. Ce qui est impossible, les fonctions harmoniques d'un processus
en cascade indécomposable satisfont le principe du maximum, c'est-à-
dire si elles atteignent leur maximum, elles sont constantes.
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PARTIE II

DISTRIBUTIONS INVARIANTES PAR L'ACTION DE /

1. Enoncé du problème.

Cette partie-ci se veut à peu près indépendante de la première
bien que le problème traité ait été suggéré par les processus en cascade.
Considérons donc une fonction / continue définie sur [0,1] et un
entier k > 1 tels que

a) /(l) = 1 et pour tout x de (0,1), f(x) < x
b) / est continûment dérivable sur [0,1], f ' ( x ) > 0, /'(O) < 1,

/'(!)> 1
c) si k > 1, f^^Çx) existe et est une fonction continue positive

et croissante sur [0,1) pour 2 </ < k.
Soit C^ le cône des fonctions <p définies sur [0,1) telles que
a) ^p(x) = o(xk~l) lorsque x tend vers 0.
b) (^ admet k dérivées successives continues et positives sur

[0,1 ) ; notre tâche sera de déterminer les fonctionnelles H sur Cj^ ,
positives, a-continues et invariantes par Faction de /, c'est-à-dire pour
tout <^ de Cfç, H(<^ o /) = H(<p). Il s'agit donc de déterminer les me-
sures positives (finies ou infinies) telles que pour toute fonction ^
de C^

/•i d^ r i df
\ TK (<^(/00) ̂ (x) = J —T (<POO) dyi(x) ."o dx" ^o dx"

2. Distributions invariantes d'ordre 1.

Pour déterminer toutes les distributions positives invariantes
d'ordre 1, il suffit d'établir le théorème suivant.

THEOREME 4. — Soit f(x) une fonction continue strictement crois-
sante définie sur [0,1] telle que f(0) = 0, /(l) = 1 et pour tout
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x G (0,1) 0 < x < f(x) et soit m(x) une fonction continue strictement
positive définie sur (0,1 ) telle que lim sup m (x) < 1 et lim inf m (x) > 1,

x ^ o jcti
considérons le cône C des mesures positives sur (0,1) telles que pour
fonction continue ^ à support compact contenue dans (0,1),

f\(f(x))m(x)dp(x)= [\(x)dyi(x)»o "o

alors C est un cône convexe réticulé à base compacte. Si t G (0,1) et
si l'on considère la mesure

^x) = ̂  (Tf m(f,(t))) 8^(x) + S , s/-rI(x) + 6,0c) ,
n 1 n m(f_i(t))

1 = 1

alors ^ est un élément extrémal de C. Si p. est un élément extrémal
de C, alors il existe un re(0,l) et un scalaire k tel que ^ = k^ .
Enfin si 0 < t^ < t^ < 1̂  et ̂  sont des mesures proportionnelles
si et seulement s'il existe un entier n tel que t^ =/n(^).

Démonstration. — Vérifions d'abord que les mesures ^ de C sont
des mesures finies. Fixons pour le cours de la démonstration un
nombre û€(0,l). Choisissons une fonction continue et positive ^ à
support compact dans (0,1) tel que si a < x </(û),<p0c) > 1. Alors

f ' ̂ P(fkW) m^x) d^(x) = f 1 ^p(x) dp(x) = pv f\ w /\

n1 m(f,(x))1 = 0
si k>0

où m^(x) =
si k<0

n m(f_,(x))1=1

r^n+i
^fnW

(a)
d^(x)

fl<P(/-^))m_„(;c)d;i(;c)

inf{m.^x) \f^(a) < x <f^(a)}

Si n > 0, m_^(x) = ( f] m(/_,(x)) ) > ( fî M_, )v ,=i / \ , = i / = w,
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OÙ M _ ^ = SUp{w(JC)| /_,^(û)<JC</_^û)} î = l , 2 , . . .

Si ^ < 0 , m.^(jc) = Ï11 m(f,(x)) > n1 M, = m^
f=0 /=0

où M,= mf{m(x)\f^(a)<x<f,(a)} i = 0 , l , . . .

/»/„+! (a)
Ainsi / dfJi(x)<pm^ .

• .̂«O

Comme lim i n f M _ , > 1 et que lim sup M, < 1, alors ^ m^<°°
|->-oo /-»«» »»=—«»

et r d^x)<p( à mj .
^0 v n=-°° '

Soit E le cône des mesures positives sur (0,1), on peut donc
définir l'opérateur T : E ——> E : si p. G E, Tp. est la mesure

(Tp) (<^) = j <ft(f(x)) m(x)dfJi(x). E est un cône a-réticulé et T est

un opérateur positif a-continue. Les mesures invariantes formeront un
cône convexe réticulé par la décomposition généralisée de Riesz.
Comme les mesures invariantes sont finies, C qui est fermé pour la
topologie vague des mesures sera à base compacte.

Soit il une meçure extrémale dans le cône C, soit ÎQ un point
du support de la mesure ^, choisissons une fonction continue positive
^o(0 dont le support est compact dans (0,1) et contient le point t^ ;

00

on pose ^(t) = S ^(^(fnW)' Considérons la mesure v sur (0,1)
n=—°°

telle f ^(t)dv(t)= f ^p(t)^(t)dp.(t). Comme ^(t) est une fonc-
^o ^o

tion continue bornée telle que ^(/(O) = ^(0, alors v est également
une mesure invariante positive qui est majorée par un multiple scalaire
de la mesure {JL. p. étant extrémale, on en conclut que p. et v sont deux
mesures proportionnelles. En filtrant par rapport à des fonctions ^o
dont les supports se contractent vers { ^ o ^ ? on obtient que le support

de la mesure p. est contenu dans _U {/^(^o)}- Ceci permet de trouver

une suite de nombres {A^}^_^ telles que
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fl^(t)dn(t)= S A^(/,(/o)) .
0 n=—<»

On obtient que A^i = A^/J^)). Ainsi ^ = A^ .

Soit re(0,l), on vérifie aisément que ^ est une mesure inva-
riante et un calcul direct donne que ^^ = m(t) ̂  . Pour établir
que ^ est extrémal, il suffit de supposer que a < t < f(a). Utilisons
le lemme de Bauer que nous avons déjà rencontré dans la 1^® partie :
considérons une mesure X portée par (^t\^t<f(a) dans C telle que

^ est la résultante de la mesure X, c'est-à-dire ̂ (^) == f ^(^) ̂ 0-0.

Comme la fonction t ——> ̂  est continue, on peut effectuer le
transfert de la mesure X à une mesure p sur [a, f(a)) où pour tout ^
de E

/• i /*/(û) /• i
j^Wd^(x)=j^ j ^p(x)d^(x)dp(t) .

Désignons par S^ le support de ^, alors

S^ = U {SJ t G support de p} .

Ce qui implique que le support de p est réduit au point a. ̂  est donc
extrémal. Faisant varier a, on a achevé la démonstration.

Comme corollaire du théorème 4, on obtient la caractérisation
des distributions invariantes d'ordre 1, il suffit de poser m(x) = f'(x).

Dans le cône des distributions invariantes d'ordre 1, les mesures
extrémales sont

JL^06^)^-
si ^ec^ ,

f\<P° f)' (x) d^(x) = f\'(f(x))f'(x)dui,(x)

= f^\'(x)dn,(x)
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3. Distributions invariantes cT ordre k (k > 1).

Je rappelle que C^ est le cône des fonctions <p définies sur [0,1)
telles que ^p(x) = a(xk~~î) lorsque x tend vers 0 et <p admet k dérivées
successives continues et positives sur [0,1). On suppose encore que/
satisfait les conditions a), b), c) signalées dans la section 1 de la II^®
partie. Nous recherchons des mesures ^ sur [0,1) telles que

[ \ ^ ° /^(x) d^(x) = f ' ^p(x) dfjt(x) .
^o "o

Considérons la fonctionnelle suivante G^ sur C^ ,

G^)= § (^o/^)(0 .
n=0

La fonctionnelle est positive, a-continue et est purement exces-
sive (au sens de la décomposition de Riesz). Je ne fais pas tout de
suite la vérification que G^(<^) ^ + °°, mais on voit bien que de toute
façon

G?(<p o /) = - ̂ W(0 + G?(<p) < G?(^) .

Pour obtenir une distribution invariante d'ordre k, on peut être
tenté de faire tendre t vers 1 après avoir affecté G^ d'un facteur
convenable (dépendant de t). C'est ce que nous ferons dans le théo-
rème suivant.

THEOREME 5. — Soient k un entier > 1 et f une fonction réelle,
continue, strictement croissante définie sur [0,1] telle que

a)/(O) = 0,/(l) == l , / (x)^jc
b) f ' ( x ) existe pour tout x e [0,1]
c) f^^Çx) existe et est une fonction continue, positive, croissante

pour x€[0,l) (2<f<k)
alors pour tout r € (0,1) et pour toute fonction <p de C^ ,

H?,,). ,«„ 'f ̂ 'y
^-^°°w=o (/„,(/_„, (0)

existe (la limite est finie ou infinie). Lorsque ^p appartient à C^ et que
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^^(x) est une fonction bornée, H^(<p) est finie et la convergence
vers cette limite se fait uniformément par rapport à toute variation
de t dans un sous-intervalle fermé de (0,1) et dans ce cas H^((^?) est
une fonction continue de t. Enfin H^ est une fonctionnelle linéaire
positive o-continue sur le cône C^ qui est invariante par l'action de f
(c'est-à-dire pour tout ^ de C^ , H^ o /) == H^tp). Enfin

^(^(nr^H;^) .

Démonstration. — Soit <^ G Cfç, notons par ^H^ la somme

y ^ofn)w(f-n.W

À (0/_,(0)'

Pour les besoins de la démonstration, j'introduis une notation com-
plexe qu'il m'est difficile d'éviter.

Je veux exprimer (<^ o /^/^(/^^(r)) en fonction des dérivées
successives de ^ et de / évaluées à des points de la forme f^(t)

(- oo < i < oo) .

Effectivement (<^ ° ̂ /^(/.^(O) est une combinaison linéaire de
termes de la forme

n— m — 1 k n^(fn-rn^ n n (f^wwii
i=-w /=!

où 1 < p < k, a,, sont des entiers positifs.
L'entier p et les c^. ne peuvent pas être arbitraires. Ils satisfont

un certain nombre de conditions.
Désignons par (a) une matrice rectangulaire semi-infinie (o .̂)

(— oo < i < oo ^ i < j < k) qui remplit les conditions suivantes
1) les a,, sont des entiers > 0
2) il existe un entier relatif g (a) et un entier? (a) (1 < p(a) < k)

tels que
a) si i > g (a), alors pour tout /, o^. = 0
b) <Wp(a) = = 1 et si / ^ p(a), a^^ = 0
3) il existe un entier relatif d(a) tel que
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a) si i < d(oQ, alors a,.. = 0
fc

b) Ç /O^«Q./ = fc
A: fc

4) si d(a) < ZQ <g(a) , 2 ^ . = ( S S (/- 1)^/)+ 1
/=! 0/ ^O/o /=! /

Désignons par A^ F ensemble de toutes ces matrices. On vé-
rifie par récurrence sur k qu'il existe une fonction c^ : A^ ——> R
qui est bornée et positive telle que pour toute fonction <p dérivable k
fois et pour tout couple d'entiers positifs n et m

(^/^(/-^O^
g(cc}-l k= s ^(a)^))(/^(o) n n (/^(//(o))ij

tfcA^ /=cf(a) /=1
^(tf) =n-m
d(d)=-w

Si aGA^ , désignons par i(a) = min(0 , ̂ (a)) où

î\(a)=mir î | S (/-l)a,,>oj
.H?(<p) =

^(<r)-i fcn n (^(//(D))^
I: c,(a) ̂ (-^^^(O) ^^—————^-

oreAi. / T-T \
d«r)-m ( n f'(f^(t))

O^S(cc)-d(a)^2m ^ i=i(a) /

(il est sous-entendu dans cette formule que si i(a) = 0, alors

/ -1 ^( n f\f^(t)) = i ) .
^^(a) /

Ainsi la suite ^H^(<p) est une suite croissante en fonction de m. Ainsi
la limite (finie ou infinie) H^((^?) existe et vaut :

"n"1 n (/^wo))^
H^)= J^ c,(a)^^(f^(t)) i=i^^1——————^—

<*(^^(a) ( n /'(A,(O))v (=/(«•) /
(i)
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Isolons les évaluations qui se font sur l'ensemble {/^(0}^=o de celles

qui portent sur l'ensemble {/_^(Q}^i

H^)= J^ \c,(a)^PW\f^(t))^^^^^^
d(cc)=î(a) L ' 0 J

f n n (—/œw—— n + y
[,=(«r) /=2 ^f'(f,(t))(f:,(f,(t)))l-1 l ' ^<o

d(a)=((a)

fc (a) ^(p(a))<^)^ '̂n1 n ( f^W^ ^g<7|
L * ^(a)^-)^)))'"10 "'w /^ v/'(/,(/))(/^(/^)))/-l/ J
Pour établir la convergence de cette série lorsque / G (0,1) et lorsque
<p admet une k6 dérivée qui soit une fonction bornée, il suffît de
vérifier que les séries suivantes sont convergentes :

s(a)-i k
a) L FF n (/^/((O)) i / 1 <p < k1 < k

aeA^. (=0 /=!
d(a)=0,p(<r)=p

„ y y0^/-^?))
b) n1 (fn(f.nW1-1 2 < ' < k

c) 2* (W.n(tW l < p < k

II est facile de voir que la série c) converge

—— / /n(/-»(0) Y —— 1 1 \P

^"to^ =^7^^<1-
Pour la série donnée en a), soit M^ = sup^^Oc) \x < t , 2 </<Â;}

^(a)-l fcs n n (/(/)(//(o)) '7 < M^-p n (i + /^(o) <0 0 .
<reA^ f = o /=! w = 0

d(cr)=0p(a)=p

oo f^^Çf (t))
Vérifions la convergence de ^ "^ / - i (2 < / < fe). Minorons

w=l (jn^J-nWY
/„(/_„ (0) : puisque /'(r) est une fonction croissante par hypothèse,
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on a que /'(/) > ̂ ^^ et

/;(/-,(o)= n /'(/-.w)> . '~/(0 , •
CT=1 /-n(0-/-„+! (0

II nous suffit d'établir la convergence de
06

1 /œ(/-„(0)(x/-„-lW-/-„(0)/-l .
w — 1

Cette série vu la monotonicité de / ^ ( t ) est majorée par

f^f^Wd -uY-^du

Par la fonnule de Taylor, si 0 < t < v < 1

^-2 f^1)^ 1 / tv

/'M = ̂  ——^w (. - t)1 + ̂ —^ ̂  /(^(^ (, - uV-1 du .

En faisant tendre v vers 1, on obtient par le théorème de Beppo-Lévy
que

f'f^Wd -u)^2du<^ .

Qu'avons-nous démontré jusqu'ici ? ^H^ est en un sens une suite
/. i

de mesures : pour tout ^ de C\ , ^H;(<p) = J ^^ÎM ̂ (x). Nous

avons établi que d^ est une suite croissante de mesures dont les
masses sont bornées. Ainsi il existe une mesure bornée telle que pour

tout <p de C\ , H^((^) = f ̂ Wd^x). Maintenant

H^on-h^^-^- H fcf^+ (^o/2m+l)w(/- (o)

——— /) (/.(/-.(O)' ~ m H f ^ (/.(/..(^ •

Or lim ^-^^(/.(r))^
—>00 (/^(/^O)))^

^(^ (^))
Si , m fe ne converge pas vers 0, alors H^ o /) == H^(<p) = + oo

^Jm^J-m^1))
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<pW(/^ (t))
Si —;——m—jç converge vers 0 lorsque m tend vers Finfîni, on aura

(fm^f-m^^
encore que H^((^ ° /) = H^(^?). H^ est donc une fonctionnelle or-
continue positive invariante sous Faction de /.

Un examen attentif de la démonstration révèle que si <p appartient
à C^ et admet une dérivée k6 bornée, alors H^(<p) est une fonction
continue de t.

^ (^/^(/-^(Q)
n-O (f'M-m.^

- ,. ufc / , V WJ^ V-m^l^Enfin ,H^̂ ) = 1 ,

^ ^.^(<p) ^ (^/•^(/.^(O)
(/'(?))* n^-l (/^(/-^^(O)*

Ainsi H? = (/'(^ H^,) . Q.E.D.

Nous allons observer une autre suite de fonctionnelles qui tend
également vers H^. Soit /€ (0,1) et ^€C^ , on voit par la formule
(1) du théorème 5 que

S^)= 1 ^(^WH/'œ^H^) .
W = — 0 0

D'autre part S^) < S^(<p o /).

THEOREME 6. — Sous les mêmes hypothèses qu'au théorème 5,
00

si <p E C\ , S (^ ° ^m )^)(/M W) (/nC^)^ comme suite en m est une
n=—°°

suite croissante qui converge vers H^).

SÎ(<P %, ) = S^ (<P o /„ /^(/n (0) (/;(0)*

2 ^(^^^(^(OO))^1 n (f^fiW^^f^a)^
tfeA^ •" /=d(<r) /=! v '

g(a)-d(oc)sm

S ^(^^(^(/^^(o) ^^n' n (/(/)wo))tf//^(^S"1 /'(//œ)*
<reA^,d(<r)>0 /=<»(a) /=! v /»0 /

<'(ff)-d(<r)=w
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^fT n (f^w))"11
+ £ c»(a)^«0)(/^œ) i^-î^—————————

cceA^,d(oc)<o s> ' -i .k
S^-dWm ( n f'(W))

^f'dW '

S(cc)-l kn n (/^wo))//
= ^ ^^^(/^(D) ̂ -f1——^~

^(a)-^^^ ( n n//(r)))v /=/«<) '

Après comparaison avec la formule (1) du théorème 5,

lim S^o4)=H^).
w—^00

Nous arrivons au théorème central de cette section qui justifie
d'une certaine façon les laborieux calculs que nous avons introduits.

THEOREME 7. — Admettons les mêmes hypothèses qu'au théo-
rème 5, alors le cône des fonctionnelles linéaires positives a-continues
sur C^ invariantes par Faction de f est un cône convexe réticulé à base
compacte dont les génératrices extrémales sont {XH^ | À > 0, t € (0,1)}.

Démonstration. — Sur le cône C^ , faisons agir deux transfor-
mations linéaires positives T et T\ : si ^p^C^ , T<p0c) = ^p(f(x)) et

T^Oc) = f^^fW) (f^u^ ^"^ ^ du . On a que T, < T,

c'est-à-dire pour tout {? G C^ , T^ — T\^E C^ .
Partons d'une fonctionnelle linéaire positive a-continue invariante

pour l'application transposée de T : pour ^ de C^ , H(T<p) = H(<^).
Ainsi H(T^) < H(<p). Utilisant la décomposition généralisée de Riesz,
H = H^ + H^ où H^ est une fonctionnelle invariante pour T^ (l'appli-
cation transposée de T\) et H ̂  est une fonctionnelle purement exces-
sive pour Tî6. Le théorème 4 nous assure qu'il existe une mesure

dv^(t) sur (0,1) telle que Hi(<p) = ̂  S^(^p)dv^(t). Par la décompo-

sition de Riesz, il existe une mesure dv^(t) sur (0,1) telle que
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H^)= f'G^dv^t) où G^)=È (^o/^OX/;^.
0 n=0

Remarquons que H^ o f^) est une suite décroissante qui converge
vers zéro vu le théorème de Beppo-Lévy, car G^ o f^) tend de façon
monotone vers zéro. Utilisant également le théorème de Beppo-Lévy,

on est assuré que lim H,(<^ o/ ) = j HJ^) dv At). Ainsi
m->^ m JQ ï A

liW= f'H^^dv.d) .

Nous avons donc établi que toute extrémale du cône des fonc-
tionnelles linéaires, positives, a-continues invariantes pour T* est de
la forme { X H ^ | X > 0 , 10(0,1)}.

Soit a G (0,1), utilisons le lemme de Bauer pour nous convaincre
que H^ est une fonctionnelle invariante extrémale. Soit v(t) une mesure

/» i
portée par (f(a) ,û] telle que H^(<^) = j îi^(^)dv(t) pour toute

fonction \p de Cfç. Nous avons déjà associé à H^ une mesure d^ sur

(0,1) telle que pour H^((^) = j ^p(k)(x)dfJi^(x). Ainsi pour toute

fonction continue ^(x)

fl^(x)d^(x) = f1 f1 ^Wd^(jc)dyœ .
^o ^o ^o

On sait qu'on peut décomposer la mesure ̂  en une somme de
deux mesures, la première étant continue par rapport à la mesure de
Lebesgue, la seconde étant singulière par rapport à la mesure de

Lebesgue. La partie singulière de la mesure ̂  est ^ (./^(O)* 8/ ff\
n ="—®0

(6y étant la masse-unité de Dirac disposée au point ù) et le support

de cette dernière mesure est K(0={0}u U {f^(t)}. On a que

K(û) = U K(0, Ky étant le support de la mesure y. Ainsi v = 6^
teKy

et H^ est une fonctionnelle invariante extrême.
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PARTIE III

FONCTIONS ASSOCIEES A L'ITERATION D'UNE FONCTION

1. Introduction.

Dans cette partie, j'étudierai un certain nombre de problèmes
rattachés à l'itération d'une fonction d'une variable (réelle ou com-
plexe). Etant donnée une fonction / : A ——> A (où A est une
partie du plan complexe), quelles sont par exemple les fonctions
c : A ——> A telles que pour tout z de A,/(c(z)) = c(/(z)). Dans
la section 2 de cette partie, je rappellerai ce que les mathématiciens
ont trouvé jusqu'ici lorsque A est un ouvert du plan complexe et que
f(z) est une fonction analytique. J'introduirai la fonction de Schrôder
et celle de Bôttcher associée à une fonction admettant un point fixe
f(Zo) = ZQ . Les principales fonctions qui commutent avec / forment
un groupe. Je représenterai ce groupe par des matrices triangulaires
infinis et je déterminerai le générateur infinitésimal de la représentation.

Dans le cas d'une fonction / d'une variable réelle

(/ : [0 ,00) ——> [0 ,oo) , lim /(;c) - x = 1 , f(x) >x)
JC->~

j'étudierai les principales solutions de l'équation d'Abel

G(f(x)) = G(x) 4- 1 .

Je m'intéresserai tout particulièrement à deux résultats de Kuczma
[18] et de Lundberg [21]. Je déterminerai les principales fonctions
c(x) qui commutent avec f(x). Je tenterai enfin d'évaluer le compor-
tement asymptotique de f^W lorsque a est un nombre donné de
[0,00).

Pour nous donner des idées fréquentes dans ce contexte-ci,
intéressons-nous aux fonctions c(z) telles que f(ç(z)) = c(/(z)).
Plusieurs mathématiciens se sont déjà penchés sur cette situation. Je
cite en particulier les personnes suivantes : Julia [13], Fatou [9],
Lévy [20], Hadamard et Lûntz [11], Walker [3l], Szekeres [30],
Michel [23], Kuczma [18], Lundberg [21].
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Considérons trois exemples particuliers pour voir les phénomènes
associés à ce problème de commutation : soient a > 0, f(x) = ^x
pour x € [0 , a) où 0 < ^ < 1, on voit que pour toute fonction g(x)
définie sur [^a, a) et prenant des valeurs dans l'intervalle [0 , û), il
existe une et une seule fonction c(x) définie sur [0,û) telle que
f(c(x)) = c(f(x)) et la restriction de c(x) à l'intervalle [pa, a) donne
la fonction g(x). Si la fonction g(x) est continue et que

.. , . g^à)lim g(x) = ——— »
x->a p.

alors la fonction c(x) qui lui correspond est continue. Il existe donc
énormément de fonctions continues qui commutent avec / dans ce
cas. Cependant, si l'on exige de la fonction c(x) d'être dérivable à
x = 0, alors c(x) est nécessairement une fonction linéaire qui s'annule
à l'origine.

Le deuxième exemple est la version complexe du premier : soit
p un nombre complexe où 0 < | ̂  | < 1, considérons la fonction
f(z) = pz définie sur {z \ | z | < 1}. Pour toute fonction g définie sur
{z H jm | < | z | < 1} et prenant des valeurs dans le disque-unité (ouvert),
il existe une et une seule fonction c(z) qui prolonge g et qui commute
avec /. Cependant, parmi les fonctions c qui commutent avec /, les

c(z)
seules fonctions pour lesquelles lim —— = c'(0) existe sont les fonc-

z->-0 Z

tions c'(0)z.
Comme troisième exemple, considérons la fonction/(z)z" (où n

est un entier naturel > 2) définie sur D = {z || z | < 1}, les fonctions
c : D ——> D qui sont analytiques et qui commutent avec / sont
précisément les fonctions oz^" où m est un entier naturel > 1 et où
co"-1 = 1 .

Une remarque très simple, qui a son origine aussi loin que
Schrôder, est appropriée ici : si/est une transformation d'un ensemble
X d'un ensemble X en lui-même, si F est une bijection de X sur Y,
un autre ensemble, et sif*(y) = F^F"1^)), il y a correspondance
biunivoque entre les transformations c de X qui commutent avec / et
les transformations c* de Y qui commutent avec /* : la correspon-
dance est précisément c(x) = F^c^Fex:)).

Une deuxième remarque : si / : X ——> X, si c : X ——> X
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et si c commute avec /, la fonction c échange les points fixes de
/ ^ /(^o) = xo ——^ c(Xo) = /(c(jCo)). Plutôt que de considérer des
fonctions c qui commutent avec /, nous allons supposer que / admet
un point fixe à x == XQ et nous tâcherons de déterminer des parties A
de X contenant {xç} et des fonctions c : /(A) ——> X telles que
C(XQ) = Xo et (VJCGA) c(f(x)) =/(c(;c)).

2. Fonction de Schrôder et de Bôtteher.

Soit / une fonction analytique définie sur un voisinage S2 de
z = 0 telle que /(Î2) CÎ2, /(O) = 0, /'(O) = ^t où |^i| < 1. Posons
Sî1 ={z\ lim /.(z) = 0}, Î2' est un ouvert.

n->^

a) Si ^ i = ^ = 0 , sur tout compact de Sî\ n ^ converge unifor-

mément vers une fonction F(z) où F(0) = 0, F'(0) = 1 et

F(/(z)) = ^F(z) .

F est la fonction de Schrôder associée à /. Sous le changement de va-
riable w = F(z), f*(w) = F(/(F'~l(w))) = ^w sur un voisinage suf-
fisamment petit de l'origine.

Si c(z) est une fonction analytique définie sur un voisinage con-
nexe fti de l'origine telle que c(0) = 0, c(î2i)CÎ2\ /(î2i)CÎ2^ ,
alors il existe un nombre complexe k tel F(c(z)) == kF(z), c'est-à-dire
il existe un voisinage Sî^ tel que sur Î2^,c(z) = F_^(fcF(z)), F_i étant
l'inverse fonctionnel de F. Pour les démonstrations, je renvoie le lecteur
soit aux travaux de Koenigs [16], soit au livre de Montel (pp. 51-52)
[24] ou de Picard [26].

b) Si ^ = 0. Soit /(z) = ^ û^z" où m > 1, a^ ^ 0 consi-
n=m

dérons un premier changement de variable H^ = kz de telle sorte que
^w-i ^ ̂  (généralement si a^ > 0, on choisit k > 0).

f^,)=kf(^) •
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D'où /*(v^) = w71 4- ^ û^w{*. Soit F^(z) la série de puissances
n=m+l

telle que (F^Wi))^ = /p*(Wi) et F^^O) = 1. On établit que comme
suite de séries de puissances F^(Wi) converge vers une série de puis-
sances F*(Wi). De plus sur un voisinage commun de 0, toutes ces
séries convergent et sur ce voisinage F^(Wi) converge uniformément
vers F^O^i). F* satisfait F équation fonctionnelle

F^/*^)) = (F*^^ et F*0^) = 1 .

Si l'on pose F(z) = F* (fez) , on a que
i

F(/(z)) = (F(z)r et F'(0) = û^-1 .

C'est la fonction de Bôttcher associée à la fonction /. Pour obtenir
des fonctions qui commutent avec /, on choisit un entier k > 0 et
l'on considère la fonction dont la série de puissance est F"1 ((F (z))^.
Je renvoie le lecteur au livre de Montel (pp. 61-62) [24] ou à l'article
de Ritt [27], s'il veut connaître les détails au sujet de la fonction de
Bôttcher.

3. Dérivation invariante.

Considérons l'algèbre A des séries formelles en une variable z et
déterminons les dérivations "continues" de l'algèbre qui sont inva-
riantes par l'action de /. Il s'agit plus précisément de déterminer les
opérateurs linéaires D : A ——> A tels que

a) D(S a^) = ^ ûJDz")-n^\
^=1 " ^ n=l

b) D(û(z) b(z)) == û(z) Dé(z) + b(z) Dû(z)

c) D(û(/(z)))=(Dû)(/(z)) .

Supposons que D soit un tel opérateur et posons H(z) = Dz (la valeur

de l'opérateur D évaluée à la série de puissance z). Si a(z) = ^ û^z",
n = l

puisque Dz" = wz"-1 H(z), Dû(z) = a ( z ) H(z) où a ( z ) est la dérivée
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usuelle de la série de puissance a(z). Le fait que D est invariant pour
Faction de / donne que f\z) H(z) = D(/) = (Dz) (/(z)) = H(/(z)).

Réciproquement, si H(z) est une série formelle telle que

H(/(z))=Az)H(z) ,

la dérivation Dû = H(z)û'(z) donne lieu à une dérivation invariante
par Faction de /(z). Soit ^ = p ( î ) = /'(O). Si fi = 0, on peut vérifier
qu'il n'existe pas de série de puissance telle que H(/(z)) = f\z) H(z).
Si p. ^= 0 et si F(z) est la fonction de Schrôder associée à /

(F(z) = lim ̂ ) ,
V w->» 11" /V W->00 fJ.

F(z)
alors la fonction H(z) = —,— satisfait l'équation souhaitée

H(/(.» - •£iaï! --"^ f'W - f'W HW .F (f(z)) /iF (z)

Remarquons que H'(0) = 1.
Soit H, (t) une fonction définie sur [0 , a) où a < 1 telle que

a) H't(O) existe

b)Hi(/(0)=/ '(OH,(r)

. „ „ _ H,(/»œ) _ /„(/) H^^(^))alors H,(/)--^--^-^-

/n(0

H.C^lim———Inn1^
"^•~ /^(O »-*~ /n(0

/X"

Ffrt
Ainsi Hi(f) = —— H'i(O) .

r vJ

Indiquons en passant une autre solution à l'équation fonctionnelle
H (f(t)) = f'(t) H(t) pour 0 < t < 1 , c'est la fonction :

( S fnW) .
\n=-°o /
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Regardons la dérivation que Fon obtient lorsque

/w'-r-rf-rt; ( O < P < D .

La fonction de Schrôder F(z) est —z— . D'où H(z) =———= z(l - z).1 - z F (z)
Ceci explique l'origine de la présence de la fonction z — z2 dans les
calculs que nous avons faits dans la partie I.

4. Représentation des fonctions qui commutent avec /(z).

Soit /(z) = ^z 4- ^ p W z " alors que 0 < ^ < 1 et soit F(z)
n=2

la fonction de Schrôder associée à /(z), F(z) = lim -"— , relions
n->00 l̂

F(z)
la fonction —,——et les séries de puissance c(z) qui commutent avec

F (z)
f(z).

THEOREME 8. — Soit f(z) = ^ p ( n ) z ' 1 une série de puissance
n=i

dont les coefficients sont réels, on suppose que 0 < ^ i = p ( l ) < 1,
soit P la matrice triangulaire p(x , y ) (x = 1 , 2 , . . . \y = 1 , 2 , . . . )

00

telle que (/(z))^ = S P(x , y) z y , alors il existe un et un seul semi-
y=i

groupe de matrices infinies triangulaires réelles P^ = (p^(x , y)) 0 < t<00

tel que

a)P^=P,P,

b) P, = P, Pô = 1
P — 1

c) lim —r—— existe (la limite est prise à chaque entrée des ma-
t^O t

trices concernées).

Si F(z) = lim fnw , si pour t€ [0 ,00), f ( z ) = F-^^FCz))n->00 yr
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alors É p,(x,y)zv = (/,(z))\ ^ H(z) = ̂ ) = É y, ûfo^
y=l . r (z) „=!

Pt^ , y ) - gÇy,.>0 ^ 0 si y < x
t^o t ( ( log^)/2y_^+i 5/ ^ > ^

Démonstration. — Soit û(z) une série de puissances ^ an2n ^
n=i

on peut lui associer la matrice A = (a(x , ̂ ))^=i 2 ; y= i 2 ou

00

(ûCz))^ = ^ û(jc ,^)z^. Si é(z) est une autre série de puissances à
y=i

laquelle on associe la matrice B = (b(x, y)). Si (c(x , y)) = C = AB,
on a que

^ cOc,>Qz>'= £ S a(x,y,)b(y^y)zv
y=x y=x y^^x

= S û0c,^)(6(z)/1

^=^c

= (û(é(z))^ .

Ainsi la matrice C est celle qui s'associe à la série de puissances
û(6(z)). Si F(z) est la fonction de Schrôder associée à/, considérons

00

la matrice P, == (p,(x , y)) telle que ^ p,(x , y) zv = (F-1 (^ F(z)))^.
y=x

Comme les séries de puissances/^(z) = F'^^FCz)) forment un semi-
groupe à un paramètre il en est de même pour les matrices P y .

00

S p,(l ,y)zy - z
,. y=i ,. F l (^¥(2)) - zhm ————————————= hm ————————— =
4o / tto /

^ (log^^FCz) ^ F(z)
^^-'(^^(z)) ,.o ^F'^)

,. X^'^^-^ , (F-VF(z)))--^lun ———————————— = hm ——————————— =
f^o ^ r^o t

x-i i F(z)= X Z^ 1 10g ^ _-7—— •
r (z)
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Ce qui établit l'existence du semi-groupe avec celle de son géné-
rateur infinitésimal. Leurs propriétés fondamentales ont été établies.

L'unicité du semi-groupe s'établit de façon tout-à-fait analogue
P — 1aux groupes de Lie. Désignons par H = lim JL—— . Soit P* un

t^O t t

candidat compétitif à P^ , c'est-à-dire Pf est un semi-groupe de ma-

trices triangulaires tel que P? == I, P? = P, H* = lim ———I existe.
t^O t

On établit les faits suivants

a) P?H*=H*P? , -^P?=P?H* et P ? = e x p r H *

b) HH* = H^H et exp(H - H*) = I .

Utilisant le fait que si T est une matrice triangulaire non nulle avec
des coefficients réels alors exp T ̂  I. Ainsi H = H* et P^ = P^ .

Posons une définition : On dira qu'une série de puissances
00

/(z) = L PW^ admet des racines positives de composition si pour

tout entier m > 1, il existe une série de puissances g(z) = ^ q(n) zn

n=l
à coefficients positifs telle que g^(z) =/(z). Evidemment, une série
de puissances qui admet des racines positives de composition a tous
ses coefficients positifs et l'on a que p(l) > 0.

00

THEOREME 9. - Soit f(z) = ^ p(n)zn une série de puissances
n=l

à coefficients réels avec 0 < p(l) = ^ < 1, soit F(z) la fonction de

Schrôder de f(z) et soit ^ h^ = H(z) == -^)- , alors f(z) admet
n=l r (Z)

des racines positives de composition si et seulement si pour tout
n>2,h^<0.

Démonstration. — a) Soit f(z) une série de puissances qui admet
des racines positives de composition. Soit m un entier > 1, considérons
une série de puissances à coefficients positifs g(z) telle que^(z) = f(z)
ainsi que les semi-groupes P^ et Qy associés respectivement à f(z) et à
g(z) (comme dans le théorème 8). Par le théorème 8, P^ = Q^ et
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g(z) = fum(z). Tous les coefficients de J l l m ( z ) sont positifs sauf
' \lm

le premier. D'autre part lim -J-Z——z = (log^x) H(z) ; ce qui montre
t\Q t

que pour n > 2, A^ < 0.
b) Supposons que /(z) n'a pas toutes ses racines de composition

positives, c'est-à-dire que les matrices Py ne sont pas toutes des ma-

trices à coefficients positifs pour r = 1 , — , — , — , . . . . Soit
2 3 4

N = mf{y\Qm)p^^(l ,y)<0} et soit m^ un entier tel que

Pi/^0 ,N) <0. p^(l ,N) = ̂  Pi,^o(l »/)Pi/2^(/.^.Re-

marquons que Pi/^O , / )>0 si 1 < / < N , par le choix de N.
00 -

D'autre part g Pti^(i.î)z1 = (S Pi/2^(l J)^). Ainsi

Pi^moC-11''^)^ 0 si j c > 2 , l < ^ < N .

De là, pi^(l ,N) >p,/2^(l .N)^2"'0 + ^N/2mo . Procédant par
récurrence, on obtient que

„ .(1,N)< '"'•»" •N) .

n (/"'"« + .1"2'"»)
/^l

oo /^2~ /4-^2- /

Après s'être convaincu que n V———^———) converge, on obtient/=i v 2 /

que Um pr 9 < 0 c'est-à-dire A,. > 0 .
t^O t

THEOREME 10. - Soit f(z) = ^ p(n)zn ̂  z MW^ ^ne de p -̂
w = l

sances qui admet des racines positives de composition et supposons'"" ,2 "w - '•si "w= ,•""- ̂ et sl

i h..' - HW - ̂
n=l F (z)
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00

alors ^ \h^\ = 2, H(l) = 0 et pour tout z dans le disque-unité
n=i

(\z 1 < 1) f ' ( z ) 1=- 0. La fonction H(x) (0 < x < 1) est une fonction
concave.

Démonstration. — Soit R le rayon de convergence de la série de
Taylor de H(z) ; comme tous les coefficients sauf un de la série sont
négatifs, le point z = R est une singularité pour H(z). D'autre part,
comme f ' ( x ) ̂  0 (0 < x < 1) et que H(/(z)) == f\z) H(z), la fonc-
tion H(z) ne peut pas connaître de singularité pour z = R si R < 1.
D'où R > 1. D'autre part lim H(x) existe car pour 0 < x < 1, H(x)x->i
est une fonction concave positive. Comme /'(!)> 1, alors

lim H(JC) = 0 .
JC-»1

Ainsi ^ h^ = — 1 .
n=2

Soit a un nombre du disque-unité ( |û| < 1) tel que f'(a) = 0,
00

puisque a =^ 0 et a ̂  1, alors ^ h^a" ^ — û, c'est-à-dire H(û) ̂  0." n "
n=2

Comme H(a) = —— , on a que F(û) ̂  0 et F'(û) ̂  0. Comme
F (û)

F'(û)= lim /ÎL^/ alors f\à)^0.
n^ (pW

5. Solutions principales de l'équation d'Abel.

Considérons maintenant une fonction continue / définie sur
l'intervalle (0,1) telle que

a) pour tout x G (0,1) 0 <f(x) < x
/OOb) lim —— = ^ alors que 0 < IJL < 1 .x->o x

On dira que F : (0,1) ——> R est une fonction de Schrôder pour/
si F satisfait l'équation fonctionnelle F(/(x)) = ^tF(^). On dira qu'une
fonction de Schrôder est principale, s'il existe une suite ̂  telle que
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/ (x)F(x) = lim -"—— . Je cite ici les principaux résultats qui ont été
•^w

obtenus ces dernières années au sujet des solutions principales de
l'équation de Schrôder. Dans les énoncés qui suivent, / satisfait
toujours les hypothèses que nous venons d'énumérer.

THEOREME (Kneser [15]). - S'il existe un a > 1 tel que

/ O O ^ j m c + O O c 0 )

lorsque x tend vers 0, / admet une et une seule fonction de Schrôder
continue dérivable à l'origine avec une dérivée égale à 1.

THEOREME (Szekeres [30]). - Si f admet une dérivée continue et
s'il existe un S > 0 tel que f'(x) = ̂  + 0(x6) lorsque x tend vers
zéro alors f admet une fonction principale de Schrôder continue stric-
tement croissante qui est continûment dérivable.

THEOREME (Kuczma [17]). - Si f est une fonction convexe, alors
f admet une fonction principale de Schrôder qui est continue, con-
vexe et strictement croissante.

THEOREME (Lundberg [21]). - Si f(x)/x est une fonction mono-
tone, f admet une fonction principale de Schrôder qui est continue ;
celle-ci est strictement croissante si f(x)/x est croissante ou si f(x)
est une fonction cwcave.

THEOREME (Kuczma [17]). - Si f(x) est absolument continue et
si f ' ( x ) > 0 presque partout et si F est une fonction de Schrôder
convexe et si XQ G (0,1), il existe une constante C telle que

F^C/^lim^)^.JQ \n^ f^x^y
Ma première tâche sera d'élargir la portée de ces résultats. Pour

des raisons techniques, nous allons ramener le problème à la solution
de l'équation d'Abel. Si/est une fonction définie sur (0,1), posons
/*00 = - log(f(e~y)) pour y > 0. /* est donc définie sur (0 ,oo).
ç. ,. f(x)Si hm ———= /A, alorsx-^o x
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lim f*(y) - y = lim - log^^^) = - log^ .
y->^ ^->oo v ç-y / °^

d e~yff(e~y)
Enfin remarquons que —(f*(y)) = . „ . Ces formules in-dy fÇe-v)
diquent comment les propriétés de / vont se répercuter sur/*. Par
exemple soit F(x) une fonction de Schrôder pour / ; posons

F*(y)=-logF(e-y) .

On a que F*(/*00) = ¥*(/(€->)) = ~log(;iF((?-^)) = F * ( y ) -log^t.
Réciproquement si F* satisfait l'équation d'Abel :

FÎ16(/ î l60Q)=Fal80Q-log^

la fonction F(x) = exp(~ F*(- logjc)) satisfait l'équation de Schrôder

F(/(JC)) = ^F(x). Maintenant si l'on pose f * * ( y ) = ̂ "^^g^^
-log^i

F*(-(logu)v)
et F^(y) = —————-— , on a que F**(/**(^)) = F**OQ + 1.(- log p)

Dorénavant, nous nous intéresserons à une fonction / définie sur
[0 , oo) à valeurs dans [0 , oo) et nous étudierons l'équation d'Abel,
c'est-à-dire nous parlerons des fonctions G définies sur [0, oo) telles
que

G(/(;c)) = G(x) + 1 . (1)

Posons une définition dont l'origine remonte jusqu'à Szekeres
[30] et dont Kuczma [17] et Lundberg [21] ont également fait usage :
une solution G(x) de l'équation d'Abel (1) sera dite principale s'a
existe une suite a^ de nombres réels telle que

G(x) == lim f^x) - a^ .
w—>'00

II est immédiat de vérifier que si G^(x) et G^(x) sont deux so-
lutions principales alors ces deux fonctions diffèrent par une cons-
tante, c'est-à-dire G^(x) - G^(x) est une fonction constante. D'autre
part si G(x) est une solution à l'équation d'Abel, G(x) + C est aussi
une solution. Si bien que si l'on connaît une solution principale on
connaît toutes les autres solutions principales et par abus de langage,
on dira à l'occasion que l'une ou l'autre de celles-ci est la solution
principale de l'équation. Comme autre remarque, supposons que G(x)
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soit une solution principale de l'équation (1), c'est-à-dire

G(x)= lim fn(x)-a^ ,
w—>'00

si a > 0, on a que G(x) - G (a) = lim (f^(x) - /^(û)>, ainsi
n—^00

lim (/jjc)-/,(a))
n —^00

est une solution principale. Partant de ces remarques, les problèmes
que je veux traiter sont les suivants

a) Etant donnée une solution G(x) à l'équation d'Abel, sous
quelles conditions sur G (et sur /), peut-on être assuré que G(x) est
une solution principale.

b) Sous quelles conditions sur/, peut-on être assuré que l'équation
d'Abel admet une solution principale.

c) Sous quelles conditions sur /, une solution principale sera une
fonction injective.

d) En pratique, sachant que l'équation d'Abel admet une solution
principale, comment peut-on prédire le comportement asymptotique
des termes de convergence ; ce qui revient à étudier le comportement
asymptotique de f^(d) pour un nombre a fixé.

THEOREME 11. - Soitf : [0,o°) ——> [0 , <») une fonction telle
que lim f(x) — x = 1 et telle que pour tout couple de nombres
positifs a et 6, fn(à) —/„(&) est une suite bornée, on suppose que
G(x) satisfait l'équation d'Abel (1) et qu'il existe un 6 > 0 tel que

lim G(x) - G(y) - x 4- y = 0 alors G(x) est une solution
x—>-00, y-^-00

\ x - y \ < 6

principale.

Démonstration. — On vérifie aisément si pour tout M > 0

lim G(x) - G(y) - x + y = 0 .x-»-00,^-^00

| x -y |<M

Soit û G [0 ,00), puisque G(f(x)) = G(;c) + 1, on a que

G(JC) - G(a) = G(f(x)) - G(f(a)) = G(f^(x)) - G(f^(a)) .
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La suite f^(x) - f^(à) étant bornée,

lim G(f^(x)) - G(f^(a)) - f^x) + f^a) = 0 .
n—^00

Ainsi G(x) - G(a) = lim f^(x) - f^(a). Q.E.D.
W-^.00 " "

COROLLAIRE. — Supposons que f satisfait les hypothèses du théo-
rème 11 et que G est une solution de V équation d'Abel ; G est une
solution principale si l'une ou Vautre des conditions suivantes est
satisfaite

a) lim G(x) — x existe
JC->-<*

b) G(x) — x est une fonction monotone
c) pour tout nombre k < 1, il existe un nombre XQ tel que

G(x) — kx est une fonction croissante sur [XQ , °°)
d) pour tout nombre K > 1, il existe un nombre XQ tel que

G(x) — Kx est une fonction décroissante sur [XQ ,°°)
e) il existe deux fonctions B(x) et C(x) telles que

G(x) -x= B(x) 4- C(x) ,

C(x) est monotone, lim B(x) - B(y) = 0 .
x ->>00, y -^o0

\x-y |<1

Démonstration. — On vérifie sans trop de peine que a), b), c)
ou d) implique e). Supposons donc que e) a lieu, c'est-à-dire que
G(x) = je + B(jc) + C(x) où C(x) est monotone et où

lim (B(x) - B(y)) = 0 .
jc->-°o , y->»>
\x-y\^l

Vérifions que lim C(x) — C(y) = 0. Prenons intérêt aux va-
x->°° , y->00

\x-y\^l

leurs de C(jc) lorsque x = a ,f(a) , . . . ,/^(û) ,. .. où a est un nombre
positif fixé. On a que

IC(/^i(û)) - C(/Jû))| < | 1 -f^,(a) + f^(a)\ + |B(/^i(û)) -

-B(/Jû))| .
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Comme lim f^(à) = oo, on obtient que
n->00

^ IC(/n+i(a)) - C(/,(a))| = 0 .

Soit e > 0, il existe alors un entier N tel que si n > N,

1 C(/^3(a)) - C(/,(a)) | < e et f^(a) - /,(a) > 1 .

Si x > f^(a) et si 0 < y - x < 1, il existe un entier n tel que

W<x<y<f^(a) ;

dans ce cas \C(x) - C(y)[ < \C(f^(a)) - C(/,(a))| < e . Nous
avons donc établi que G(x) satisfait l'hypothèse du théorème 11, elle
est donc une solution principale.

THEOREME 12. - Soitf : [0 , °°) ——> [0 , °o) une fonction telle
que pour tout x>0, lim f^(x) = °° et telle que lim f(x) - x = 1,

n->°° »->•<•
supposons que pour tout 6 >0

Vg (oj) = sup ^ | u(x^^t) - w(x^) 1 1 0 < XQ < Xt < x^ < • • •
\ n— 0

et pour tout i, x^^ - x, > 6 j

est un nombre fini alors que ^(x) = f(x) - x, alors l'équation d'Abel
G(f(x)) = G(x) -h 1 admet une solution principale. Pour celle-ci, on
a que lim (G(x) - G(y) - x + y) = 0

x->^,y->»,\x-y\^2 —— —

Démonstration. - Soient a et x deux nombres positifs donnés,
il s'agit de démontrer que la suite f^(x) - f^(a) convexe. Alors deux
possibilités ont lieu :

a) pour tout € > 0, il existe une infinité de couples d'entiers
naturels (n, m) tels que \f^(x) - f^(a) | <e. Démontrons que dans
ce cas, on peut trouver deux entiers naturels N et M tels que

^/N^)- /M^(Û)==O .

Considérons un nombre positif B suffisamment grand pour que les

deux conditions soient satisfaites : si x > B \f(x) - x - 1 | < — et
12
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si (Xy , x ^ , x^ ,... , Xn) sont des nombres tels XQ>B,x^ - XQ > — »
6

1 1 n i
^-x^-^^.^x^-x^t >^-alors Ç \ u ( X i ) - w ( x i _ ^ \ < _ -

Choisissons deux entiers naturels N et M tels que f^(a) > B + 1,

\fn(x) - /M (a) 1 < — . Vérifions que pour tout entier k > 0,

l/N+kOO-/M^(a)<-I-

Raisonnons par l'absurde. Si ce n'était pas le cas, on pourrait trouver
deux entiers k^> 0 et k^> 0 tels que

l/N+^W-/M+*/a)l<^-

l/N+fc200-/M+^(a)l>-^

3•<l/N+t(-<)-/M+tOOI<J Si <:i<^<*;,.

Remarquons que

1/N+tl+lOO -/M+ti+l(û)l < I.^N+fc,00-/M-ki(û)l +

+l/N+kl+lOO-/N+t^)- ll+l/M^l+I(a)-/M+kl(o)- 1 |

< l+JL+±. l .
3 12 12 2

De plus

l/N+*lOO -/M+fc/û)| > | l/N+fc^iW -/M+^+iWI -

- l/N+*i+iW - /N+^OO - /M+fc,+i(a) + /M+fc/a) II >

>l-±-±.l.
3 12 12 6

Considérons comme suite X Q , x ^ , . . . , X n (avec n=2(k^-k^)-\)
les nombres /N+JI^) d/M+kOO, ^i < ^2 . q"® ron ordonne par ordre
croissant. Or
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»2-l

1 Z /N+t+iM - /M+t+i(a) - /M+tOO + /M+t(a) 1 <
fc ~ fc •

< £ I^OCf) - C00f(-.i)
(=1

D'où

I^N+^(^) - /M+t/a) - /N+tiW + /M+fc,(a) 1 < - •

Mais, par l'inégalité triangulaire

1/N^M - /M^OO - /N^W + /M^W 1 > ̂  - ̂  = ̂  •

D'où l'on a une contradiction. Nous avons donc établi que pour tout

entier k > 0, 1/N+kCc) - /M+k(û)l < -• Soit £ un nombre de

l'intervalle \Q, — l , en répétant le raisonnement que nous venons de

faire, on peut trouver deux entiers naturels Ng , M g tels que M g > M
at pour tout entier k > 0

t ^ N 6 + f c W - / M e + » ( a ) l < e •
Ainsi

I^N+Me-M+k(-<)-/N6+kMt<l/N+M6+M+fc(^)-/M6+t(û)l +

+l/M^^)-/M^(û)l<|- •

d'où Ne - N = Me - M
et J™. 1 /N+fcOO - /M+t(a) 1 < e .

Ce qui démontre bien que lim f^^^x) - /M+fc(a) = 0 .

Maintenant lirn^ /N+fcOc) - f,,(x) = N

et ^ ̂ ^(a) - 4(a) = M .

Ainsi lim f^(x) - / (a) = M - N .
n-».o« " "

b) Si la possibilité a) n'a pas lieu, alors il existe un nombre £o ,
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0 < CQ < -. tels qu'il existe seulement un nombre fini de couples

(n,m) d'entiers naturels tels que l/^(x) - f^(à)\ <CQ . Soit B un
nombre suffisamment grand pour que pour tous les x > B,

l/0c)-jc- 11<^

et pour qu'il n'existe aucun couple d'entiers (n, m) tel que

f^(a) > B - 1 , \f^(x) - f^(d)\ < Co .

Remarquons que si f^ (a) > B et si

fmW ^ ̂  <W <fm^W - ̂

alors/,(û)+eo+ 1 - ̂  <f^,(x) <f^(a) - e, + 1 +-^ .

fm.lW<fn.tW<fm^W

étant donné que \f(y) — y — 1 I < —°- lorsque y > B. D'où

fm.lW + ̂  </n.lCO </m.2(û) - ̂  .

Soient M et N deux entiers naturels tels que f^(a) ̂  B et

Ai(û) + ̂ <f^x) </M+i(û) - £o >

alors pour tout entier k,

Ai^^+eo^^N+j t^^Ai+fc+iW- ^o •

Démontrons que /N+fc^) ~ At+fcC0) est une sulte de Cauchy.
Soit £ > 0, £ < EO , considérons un nombre Bg suffisamment grand
pour assurer le fait suivant : pour toute suite finie

Be < XQ < x^ < ' " < x^ ,

telle que x^ — ^,«1 > CQ (l = ^ » 2 , . . . , ̂ ) alors
n
^ |c^(x,) - c^(JC,^i)| < £ .
< = 1

On peut trouver un entier kç > 0 tel que /M+^ (û) ̂  Bç . Soit fc un
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entier plus grand que fee > ®n utilisant comme suite {x^Q , les nombres
/N+yC^) e^ An^t0) ke <f < k que l'on ordonne par ordre croissant,
on obtient que

1/N+fcM - /M+fcOO ~ /N^e°° + ^M+Jke^ 1 <

n

< S i<^(^) - ̂ (^-i)i < £ .
/=!

D'où si p > fcg , ç > ^g »

1/N.pW - fM.pW - /N^W + /M^W 1 < 2£ .

La suite /N+^OO -^/M+fc^) es^ donc convergente et

^ 4(x) - 4(û) = M - N 4- ̂  (/N+^W - /M^W) .

Désignons par G(x) la limite de /„ (x) — /„ (û) lorsque w tend
vers l'infini. Vérifions que pour tout M > 0,

lim (G(x) - G(y) - x + y) = 0 .
JC->°°, y—>-00

1^-^KM

II suffit de vérifier que la limite est zéro pour un M particulier,

disons M = — . Soit £ un nombre de l'intervalle (0 , — ) , considérons
2 v 4'

un nombre Ng suffisamment grand pour assurer la situation suivante :
£

pour toute suite finie (XQ , x^ , . . ., x^) si Ng < XQ , si x^ — X{_ i > — »

î = 1 , 2 , . . . , n, alors
n

S l^(x,)-C^,_i)|<£ OÙ 0;(^)=/(^)-X .

Supposons que J C > N e , ^ > N g , | ^ — j c | < — et que

\ G ( x ) - G ( y ) - x + y \ > 2

alors il existe un n tel que l/^(jc) — f^(y) — x + ^| > 2c. Ce qui
permet de trouver une suite ^o ,.x^ , . . . ,^2^-1 te^ ^^ :

^•+2 = f^i) (0<i<2k-2) , x, - x,^i > j- (1 < ^ < 2k) ,
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JCo > N , 1/(X^) - /(X^-î) - X , + XQ | > C .
Mais

fc-i
l/(^2fc-l)-A^2fc-2)-^l -^O^ lS ^(X^,)-^(X^)\<

< ^ |co0c,)-cx;(^_i)|<£ .
i=l

Nous obtenons une contradiction, ce qui montre que

lim G(x) - G(y) - x + y = 0 .
x->00 ,.y->°°
\x-y\^^

Le théorème 12 est démontré.

COROLLAIRE 1. - Sif : [0,00) ——> [0 ,<»), 5f lim f(x) -x = 1,
x—>°°

rf po^r ro^r ^ > 0, lim /^(x) = oo ^ 5f /(x) - x est une fonction à
n->°°

variation bornée, alors l'équation d'Abel pour f(x) admet une solution
principale.

COROLLAIRE 2. - Sif : [0 ,o°) ——> (0 ,oo], si Jmî  f(x) -x = 1,

er si /Oc) - je ^r une fonction monotone, alors l'équation d'Abel
pour f admet une solution principale.

En effet, dans ce cas, la variation de f(x) - x = | 1 - /(O) | .

COROLLAIRE 3. - Si f : [0 , °°) ——> [0, o°), si pour tout x > 0,
lim / (x) = °° et s'il existe une fonction g(x) remplissant les condi-

n->°°

fions suivantes :
a) pour tout x, \f(x) - x - 1 I <g(x) ,

b) /°° g(t)dt ,

c) g(x) est une fonction décroissante,
alors l'équation d'Abel admet une solution principale.

Il suffit de vérifier les hypothèses du théorème 12. Soit ô > 0,
soit une suite {x^}^ telle que x^^ - x^ > 6, alors
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S lAx,,) - A^,-i) - Xn - x^ 1 < 2 2^(x,)^ u \-^n/ j \-^n-\' -^n -^n-l 1 - ^J ^ev^n/
n=l n=0n=l n=0

< S 2^0î6)
n=0

< 2^(0) 4- -_- / g(t)dt .
ô o

Je peux présenter une remarque au sujet du théorème 12, celle-
ci se présentera sous forme de lemme :

LEMME 13. — Soit h une fonction réelle définie sur [0 , °°), posons
\

V5(A)=sup ^ \h(x^)-h(x^^)\ l^-~^n-i>8 pour n= 1 ,2,...
w=l )

alors s'il existe un SQ> 0 tel que Vg (h) < oo alors pour tout ô > 0
Vfi (A)<00. °

Démonstration. — On se convainc facilement que h est une fonc-
tion bornée et que lim h(x) existe. Sans perte de généralité dans la

JC-»-00

démonstration, on peut supposer que lim h(x) == 0. Posonsx->oo

M = sup{|A(x)| | ;cE[0,oo)} .

Soit une suite {^}^=o telle que XQ > 0, x^-x^^ >&o/3 et pour
tout n h(x^) ̂  A(JC^+^), nous allons vérifier que Vg (h) < °°). Etu-

dions la série ^ \h(x^) - h(x^^^)\ .
n=l

On peut trouver une suite {>^}^=o telle que
a) ^o = ^o » ^mî es! une sous-suite de la suite {x^}.
b) pour tous les entiers n tels que y^ < x^ < ^w+i >

A(^) - A(x^_i)

sont tous des nombres de même signe.
c) s'il existe un entier m tel que x^ = y^ alors h (x^_^) — h(x^)

et h(x^^.^) sont deux nombres de signe opposé.
Et dans ce cas
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É \h(x,)-h(x^)\= S \h(y^-h(y^)\
n=l w=l

= l / ^ o ) + 2 S Ao^K-iy"!
w=l

Maintenant
3 N

J^ h(y^,)(- 1)"' = ̂  (S (^ A0^,)(- !)'")(- 1)').

d'où

|É AO^)(-1)" 'K3V5(/0
w — 1

Et
oo

S |A(^ ) -A(^_ i ) |<M+6V. (A) .
w = l 0

Ainsi on obtient par récurrence que Vg ^-n(h) < oo pour tout entier n.
Ce qui donne le résultat du lemme.

Intéressons-nous à déterminer une condition suffisamment géné-
rale sur une fonction / pour qu'une solution principale de l'équation
d'Abel soit une fonction injective :

THEOREME 14. — Soit f(x) une fonction définie sur [0 ,o°) à
valeur dans [0 , °°) telle que

a) lim f(x) — x = 1 ,
je-»00

b) il existe une suite k^ de nombres de l'intervalle [0,1) telle
00 f(x)—x—f(y)+ y

que T ^ <°° e t s i | x - A î | < l , | ^ - w | < 1^-—————————" > — k^
n=o x — y

alors toute solution principale à l'équation d'Abel G(f(x)) = G(x) + 1
est une fonction injective.

Démonstration. - Par hypothèse, on a que

/Qc) - x - f(y) 4- y ^ __ ^
x - y
f(Y\ _ f(y)

si | x - y | < 2, c'est-à-dire ————— > 0. D'où / est une fonctionx - y
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croissante. Comme il existe une suite /Xy, telle que

G(x)= lim fn(x)- ̂
n->°°

G(x) est une fonction croissante. Pour démontrer que G(x) est une
fonction injective, il suffit de vérifier que si x < y < f(x) alors
G(y) ̂  GQc).

GW - GW - ̂  /.<.) - /.(., =(.-,) n, ̂ -^ •
II existe un entier N et une fonction h définie sur les entiers

> N à valeurs entières tels que | fn(x)- h (n) \ < 1, \fn(y) - h(n) \ < 1.
D'où, pour n > N

fn+lW -fn+lW ^^ . ^
fn(y)-W ^-W-

Par le fait que lim f(x) — x = 1, la fonction h ne peut pas
X-»00

prendre la même valeur plus de trois fois si N est suffisamment grand.
D'où

Fî /^)"^;l(x) > n (i - ̂ )3 >o'.
» = N /^OO-.^OO «=N

Ce qui montre que G (y) — G(x) > 0.

COROLLAIRE 1. — Soit f : [0,o°) ——> [0 , °°) une fonction telle
que f(0) > 0,f(x) — x est une fonction croissante, lim f(x) — x = 1,

X-^o0

alors la solution principale de l'équation d'Abel existe et est strictement
croissante.

On sait déjà que l'équation d'Abel admet une solution principale.
Maintenant si x < y, f(x) — x ^f(x) — y , c'est-à-dire

f(x) - f(y) - x 4- y—————————— ̂  u .
x - y

Posant k^ = 0 et appliquant le théorème 14, on obtient le corollaire.
Ce corollaire est essentiellement dû à Lundbeîg [21].

COROLLAIRE 2. — Soit f : [0,o°) ——> [0 , °°) une fonction dé-
rivable telle que
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a) lim f(x) — x = 1 .
JC->00

b) il existe une suite k^ pour laquelle 0 < k^ < 1, pour tout x,
1 °°

si | x - n \ < - alors \f'(x) - 1 | < ̂  et S ^ < oo .
2 w —o

Alors l'équation d'Abel G(f(x)) = G(x) + 1 ûrfm^ la solution
principale qui est une fonction injective,

En effet si cj(x) = /Oc) — x, pour 6 = 1 , Vg(a>) < 2 ^ ^ ;
w=o

le théorème 12 et le lemme 13 assure l'existence de la solution prin-
cipale à F équation d'Abel.

Si | x — ^ | < 1, Ij/ — ^ | < 1, alors par le théorème de la moyenne
on obtient l'inégalité suivante :

\f(x)-f(y) - x ^ y \
————^—————— < ̂ _i + ̂  + k^,

Si^^inf^^-^-'^'llx-.KlJ^-.Kl( x - y

alors 0 < k^ < 1 et ^ ^ < 3 S ^n < °° • par le théorème 14, la
n=0 n=0

solution principale à l'équation d'Abel sera une fonction injective.
Pour terminer cette exploration de l'équation d'Abel, posons des

jalons dans une dernière direction : il s'agira de préciser le compor-
tement asymptotique de f^(x) lorsqu'un peu plus d'information est
donné sur la fonction / ou sur une solution donnée de l'équation
d'Abel. Signalons un lemme banal mais qu'il convient de citer :

LEMME 15. - Soit f : [0 , °°) ——> [0 ,00) telle que pour tout
x, lim fn(x) = °° et supposons que G soit une solution de l'équation

n-^°°
d'Abel G(f(x)) = G(x) + 1 qui remplisse la condition suivante :
lim G(jc) — x existe, alors il existe une constante C telle que

x—>00

G(x) = lim (/Jx) - n) + C .
; n->°"

Démonstration :

G(x) = G(/(x)) - 1 = G(f^x)) - n
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G(x) - (f^(x) -n)= G(f^x)) -f^(x)
D'où G(x) = lim (f^(x) - n) + lim (G(x) - x) .

n->-<» ;c->-<»

On peut préciser le corollaire 3 du théorème 12.

THEOREME 16. - Soit f : [0 , oo) —> [0 , oo) telle que
a) pour tout x, lim f^(x) = oo

n-^<»

00

b) il existe une suite k^ de nombres positifs tels que S ^ < oo
n=o

et si n < x < n + 1, \f(x) - x - 1 [ < k^ alors

G(x)= lim (/„(;€) -n)
n->o»

existe. C'est une solution de l'équation d'Abel et lim G(x) - x =0.
w->°°

Démonstration. - Posons o?(;c) = f(x) - x - 1, on obtient quen-i
(/,,00 — n) — x = S <^(/,.(x)). A cause des hypothèses, il existe

1=0

un entier N tel que si x > N, f(x) > x + — ainsi f,(x) > x + 1- . Et
^ ^

00

2l l o;(/;.(x)) l < 2 S ^ si x > N. Ainsi lim /-.(je) - n existe et
i=0 w ^x w-»00

lim G(x) - x = 0 .
x-><»

Indiquons un lemme d'ordre technique pour faciliter l'usage du
théorème 16.

LEMME 17. — Soient f et g deux fonctions définies sur [0 ,oo)
telles que

a) pour tout x, f(x) > 0 et g(f(x)) = x .
b) il existe une suite de nombres k^ tels que 0 < k^ < 1,

\g(x) - x 4- 11 < k^ si n < x < (n + 1) et S ^ < °° .
w = 0

Alors il existe une suite de nombres k^ tels que 0 < k^ < 1,

\f(x) - x - 11 < k^ si n < x < (n + 1) et S ^ < °° .
w=0
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Démonstration. - Soit x un nombre de l'intervalle [n, n + 1]
où n est un entier naturel, par hypothèse

x - 1 - k^ < g(x) < x - 1 + k^ .

Posons fc* = sup {^} alors Â : * < l e t j c - l - *:* <g(x) < x - 1 -h fe*.
Posant x = /OQ /QQ - 1 - k* < y < /(j0 - 1 -h A;*. Ainsi

y + 1 - k* </00 <^ + 1 + Jfc* .

Si l'on pose ^ = sup {\f(x) - x - 1 | | n < x < w + 1}, on a que
0<k^< 1. Si n<x<n -h 1, alors w < /(^) < ^ + 3 et

1^(/W) - /Oc) -h 1 | < ̂  + ̂ ^ -h Â;̂ , .

D'où ^<^+^%i+^ et 1 ^<oo.
w=0

En quittant ce lemme, j'en indique un autre du même type, mais
dont je tais la démonstration.

LEMME 18. - Soient f et g deux fonctions dérivables définies
sur [0 , oo) telles que

a) pour tout x, f(x) > 0 et g(f(x)) = x .
b) lim g(x) - x = — 1

x->»°

c) il existe une suite de nombres k^ tels que 0 < k^ < 1,
00

^ k^ < oo et pour tout x de [n, n 4- l], \g (x) - l \ < ̂  , ûtor5
n— 0

l'équation d'Abel G(f(x)) = G(;c) + 1 ûdm r̂ une solution principale
qui est une fonction injective.

Quelques commentaires sur le théorème 16. Soit une fonction
/ : [0 , oo) ——> [0 , oo) telle que lim f(x) - x = 1 et telle que

x->°»

f(x) - x - 1 est une fonction dont les valeurs sont toutes du même
signe (f(x) - x - 1 > 0 pour tout x, ou f(x) - x - 1 < 0 pour tout
x) ; dans ce cas f^(x) - n est une suite monotone. Si/^o) - n est
une suite divergente, alors il existe une suite x^ de nombres tels que

00

lim x^ - ̂ _i = 1 et ^ \f(x^) - x^ - 11 = oo : y suffit de poser
n~•>oo n=0
xn ^nO^o)- ceci niontre par exemple que si f(x) - x - 1 est une
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fonction monotone qui tend vers zéro à l'infini et que

1 r(f(x)-x - \)dx\ =00 ,
^o

alors f^(x) — w tend vers l'infini pour tout x ou fn(x) — n tend vers
moins l'infini pour tout x suivant que f(x) — x — 1 est une fonction
positive.

THEOREME 19. - Soit f : [0 ,00) ——> (0 ,00) une fonction telle
que

a) f(x) — x — 1 est une fonction croissante concave.
b) lim f(x) - x = 1 .

X-^o0

c) J (A?(M))2 du < oo orir coQc) = X + 1 - /(X) .

.4tor5 lim (/..Oc) - f" (f(t) - t)dt) existe pour tout x.
n-^°° ^o

Démonstration. — Si cû(.x") = x + l — f (x), on a que

/(x) =jc 4- 1 - coQc)

/^) = /M + 1 - ̂ (x + 1) - (<^(f(x)) - (^(x + 1))

^+l^)=^M+ 1 - ^ (X+M)- (<^ (a;(/;.^(x)4-w-î- 1 ) -
vl=o >.

- co(/,(^) + n - i))) .

n
Vérifions que la suite (/^+i(x) — (n + 1) — ^ <x;(x + z)) converge.

1=0
II suffit d'établir que (attention aux parenthèses dans les lignes
suivantes)

Ê Ï 1^0,^00+^- f - l)-^(f,(x)+n-i)\<^
n=l i=0

c'est-à-dire que
00 00

S Z i^(/,.(;c)+n-y(/,oc)))-^(/,(;c)+n)i<°°
1 = 0 B=l
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00

Or Ç 1 u(fi(x) + n- (^(f,(x))) - o>(/(0c) + n) | <
tt ~ 1

^ Jo ^W - ̂ Wx)) + t) - ^(f,(x) + t))dt

En effet, à cause de la convexité de cj(x), on a que

^(a - n) - oj(b - n) < cû(a - t) - GJ(& - Q,

si a < b et si t < n . Mais

^ (^(/,-M - ^(fs(x)) + r - c^(/;.(jc) + t))dt =

^fi(x)
~ Jf^^^^^^^^^W^^Wx)- ^(f,(x))).

Mais si i est suffisamment grand f,(x) - co(f, (x) >f,_^x).
D'où, si N est suffisamment grand,

Ç ^(W)^(f,(x)-^(f,(x)))< S (^(/;._i(x)))2

1 > N , ̂  N

< 2 f^^^dt.

Pour terminer la démonstration, il suffit d'établir la convergence
de

m-i
S (/Oî + ̂ ) - (n + ̂ )) - ̂  (f(f) - f) dt

n=0 ^o

lorsque x est un nombre positif fixe et que m parcourt les entiers
naturels. Soit N l'entier tel que N < x < N + 1, ainsi

cû(n + N 4- 1) < cu(n -h x) < ^(n + N)

et 0 < ^(n + N) - G;(^ 4- x) < a>(w + N) - ̂ (n + N + 1). La série
00

à coefficients positifs S ^(n + N) - cû(n + ;c) converge, donc
w = o

w-1 N + w - l
Z ( f ( n ^ - x ) - n - x ) ^ ^ (/(^)-/2)

y i=0 C T = N
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est une suite convergente ainsi que la suite
m m

Z (/(" + x) - n - x) - S f(n) - n .
n=0 n=0

II est tout aussi classique d'établir que
m^1 rm

S (f(n)-n)- j (f(f)-t)dt
n=0 Jo

est une suite convergente.
Citons un exemple de fonctions concaves f(x) telles que

^ ( x ) = f ( x ) - x - 1

est une fonction croissante telle que

[ a}(t)dt=oa et [ (œ(t))2dt<oo .
"o ^o

1 k
Si — < a < 1, 0 < k < 1, f(x) = x + 1 — ————„ donne lieu à une

2 (x + 1)
telle fonction.

6. Applications.

Indiquons comment la solution de l'équation d'Abel permet
d'étudier les fonctions qui commutent avec /. Soit

/: l0,oo) ——>[0,oo)

et soit G(x) une solution principale de l'équation d'Abel et supposons
que c : [0 ,°°) ——> [0 ,00) soit telle que lim c(x) — x = L et

x—>00

c(f(x)) = /(c(x)). Observons que :

G(c(x))-G(x)= lim (/Jc(;c)) -/Jx))
n—>°°

= lim c(f^(x))-f^x)
n -—>oo

= = L .
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Ainsi G(c(jc)) est également une solution principale de l'équation
cTAbel. Si c(x) et d(x) sont deux fonctions qui commutent avec/et
telles que lim c(x) — d(x) = 0, alors on a encore que

x->°°

G(c(x)) = G(d(x))

et si G est une fonction injective, on obtient que c(x) = d(x).
Si G est une solution principale de l'équation d'Abel qui établit

une bijection entre [0, °°) et [a, °°) on peut définir la fonction
f,(x) = G-^Oc) + t) pour t > 0.

Comme G(/^(x)) = G(x) + t, on obtient que

G(/,(/,(JC)))==G(/,OC)) 4- t = G(x) + (s +r) .

Ainsi /f ° /, = /i+, et comme /\ = /, f^ est un semi-groupe à un para-
mètre qui contient /. Vérifions maintenant que si

lim G(x) - G(y) - x + y = 0 ,
\x-y\^M

jc-^00 , y-^^

si G(jc) est une fonction croissante, alors lim f.(x) — x = t. Remar-
x->°°

quons que dans ce cas, f(x) = G~l(G(x) + 1) est nécessairement une
fonction croissante et que f(x) > je. Si t < n où n est un entier, on
voit que f^(x) </^(x), ce qui permet de voir que f^(x) — x est une
fonction bornée en x. D'où

lim G(x) - G(f,(x)) - x + f,(x) = 0
JC-><»

lim - t - x + fAx) = 0 Q.E.D.
JC-»°°

Comme je l'ai indiqué plus haut, la solution de l'équation d'Abel
permet de résoudre l'équation fonctionnelle de Schrôder. Les divers
théorèmes que nous avons démontrés dans la section précédente per-
mettent en particulier de vérifier les théorèmes déjà cités de Kneser,
de Szekeres, de Kuczma et de Lùndberg. Nous verrons dans la pro-
chaine partie comment ces résultats peuvent être utilisés avec avantage
dans les processus en cascade.
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PARTIE IV

FONCTION DE SCHRODER ET PROCESSUS EN CASCADE

1. Loi-limite d'un processus en cascade expansif.

Dans cette partie, j'utiliserai la fonction de Schrôder (ou de
Bôttcher au besoin) pour étudier les processus en cascade, rétablis
ici le théorème fondamental des processus en cascade expansifs. Celui-
ci, qui a plus de vingt ans d'histoire, s'est vu démontré sous des
hypothèses de plus en plus faibles (cf. Harris [12], Levinson [19],
Stigum [29], Kesten-Stigum [14]). Je rappelle ou j'introduis quelques
notations en vue du prochain théorème.

00

Soit f(z) = ^ p(w)z" la fonction génératrice d'un processus
n=0

de Galton-Watson, p ( x , y) (x = 0 , 1 , 2 ,. . . , y = 0 , 1 , 2 ,. . .) est
00

la matrice telle que ^ p(x , y ) zv = (/(z))\ De même, p^x , y )
y=0

00

est la matrice telle que ^ p^(x , y)zY = (.4(z))\ Si 6, est la masse-
y=0

unité de Dirac disposée au point t de l'axe réel, on notera par ̂  la

mesure ^ ?„(! , y ) 8 . Si ^ est une mesure sur l'axe réel et si k
y=o y

est un nombre réel, on notera par H(/x ; k) la mesure telle que

f <S>(x)dîi(^,k)(x)= f ^(kx)d^(x) .

00

THEOREME 20. - Soit f(z) = ^ pOOz" la fonction génératrice
n=0

d'un processus de Galton-Watson (p(n) > 0, ^ p(n) = l) dont la
n=0 /

moyenne est finie et dépasse 1 (l < S np(n) = M < oo) , on sup-v n=o /

pose que f(z) ̂  zM, alors
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a) il existe une suite de nombres positifs k^ et une mesure p

portée par [0 , °°) telles que j dfJi(t) == 1, ju =5^ SQ et la suite H(JLI^ ; k^)

/»00

tend vaguement vers la mesure {A ; si g(^) = / e~^ dp.(t), alorsJo
gW = f(g(S)) ;

b) si ^(Ç) est la transformée de Laplace d'une mesure p, portée
par [0 , oo) et si ?(M$) = f(g(^)), il existe un nombre k > 0 tel que
? = H O X ; Â ; ) ;

c ) s i 0 < a < l , f tad^Ji(t)<^ .
^o

d) la partie singulière de la mesure p. par rapport à la mesure de
Lebesgue est qS^ où q == inf{;c \x E (0,1), f(x) < x} ; si w(t)dt est
la partie absolument continue de d^(t), w(t) est continue et non
nulle pour t > 0.

Démonstration de la partie a). — La transformée de Laplace de

la mesure ̂  = ^ p^(l ,^) 6 est f^(e~^). Pour démontrer la partie
^=o

a), il suffît de trouver une suite k^ de nombres positifs telle que
a) f^(e n ) comme suite de fonctions convergent sur [0,1] vers

une fonction ^(Ç) non constante ;

b) les fonctions /„ (e n ) sont équicontinues en $ = 0 ;

c) lim —L- = M .
"^00 ^+1

En effet, dans ce cas, on sait que la suite f^(e n ) convergera
vers une fonction g(^) uniformément sur tout compact de [0 , °°),
que g(^) sera la transformée de Laplace d'une mesure p. vers laquelle
la suite de mesures H(^ ; k^) tendra vaguement et que fi ~=fc- ôg .Enfin

/ Mkn_\
g(MS;)= lim f^e~kniiM)= lim f^e'^-^ k^1)

»->•«• n->-°»

. - ^n
( ( ~kn-lii'^^

=Alim f^e )) =/Or(Ç)) .



238 SERGE DUBUC

Pour xe[0,l), soit f*(x) la fonction inverse de

1 -/(l -x(l - g ) )
1 -q

où q = lim /„(()), /*(x) est une fonction convexe dont la dérivée à
w—^00

l'origine est 1/M et six G (0,l),/(jc) < x. Par le théorème de Lùndberg,
f*(x)si ton choisit un point a 0(0,1), F*0c) = lim n existe et est

n->°° f^(a)
une fonction strictement croissante, convexe et continue. Comme nous
Pavons démontré (théorème 12), si {x^} et {y^} sont deux suites de

y i»

nombres positifs qui convergent vers zéro alors que —n- et "- sont
Yn ^n

F*(;c ) y
deux suites bornées, alors lim ———"- -" = 1. Posons k = f*(a) Onn->oo F*(^)^ n n

a bien que

lin,A_=^ W_______M
"^" ^n+i "^~/^i(a) /*(0)

Soit maintenant F, (x) = Fsls(-,—^), q < x < 1, F, (f(x)) = M F, (x).

Choisissons un entier N tel que si n > N, e"*" > ç et considérons la
suite de fonctions {«„ (,$)}„ > ̂  P01^ 0 < î < 1 où

"»(s)= Fi (/„(<'"*"')).

y„(5)=M"Fl(e -• t*"). Si a '= 1 - (1 - < ? ) û ,

^ / l - f l 'X
M" = ^^ = ^ l - g 7 ^ F* (a)

Fi(/-,(a')) F ^ / I -/-«(a')\ F*(/^(a))

M-̂ ,. ̂  ,<,,̂ F.(.̂ )

1 ——fc».^J _ ç n ff

Comme lim -————— = --———, si s > 0 on a que^oo (i -q)k^ (l - q )
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,. , , F * (a) Skm u^(s) = -——— •w-^°o " l - q

La suite u^(s) converge donc. Vérifions maintenant que les fonctions

u^(s) sont équicontinues à s = 0. Puisque e~x < 1 — — si 0 < x < 1,

u^s) < M"F^ (l - ̂ ) = M^W ——fe"—) dès que s est suffisam-
2 ' v 2(1 — qY

( sa \ment petit 0 < -———— < l) .
2(1 - q) '

Soit p un entier positif, il existe alors un ô tel que pour tout n,
6 k kp n , <k^ étant donné que lim -r^=M~p. Si s < 6., ,2(1 — q) r n->°o ^ p

u^(s) < M"F*(^+p) = M"^. Ce qui montre que les fonctions u^(s)
sont équicontinues à s = 0. Comme F^ admet un inverse fonctionnel
continu, la suite /„ (e n ) converge et ces fonctions sont équicontinues
à s = 0. La partie a) du théorème est donc démontrée.

Démonstration de la partie b). — Soit maintenant une mesure ÎA
dont la transformée de Laplace ^(Ç) satisfait aux deux conditions
suivantes : ^(0) = 1 et ?(Mf) ==/(?({)). On peut supposer que
g(Ç) i= 1. Considérons la fonction F*(;c) qui est l'inverse fonctionnel

i r>^ft'\
de la fonction ———— et utilisons encore la fonction/*(.x) qui est1 - q

l'inverse fonctionnel de la fonction ——————————— . L'inverse
1 -Jl

fonctionnel de la fonction ?*(/*(;(•)) est 1 ~f^(^)) ^ 1 - g (M^)
1 - q l -q

C'est donc dire que F*(/*(x)) = — F*0c). La fonction F*(jc) est
M

une solution convexe à l'équation de Schrôder pour/*. Par le théo-
rème 11, cette solution est principale, c'est-à-dire il existe un nombre
k* > 0 tel que F * ( x ) = k*F*(x). Comme il suit des calculs faits

lors de la démonstration de la partie a), on a que F* ( ————) = —— •v 1 -q / 1 -q
D'où U existe un k > 0 tel que ?(S) = g(kÇ) et ainsi pf = H(JLI;Â:).
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Démonstration de la partie c), — Pour vérifier que pour tout
/»00

rE (0,1), J fd[t(t) < oo , il suffit d'établir que pour tout rE(0,1),

lim "g(€) = 0. En effet, si pour tout Ç de (0,1), 1 ~ g(s) < M, ,

i r00 r i-^alors — / d^ (t) < 2 / ——„— d/x (r) < 2 M.. . Utilisons un nombrey J\^ ^o ^r r

L > 1, dont les diverses puissances donneront une partition de [ 1 , o°).
Si 0 < s < r, alors

^n+i
f t^^tX % ̂ l)s { , d^(t)

< ^ L^^^-^x 2M,<oo .
n=0

- „. ,. 1 - gQ) . . , . - ,,. ,. F*(^)Etablir que lim ——:—— = 0 revient a établir que lim —-,— = °° •ao r j0o x1^
Soit (a,b) un intervalle de (0,1) tel que U f^(a,b) = (0 ,&) si

w — 0

^ € (û , è),
F*(/J^)) ^ F*(>>) /^(fl)^
(^(^)r (/jû)rv^(j/)/

lim^/^û^M" = 0 ,

,. (/^iC^M^1 , , i-,_car lim ————.—„— = M1 < 1 ,°̂° (fnWyu"
lorsque s > 1 .

x5

Ainsi, lim ——— = 0 si s > 1 . Q.E.D.
;0o F*(x)

Démonstration de la partie d). — Calculons la masse que la me-
sure accorde à t = 0 /x{0}= lim g(^) = a. Remarquons que^->oo

û == lim g(MS;) = lim /(^(?)) == f(a) .
^-^00 ç-^00

Ainsi a = 1 ou û = ^. Si a = 1, ^(Ç) = 1, ce qui n'est pas le cas (j'ai
repris l'argumentation de Stigum [29]).
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Vérifions maintenant que la fonction ^(t) est continûment déri-
vable sur { t [ t > 0}. Considérons la transformée de Fourier de la me-

/*°°
sure /i : g(i^) = j e~1^ dfJi(t). Formellement, appliquons la formule

d'inversion pour la transformée de Fourier de ^ — qô^ .

' r (gw - ̂  ̂  ̂  " = s ' <^ - ̂ ent ̂V_ oo w _^

I I oo i l /^M'14'!

+ S j g(î^-q)e^d^
n=0 "M"

+" t" f^^gW-^e^dH .

Soit h > 0, majorons uniformément en t pour \t\> h

r " 1 (gW-^e^d^M" ^(g(im-q)et^ntdS;J^n J^

=Mn fM(f^g(iS;))-q)ei^ntd^

Utilisons la majoration suivante : si h(t) est une fonction continue
sur [û, é], si B = sup{|/z(0| |re [û, b]} et si

w^6)=sup{\h(t,)-h(^)\ | r ,e[û,é] , \t, - t^<6} ,

/»& . BTT 6 — û / 7T\
alors | / h^e^ dt\<—-^———wj-)-^a y 2 \ y y
Posons

B^ =sup{|/^0-f))- î l |1 < ^ < M }
^ =sup{|/;(^af))l | 1 < S < M } .

Soit k un nombre de ( f ' ( q ) , 1) alors comme on peut s'en convaincre
B u

(cf. Stigum [29]), lim -a- = lim — = 0 . Et nous avonsn->°° k "->>00 k

1 f^WiW-^e'^^^^^ ̂ M^^).
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/» i
Puisque pour tout rG (0,1), / ^ d^(t) < oo , on a qu'il existe une

"o
constante Cy telle que

l^i)-^2)KCJ^ -^r , si r G ( 0 , l ) .
Ainsi

i/" (/.«(i»-,).-""'̂ 8"^"-" + W-^
Remarquons aussi que si M" < a < M""^ , [ t \ > h

/•a R TT r MlAw^'M"^ 1" '^
1 ̂  (^O-S) - q) e^ ̂  I < B^ + c^^———

Choisissons r de telle sorte que kM1^1' < 1 et r < 1, on peut alors
trouver une constante D telle que

if'T1 (go^-g)^^0^1"^" si | / | > A .
"M ^

00

Par le théorème de Weierstrass, puisque ^ (fcM1"'')" < oo ,
w = o

^(^O'S)-^)^^

donne une suite de fonctions qui converge uniformément sur {t\ 11\ >A}.
La limite de cette suite existe donc sauf peut-être pour t = 0, et donne
une fonction w (t) qui est définie et continue sur { t \ t ~=f=- 0}. Ainsi
d^(t) =q6o(t)+w(t)dt .

Enfin, le fait que w(r) > 0 si t > 0, vient du théorème 8 de [8].
La démonstration du théorème 20 est complète.

DEFINITION. — La loi-limite d'un processus en cascade dont la
moyenne est finie et dépasse un et dont la fonction génératrice est
f(z) est une mesure de probabilité dont la transformée de Laplace
g(Ç) n'est pas constante et satisfait l'équation fonctionnelle

gW = f(g(S;)) .
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2. Fonctions qui commutent avec / et fonctions harmoniques.

Revenons à un processus en cascade purement expansif dont la

fonction génératrice est f(z) = ^ p(n)zn .
n=i

THEOREME 21. - Soit f(z) = ^ p(w)z" to fonction génératrice
n=l

d^/î processus en cascade purement expansif indécomposable (L = 1)
avec S np(n) log2 w < oo , soit h (x) une fonction harmonique à laquelle
on associe la fonctionnelle H pour les séries de puissances à coefficients

00 00

positifs et soit c(z) = ^ c^z" alors que ̂  w |c^ | < °° , que le premier
i i

coefficient non nul de la série c(z) est positif et que c(/(z)) = f(c(z))
sur un voisinage de z = 0, alors H^cCz)^) > 0 pourx = 1 , 2 , 3 , . . .

Vu le corollaire du théorème 11 de [8], il suffît de vérifier le
00

théorème 21 lorsque h(x) est de la forme h (x) = ^ cM"w^(cM") .
n=:—oo

Soit c(x, y ) le coefficient de la puissance zy dans le développement
00

en série de Taylor de (cCz))^, c'est-à-dire (cCz))^ == ^ cO^jQz^.
y=i

Evaluons :

É c(^^)^(0=i -c(x,y)-!—{wy(g(i^-lg(l^ei^d^
y=\ y=l 27T </-00

=^ ̂ (t c<;c^)^^(^))y''l^(^)^)^ .

Le changement d'ordre entre l'intégration et la sommation est
légitime par le théorème de convergence bornée de Lebesgue :

1 É c ( x ^ y ) y ( g ( i S : ) y ~ l g l ( i S i ) e i î i t \ < \ § y \ c ( x , y ) \ g(iÇ)\
y=l y = l

00 00

Or ^ y | c(x , ̂ ) | < x ^ w | c^ \ < °° et ^O'S) est intégrable au sens
y=l 1

de Lebeçgue par le lemme 6 de [14]
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00 1 QQ

S coc^)rw (D = — f xçcçgdî)))^ c^as^as)^^ .
y=i ZTT <-oo

Comme /(c(z)) = f(c(z)) sur un voisinage de l'origine, par ana-
lyticité, on a que f(c(t)) = c(f(t)) pour 0 < t < 1, ce qui oblige la
fonction c à valoir 1 à z = 1 : lim c(f_^(t)) = lim f^(c(t)) = 1.

n->00 n—>°°
Posons

AO) = cQK{)) , A(M{) = c(^(M^))
= c(/(^(S)))
= f(c(g(S;))) = f(h(H)) .

On sait (cf. Levinson [19] ou cf. le corollaire du théorème 11),
qu'une solution dérivable à Ç = 0 à l'équation fonctionnelle

h (M{) =/(A({))

est nécessairement de la forme g(a^). Par analyticité, c(g(z)) = g(az)

si Re z > 0, ^ c(^ , y ) tw (t) = û-1^^-1^. Vu que
y=i

00

S ^M"w (rM") est OOQ, on a que
n=~oo

00 00 00

S c ( x , y ) ( ^ ^Fw^M"))- S û-^M^w^û-^M^^O
y=l vn=-«> / w=-oo '

Q.E.D.

Remarque. - Le fait que p(n)> 0, 0 < ^ i = p ( l ) < 1 n'assure
aucunement que les coefficients d'une série c(z) qui commute avec
/(z) sont positifs. Par exemple, s'il existe un N tel que p(N) = 0,

N > 1 et si F est la fonction de Schrôder de /, F(z) = lim ^^ »
w-^oo ^n

alors la fonction c(z) = F'^^FCz)) n'a pas tous ses coefficients
positifs, car c(c(z)) = /(z).
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3. La fonction de Schrôder et la fonction caracté-
ristique de la loi-limite.

Considérons toujours la fonction génératrice f(z) = ^ p(n) z"
n=l

d'un processus en cascade purement expansif de moyenne finie. Soit
^(f) la transformée de Laplace de la loi-limite du processus. Nous
allons préciser le comportement asymptotique deg(^) lorsque Ç —>oo.

00

THEOREME 22. - Soitf(z) = IJLZ + ^ p(n)zn la fonction gêné-
w=2

00

ratrice d'un processus en cascade où p. ̂  0, ^ np(n) < oo et soit
2

g(^) la transformée de Laplace de la loi-limite du processus, c'est-à-dire
g(U^) = f(g(^)) alors on peut trouver deux constantes C^ et C^ stric-
tement positives telles que pour tout $ > 1, C^ < g(^) < C^ où
c^108^.

logM

Démonstration. - SoitF(t)= Um ' / '•—,posonsH(S)=F(^(S)).w-^<» n
On a que H(MÇ) = F(^(MÇ))) = F(f(g(^))) = ^F(^a)) = /iH(Ç).Si
a est l'exposant tel que M" = ^A, si

C^ in f i ^ lK^M

C?=sup ^i 1 < { < M ,

alorsCÎ^<Ha)<Cypourtout^>0. iim ^) = Um "̂  = C*
Ç^00 Ç ^^00 ç

et }mL -Ta- = Hm —— = CÎ8 étant donné que F'(0) = 1 .ç-^oo Ç ç_^oo Ç

COROLLAIRE. - Si w(t) est la densité de la loi-limite du processus,
s/. ^(t)dt = 0(5""^) lorsque s tend vers zéro,o
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Remarque 7. — Si g(z) est le prolongement analytique de g(^)
au demi-plan Re z > 0, on démontre de la même façon qu'il existe
un R > 0 et deux constantes C'i , C^ telles que 0 < C[ et |z | > R,
o . . .̂ r\ ^_ f^l ^ \6\" )\ ^ ^i
Re z > 0 ^ L/! ^ a ^ ̂ i •

00

Remarque 2. — Si ^ npW log w < °°, on peut estimer l'ordre
i

de croissance de la fonction de Schrôder au voisinage de t = 1 : on
peut trouver deux constantes D^ et D^ telles que si ^€[0,1),

"^^(i^:^^ •

THEOREME 23. - Soit f(z) = ^ p(w)z" (w > 1) to fonction
n=w

génératrice d'un processus en cascade admettant une moyenne finie

( 00 .

M = ^ mp(n)< o°) er 50^7 ^(S) te transformée de Laplace de la
i /

loi-limite du processus, alors on peut trouver deux constantes stric-

tement positives telles que si Ç > 1, e 1 <g(S)<e 2 où
li=loêm.

log M

Démonstration. — Utilisons la fonction de Bôttcher associée à
/ : B(r) = lim (/„(?))'""", on a que B(/(D) = (8(0)'" et B'(0) > 0.

n->">
Posons H({) = log B(g(^)). On vérifie aisément que H(M{) = m"H(î).
On peut donc trouver deux constantes positives C? et C^ pour lesquelles

- C*^ < H({) < - C*y lorsque ^ = ̂ og^-. Ainsi
log M

0< lim g^e01^ et Usa g(^)ec'lt<i <«> .
T^ ^°°

Le théorème découle facilement de cela.
Pour un instant, regardons le processus en cascade gouverné par

la distribution géométrique p(n) = p(l — p)"~1 n = 1 , 2 , . . . On
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vérifie que la transformée de Laplace de la loi-limite est ^(Ç)=——

pzalors que la fonction de Schrôder associée à f(z) = -—————-— est
1 - (1 -p)z

——— . Dans ce cas F(^(Ç)) = -- . Cette identité est remarquable.
1 -z Ç

00

Dans le cas général d'un processus en cascade, f(z) = ^z + ^ pW ^n

n=2

avec M = ^ np(n) < oo, on peut se demander quand est-ce que la
i

fonction de Schrôder F(z) associée à / et la fonction caractéristique
g(^) de la loi-limite du processus sont liées par une identité du type

log p.
FQKS)) = A^ où a = ———. Ceci aura lieu par exemple lorsquelog M

lim —^-== A . Lorsque ^ np(n) log n < °° , ceci se produira lorsque
Ç->°° ç i

F Oc) 00

lim ————^ = A . Si l'on suppose encore que ^ np(n) logn < oo
^ti (1 — x) i
une autre situation où l'on aura F(^(Ç)) = A^ est lorsque toute
fonction c(x) définie sur [0,1] telle que c(f(x)) = f(c(x)) et que
c'(0) existe est nécessairement dérivable à x = 1 : en effet, soit c^(x)
la fonction telle que c^(f(x)) =/(^(x)), c'^O) = ^ (t> 0), on a
que F(c,0c)) = ^^(jc) et c,(g(S;)) = ^(M^). D'où si M' = $ ,

FC^M')) = ^F(g(l)) = FQKOM^ .

En se servant du théorème 9, on voit que dans un processus en cascade
indéfiniment divisible, on a bien F(^(Ç)) == FQKl))^. En effet, si
t > 0 et si Cf(z) est la série de puissances F''l(JLlrF(z)), alors les coef-
ficients de c^(z) sont tous positifs et Fon obtient que c^(l) = 1 et
^(1) == Nf .

Pour illustrer la difficulté d'étudier ce dernier problème, consi-
dérons la situation suivante sur [0,1]. Considérons une fonction
/ : [0,1] ——> [0,1] telle qu'il existe des nombres JLI, M, a et b pour
lesquels ^ < l < M , 0 < û < é < l et f(x) == iix si x < a,

f{x) = 1 + MQc - 1)

si x > &, /(è) = a et f est croissante. Déterminons la fonction de
Schrôder S Oc) associée à /. Alors
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x si x < a
/Oc) si a < x < 6

SOc) = < ^1

/(l + M"(x - 1))
————^———- si a < 1 + M"(x - 1) < b .

Considérons maintenant un { tel que 1 — 6 < ^ < 1 — a, alors

g(fi) = lim /„ (l - —) = 1 - ^ S(g(S:)) = /(1 ~ ^ lorsque
W->-°o v M ' pi

1 - 6 < Ç < 1 - a .

On voit qu'en général, on n'aura pas que SQKÇ)) = A^ et que les
fonctions c : [0,1] ———> [0,1] telles que c(0) = 0,c'(0) existe et
> 0 ne sont pas dérivables à x = 1. Dire que F(^(f)) = AÇ^ revient à

F(z) g~1 ( z )
dire que ——— = a ,————— . Désignons par Hç(z) et H^(z) les

—(^-1^))dz
fonctions définies sur (0,1) telles que

a) H,(/(z)) =/'(z)H,(z) i = 0 et 1

„ ,. Hp(x) , , H,(x) ,b) hm •—— = 1, lim —-—— = 1x->o x x-^i 1 — x

alors F(g(Ç)) = A^ si et seulement si Ho(jc) = aHi(l - x) .
Je voudrais faire remarquer une conséquence géométrique de

l'identité F(^(Ç)) = A^. Considérons la fonction F(z) pour |z | < 1 ;
si | 0 |<7 r , posons r 0 = { z | 3 r > 0 F ( z ) = t e i e } . On voit que
/(I^) = FQ . D'autre part, soit 7 ,̂ = {g(^) | arg Ç = <^} on a que
/(7^)=7^. Si F(^(S))=Ar, 7^cr^^ . Une telle observation
invite à poser plusieurs questions de ce type :

1) Si le sous-groupe engendré par {n - m \p(n) ̂  0, p(m) + 0}
est Z, est-il vrai que :

5 /,,(A) = ^ ( H ) U { 0 } où A = { z | |z| < 1} et H = { z | R e z > 0} .
H — 0

2) Est-il vrai que lim argF(^0) = OTT .
0 ^ 0

3) Sous quelles conditions, g(^) est-elle injective sur H.
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Enfin, on peut se demander ce qui se passe lorsque p(l) = 0.
Je termine en indiquant une solution à l'équation H(/(z)) =/'(z) H(z).
Si p ( l ) = 0, soit B(r) la fonction de Bottcher associée à /, alors la
, . B(r)logB(r)
fonction —————— est une solution de l'équation fonctionnelle.B (0

Addendum.

E. Seneta a publié un article intitulé Functional équations and
thé Galton-Watson process" (adv. Appl. Prob. 1, 1-42, 1969). Plusieurs
des idées qu'il exploite se répètent dans le présent article. En parti-
culier, j'indique que le théorème 4.1 de son article est la partie a) du
théorème 20 de cet article-ci. De même, S. Karlin et J. McGregor
ont jeté beaucoup de lumière sur la fonction F(^({)) dans leur article :
"Embeddability of discrète time simple branching processes into con-
tinuous time branching processes" (Trans. Amer. Math. Soc., 132,
(1968), 115-136).
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