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Introduction.,

L'utilisation d'espaces de distributions dont l'ordre de
régularité n'est pas constant en vue de résoudre des équations
aux dérivées partielles dont le second membre est une distri-
bution arbitraire n'est pas nouvelle : elle remonte à notre
connaissance à M. B. Malgrange [5], qui a utilisé de tels espaces
pour prouver le premier la possibilité de résoudre n'importe
quelle équation aux dérivées partielles à coefficients constants,
avec un second membre arbitraire, dans un ouvert convexe de
R\

L'avantage de tels espaces est évident : toute distribution
dans un ouvert û de R" a des singularités dont l'ordre est
borné sur tout compact, mais pas nécessairement dans la
totalité de Î2.

Il nous a paru que les espaces de Sobolev d'ordre variable
(espaces HP) ne manqueraient pas de manifester quelque
mérite : une qualité évidente des espaces HP réside dans le
fait qu'il est permis à l'ordre de régularité p de varier de
façon non discrète, et les conditions sur p qui permettent
d'obtenir, pour certains opérateurs différentiels, des théorèmes
d'existence ou de régularité dans HP, font intervenir les
dérivées (d'ordre ^ 2 dans ce travail) de p ; un autre
avantage de ces espaces est que les espaces locaux associés
(espaces Hfoc) sont des espaces de Fréchet, duaux de limites
inductives strictes d'espaces hilbertisables, et que l'on bénéficie
à leur endroit de nombre de théorèmes de dualité.

Le chapitre 1 de ce travail rappelle les définitions et pro-
priétés premières des espaces HP : celles-ci suffisent pour
obtenir des théorèmes d'existence dans les espaces HP pour
une certaine classe d'opérateurs différentiels à coefficients
variables déjà considérée par M. L. Hôrmander; nous arrivons
aussi, par une méthode très élémentaire, à obtenir des résultats
assez précis sur les opérateurs à coefficients constants en deux
variables indépendantes.
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Le chapitre 4 introduit une technique différente, à savoir
une norme équivalente à la norme ||u||p, faisant intervenir
les moyennes sphériques de la fonction u prises sur des
sphères de petits rayons : une méthode analogue a déjà été
éprouvée par M. L. Hôrmander dans le cas où p est une cons-
tante. Ceci permet d'obtenir très rapidement des théorèmes
d'existence dans les espaces HP (pour des fonctions p « assez
convexes ») pour les opérateurs à coefficients constants
généraux, grâce aux inégalités L2 obtenues par M. F. Trêves
pour ces opérateurs : le chapitre 5 de cet article repose entiè-
rement sur ces inégalités.

J'exprime ma vive reconnaissance à M. F. Trêves, dont les
encouragements et critiques m'ont été très utiles, ainsi qu'à
M. L. Schwartz et M. J. L. Lions qui ont bien voulu s'inté-
resser à ce travail; enfin, je tiens à remercier Purdue University
pour les excellentes conditions dans lesquelles j'ai pu rédiger
cet article.



CHAPITRE 1

Définitions et propriétés générales des espaces HP;
conventions générales.

On considère l'espace numérique R", dont le point courant
est x =(^i, . . ., a^), et son dual, dont le point courant est
Ç = (Ci, . . ., Çj. Pour toute fonction f (x, Ç) sur R271 possé-
dant des propriétés de régularité et de comportement à
l'infini convenables, on définit l'opérateur pseudo-différentiel
© [ f ] par l'équation

© [ f ](u){x) = f f {x, Ç) '̂ ̂ >Û(Ç) rfÇ,

valable pour toute fonction ueâ^R"); la fonction f est le
symbole de l'opérateur ©[/*].

Appelons symbole d'ordre m, m étant un nombre réel,
toute fonction f de classe C°° sur R2", satisfaisant la
propriété suivante : quels que soient les multi-indices
a = fai, . . ., a^) et [3 = (Pi, . . ., pj, et quel que soit le
polynôme q(x), il existe une constante C telle que l'on ait,
pour tout {x, Ç), l'inégalité

i^iê^y^W1-^,
avec |P[ =^ + ... +(3,.

Pour de telles fonctions /*, l'opérateur ©[ /* ] est bien
défini et opère continûment de l'espace de Sobolev H^R")
dans l'espace H^^R") pour toute valeur réelle de s : il
sera dit opérateur pseudo-différentiel d'ordre m, n'étant pas
interdit qu'il soit aussi d'ordre inférieur.

^(R") est l'espace des fonctions C00 à décroissance rapide
sur R" (i.e. toute dérivée d'une telle fonction tend vers 0
à l'infini plus rapidement que l'inverse de tout polynôme);
^(R", R) désigne l'espace des fonctions p réelles sur R"
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qui sont sommes d'une constante et d'une fonction appartenant
à tf(R").

Si p e ̂ (R", R) et si s est un nombre réel, nous ferons un
usage constant des opérateurs suivants :

l'opérateur A? = 0[(1 + |Ç| 2)^/2] ;
l'opérateur B^ = ©[(1 + Log (1 + |S|2))'] (et en parti-

culier B =B 1 ) ;
et l'opérateur

AF^ = A^B5 =©[(!+ IÇI2)^! + Log (1 + ICI 2 ) ) 5 ] .
L'opérateur A^'5 est essentiellement inversible au sens

suivant : quel que soit le nombre réel /c. il existe un opérateur
pseudo-différentiel C^ tel que les opérateurs AP'^C^ — 1 et
C^AP'5 — 1 opèrent continûment, pour tout s, de H^R")
dans H'+^R"); si k < 1, on peut choisir C^ = A-P'-5.

Soit k un nombre réel strictement inférieur à la borne
inférieure de p sur R71 : on définit alors l'espace HP^R")
comme l'espace des distributions ueIP^R") telles que
AP'^U appartienne à L2; cet espace ne dépend que de p
et de s, et devient un espace de Hilbert si on y introduit la
norme Mlp^ définie par IM?.^ = ||AP^u||2 + IMt-i? où
II^H/c- i désigne la norme habituelle dans I-P^R") et où
[|^]| = I I ^ H o : la topologie définie par cette norme ne dépend
également que de p et de s. Lorsque p est une constante
et que s =•- 0, l'espace HP'^R") n'est autre que l'espace de
Sobolev ordinaire. Dans tous les cas, on a l'inclusion topolo-
gique H^R") c H^(R") si inf ((T — p) > 0 ou bien
inf (o — p) ^ 0 et ( ^ 5.

Pour tout compact K de R71, on définit l'espace Hj^
des éléments de H^^R") dont le support est compact et
contenu dans K. Pour tout ouvert û de R", on peut alors
définir l'espace H^p(t2), limite inductive des espaces H^'5
lorsque K parcourt une suite exhaustive de compacts de Î2,
et l'on a une définition également évidente de l'espace Hfof(^) ''
cet espace est un espace de Fréchet, dual naturel de H^p'^û).
Il est clair (et il est important de remarquer) que pour définir
les espaces H^ (avec K c D), H^p(û) ou Hf^(û), on peut
se contenter de supposer p définie et de classe C°° dans f2,
étant donné que l'espace H^, défini par le procédé précédent,
ne dépend que de la donnée de p dans un voisinage de K.
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Nous ferons usage également du fait suivant : supposons
que l'on ait inf^ (<r — p) > 0 ou bien a ^ p dans un voisi-
nage de K et t > s : alors l'injection canonique de H^
dans H^'5 est compacte, et quels que soient le nombre réel k
et le nombre e > 0, il existe une constante C telle que l'on
ait, pour toute distribution u e H^ :

MF,. ^ s|K,,+CH|/,

On pourra trouver une exposition des espaces H*° dans (1),
ou dans la thèse de J. Bokobza-Haggiag (Paris, juin 1968,
partie non publiée), ou dans le Séminaire Goulaouic-Schwartz
(École Polytechnique, 1970-71).

Indiquons pour terminer quelques conventions au sujet des
opérateurs différentiels : tous les opérateurs différentiels que
nous considérons ont des coefficients C°°; à une fonction
P{x, Ç), polynôme en Ç dont les coefficients sont des fonctions
(C00) de x, on associe, conformément aux conventions en
usage pour les opérateurs pseudo-différentiels, l'opérateur

P(x, D), où Dj = 7— —î la partie principale d'un tel opé-
«Zl-TC OXî

rateur, supposé d'ordre m, est notée P^(rr, D) (contrairement
aux conventions valables pour les opérateurs pseudo-diffé-
rentiels, on ne dira qu'un opérateur différentiel est d'ordre m
que si P^ n'est pas identiquement nul); si a = (04, . . ., aj

ô"est un multi-indice, on définit P030^, Ç) = — P(x, Ç) et
^a .

P(a)(^5 S) = —a ^(^ ̂  a tout ^dice / est associé le multi-ôx
indice, aussi noté /, dont toutes les composantes sont nulles,
sauf la j-ème, égale à 1.

Enfin, nous aurons constamment à considérer des opérateurs
pseudo-différentiels résiduels : l'indice inférieur d'un tel opé-
rateur R^. désignera toujours son ordre; ces opérateurs
résiduels pourront varier d'une formule à l'autre, de même que
la constante positive C qui est le compagnon fidèle de l'ana-
lyste.



CHAPITRE 2

Le cas de certains opérateurs à coefficients variables.

Le théorème principal de ce chapitre est le théorème 2.1 :

soit H l'opérateur hamiltonien H == S \ —m — — —m — |;
Lô^. ôÇ^ ô^ ô^J

l'hypothèse du théorème 2.1, à savoir qu'en tout point carac-
téristique {x, Ç) où l'on a Hp ==0, on a H2? > 0, a déjà été
rencontrée par M. L. Hôrmander ((2), p. 195). Les deux
lemmes qui suivent sont des étapes en vue delà démonstration
du théorème 2.1.

LEMME 2.1. — Soit P(x, D) un opérateur différentiel d^ordre
m sur R", à coefficients dans ^(R"), dont la partie principale
a des coefficients réels. Soit p e^^R", R). Soit

L=P.(.,D)-^S^PiP(.,D)B+R..,,

où R,n-i est un opérateur (pseudo-différentiel ou non) Soràre
m — 1.

Alors il existe une constante C telle que Von ait, quelle que soit
UCE^R"):

M^ ^ -1-- H P,^, D)u||2 + ̂  S ̂  Pi^, D)Bu I2

+ g^ R^/uS(^ D)Bu - C||u||^,

wec

S^, Ç) = (H^p)^, Ç) - S ̂ ^ P^x, W{x, Ç)

+ 2 ̂  [P^)^, Ç)P^(rr, Ç) - PWÇx, Ç)P^(a-, Ç)].
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Rappelons que B est l'opérateur pseudo-différentiel de
symbole 1 + Log(l+ |^ | 2 ) .

Dans la démonstration qui suit, on désigne par Q(u)
n'importe quelle fonctionnelle quadratique à valeurs réelles
de u, vérifiant la propriété suivante :

pour tout s > 0, il existe C telle que, quelle que soit
ue3)(R71), on ait

IQ(^1 ^ ^ [lIP ,̂ D)uF + ̂  S ̂  PS ,̂ D)Bu h
+C||u||^.

On utilise systématiquement l'inégalité

(2.1) îf\fg\dx^ £2| |y*| |2.)_^[|g| |2

et l'inégalité qui s'en déduit

(i - ^)ii /r - (- -1) iigi i 2 ^ 1 1 f+ gii2 ^ (i + ^)ii ni2

+(^-+i) i igi i2 .
On peut alors écrire, pour u e 3)(R71) :

||Lu||2 = ||P^(.r, D)ul|2 + ̂  2 ̂ - P^, D)Bu ^

+ ̂  Im / P^rc, D)uS ̂  P^(a-, D)Bu dx + Q(u).

Il convient maintenant d'évaluer

1 = ̂  Im / P,̂ , D)uS ̂ - P^(a;, D)Bu ̂ .

Comme Pyn(^, D) a pour adjoint Pm{x, D) + Rm-i (rappelons
que les opérateurs résiduels R peuvent varier, par convention,
d'une formule à l'autre, et que leur indice désigne un majorant
de leur ordre), on obtient, grâce à (2.1) :

ï=-^ïmf uP^x, D)S ̂  P^, D)Bu dx + Q(u),

soit, grâce à la formule de Leibniz :

1 = II + Ï2 + Q("),
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avec

^= _ 1 im F ̂  ôp- P,(^ D)P^, D)B^ ̂Ii == - — Im uS -p- P^x, D)Pœ<
2^ ^ 0 X 1̂

*V^ . <^——— X ^et la - 1 Re F uS -&^- P^)(a;, D)P^)(.r, D)Bu dx.
"ITT *7 OXf ÔXf.

En notant que le crochet [P^, D), P^(^, D)] égale

^ S [Py(^ D)P^(^ D) - PW{x, D)P,^(^,D)] + R2.-3,

on obtient Ii == Ï3 + Ï4 + Q(^)? avec

13 = 4^ Re ̂  us ̂  [pmk)(lrî D)p^)(^ D)
- PW(^ D)P^, D)]Bu

et

Ï4 = - ̂  Im / uS j^ P^)(^, D)P,(^, D)Bu

= - ̂  Im / S ̂  uP^, D)BP,(o;, D)u + Q(^),

cette dernière égalité provenant du fait que, bien que B ne
soit pas un opérateur d'ordre 0, son crochet avec P^ est
d'ordre m — 1, compte tenu des formules désormais classiques
sur la composition des opérateurs pseudo-différentiels.

En intégrant par parties par rapport à l'opérateur
P^o;, D)B et en commutant (les restes étant absorbés grâce à
l'inégalité (2.1)), on obtient 14 == • — 1 + Q(u), d'où
Ï2 + la — 1 == 1 + Q(^)? ce ^pi fournit

|lLu||2 == ||P,(^ D)uF + ̂  S ̂  P^(.r; D)Bu
1 D r-rv ^p

+èR^M[s4^PTO;— Re / u S ——!-
Î7t2 ^ L &^Ô.

+ S ̂  [P^P^ - PWP^)]] Bu + Q(u),

où l'on a omis (x, D) six fois dans l'intégrale pour raisons
typographiques.

En utilisant l'inégalité satisfaite par Q, on obtient le
lemme 2.1.
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LEMME 2.2. — Supposons les hypothèses du lemme 2.1 satis-
faites, Soient de plus K un compact de R", et Q. un voisinage
ouvert de K, tel que Von ait: pour tout a; eu, pour tout Ç
réel -^ 0, les conditions

P»^, ^) = 0 et S ̂  P^, Ç) = 0
0.2^

entraînent S(x, Ç) > 0. (S est défini dans le lemme 2.1). Alors
il existe C telle que, quelle que soit u s ®K(Û), on ait

||u||̂  < C[||Lu|l^+llu|l^].
' 2

Remarquons d'abord que si le lemme est vérifié pour un
nombre fini de compacts K^ contenus dans û, 1 ̂  v ^ N
dont les intérieurs recouvrent K, il l'est aussi pour K.

En effet, soit (<^) ^ une partition C00 de l'unité subordonnée
au recouvrement (K^) de K, de sorte que u == Su^, avec
u^ == ^u. On a tout d'abord, si l'on choisit, comme cela est

possible, une norme hilbertienne sur H7""1'^:

IH^^SJI"̂ ..
Ensuite

MIt-i ^ C|[^[Mui|̂ .
Enfin, comme L(^u) = ̂  Lu + R^-iM, on a

|lL(^u)|[2 ^ 2[||Lur+C||u[|^],

d'où la possibilité de localiser l'inégalité annoncée.
On pourra alors supposer que K est assez petit pour que les

dérivées premières et secondes de p, ainsi que les coefficients
de P^, oscillent assez peu.

Démonstration du lemme 2.2. -- Fixons XQ dans K. Sur la
partie compacte de la sphère |Ç[ = 1 où l'on a S(^o, ^) ^ 0,
on a |p^o,ç)l2+ s^^o)p^o,ç)r > o ,

ÔXj 1

de sorte qu'il existe T > 0 tel que l'on ait, sur |Ç| = 1 :

- [IP.^O, S)|2 + S ̂  (^o)P^o, d2] + S(^, Ç) > 0.
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En multipliant cette inégalité, écrite pour Ç + 0 au point

—, par IÇI2"1-2^ + Log(l + |Ç|2)] et en notant que
^

|Ç|2 ^ —(1+ |Ç | 2 ) pour |Ç| ^ 1, on obtient, pour tout

1^1:
(l+IÇIT-^ l+Log^+ITO

^ C|2T|P^o, ̂ (l +m'l[l + Log (1 + |Ç|2)]

+ T s ̂  ̂ )p^o' ^f [1 + ̂ ë (1 + ISI 2 ) ]
+ S^o, ^[1+ Log (1+|Ç|2)]}.

On peut obtenir une inégalité valable pour tout Ç en
ajoutant s'il le faut au deuxième membre un terme de la forme
[ç(Ç)|2, avec q à support compact, symbole d'un opérateur
régularisant.

En multipliant cette inégalité par [û(Ç)|2^ et en intégrant,
on obtient

(2.2) |u|^^ 2CT||P„(.^;o,D)A-lB2u||
' 2

+CT||s^(^)P^o,D)B^u

+ C fïiS{x^ D)Bu dx + Ci||u[|^_i.
Par ailleurs

||P^o, D)A-lBTu|| ^ 2 P,(^, ^A-iB^H

+€2 A-A-^ul+CiHull^,

où Cg est dominée par la somme des oscillations de P^ sur
1un voisinage de K, et est donc telle que 2CCaT < — pourvu

que K soit assez petit.
On a donc

2CT||p,(^o, D)A-1B^|^ < 4CT|[p,(^ D)A-lB^u|^

+-^l|u||^^+C^||u|12,.l,

et un traitement analogue vaut pour les deux autres termes de
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l'inégalité (2.2), en tenant compte aussi de l'oscillation sur
un voisinage de K des dérivées premières et secondes de p.

Si K est assez petit, on peut donc écrire

-1 1H^_, ^ 4Cï||p^, D)A^Biu||2
•t ' 2

+2Cï S^p^, D)B^u|2&^ |
+ CRe j uS(x, D)Bu dx + Ci||u||̂ .

Utilisons maintenant le fait que pour tout s > 0 on peut
trouver €3 telle que l'on ait, pour toute fonction u s 3)(R") :

IB^I2 < e||BulP+Ca||u||a

(multiplier par \û^,)\2 '(K, l'inégalité

1 + Log (1 + |Ç|2) < s[l + Log (1 + |î;|2)]2 + Ça,
A \

laquelle est satisfaite pour €2 = -r-y puis intégrer).

Après des commutations dont les reliquats sont dominés par
Cill^H^n-i , on peut alors écrire

S^P^, D)B-^u S^-P^, D)Bjr+C,l|u||^.
Î)X

On a de même

|p,(a;, D)A-^4 ^ -L IIP ,̂ D)ull^ + CM^,
d'où

llul|̂  i < Ce[|P^, D)u|[2 + Ce S &p P ,̂ D)Bu
' 2 ÔXj

+ CRe^uS^, D)Burfa; + Cil|ul|^_i,

soit, grâce au lemme 2.1, 11"!^ j, < C[||Lu||2 + ||M||̂ ],
* 2

ce qui termine la preuve du lemme 2.2.

Remarque. — En se servant de l'inégalité

'i-r.^ul^i < yNI;̂ +C||u||2.,,
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on voit aussi que pour tout compact K et tout nombre réel s
on peut trouver C telle que l'on ait, pour toute fonction
UeS^ti):

(2.3) HP i ̂  CfllLur+IH2-,].
m i,^

THEOREME 2.1. — *Soi( P(rp, D) un opérateur différentiel
(K oràre m défini dans un ouvert û de R", dont la partie
principale est à coefficients réels. Soit p e C°°(iî), avec Hp2 > 0
aux points caractéristiques où Hp==0. Soit v une distribution
à support compact dans t2, telle que P(^, D)p appartienne à

Î ompW- Alors v appartient à H^111^).
p-j-Tjl—g—^ ±-

Sous les hypothèses que ^^Hç 2 (iî) et que
P(x, D)^6 H^ (t2), 5 étant un entier ^ 0, on va prouver

que ^e H^^ 2 (iî). Il suffit à cet effet de prouver que si

^H^^et P(a;,D)^H^W, alors peH^^(Q):
la récurrence précédente se déduit de là, en observant que si p
vérifie les hypothèses du théorème, p — 5 les vérifie égale-
ment. On peut aussi supposer que P et p vérifient toutes les
hypothèses du lemme 2.2, en remplaçant Î2 par un voisinage
ouvert il' du support de p, ce qui permet de modifier dans
le complémentaire de û' les coefficients de P et la fonction p
de façon à les rendre prolongeables en des fonctions à décrois-
sance rapide sur R". i

A P+W__2»

On a donc par hypothèse APP(rc, D)pe L2 et A 2 v e L2.
_ ffl—2 '
En posant AP^ = g, on a donc g <= H 2 et il s'agit de

m-i,-3-
prouver que g e H 2 . Mais

AFP(a-, D) == ©[(1 + |Ç|2)P(^P(a-, Ç)] + Rp^_,
et

P(x, D)AP =©[(!+ m^Pix, Ç)]

+4l.2^p(^D)BAP+R^-2•2

d'où

P{x, D)g - AFP^, D)^ = ̂ S ̂  P(^, D)Bg + Rp^_i p.
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Comme AP est essentiellement inversible, il existe un
opérateur R^-i tel que Rp+^-i^ + R/n-ig soit aussi régulière
que l'on veut, par exemple dans L2. Il convient maintenant de
préciser que l'on peut prendre Rm-i pseudo-différentiel,
somme finie d'opérateurs de la forme Q[a(^)P(Ç)], avec

ae^R") et |(3(Ç)| ^ C(l + IÇI2)"^.
Soit

L = P^x, D) - ̂  S ̂  P^{x, D)B + R,_^.

m-2,-1-
On sait donc que LgeL2 et que g e H ' 2 (R") : il s'agit

m-l,-1-
d'en déduire que g e H 2(Rn).

Soit u le produit de g par une fonction C°° à support
compact contenu dans t2', égale à 1 sur un voisinage du
support de v : u — g est dans H^R") et il suffit de prouver

m-l,-1-
que u e H ^(û'); on a aussi LueL2 .

On est donc finalement ramené au problème suivant :
m—2, • -̂

Soit ï ^ e H ç omp2 (^ /) ^^ (Iue ^Ju appartienne à L2 :
m-l,1-

montrer que u e H 2 (û7).
Soit K un voisinage du support de M. D'après la remarque

qui suit la preuve du lemme 2.2, il existe C telle que l'on ait,
quelle que soit v <= ̂ (ti') :

Ml2 , ^ CtlIL^+IHIt-a].
m A < 2

Posons Xg(^) == e"^^/8)? ^ X est la fonction régulari-
satrice habituelle. L étant un opérateur d'ordre m,
1|L(^ * /g) — (L^) * Xel est dominée par |M|m-i, pour toute
distribution v e H^p(R"), de façon uniforme par rapport à
e (cf. (2), p. 49). Il suffit donc de prouver que ue H"1""1, car

alors la suite %i/p * u sera bornée dans H 2 , donc aura

une sous-suite faiblement convergente dans H 2 , et u

qui est sa limite dans H"1-1 appartiendra à H ' 2 .
On utilisera l'inégalité suivante : quel que soit T] > 0, il



100 ANDRÉ UNTERBERGER

existe C telle que l'on ait, pour toute fonction ^ e ©K^') ••

(2.4) . {?-1 ^ ^IIL^+CIH^,

et la technique de M. L. Hôrmander. Toute la fin de la
preuve du théorème 2.1 est analogue (à ceci près que L est
ici un opérateur pseudo-différentiel et non différentiel) à la
démonstration du théorème 8.7.1 du livre de Hôrmander.

Rappelons (cf. (2), p. 46) que l'on définit, pour 0 < 8 ^ 1
et pour we H5"1, la norme

IIHII2.-̂  =fW)\2{l + 1SIW + W)-1 d^
(nous utilisons trois barres pour éviter des confusions avec
les normes déjà introduites dans les espaces H»0'5).

En posant ^e(^) = s'^^/s) avec ^ = A/, on a alors
l'inégalité

CiIlHH^s < fV. ̂ ll2/! + ̂ -Y de + IHI2-!
JQ \ S y s

^ c.iii^in2.^
quelle que soit w e H-1 et, pour toute fonction ae^R"),
l'inégalité

(2.5) r1 ||a(^ * ̂ ) - (aw) * W fl + ̂ Y d£

J0 \ S / S

^ C3|||^|||2-^

quelle que soit w e H~2.
Toutes les constantes qui suivent sont indépendantes de

e, S, u et T], à l'exception de C qui dépend de T].
Rappelons que la norme (Hl^-i est équivalente à la norme
S llD^fl2.

jaj^m—l

En appliquant l'inégalité (2.4) à la fonction v = u * ^g,
on a alors

S IKD^)*^ ^ c^|l^*Lu[[2
|a|^m—l

+ €^11^, * Lu - LOh * u)[]2 + C S JKD^) * ,̂||2.
|aKm—2

En multipliant par (l + -g) --£ et intégrant entre 0 et 1,
\ £ / s
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on obtient

Ci S [IIID^Ill^-llD^II^]
|a|^m—l

^ C^lllLulll^^+C^^ll^^Lu

- L(^ * u)n2 (i + y ^+ CM2,.,.
En tenant compte des inégalités |||Lu||[_i^ < ||Lu[] et

S IID l̂l2.! < CalH2 ,̂
|a|^m~i

on obtient

IIH11^2.8 < C^BLull2 +W\^ + €473 ^1[^* Lu
T / t M 1 2 / ^ 1 ^\~1 ds— L^u^fl +-^1 -^.

Mais L est somme finie d'opérateurs du genre a(*r)(a(D),
avec |p(^)| < C(l + 1Ç|2)^ et ae^R71). Il résulte alors
de (2.5) que la dernière intégrale est majorée par C5[[[u[| |^_2 §.

D'où finalement

1 1 1 ^ 1 1 1 ^ 2 . 8 < C |̂|Lu||2 + CHull^ + C ÎIHIIt.̂

1et en choisissant f\ < —— (rappelons, que seul C dépend
^5

de 73), on voit que |||ul|[^2,§ est bornée indépendamment
de 8, c'est-à-dire que u e H7""1, ce qui termine la démons-
tration du théorème 2.1.

Rappelons l'inégalité (2.3) valable pour v e ®K(î2') :
|H^ j_ ^ C[[\L^+M^].

' 2

Cela étant, si ue=Hi?(û) est tel que LueL2 , on sait déjà que
Jf^___^ -î-

u e H 2 . Alors d'une part la suite %i/p * u converge vers u

à la fois dans H-^ et dans H"1 ' 2 . Par ailleurs ^,p * Lu
converge vers Lu dans L2 ; enfin L(%i/p * u) — {Lu) * /i/p

o, -1- . .
est bornée dans H 2 ; il existe donc une suite {pj,) telle que
L(Xi/^ * ^) — (Lu) * ^i/pfc converge fortement dans L2 ; la
limite de cette suite ne peut être que 0.

Il résulte de tout cela que l'inégalité (2.3) reste valable avec
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la même constante C pour toutes les distributions u e H]?(Q)
(avec K' c É.) telles que Lu appartienne à L2. On déduit
facilement de cela la proposition :

PROPOSITION 2.1. — Supposons les hypothèses du théorème 2.1
vérifiées : alors pour tout compact K c Q et tout nombre réel s
il existe C tel que, quelle que soit ueHi^tî) vérifiant
P(o;,D)ueH^(û), on ait

ll̂ -i. JL^ C[|[P(a;,D)u||p+ |H_,].

COROLLAIRE 2.1. — Supposons les hypothèses du théorème 2.1
vérifiées. Supposons de plus que p soit strictement négative
dans û et que pour tout a < 0, V ensemble Ka des points x
de û tels que p(rc) ^ a soit compact. Alors pour toute u e ê'(Q)
telle que le support singulier de P{x, D)u soit contenu dans Kg,
le support singulier de u est aussi contenu dans Kg.

Soit en effet s tel que u appartienne à I-P" ,̂ soit e > 0
et soit ( un nombre réel arbitraire : il s'agit de prouver que u
est de classe H^ç dans le complémentaire de K^+g.

On peut choisir À > 0 et (A réel tels que la fonction
<p == Xp + P- s01^ inférieure ou égale à s dans un voisinage
de Ko, et supérieure à ( — m + 1 dans le complémentaire
de K-a+e. Mais 9 vérifie les hypothèses de pseudo-convexité
en même temps que p. Il en résulte, comme P(rr, D)ue H^,
que u e H9"1""*"1, ce qui prouve que u est îî[oG d31^ 1e

complémentaire de Ka+g.
Ce corollaire résulte également du théorème 8.8.1 du livre

de L. Hôrmander (2), compte tenu du fait que l'on peut
supprimer l'hypothèse que p n'a pas de point critique dans
Fénoncé de ce théorème.

Notons aussi, pour un usage ultérieur, que si p vérifie les
hypothèses de pseudo-convexité alors la fonction fo p les
vérifie également pour toute fonction f définie et C°° sur
]— oo, 0[, à dérivée première strictement positive et à dérivée
seconde positive ou nulle.

THÉORÈME 2.2. — Supposons les conditions du théorème 2.1
vérifiées, et supposons de plus la condition suivante ^PÇx, D)-
cowexité de 0.) satisfaite :

pour tout compact K c t2, et tout nombre réel 5, il existe un
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compact L c D tel que toute distribution ueH^(Q) satis-
faisant supp (P(*r, D)u) c K a son support contenu dans L.

Alors, pour toute distribution /*e H^ç ' 2 (f2) satisfaisant
(/*, u) == 0 pour (ou^ solution u de classe C°° à support
compact dans ti de Inéquation P(x, D)u == 0, on peut trouver
geH^(Q) telle que 'P^, D)g = f.

Rappelons que l'espace N des distributions u e ê'(i2)
telles que P(x, D)u == 0 est contenu dans 2)(t2), et que sa
trace sur tout ÊK.(^) (K compact c û) est de dimension finie
(cf. (2), p. 210, cor. 8.7.1). ^^_x

Soit 2 le sous-espace de H^ç ^t^xH^îi) constitué
des ( /*, g) tels que T(^, D)g = f.

Il est clair que S est fermé dans le produit cartésien
susdit, donc est un espace de Fréchet, et que par ailleurs, si
( /, g) e S, on a (f, u) == 0 pour toute u e N.

Soit pi : S -> H^ 2 (ti) n N1 la projection sur le
premier facteur. Il s'agit de prouver que pi est surjective.
On s'en tirera en montrant que ^pi est injective et a une
image (fortement) fermée.

S', dual de 2, est le quotient de

tCr1'̂ ") x H^(Q)
par l'espace S des couples (u, w) tels que l'on ait

(A u) + (^ w} = ° p01111 ̂ t (A g ) e s-
Si (u, w) e S, on a, pour toute ge 2)(iî),

< tP(.r ,D)g,M>+<g,^)=0,
soit

<g, P(a;, D)u + w> = 0, d'où P(a;, D)u + w = 0.

Réciproquement, si (u, w) s H^"p 2 (Q) X H ^ ( Û ) vérifie
P(a;, D)u + w = 0, on a

<'P(;r, D)g, u> + <g, w) = 0 pour toute g e 3)(0),

donc aussi pour toute geH^J'(Q) satisfaisant

T^D^H^1'-^),
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à condition de prouver le lemme suivant :

LEMME 2.3. — Soit g^îî^W telle que

T(.;,D)geH7J-m+l)-f(t2).

Alors il existe une suite (gy), gy e 3)(û), telle que g^—> g dans

HrJ(t2) .( ^.D^^P^^g dans H^"^"^).
Ce lemme se démontre comme le théorème 8.7.4 du livre de

Hôrmander [2], p. 212.
S est donc exactement l'espace des couples (u, w)

^ iC,"1'" )̂ X H^,(Q) vérifiant P(x, D)u + ^ = 0.comp \ / " comp

p-m+i.—l-
Par ailleurs, le dual de H^ ' 2 (0) n N1 est le quotient

de ÎÎQOVI 2 (^) P^ ^î espace des u tels que, pour toute
p_^+i,-i

/•eHiJ ^ti) orthogonale à N, on ait </, u> = 0.

Mais N est fermé dans H^J- * 2 (û), car il en est ainsi de
sa trace sur chaque ê^(Q). Donc T = N.

T—P+l-m,--1-
La transposée de pi : S ->• H^ç ' 2 (î2) n N1 est l'appli-

cation
-P+m-l.i

^ . n^^fnvN . Hcomp > 2(Q)X Hcpo^^Pl • "comp ^11^ § ̂  {(^ ̂  ; p(^ D)^ = _ ç^}

définie par : classe de u i—>- classe de (u, 0).
Cette application est bien définie et injective car pour qu'un

couple (u, 0) appartienne à S, il faut et il suffit que u
appartienne à N.

Il reste à prouver que ^pi a une image (fortement) fermée,
ou encore, que pour tout compact K c Q l'application
(partiellement définie)

Her-^W/Ncomp

Hr"1'12^) X H^Q)
S == {(u, w) e g'(Q) x ê'(ti) : P(x, D)u + w == 0}
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définie par passage au quotient de l'application ui—^{u, 0)
a une image fortement fermée.

Notons d'abord qu'il existe un compact L c û tel que,

pour toute distribution ueïî^ 12 (û) telle que la classe
de u appartienne au domaine de cette application, on ait
supp (u) c L; en effet, si la classe de u s'envoie dans l'espace

de droite, cela signifie qu'il existe <p e H^ ' 2 (0), ^ e H^(û),
et v et w es ê'(û) vérifiant P{x, D)^ -{- w = 0, tels que
(u, 0)+(^ ^) =/?^).

De cette égalité résulte que supp (w) c K; en utilisant la
^(x, D)-convexité de û, on en déduit que v, puis u === y — p,
ont leur support dans un compact L ne dépendant que de K.

p-4-m_1 -

Supposons alors que la suite (u^, 0) (uy e H^ ^(^
pour tout v) converge dans le quotient de droite : il existe

p-l-OT—l,-1-

donc une suite Uy c= H^ 2 (û) telle que l'on ait

^==-P(.2;,D)^eH£(Q),

î , — u'^—>^ dans H^ 2 (Û),
et P(x, D)uy -> w dans H^îî).

Il s'agit de prouver que (^, w) est congru, module S, à un

élément de la forme (?i, 0) \^ e H^ 2 (û)^.
En nous inspirant de (2), 8.7.2, définissons une base

^i, Z2? • • • ? ^r? orthonomale pour la norme L2, de l'espace
(de dimension finie) N n ê^(û). On a donc f zjz^ ==== 8^.

On peut modifier Uy, sans changer sa classe dans

HL 2 (^)/N n ê^^)? en l111 ajoutant une combinaison
linéaire convenable des Zp de façon à la rendre orthogonale
aux Zj. On modifie les u^ comme il convient de façon à ne
pas changer u^ — Uy, et P(^, D)i4 n'est pas changé non plus.
Comme la suite P(a?, D)uy est bornée dans H[(û) et que Uy
est orthogonale aux Zj, on en déduit, comme dans le théorème

8.7.2 de (2) que la suite u^ est bornée dans H^ 2 (î2).
On peut alors, en la remplaçant par une sous-suite, la supposer

GJLjft_1 -~-

faiblement convergente dans H^ ^(î^)? vers un élément u'.
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On en déduit que P(x, D)u' = w. Alors, dans l'espace

ÎÎ^'^W x H£(Q), on a
{^ w} = (^ P{x, D)u) == (P + u\ 0) + (- u', P(^ D)u'),

ce qui termine la démonstration du théorème, car
(^ + u', 0) 6 Im ^i et (- u', P(^, D)u') e S.

COROLLAIRE 2.2. — Supposons les hypothèses du théorème 2.2
satisfaites, et supposons de plus que p soit strictement négative
dans Q et que pour tout a < 0 V ensemble des x e i2 (̂ 5 çue
p(rc) ^ a 5<n( compact: alors pour toute /*e3)'(û) satisfaisant
(/, u) == 0 pour tou^ solution ue®(t2) die V équation
P(rr,D)u=0, il existe ge3)'(Q) telle que T^, D)g =/'.

En effet, toute distribution /* dans t2 appartient à un
espace H^-^1^) pour a bien choisie; grâce au théorème
2.2 et à la remarque suivant la preuve du cor. 2.1, il suffit
alors de prouver que o" est majorée dans û par une fonction
de la forme h o p, où h est définie et C°° sur ]— oo, 0[,
à dérivée première strictement positive et à dérivée seconde
positive ou nulle : la construction de h est élémentaire.



CHAPITRE 3

Le cas des opérateurs à coefficients constants
en deux variables»

On pose DI = — ô Da = .— -b-, ô = Di — iDg et
__ ZITC ÔX^ 2l7T ôrKg

ô == DI + ^Da. Les symboles de ces opérateurs sont

o(Di)=Çi, a(D2)=^, ^ (ô )==Ç et o ( ô ) = Ç

en posant Ç == ^ + iÇg; Di et Dg sont autoadjoints; ô et ô
sont les adjoints l'un de l'autre.

Soit P(ô, ô) un opérateur différentiel sur R2 à coefficients
constants arbitraires, d'ordre m. On peut toujours supposer,
moyennant un changement linéaire de coordonnées, que le
coefficient de ô7" dans P(ô, ô) est non nul, et même égal à 1.

Le symbole principal de l'opérateur s'écrit alors

P^, ç) == Û (î - ̂ )
où les a^ sont des coefficients complexes.

L'opérateur ^P(ô, ô) (de degré 2m), peut s'écrire
Q(ô, ôô), où Q(Ç, r) est un certain polynôme de degré 2m,
possédant un terme ^2W et dont tous les termes ont un
« poids » au plus égal à 2m, en attribuant à Ç, le poids 1
et à T le poids 2. Notons que le symbole de ôô, soit |Ç|2,
est réel positif pour toute valeur de Ç = (^, Çg) '-

ôô n'est autre que l'opérateur — —, A étant le laplacien
T • 47t2

ordinaire.
En utilisant an développement de Puiseux, on peut écrire,

pour T assez grand :
— 2m / °° / -J-\ \Q^-n^- s ^ p)»)

./=! \ n=-5 /

où p est un certain entier positif.
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L'entier s est choisi le même pour tous les facteurs, de
façon que l'un au moins des coefficients bLs soit non nul.

On a nécessairement -s- <-,.-» car aucun des 2m facteurs de
- . ^

Q(Ç, r) ne peut avoir un poids strictement supérieur à 1.
2ffï

On peut donc écrire Q(Ç, r) = JJ (^ - Py V^ + ^(r)), où,
•/=1 -J-

pour tout /, ^(r) est une fonction analytique de T p pour T
J---1.

assez grand, satisfaisant l'inégalité (g/r)) < CT 2 p pour une
constante C bien choisie.

En collectant les termes de poids 2m exactement, on
obtient l'identité

_ _ 2m _ __^w, ̂ n^-p,^),
soit

n (^ - ̂ ) = n (ç - py v^).
En introduisant l'indéterminée il = | ^|, on obtient l'identité

n^-api^n^-Mfc=i j=i
entre deux polynômes en (Ç, 73), d'où il résulte qu'à chaque
facteur Ç — a^ de P^(Ç, Ç) correspondent, dans Q(Ç, r),
deux facteurs commençant par Ç — V/a/c^ et Ç + \/a^
respectivement, en désignant par \/o^ l'une quelconque des
racines carrées de a^.

Finalement on peut écrire, pour [ Ç[ assez grand :

W, ̂  = H (^ ~ ̂  V/^+ g.(^))(^ + \/a, ̂ 4- ̂ (^))

avec

|g,(̂ )| ^ ci^i1"^ et |^(^)| ^ qî:!1"^.

D'où P(Ç, Ç) = n (Ç - «^ + A(Ç, ^)), où /,(Ç, Ç) est le
fc=l

symbole d'un opérateur pseudo-différentiel de convolution R^
2 ?

d'ordre au plus 1 — —.
P
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m

On a alors P(ô, ô) == ]J (ô — oc^ô 4- R^) à un opérateur
régularisant près. fc=l

Chaque fois que [aj ^ 1, l'opérateur ô — a^ô + ̂  est
elliptique d'ordre 1. Lorsque a^ == cas 6 + i sin 6, ô — a^ô
s'écrit aussi

Q / . e . e \ / . e ^ , 6 ^ \2 ( sin — — i ces — ) ( sin — Di + cos — Dg )
\ ^ zi /\ zt ^ /

et P(ô, ô) admet la direction caractéristique

. 6 ô , 6 ôsin — —— + cos — ——.
À Ô^i 2 Ô^

Pour les facteurs non elliptiques de P(ô, ô), on a le lemme :

LEMME 3.1. — Soit M Vopérateur M === ô — aô + Rr?
avec a === cos 6 + i sin 6, Ry. étant un opérateur pseudo-
différentiel de convolution S ordre r < 1, et soit p une fonction
C00 a valeurs réelles dans un ouvert 0, de R2, satisfaisant
l^ inégalité

. « 6 ô2? , ^ . 6 6 ô2? , , 6 ô2? .sin2 — —^ + 2 sin — cos — -—i— + cos2 — -^ > 02 ôrq 2 2 ô^ 0^2 2 ô^g

(autrement dit la dérivée seconde de p rfan^ la direction caracté-
. 9 ô 6 ô

nstzque sin -— —— + cos -^- —— e^t strictement positive en tout
2 ôa;i 2 ôn;2

point de û) : Alors pour toute distribution u à support compact
dans 0, satisfaisant Mu e H^ (î2) (.î etan^ un nombre réel),

j^ A

on a ^^^^^(ii).
Comme M est un opérateur de convolution, il suffit d'obtenir

une inégalité ||Mu[|p^ ^ C[|u[| ^ pour toute fonction
l î s 2

u e 3)(t2) à support dans un ouvert Î2' relativement compact
dans û, avec une constante positive C ne dépendant que
de û'.

On écrit alors AP^M == LAP'5 à un opérateur régularisant
- 1 -près, où L == Ô — aô — Ry. — — (ôp — aôp)B + SQ) SQ étant

2
un opérateur pseudo-différentiel (à coefficients variables)
d'ordre 0 : rappelons que B = 0[1 + Log (1 + |Ç|2)].
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II s'agit donc d'obtenir, pour tout ouvert il' relativement
compact dans D, l'inégalité ||L^||2 ^ C|H|2 i pour toute
fonction ^e3)(îî'). A cet effet, on écrit ot 2

L* = ô - aô + R* ~ -j-B(- ôp + aôp) + S;,

étant donné que B est autoadjoint, et

III^fl2 ^ ||L^1|2 - ||L^||2
^ — Re (ô</ — aô^ + R^, (ôp — aôp)B^)
+ R^ (^^ — aô^ + R^, B(- ôp + aôp)^) - C|H|2,

en remarquant que So commute avec tout opérateur d'ordre
au plus 1 module un opérateur d'ordre négatif, et que B
commute avec tout opérateur d'ordre 0 module un opérateur
d'ordre négatif. En appliquant la même remarque à R^, on
obtient

JL^IJ2 > — Re (ôp - aô^,Jôp - aôp)B^)
— Re (ô^ — aô^, B(— ôp + aôp)^) — CM2,

soit

||Lp||2 ^ — Re(p, (ôôp —.aôôp)B^)
+ Re(a^ (ôôp - aôôp)B^) - CM2,

ou encore

||Lp||2 ^ - C|H2 + Re(B^^, (aôôp. - otaôôp)B ^)
/ JL _ 1. \

— Re^B 2 ^, (ôôp — aô^B2^.
Tout cela domine CiH|2^ pourvu que

' 2

aôôp + aôôp + (— 1 — [al^ôôp

soit positif, soit

(- 1 + cos e^D2?) - 2 sin 6(DiD2p) - (1 + cos 6)(D|p) > 0,

ou enfin

(1 - cos 6) p, - 2 sin 6 -^ + (1 + cos 6) ̂  > 0,
^î î Ô^ / ^xi ?

ce qui termine la démonstration du lemme.
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THÉORÈME 3.1. — Soit P(D) un opérateur différentiel sur R2

à coefficients constants, d9 ordre m; soit [L le nombre de facteurs
elliptiques de la partie principale de P(D), comptés avec leur
multiplicité. Soit p une fonction C°° à valeurs réelles dans un
ouvert t2 de R2, admettant des dérivées secondes strictement
positives dans toutes les directions caractéristiques réelles de
P(D).

Alors pour toute distribution u à support compact dans Q.

satisfaisant P(D)uett°(î2) on a u e= H '̂̂ '̂ Q).
Si de plus f2 est ^{^-convexe, Inéquation tP{î))f=g

admet une solution fe H^(Q) chaque fois que

Î.H^-^-^Q).

La deuxième partie du théorème résulte de la première par
des arguments de dualité (cf. (6), p. 122).

La première partie s'obtient par applications successives du
lemme : bien entendu, en appliquant à une distribution à
support compact un produit partiel des facteurs de la décompo-
sition de P(D), on n'obtient pas nécessairement une distri-
bution à support compact, mais il est aisé d'y remédier grâce
au caractère pseudo-local des opérateurs pseudo-différentiels.

On peut obtenir aussi par ces méthodes le fait, démontré
également par Hôrmander [3], qu'en deux variables tout
ouvert P-convexe est fortement P-convexe. On se ramène en
effet au problème suivant : soit M l'opérateur

M = ô — ocô + R,

où R est un opérateur pseudo-différentiel de convolution
d'ordre < 1 ; soit K un compact de R2 convexe dans la
direction caractéristique de l'opérateur ô — ocô (i.e. les
parallèles à cette direction, si elle est réelle, coupent K suivant
des segments ; si cet opérateur est elliptique, aucune condition
n'est imposée) ; soit enfin u une distribution à support compact
dans R2, telle que le support singulier de Mu soit contenu
dans K : prouver que le support singulier de u est contenu
dans K.

Il suffit alors, en utilisant, le lemme de prouver qu'étant
donné un compact K convexe dans la direction caractéris-
tique de l'opérateur ô — ocô, un point x de R2 n'apparte-
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nant pas à K, et deux nombres réels s et t, il existe une
fonction p convexe dans la direction envisagée, supérieure à t
dans un voisinage de x et inférieure à s sur K : pour
démontrer ce point, on peut se ramener au cas où la direction

envisagée est la direction —» et où le point x est l'origine

des coordonnées : d'après la —-convexité de K, l'une desox^
deux demi-droites issues de 0 parallèles à l'axe des x^ (disons
la direction positive) ne rencontre pas K; soit A > 0 tel
que tout point de K ait une abscisse supérieure à — A :
il existe alors un nombre s > 0 tel que le cône d'axe Ox^
de sommet (— A, 0) et de demi-angle au sommet e ne ren-
contre K qu'en des points d'abscisse négative : la fonction
Q(a;) == (^ -}- A)2 sin2 e — x^ ces2 s est alors égale à A2 à
l'origine, est strictement inférieure à A2 sur K, et est

convexe dans la direction —; en la composant avec une
ô^i

fonction linéaire convenable, on obtient la fonction p souhaitée.



CHAPITRE 4

Une norme équivalente à la norme dans les espaces HP.

Le but de ce chapitre est de montrer comment on peut
obtenir une norme équivalente à la norme ||^||p^, en ne
faisant intervenir ni opérateurs pseudo-différentiels ni trans-
formation de Fourier : on introduit à cet effet les moyennes
sphériques de u prises sur des sphères de petit rayons; la
démonstration que l'on obtient une norme équivalente à la
norme voulue fait un usage essentiel d'une formule de M. F. John
((4), p. 81) relative à l'itération des moyennes sphériques.

LEMME 4.1. — Soit p une fonction C°° à valeurs réelles sur

R71, n ^ 2, vérifiant — — < p(a;) < 0 pour tout x.
2i

Pour tout t > Oy on désigne par da^ la mesure superficielle
homogène de masse totale 1 sur la sphère centrée à l^origine de
rayon t. On note aussi da^ = da.

Alors pour tout compact K de R71, il existe une constante C
telle que, pour toute fonction u e ̂ (R"), on ait

un- Re F^ Ç a{x}t-^u(x^ Re Ç^ Ç a{x}t-^u{x) (rfo, * u}{x) dx ^ CH[^,
JQ ^ J 4

r(^)+f)
avec

a{x) = 27t-2F(•l;)
r(- p(^)r ( n )

Preuve. — Étant donné que AP est autoadjoint à un opé-
rateur d'ordre p — 1 près, on peut écrire, pour toute fonction
M e ̂ (R"),

| BAup - (A^PU, u)| < CIH2 ,̂
2

où C ne dépend que de K.
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Par ailleurs si l'on pose À2? = @[^\2^], c'est-à-dire

(À2?^) = ̂ -w ̂ V{X)+^) r u{y)dy
^ / r(- p(^)) J |^-y|n+2p(^

on voit immédiatement que A2? — À2? est un opérateur
d'ordre 2p — 2.

Choisissons une fonction <p(() à valeurs réelles et de classe

C°° pour ( > 0, égale à 1 pour t ^ — et nulle pour ( ^ 1,
et écrivons ~

À2? == Fi + E2)

avec

P / /" \ i 7Z \
(F,U)(^) = ̂ -w v "2'^ r <p(i^-yiMi/)^
v 1 A / r(-p(^)) J j^-yjn+2^) •

Comme l — ? ( | ^ — î / | ) s'annule dans un voisinage des
singularités de \x — y)-71-^^ l'opérateur Fg est la convo-
lution par une fonction C00 suivie de la multiplication par une
fonction C°° et est donc un opérateur régularisant.

Pour évaluer (F^u, u), posons y = x — ^, avec Y] e S"-1,
sphère unité de R71. En rappelant que l'aire de cette sphère

2^2
est co^ === —-—-, on obtient

p / ni—
\ 2 ,

(Fxu, u) == Ç ^t) dt f ̂ -w V + 2 j u(x)Jo J r(— p(n;)) v

r^F^œ^71-1 y u(.r - tfï) daW

= f1 ̂ (t) ̂  F (^^^(^u^) (dcr, * u){x) dx.

Il reste pour prouver le lemme 4.1 à se débarrasser de <p(().
Mais pour n ^ 2, on a

|%)| ^ c — d'où |̂ )| = |rfo(^)| ^ c

\/<vTTjiî
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1Par suite ||d^*^||^ ^ "-/= Ml j, et? pour t ne pouvant
T \t ~~i

s'approcher de 0, on conclut par l'inégalité

1(^)1 < Mi M JL'
4 4

avec y = d!(T( * u et w == O^PU.

LEMME 4.2. — 5oi( p une fonction C00 $ur R", M ^ 2,
^

et supposons par ailleurs — — < p(o^) < 0 pour (out *y.
On pose

et
da^2 == Ar^ * cfo(, pour t > 0,

(Qu, u) == ? ̂  F (î(^)r2^) (d^2 * u)ïï ̂ .

5i Von pose en outre

^"T-1)^).(,) = pM î^ 2.̂ - v r^)+n-\) ''

on peut alors, pour tout compact K de R", trouver C telle que,
pour toute ueSD^R"), on ait

(Qu, u) — Re Ç^ Ç r-^^^u^x) (d^t * u){x) dx ^ C[|u||2 i_.
JQ ^ J 4

Preuve. — D'après une formule de M. F. John ((4), p. 81),
on a

O / v ^2t n—3
{da^ * M)(a;) = .—^ r^4 7•"-2(4(2 - r2) 2 ((fo, * u)(.r) rfr

'" "n Jo

d'où

(Qu, u) = 2^1- f p(a;)u(rc) ̂  f1 ^F(•!;)-2»+3 ̂
^ "n J JQ

J^' ^"-2(4(2 - r2)"23 (do, * u)(a;) rfr

- ̂ 1- F r"-2 ̂  F |3(aQu(^) (dCT, * u)(a;) f{r, x) dx,
zi ^n J 0 J
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avec

f(r, x) =f^ r2F(a;)-2ra+3(4(2 — r2)^ dt.
"2"

4(2
En posant 6 == —? on obtient

r2

"=3
/•(^ r) = yw+^-^r-2^-^1 f^ e-^-^e — 1) 2 rf6

r^+^r^)
= 2-̂ -r-f<.>-« v rW+^-\ ' - ̂  "•

avec
n—3

g(^ r) = S2?^2"-^-2^-714-1 /4"00 e-P<^-n+l(6 — 1) 2 dQ
r*

Si n ^ 3, on a

J '̂00 e-P^-^^ô — 1)^ dQ ^ (^ e"^"7"^ d0 ^ Cr2^+7l-l

rT "rî

et \g{x, r)| < C, constante indépendante de r.
Comme il est facile de voir que pour tout e > 0 et pour

tout /', on a — g{x, r) ^ Cr"^ on conclut, par interpolation
0 3C j

et dualité, que l'opérateur de multiplication par g[x, r) a une
-J- -J-

norme, en tant qu'opérateur de H 4 dans H 4 , dominée par
cr-£-. cMais comme \\daj. * u[| j_ ^ —- \\u^ j^, on voit que le terme

T \r ~T
de (QM, u) associé à g[x, r) est majoré par

_JL

Lorsque n = 2, on écrit

e - i = (v/e - i)(\/e + i) ^ ( s ^ - iVve
pour

^-
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d'où

roo û-p-1

4. V9 - 1
r«

dQ < \/r r^n-p-t/ - r —G_— yïty-rl.

= 6 p 4 rf6 ^ C r ,
r J 4 \/2 — r

•2p+l

^r
r»

d'où enfin

\ê{^r}\ ^ c et aussi •—& (^, r) ^
^Xf

Cr-8

et on conclut comme précédemment.
Le lemme 4.2 est donc démontré.
En combinant les lemmes 4.1 et 4.2, on obtient

2? - Re f1 -̂ r (3(;r)r2^) (rfo?2 * u)u ̂  < C||u||2 i,
Jo ^ J "~7

u

avec r(^)+f)
271-^)

r(f)r(-p(.r))
r' / / \ i n ~ 1\ r. ( n ~ ^

22n-5., r ( P(^) + -Q—— ) r ( ——o——
= Bfa;) " (ora-1 22F<^ —^______" / v 2 y

^ / 2ïl-3co, • r (p (^ )+^- l )
THÉORÈME 4.1. — 5'oit p une fonction C00 5ur R", n > 2,

1
vérifiant — — < p(a;) < 0 pour (ouf .̂

AZor5 pour tout compact K rfe R", on peut trouver C telle
que, pour toute fonction u e S^R"), on ait

u P - f^ f t-^{x) \{da, * u)(^)|2 ̂  < C\\u\\^

avec

-^-^j r(p(.)+-j-)r(p(.)+n-i)^_^-^-w-,
^(fy^-^^^^^+'T-1)

En partant de l'estimation de ||u[|2 précédant l'énoncé
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du théorème 4.1 on voit en effet qu'il s'agit d'évaluer

f ̂ {x)t-2^ {da^ * u)u dx= f {dât * (^ * u})^{x)t-^u{x) dx,

et comme dcr^ est un opérateur autoadjoint, cela s'écrit encore

f {dât * u) [dc5t * (^{x)t-^u{x)}} dx
= f ^{x)t-2^ \d(5t * u]2 dx + f {ddt * u)L^ dx,

où L( est défini dans le lemme suivant :

LEMME 4.3. — Soit L( Vopérateur défini, pour 0 < ( < 1,
par

{L^x) = ̂ {x)t-2^ {dct * u){x) — {ddt * (r^pu))^).

On a |[L |̂[ i ̂  C(||u|[ i, pour ue3)K(R71) ^^c une
~~i ~T

constante ne dépendant que de (3, cfc p et de K.
Lorsque ce lemme sera démontré, on pourra écrire

j [ddt * u). L(U rf^ ^ C(|| dot * u|| j_ 11 L(M|| _j^ ^ C \/t I u||2 ̂ ,
T ~T '~T

et le théorème 4.1 sera démontré.
Pour prouver le lemme, il suffit de prouver l'inégalité

||L(U||, < C([|u||^ pour s = 0 ou 1 : car alors on l'aura pour
1 . . . 1s == — par interpolation, puis pour s == — — par dualité,

le transposé de L( étant — L(.

Comme — L. == L. — + — M» + 2 Log — --'- L(, où M<
ô^. ( ^Xj èXj t - t ^Xj tï '

a une définition analogue à L( mais avec p remplacée par 1,
on voit qu'il suffit de prouver l'inégalité ||L(U||o ^ C^^llMllo
pour un certain s > 0.

Mais cette inégalité est conséquence de l'inégalité

\(L,u)(x)\ < Cr^WLog1)^!^),
\ v /

laquelle se démontre comme suit :

(LtU){x) == r2^) f u(x - t^(x) - ̂ {x - t^W-^-1^] da^)
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et

(î(n0 - ̂ {X - ̂ )(2(P(^F(^)) = p(^) _ p^ __ ^)

+ P(^ - tr^) h - exp \î^{x - (7î) - p(^)) Log -!-n

d'où, en utilisant l'inégalité [^ -— 1| ^ ^'j&l pour \b\ < 1,
1 9

avec b = t Log — et a = — (p(a; - t-^) — p(a;)), on tire
ï t

|P(^) - ̂ (x - ̂ )^)-F(-^)J ^ Ct(l + Log A-V
\ t /

où C ne dépend que du maximum des dérivées premières de (3
et de p sur B^ + K, où B^ est la boule unité de R" et K
est un compact dans lequel on limite le support de u.

THÉORÈME 4.2. — Soient p e C^R") et seR. Supposons
1

— ,- < (A < p(a;) < 0 pour tout rc, et n ^ 2.

Pour tou^ compact K rfe R", i7 ea?i5(e d^ constantes positives
Ci, Cg, C telles que, pour toute u e S^R"), OM ait

l.^ r'f^g-^r-^ f^2^!^*^2^^ iiuiî
t^'O \ i J v J '

-1.

^ C, F2 /Log ̂ T -^ f r2^) \da, * u|2 ̂  + CH|p,.
^o \ l / t J

Remarque. — L'erreur en ^u\\^ est évidemment de fantaisie :
comme la norme || u|| ̂  est compacte par rapport à la norme
IMIp.^ ^u sens de divers bons auteurs (i.e.

ii^iisx ^ si iuHp^+cBui i_N
aussi grand que soit N et aussi petit que soit e), on peut
remplacer ||u||2. par \\u\\^ pour n'importe quel N.

Preuve du théorème 4.2. — Soit Ê'' un opérateur de convo-
lution par une distribution à support compact, tel que l'opé-
rateur B5 — B' soit régularisant : il est même possible de
choisir le support de la fonction définissant l'opérateur de
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convolution B5 dans un voisinage arbitraire de l'origine de
R71.

Comme l[u | [p^== HB^Up, on peut, grâce au théorème 4.1
et à quelques commutations dont les reliquats sont aisément
dominés à l'aide du lemme 4.3, écrire

^ - f 2 ̂  f |B- {dai * (V^ rPu))|2 ̂

^ CUB^U2^ ^ CHI2 .̂
4

Soit M tel que p(rc) < M < 0 pour tout x. Posons

ht = V/pr-F-^u et Wt = d(5t * h^

j_
II s'agit d'évaluer Ç 2 r^ ̂  f |Ê^|2 rfn;.

Par interpolation et dualité, on voit facilement que pour
/ j \

tout k avec \k\ ^ 1, on a U/i^ ^ C(Log—)l|^l | fc avec une
\ ( /

constante C indépendante de ( et de u. On écrit alors

f\B^ dx = f [i + Log (i + mr\w\2 ̂
^i+lSl^-^- ^i+iç^-^

pour un s > 0 à déterminer. On a

f^<± ̂  + L^ (1 + \WW}\2 ̂

^ C^+eLog^'^M2-!

1puisque 1 < —.——.„,,, dans le domaine d'intégration, d'où
t(l + 1 ^ 1 )

T .-OM ̂r 2 r^^ f [i + Log (i + mrw)\2 ̂
^0 t ^l-.l^-^

/^T r 1 -i2H ̂
< C ^ r»-[l+.LogA.] f)w,|î-i,
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ce qui se majore par C\\u\\^ si s < - 2M, étant donné que

II^M-i ^ cfLog^llull.i.
\ b J

Pour estimer l'intégrale sur l'ensemble 1 + |Ç|2 ^ -!-,
i/

les procédés de minoration et de majoration doivent être
échangés selon que s est positif ou négatif.

Supposons par exemple s > 0. On a alors

^Li^>-i ̂  + ̂ e ̂ + isnm î2 ̂
> (l+sLog ly'| |^[l§-('l+£Log- ly5 f \Wd^

v / v / ÎÇÎ

et comme nous venons de dominer convenablement cette
dernière intégrale, on en conclut l'inégalité de gauche du
théorème 4.2, après une commutation facile.

Enfin, toujours pour s > 0,

.L,ç,>JL t1 + ̂ ë (1 + l^l2)]2^)!2 ̂

• î+içr^ ^i+içi.^^'
pour un N à choisir.

La première intégrale est dominée par

( l+NLog 1 ) 2 ' fWdx,
\ L / J

qui contribue en

1.

f2 (l+NLog^Yt-^^ fWdx,
i/o \ î / t J

expression de la formule voulue.
La deuxième intégrale s'écrit

/i.içî ji ̂  + ̂  (1 + ISI2))2'!^)2!^)!2 ̂ .
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Comme

v/TT^ ' Ô(1 + l'l)'i'^(1 + lçi)-f (1 + Içl)-i^
^ — ( I + I ^ A

cette intégrale est majorée par

C^M2^ < C^YLog1)!]^,
4 ' \ v / 2

et le théorème 4.2 est prouvé à condition de choisir N assez
grand.



CHAPITRE 5

Le cas des opérateurs à coefficients constants généraux.

Le théorème 5.1 montre comment, à l'aide des résultats du
chapitre 4, on peut passer d'inégalités L2 avec poids à des
théorèmes de régularité et d'existence dans les espaces HP.

Il se trouve que les inégalités L2 dont on a besoin pour
appliquer ce théorème sont exactement du type de celles qui
ont été prouvées par M. F. Trêves, soit dans le cas des opé-
rateurs à coefficients constants généraux (avec des fonctions p
« assez convexes »), soit dans le cas d'opérateurs du genre

P ( — )» dans des ouverts de C71 (avec des fonctions p pseudo-

convexes).

THÉORÈME 5.1. — Soient P(D) un opérateur différentiel à
coefficients constants sur R", s un nombre réel, û, un ouvert
de R71, et p une fonction C°° dans ii, à valeurs réelles,
satisfaisant la condition suivante :

pour tout multi-indice a et tout compact K de t2, il existe
des constantes positives C et T() telles que, pour toute fonction
ueS&K^) et tout T réel > TQ, on ait

Jexp [2Tp(^)]|PW(D)u|2 dx ^ ^ fexp [2Tp^)][P(D)u|2 dx.

Alors pour toute distribution v à support compact dans Q
satisfaisant P(D)^ e H^p(Q), et pour tout multi-indice a,

on a P^D^eH^;^^).
M. F. Trêves a prouvé (cf. (6), p. 158 et 190) que l'inégalité

exigée dans l'hypothèse du théorème 5.1 est valable pour tout
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opérateur P(D) à coefficients constants lorsque p est un
polynôme du second degré à partie principale définie positive,
ou bien la puissance $-ième d'un tel polynôme sans zéros réels,
pourvu que s soit supérieur ou égal à 1.

Remarquons que le théorème 5.1 est trivial pour n = 1,
puisqu'alors tout opérateur différentiel à coefficients constants
est elliptique; pour n ^ 2, il est la conséquence des lemmes
5.1 et 5.2 qui suivent.

LEMME 5.1. — Supposons les hypothèses du théorème 5.1
vérifiées, et soit K une partie compacte de 0. telle que Voscil-

1lation de p sur K soit strictement inférieure à —

Alors il existe une constante C telle que, pour tout muiti"
indice a et toute fonction ue 3)^(^)5 on ait

IIP^D)^]2 ^ < CIIPÇD)^,
V,s+ g

Posons en effet p(^) = k + ^(^)? où la constante k est
choisie de façon que X reste strictement comprise entre 0 et

/i
— — sur K. On a alors, compte tenu des résultats du cha-

pitre 4 :

II^ON^M = l|P(a)(D)Akul|^J^

^"2 / I \ 25+| a) rît ^
< Ci ( ( L o g — ) - ( r-^IP^D) [da^P^u^dx

J o \ t J t J
+ CJA'^D^II2^,

4

avec des constantes Ci et Cg bien choisies, A!" étant un
opérateur de convolution différant de ^ par un opérateur
régularisant, et la distribution définissant cet opérateur ayant
son support dans une boule centrée à l'origine de rayon assez
petit.

D'une part

IIA^^D)^!.!^!!?^^)^2 i^ C||P(D)ul[2 i_^Cl|P(D)ul |^
4' k 4 ' 4

7 1puisque k — — < p.
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D'autre part

/ t-^\PW{D) (<fo, * À^u))2 ̂

= f2* J" exp [̂ 2 Log A- p(a;)] |P(a)(D) (<fo, * ^Âu))2 Ac

< Q2" ̂ Log-^pyexp [2 Log -i p(a;)J |P(D)(^ * Â^))2 ̂

( 1 X-i^l r
= C Log -^-^ J r^)(P(D) (rfo, * Â^))2 dx

d'où

"^("N^M ^ ^^(D)^^ C|lP(D)u|l?,,

ce qui termine la preuve du lemme 5.1.

LEMME 5.2. — La conclusion du lemme 5.1 est valable sans
restriction sur V oscillation de p sur K.

Soit en effet (<pv)i<^N une famille finie de fonctions C°°
constituant une partition de l'unité sur un voisinage de K,
subordonnée à un recouvrement par des ouverts relativement
compacts dans chacun desquels l'oscillation de p soit moindre

1que ^-.

On a pour tout a

(|P<»)(D)u||^ < N S |lP(«)(D)(<p,u)||^

2^ C S HP(D)(<p,u)||2,,
V

cette dernière inégalité provenant du lemme 5.1.
Mais grâce à la formule de Leibniz

2 ||P(D)(9vu)||2^ ^ C S IIP^DM2,
^ a

En additionnant les inégalités ainsi obtenues pour toutes les
valeurs de a, on obtient

,? iip^wur ,_^^ ciiP(D)urp,+c s IIP^DN?,
la'^1 2 )a|^l

Mais comme la norme )H|p, est « compacte » par rapport aux
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normes [H |oj pour |a| ^ 1, on en déduit le lemme 5.2,
2

et par suite le théorème 5.1.
On sait que les hypothèses du théorème 5.1 sont réalisées

pour tout opérateur différentiel à coefficients constants P(D)
lorsque la fonction p est « fortement » convexe au sens que la

( îv2 \
matrice ——'— ) est partout définie positive (voir [6], p. 158,

Ô X j dV)( /

pour le cas où p est un polynôme du second degré, et [8], p. 85,
pour passer de là au cas général).

On déduit bien entendu de là, et du théorème 5.1, le corollaire
bien connu que pour tout ouvert 0. convexe on a

P(D)3)'(û) = a)'(ti)
(voir [6], p. 161, pour la construction de « suffisamment » de
fonctions fortement convexes dans û).

Dans [7] (voir p. 142), M. F. Trêves a prouvé le théorème

suivant : soit P( — ) un opérateur différentiel à coefficientsw
constants (ou même holomorphes), dans un ouvert ti de C"

(la notation P ( — ) signifie que P est un polynôme en les
\oz/

opérateurs —? les Zj étant les coordonnées complexesôz.
dans C"); soit p(z) une fonction strictement pseudo-convexe
dans îi : i.e. p(z) est à valeurs réelles et la matrice hermitienne

( '"\ 2 \

——t— ) est définie positive en tout point de Q.ôz,ô^/ r r

Alors, pour tout compact K c t2, il existe des constantes
positives C et T() telles que, pour tout T ^ T(), tout multi-
indice a, et toute fonction ue S)^^)? on ait

f ̂  p(a) (à) ̂ dx ̂ ^^few p (^)u!2 dx dy-
On en déduit le

THÉORÈME 5.2. — Soient P { — } un opérateur différentiel
W

d'ordre m à coefficients constants dans C", Q un ouvert de C71,
et p(z) une fonction strictement pseudo-convexe dans û.



RÉSOLUTION D'ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 127

Pour toute distribution ueê'(O), tout nombre réel s et

tout multi-indice a, la condition P(—]ueH'°^ entraîne

P^UeH^. w

w
La démonstration est identique à celle du théorème 5.1, à

l'exception du fait suivant : dans l'utilisation des partitions de
l'unité la formule de Leibniz prend la forme

Pf^ l (^ )= S ̂ -P^-W v icâo ^ ^a w
Par dualité, et en utilisant le fait que dans un domaine

d'holomorphie :

1) l'équation P( — ) u = f a une solution ue C°°(t2) pour
^ôz/

toute f e C°°(û);
2) toute fonction réelle bornée supérieurement sur tout

compact de Q. est majorée par une fonction strictement
pseudo-convexe dans t2,
on obtient le

THÉORÈME 5.3. — Supposons les hypothèses du théorème 5.2
vérifiées, et supposons de plus que îî soit un domaine dholo-
morphie.

Alors pour toute distribution /*€ H^^Q), (resp. 3)'(Q)),
_p^__"L

il existe une distribution g e H^/ 2 (Q) (resp. 3)'(t2)) telle

^ ^â)^-
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