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Ann. In st. Fourier, Grenoble
22,1 (1972), 89-210

FAMILLES RÉSOLVANTES GÉNÉRATEURS,
COGÉNÉRATEURS, POTENTIELS

par Francis HIRSCH

Introduction.

Ce travail a trouvé son origine dans la thèse de G. Lion [21].
Celui-ci a démontré le théorème suivant (améliorant certains résultats
du mémoire de G.A. Hunt [15]) :

Si X est un espace localement compact, dénombrable à l'infini
et si V est un opérateur positif de 9C (X, R), espace des fonctions
continues de X dans R et à support compact, dans 6° (X , R), espace
des fonctions continues de X dans R et tendant vers 0 à l'infini, les
propositions suivantes sont équivalentes :

i) V vérifie le principe du maximum positif faible, c'est-à-dire :

V/E3C(X , R) /sup V/(jQ > 0\ ̂  (3x GX : V/Qc) = sup Vf(y)
\yeX 1 y e X

et f(x) > 0)

ii) V vérifie le principe complet du maximum, c'est-à-dire :
V/et^E^(X)

(V/(;c) < Vg(x) + 1 pour tout x du support de /) =^ (V/< Vg + 1)
ou, ce qui est évidemment équivalent :

V/^3<:(X, R) (V/Oc) < 1 pour toutx tel que/(x) > 0) =» (V/< 1)

iii) II existe une famille résolvante sous-mark ovienne (R^)^o
[c'est-à-dire une famille d'endomorphismes positifs de < ° ° ( X , R )
vérifiant

À > 0 IIXRJK 1

V À , ^ > 0 R^ - R^ = ( J L I - X)R^RJ
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telle que :
V/^3<:(X,R) V/= lim R^f dans e°(X , R) .

\->o

Nous avons essayé d'obtenir un théorème analogue au théorème
précédent qui est fondamental en théorie du potentiel, en remplaçant
l'espace e°(X,R) par Ô°(X,C) et en n'exigeant aucune hypothèse
de positivité.

Ceci nous a amené à replacer le problème dans un cadre plus
général qui est celui des espaces de Banach et nous avons donc étudié
les familles résolvantes (ou pseudo-résolvantes) dans les espaces de
Banach. Nous avons trouvé, dans ce cadre abstrait, des énoncés de
"principes" rappelant ceux du théorème de Hunt-Lion. Les mé-
thodes employées permettent, même dans le cas classique, d'obtenir
des démonstrations plus simples que celles qui étaient jusque là con-
nues. La propriété fondamentale mise en évidence est la propriété
d'opérateur codissipatif qui est très liée à la notion d'opérateur dissi-
patif introduite par R.S. Phillips [25] dans le cas des espaces de
Hilbert, puis par G. Lumer et R.S. Phillips [22] dans le cas des espaces
de Banach. En généralisant encore un peu le cadre, nous montrons,
dans les premiers chapitres, que le point de vue des familles résolvantes
permet de bien montrer les relations, et pour certaines questions la
complète similitude, entre les noyaux généralisant les "noyaux po-
tentiels" et ceux qui généralisent les générateurs infinitésimaux de
semi-groupes.

Dans les chapitres I, II et III nous faisons une étude détaillée des
familles résolvantes et des "limites" que l'on peut leur associer en 0
et à l'infini. Ces limites, appelées cogénérateur et générateur, englobent
le cas des "noyaux potentiels" et des générateurs infinitésimaux de
semi-groupes.

Au chapitre IV, nous donnons les expressions, sous forme de
"principes du maximum" abstraits, des notions de dissipativité et de
codissipativité.

Au chapitre V, nous donnons plusieurs extensions du théorème
de Hunt-Lion rappelé au début de cette introduction. Ces extensions
comprennent le cas des espaces de Hilbert et le cas des espaces <°°,
dans le cadre de la "contraction", sans hypothèse de positivité.

Mais nous traitons aussi le cas de certains noyaux V de (°° (X , R),
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pour certains espaces X, noyaux qui sont non positifs, de domaine
dense ne contenant pas 3^ (X , R) et qui sont limite (au sens de iii))
d'une famille résolvante sous-mark ovienne. Cette dernière extension
englobe le cas du noyau logarithmique dans le plan (on sait que ce
noyau est lié au mouvement brownien dans le plan). Nous terminons
ce chapitre par un exemple prouvant la "nécessité" des hypothèses
faites dans ces diverses extensions.

Aux chapitres VI et VII, nous nous intéressons plus particuliè-
rement à deux principes du maximum plus faibles que la codissipa-
tivité. Une étude détaillée est faite dans le cas de certains noyaux de
convolution en utilisant une technique de balayage.

Enfin, au chapitre VIII, nous donnons quelques résultats sur les
fonctions qui opèrent sur les potentiels abstraits (au sens de K. Yosida
[29]). Nous étendons notamment un théorème de M. Ito [16], en dé-
montrant que si V est un potentiel abstrait et si jn est une mesure po-
sitive non nulle sur [0 , 1] ,

f^d^a)

peut être défini comme un potentiel abstrait.
Je tiens, au terme de cette introduction, à exprimer ma très pro-

fonde reconnaissance à Monsieur J. Deny qui m'a donné, par ses
cours exemplaires sur la Théorie du Potentiel, le goût de travailler
dans ce domaine. Il n'a cessé, par ses conseils et ses encouragements,
de m'aider dans ma formation mathématique et dans mes recherches,
et le lecteur reconnaîtra certainement, dans le texte qui suit, beaucoup
d'idées inspirées par ses travaux.

Je remercie aussi Monsieur J.L. Lions qui a bien voulu s'intéresser
à ce travail et lui reconnaître la qualité de thèse.

Je profite également de l'occasion qui m'est ici donnée d'exprimer
à Monsieur G. Choquet ma grande admiration et de le remercier d'avoir
bien voulu me proposer un second sujet de thèse.

Je remercie enfin tous mes collègues et amis qui, au sein de divers
séminaires et groupes de travail, m'ont aidé de leurs suggestions et ont
su créer une ambiance propice à la recherche. Mais il serait malhonnête
de terminer cette introduction sans dire tout ce que je dois à ma femme
et combien sa présence auprès de moi pendant ces années de recherche
m'a été précieuse.
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CHAPITRE 1

4- ET L^- FAMILLES RESOLVANTES

1. Notations.

Nous donnons ici les notations qui seront adoptées dans ce cha-
pitre ainsi que dans tous les chapitres suivants :

E désignera un espace de Banach sur le corps A où A est le
corps R ou le corps C, V un opérateur linéaire, en général non partout
défini, de E, D désignant le domaine de V. Ces divers éléments pour-
ront être particularisés dans telle ou telle question.

L(E) désigne l'ensemble des endomorphismes de E et 1 l'opérateur
identité. Dans E, les notations 5-lim et w-lim désignent respectivement
la limite forte (i.e. au sens de la norme) et la limite faible.

Soit J un ensemble et ^ un filtre sur J. Soit (R-)-ç j une famille
d'éléments de L(E). On note alors s-lïm R, (resp. w-lim R.) l'opérateur

9 j 9 '
dont le domaine est {x G E ; s-\im R. x existe} (resp. {x G E ; w-lim R. x

existe}) et qui est défini, pour x appartenant à ce domaine, par

5-lim R, x (resp. w-lim R, x) .
9 / 9 J

On désignera par E* le dual topologique de E, par B* et S* respecti-
vement la boule unité et la sphère unité de E*. Si T est un opérateur
de domaine dense dans E, on notera T* son adjoint (ou transposé).

L'expression w*-lim désigne la limite étoile faible dans E*. Si
(Rp^j est une famille d'éléments de L(E*) et ^ un filtre sur J, on
note w*-lim R, l'opérateur de domaine{x* GE* : w*-lim R.JC* existe}

9 ' ç î

et défini, pour x appartenant à ce domaine, par w*-lim R.x*.
9 '

On note ê* l'ensemble des points extrémaux de B*. X désignera
toujours un espace localement compact. Q°(X,A) désignera
l'ensemble des fonctions continues sur X, à valeurs dans A, et
tendant vers 0 à l'infini dans le cas localement compact non compact.
3^(X, A) désigne le sous-espace de l'ensemble précédent formé des
fonctions à support compact.
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(°°(X), S^C+tX) désignent les sous-cônes formés des fonctions posi-
tives. 3T<^(X), OTc(X), ^(X), OÎ5?(X) désignent l'ensemble des me-
sures de Radon bornées, quelconques, bornées positives, positives sur
X. Pour x appartenant à X, on note 5^ la masse de Dirac eux. OTc^(X)
désigne l'ensemble des mesures bornées réelles sur X et WL^ÇX)
l'ensemble des mesures réelles sur X.

Pour ce qui est des espaces de distributions et des notions qui
leur sont liées, les notations sont celles de [26]. Enfin, la notation
Supp désigne le support (d'une fonction, d'une mesure ou d'une dis-
tribution).

2. Définitions.

1.2.1. Une famille résolvante est une famille (R^\>o d'éléments
de L(E) qui vérifie :

VX , yi > 0 R^ - R^ = (^ - X) R^ R^ .

Assez souvent, ce que nous appelons famille résolvante est aussi
désigné par divers auteurs par "pseudo-résolvante" (cf. par exemple
[28] p. 215).

1.2.2. Une famille résolvante (R^)^o sera dite une LQ- (resp. L^-)
famille résolvante si :

•y-lim ÀR^ = 0 (resp. s-\\m ÀR^ = I) .
\->U \->0t>

3. Propriétés.

1.3. L PROPOSITION. — Si (R^\>o e^ une famille résolvante, la
famille d'opérateurs

^'{^-{^)
est une famille résolvante.
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Si (R^)^>o e^ une LQ- (resp. L^-) famille résolvante, (S^)^o
est une L^- (resp. LQ-) famille résolvante.

Montrons que (S^)^o est une famille résolvante, ce qui découle
du simple calcul algébrique :

^-^O-^T-h)
t.-x>s,s, ,^-^),-^(^ R^ +^ ̂  -^Rp

Or: ^X^^ =———x(Rl "Rl)
^À X M ^ À V M X/

d'où le résultat.
La suite de la proposition est évidente.

Ceci montre que l'étude des L^-familles résolvantes et des L^-familles
résolvantes se ramènent Fune à l'autre.

1.3.2. PROPOSITION. - Soit (R^\>o une fami^e résolvante. Les
sous-espaces Im(R^), Ker(R^), Im(I - XR^), Ker(I - XR^) sont indé-
pendants de \ et l'application \ -> R^ est analytique sur R* .
(cf. par exemple [28] p. 215-216).

1.3.3. PROPOSITION. — Soit (R^\>o une famiHe résolvante. Pour
que ce soit une LQ- (resp. L^-) famille résolvante, il faut et il suffit que

w-lim XRi. = 0 (resp. vv-lim XR^ = I) .\->o \->w

Supposons que vv-lim XR^ = 0 (resp. w-iïm XR^ = I). Alors,
\->0 Â-^oo

d'après le théorème de Banach-Steinhaus,

lim sup II XR^ I I < °° (resp. lim sup || XR^ || < o°)
\->o x->oo

et il suffit alors d'appliquer les résultats de [28] p. 216-217.

1.3.4. PROPOSITION. - Soit (R^\>o une /ûmf//(? résolvante. Les
propositions suivantes sont équivalentes :
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i) (R^\>o ̂  i^^ L^-famille résolvante ;
ii) {x G E ; 5'-lim R^x existe} est dense dans E et

\->o

lim sup I I XR^ I I < oo ;
\->o

iii) {x CE ; vv-lim R^x existe} est dense dans E et
\->o

lim sup I I XR^ I I < oo .
A.->0

Prouvons d'abord r implication i) => ii).
L'hypothèse i) entraîne que Im(I - XR^) est dense dans E. Or si x
appartient à E,

R^ - ̂ R^) = .—— (XR^x - ̂ x) .

Donc 5-lim R^(x — /iR^x) existe et vaut R^x .
À~^ 0

ii) est donc démontré.
L'implication ii) =» iii) est évidente.
Enfin, si iii) est vérifiée, on a, en utilisant un argument classique :

V J C G E w-lim \R.x = 0 .
\-^o x

II suffit alors d'appliquer 1.3.3.

1.3.5. PROPOSITION. — Soit (R^\ >o une famille résolvante. Les
propositions suivantes sont équivalentes :

i) (R^)^>o est une ^o^-famille résolvante ;
i i ) { ^ G E ; 5-lim \(\R^x — x) existe} est dense dans E et\->c»

lim sup I I XR^ I I < oo ;
\-»00

i i i ){ jcGE ; vv-lim \(\R^x — x) existe} est dense dans Eet
\->oo

lim sup I I XR^ II < oo.,
\—>00

Ceci est une conséquence immédiate de 1.3.1 et 1.3.4.
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CHAPITRE II

GENERATEURS ET COGENERATEURS

1. Définitions.

11.1.1. L'opérateur V sera dit cogénérateur (resp. cogénérateur
faible) si il existe une L^-famille résolvante (R^>o telle ^ue

V = s-lim R^ (resp. V = w-lim RJ .
\->o \-»o

II.l.Z L'opérateur V sera dit générateur (resp. générateur faible)
si il existe une L^-famille résolvante (R^>o te^ ̂  •'

V = s-lim \(\R^ - I) [resp. V = w-lim X(XR^ - I)] .
Â.—>00 \—>00

II résulte aussitôt de ces définitions et de la proposition 1.3.1, la pro-
position suivante :

11.1.3. PROPOSITION. — Pour que V soit un cogénérateur, il faut
et il suffit que — V soit un générateur.

2. Caractérisation des cogénérateurs et des générateurs.

11.2.1. THEOREME. — Pour que V soit un cogénérateur (resp. un
générateur), il faut et il suffit que

1) D == E.
2) p(V) D R* (resp. p(V) D R^) et V est fermé {où p(V) désigne

l'ensemble résolvant de V).
3) lim sup ||jLi(jLiI + V)~1 I I < oo

/A->oc

(resp. lim sup [[/^(jLiI - V)~1 || < 00 .^->oo

Si ces conditions sont réalisées, il existe une seule LQ- (resp. Loo-)
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famille résolvante (R^)^o admettant V pour cogénérateur (resp. géné-
rateur) et elle est donnée par :

R^ = V(I + XV)-1 [resp. R^ = (XI - V)-1]

(on pourra donc parler de la famille résolvante coengendrée ou en-
gendrée).

Montrons d'abord que la condition est nécessaire. En vertu de la
proposition 11.1.3, il suffit d'envisager le cas où V est cogénérateur
d'une LQ -famille résolvante (R^\^o • Alors d'après 1.3.4, 1) est réalisé.
On a vu d'autre part, dans la démonstration de cette proposition 1.3.4,
que :

Im(I - XR^) C D et V(I - XR^) = R^ .
On a donc

(I 4- XV) (I - XR^) = 1 sur E .

D'autre part on a l'équation résolvante :

Vx E E R^x - R^x = (il - X) R^ R^x .

Si x appartient à D, en faisant tendre JLI vers 0, on obtient

R^x - Vx =- XR^Vx .

Donc (I - XR^) (I + XV) = 1 sur D .

Finalement (I + XV)"1 existe et est borné et partout défini :

(I + XV)-1 = (I - XR^) .

On en déduit 2), 3) et que nécessairement

R^ = V(I + XV)-1 .

Soit maintenant (R^\>o une L^-famille résolvante et V le générateur
associé.

Soit S^ = — (l — — R ^ ) . Alors - V est le cogénérateur de S^,
X v X — /

A
donc

S^ =-V(1- XV)-1

et

•^[•^('-M1]'»1-^'-
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Montrons enfin que la condition est suffisante.
Soit V un opérateur de domaine dense tel que :

V X > 0 (XI - V)"1 est partout défini et borné et

lim sup ||X(XI - V)"1 I I <oo .
\-^oo

On pose alors R^ = (AI — V)"1, ce qui définit évidemment une famille
résolvante telle que

lim sup HXRJI <ûo (*) .
Â-^oo

Pour montrer que (R^\ >^ est une L^-famille résolvante de générateur
V on rappelle un raisonnement classique :

V x G D \R^x-x=R^Vx (îîîîiî) .

Donc, compte tenu de (*)

V x E D 5-lim \R^x = x .
\——>00

En tenant compte à nouveau de (;t;), on en déduit que (R^)^o es^
une L^-famille résolvante et, d'après C^) :

Vx E D lim \(\R^x - x) = Vx .
\—>-00

D'autre part, pour tout x de E on a

\(\R^x - x) = V(XR^x)

et V étant fermé, on voit que

j c E E et lim \(\R^x - x) existe =^ x G D
\->00

d'où le résultat.

11.2.2. THEOREME. - Soit (R^\>o une LQ- (resp. L^-) famille
résolvante. Alors le cogénérateur (resp. le générateur) coïncide avec le
cogénérateur faible (resp. le générateur faible).

Il suffit évidemment de démontrer le théorème dans l'un des deux
cas. Soit donc (R^\>o une Lo-famille résolvante, soit V le cogénérateur
et V de domaine D le cogénérateur faible. On a
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D C D et V 1 D = V ..

D'autre part, en passant à la limite faible dans F équation résolvante, on
obtient :

R^ - V = - XR^V sur D ,
et donc

(I - XR^) (I + XV) = 1 sur D .
Il en résulte que

D C I m ( I - XR^) = D ,
et donc

D = D .

11.2.3. PROPOSITION. - Soit (R^>o une ^Q- et ^-famille ré-
solvante et soit V le cogénérateur et A le générateur de cette famille.
Alors V et A sont injectifs et

V = - A-1

Compte tenu de 11.2.1, c'est démontré dans [29].

11.2.4. PROPOSITION. - Soit (R^\>o une ^o-famille résolvante et
soit V le cogénérateur associé. Alors :

V X > 0 R ^ ( D ) C D et Vx G D Vx - R^c = XR^Vx = XVR^JC .

Soit x appartenant à D, alors, d'après l'équation résolvante,

lorsque /i tend vers 0, R^R^x converge vers — (Vx - R^x). Donc
X

V X > 0 R^(D)CD et V x G D Vx - R^x = XVR^x .

On obtient facilement l'autre égalité par passage à la limite dans
l'équation résolvante.

11.2.5. PROPOSITION. - Soit (R^)^o une LQ- (resp. L^-) famille
résolvante. Soit V le cogénérateur (resp. le générateur) associé. Alors,
sont équivalents :

i) (R^>o est une LO°~ (.^sp. Lo-) famille résolvante.
ii) V est d'image dense et lim sup || XR^ || < o°

\->00

(resp. lim sup || XR^ || < oo).
\->o
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II suffit de démontrer le résultat dans le cas d'une LQ -famille ré-
solvante. Or, d'après la proposition 11.2.4, on a

V À > 0 R^(D) C Im V C Im R^ ,
et donc

I m V = I m R ^ .

Or il est bien connu que ImR^ = E et lim sup || XR^ |[ < oo équivaut
\->00

au fait que (R^\>o est une L^-famille résolvante.
La proposition suivante donne une caractérisation des familles

résolvantes de générateurs bornés.

11.2.6. PROPOSITION, - Soit (R^)^>o une L^- (resp. L^-) famille
résolvante et V le cogénérateur (resp. générateur) associé. Sont équi-
valents :

i) D = E
ii) V est borné sur D

iii) lim sup || R || < oo (resp. lim sup X || ÀR,, - 11| < oo)
\->o ^->oo

L'équivalence entre i) et ii) tient à ce que V est fermé et l'implication
i) =^ iii) est une conséquence du théorème de Banach-Steinhaus. Sup-
posons iii). Alors d'après l'équation résolvante :

3M>0 3 c > 0 VjcEE V X , ^ < £

I I R ^ - R ^R^x - R^x\\ < i À - ^ | M 2 \\x

et i) est par conséquent vérifié.

3. Dualité.

11.3.1. PROPOSITION. - Soit (R^>o une Lo- (^A Loo-) famille
résolvante sur E et V le cogénérateur (resp. le générateur) associé.
Alors

V* = w*-lim R^ [resp. V* = w*-lim À(ÀR* - I)] .
\->0 À.->00

Si E est réflexif, (R^\>o est une Lo- ̂ P' î-oo-) famille résolvante de
E* et V* en est le cogénérateur (resp. le générateur).
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La première partie de la proposition est énoncée dans [30] dans
le cas des familles L()- et L^- (simultanément).

Il suffit de considérer le cas de (R^\^o LO^™^ résolvante.
Notons W l'opérateur w*-lim R^ et A son domaine.

\—>o

V x * E E * R^JC* - ̂ x*) =—^—(XR^x*- JLIR^X*).

(^\)\>o étant une LQ-famille résolvante, il est clair que

w*-lim ÀR* == 0
\->o

Donc Im(I - fiR^) C A et (I + jnW) (I - ^R^) = I.
D'autre part, en passant à la w*-limite dans l'équation résolvante,

on a
(I - JLAR*) (I + jnW) = 1 sur A .

Donc
(I + ^W) = (I - juR^)-1 .

Mais d'après un théorème de Phillips (cf. [28] p. 224)

(I - ^R*)-1 = (I + ^V*) .
Donc

W = V*

La fin de la proposition découle immédiatement de 11.2.2. et 1.3.3.

11.3.2. Remarque. - On peut aussi démontrer, sous les hypo-
thèses précédentes, que le domaine de V*, est *-faiblement dense
dans E* et que son adhérence forte est

{ x * ; lim HXR^c* I I = 0} (resp.{;c* ; lim HXR^x* - x* \\ = 0})
\->0 \->00
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CHAPITRE III

FAMILLES RESOLVANTES BORNEES.
M-CODISSIPATIVITE ET M-DISSIPATIVITE

1. Définitions.

ffl.1.1. Une famille résolvante (R^\>o sera dite de type M si

V À > 0 IIXRJJ < M .

Une famille résolvante de type 1 est dite à contraction.

III. 1.2. Un opérateur V de domaine D sera dit M-codissipatif si

V X > 0, Vx E D M \\x + XVx || > || XVx [|

il sera dit M-dissipatif si

V À > 0, V - ^ G D M I I Â J C - Vx|| > ||\x|| .

Si M = 1, o^ dira simplement codissipatif ou dissipait f.

III. 1.3. Un opérateur V de domaine D sera dit p^écogénérateur
(resp. prégénérateur) si V est préfermé et si son plus petit prolongement
fermé est un cogénérateur (resp. un générateur). On dira aussi que V
précoengendre ou préengendre une famille résolvante.

2. Propriétés des opérateurs M-codissipatifs
et M-dissipatifs.

Nous commençons ce paragraphe par un certain nombre de re-
marques élémentaires.

III.2.1. Si V est M-codissipatif non nul ou si V est M-dissipatif
de domaine non réduit à {0}, alors nécessairement M > 1.

Démontrons le résultat par exemple pour M-codissipatif. Sup-
posons qu'il existe M < 1 tel que
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V x G D , V X > 0 M| |x + XV;c|| > ||XVx|| .
Alors

MI IXV^IK -—_- ||jc|| ,
1 - M

ceci étant vrai pour tout À > 0 et tout x appartenant à D, on a

ImV = { 0 } .

III. 2.2. a) Si V est M-codissipatif (resp. M-dissipatif), — V est
I + M-dissipatif (resp. 1 + M-codissipatif).

b) Si V est injectif et M-codissipatif (resp. M-dissipatif),
— V~1 est M-dissipatif (resp. M-codissipatifi

c) Si E est un espace de Hilbert et M > 1, V est M-
codissipatif si et seulement si — V est M-dissipatif.
a) et b) sont évidents. Démontrons c) :

(V est M-codissipatif) <» VX > 0, V x G D

À2 (M2 - 1) ||Vx ||2 + 2XM2 <%e(x , Vx) 4- M2 ||x||2 > 0 .

(- V est M-dissipatif) ^ V X > 0 , V j c G D

X2(M2 - l)||jc||2 + 2ÀM2^e(x,Vx) + M2 ||Vx||2 > 0 .

Il est clair alors, sur l'expression développée, que les deux propriétés
sont équivalentes.

III.2.3. Soit M > 1. Supposons V M-codissipatif (resp. M-dissi-
patif). Alors pour tous réels a et b> 0, aï + &V est M-codissipatif
(resp. b\ — al est M-dissipatif).

Il suffit évidemment de faire la démonstration pour a et b égaux
à 1. Supposons V M-codissipatif et soit x appartenant à D :

I I \x + XVx I I = —x— H (À + 1) x 4- ÀVx + Vx I I <
À 4- 1

^S^-1-^- I K X + l )x +\Vx\\ .
A. i 1

Or, M étant supérieur ou égal à 1, on obtient

I I \x 4- ÀVx I I < M I I (X 4- 1) x 4- XVx || .
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Supposons maintenant V M-dissipatif et soit x appartenant à D :

M | | ( X + l ) x - V x | | > ( À + l) | | jc| |>| |Àx|| .

111.2.4. Si V est M-codissipatif (resp. M-dissipatif), (I 4- XV)~1

[resp. (AI - V)-1] est dé-fini et borné sur Im(I + XV) [resp. Im(XI - V)]
/ M \

sa norme étant majorée par M + 1 [ resp. — j •
' À /

111.2.5. Soit(V.).çj une famille d'opérateurs de domaines (Dy),ej •
Soit Si un filtre sur 1. On suppose que V. converge indirectement suivant
Sî vers V, c'est-à-dire :

\fx E D 3(x,),,j G H D, : s-lim x, = x et s-lim V.jc, = Vx .
/ / C J fe3 / 9 / 9 j '

Alors si pour tout 7, V. e.̂  M-codissipatif (resp. U-dissipatif), il en est
de même de V.

111.2.6. PROPOSITION. — Soit M > 1 et (R^>o ^^ famille ré-
solvante. Sont équivalents :

i) (R^)^^o ^5r ^^^ famille résolvante de type M.
ii) Pour tout X > 0, R^ e^ U-codissipatif.

ni) Pour tout À > 0, (ÀR^ - I) ^r M-dissipatif.
La démonstration provient des identités suivantes découlant de
l'équation résolvante :

V X > 0 , V A i > 0 ^R^d + ̂ ) = ^R^ (*)

( I - ^ R x ^ ) ( I + ^ x ) = I (**)

(.±TI+(,^T7R<-^,,)«'•+•)•-^)=I• ̂
Supposons i) vérifié. Alors l lAiR^+^ || < M et

".^T^A^^ÏTi'^"^"-
Alors (*) montre que R^ est M-codissipatif et (***) montre que
(XR^ — I) est M-dissipatif.
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Supposons maintenant ii) vérifié. Alors (**) montre que 1 + juR^
est surjectif et en utilisant (*) on voit que

V À > 0 , V ^ > 0 H^R^IKM .

Alors, en faisant tendre À vers 0, on voit que F on a i).
Supposons que iii) soit vérifié. Alors, d'après (***) :

VX, .>0 11^,+^R^IKM.

En posant X = —°- et en faisant tendre JLI vers 0, on obtient
^

H X o R ^ I K M

et ceci pour tout \Q > 0. Donc i) est vérifié.
Le résultat précédent est à rapprocher du théorème III.b) de [21]

p. 406. Remarquons que si M < 1, i) ou ii) est réalisé si et seulement
si R^ = 0 pour tout À > 0, et iii) ne peut être réalisé (sauf si E = {0}).

La proposition suivante généralise une proposition de [22] et un
théorème de [31].

III.2.7. PROPOSITION. — Un opérateur V de domaine dense et
M-dissipatif (resp^ M-codissipatif) est préfermé et le plus petit prolon-
gement fermé est encore M-dissipatif (resp. M-codissipatif).

En vertu de III. 2.2. a) il suffit de démontrer la première partie
de la proposition dans le cas où V est M-dissipatif. Soit (x^\ç^ une
suite de D, telle que

5-lim x — 0n->»o

et 5-lim Vx» = c .n-»oo

Soit x un élément de D. Appliquons l'inégalité de définition à

uc^ + — x ) , on obtient :v A •

VM > 0 , VA > 0 M H À^ + x - Vx,, - - Vx II > II Àx« + x
À
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Donc V X > 0 Mllx-c-- Vx\\> \\x\\
À

et par conséquent Vx G D M ||jc - c\\> \\x ||. D étant dense, on a :

V x G E M ||x - c|| > 11x11

et en prenant x = c, on obtient c = 0.
(Remarque : le raisonnement s'applique si Im V C D).

Soit V le plus petit prolongement fermé de V. V est limite indi-
recte, pour n tendant vers l'infini de la suite (V^ç^ où

Vn V^ = V .

La fin de la proposition découle donc de III. 2.5.
Nous donnons enfin une proposition qui étend une partie d'un

théorème ergodique (cf. [20] p. 206).

III.2.8. PROPOSITION. - Soit V un opérateur M-codissipatif ou
M'dissipatif. Alors :

KerV r\ÏmV = {0}

et Ker V ® Im V est un espace fermé dans lequel la somme directe
est topologique.

D'après III. 2.2. a), il suffit de considérer le cas où V est M-
dissipatif. La démonstration découle du lemme suivant :

III. 2.9. LEMME. — Si V est un opérateur M-dissipatif on a :

V x G i m V , V ^ G K e r V M ||x 4- y \\ > \\y \\ .

Soit y un élément de Ker V et z un élément de D. En appliquant

la définition de la M-dissipativité au point z + — y on obtient :
À

M ||X2 + y - Vz | |> | |Xz +y\\

et en faisant tendre À vers 0 :

M\\y- Vz||> H ^ l l ( V ^ E K e r V , V z C D ) .

On en déduit le lemme.
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Supposons alors que x E Ker V H Im V, on a d'après le lemme :

M\\x-x\\>\\x\\

soit x = 0 .

Soit O,,)^N une suite de Ker V et (x^\^ une suite de Im V.
Supposons que (y^ -h x^) converge dans E vers un élément z. Alors,
d'après le lemme

I I ̂  - Yp H < M I I (x^ + y ^ ) - (Xp + y ^ ) I I .

Donc (Vn)n€^ est une sulte de Cauchy, donc y^ converge vers y ap-
partenant à Ker V et par conséquent x^ converge vers x appartenant
à 1 m V. Il en résulte que

z G Im V © Ker V
et cet espace est donc fermé.

Enfin, il est immédiat de vérifier, d'après le lemme, que les pro-
jections sont continues (ce qui découlerait, évidemment, aussi, du
théorème des isomorphismes).

III.2.10. COROLLAIRE — Tout opérateur M-codissipatif ou M-
dissipatif et d'image dense est injectif et l'application V -> — V~1 est
une bijection de l'ensemble des opérateurs M-codissipatifs de domaine
et d'image dense, sur l'ensemble des opérateurs M-dissipatifs de do-
maine et d'image dense.

3. Cogénérateurs et générateurs de familles résolvantes de type M.

Dans tout ce paragraphe, M désigne un nombre réel supérieur ou
égal à 1.

III.3.1. THEOREME. — Pour qu'un opérateur V soit cogénérateur
(resp. générateur) d'une LQ- (resp. L^-) famille résolvante de type M
il faut et il suffit que

1) D = E.
2) V est U-codissipatif (resp. U-dissipatif).
3) 3Xo > 0 Im(I + X^V) = E [resp. \m{\ï - V) = E] .
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La nécessité est évidente. 2) peut être démontré directement ou
est une conséquence de III. 2.5 et III. 2.6.

Montrons la réciproque : supposons que 1), 2) et 3) sont vérifiés.
Alors, d'après III.2.4 et 11.2.1, tout revient à démontrer que

VX > 0 Im(I + XV) = E [resp. Im(XI - V) = E] .

Soit J le plus grand intervalle de R^ contenant {\} tel que :

V X G J Im(I 4- X V ) = E [resp. Im(XI - V) == E] .

Posons, pour X appartenant à J

R^ = V(I + XV)-1 [resp. R^ = (XI - V)-1] .

On a, d'après 2), || XR^ || < M,

Soit S ^ = R ^ [ I + ( ^ - X ) R J - 1

ç . , ^ . . M- 1 M + 1ù^ est detmi pour p. E ] ——— X » ——— X [
M M

Pour de tels jn on a

(I - ̂ ) =(14- XV)-1 [I + (fi - X) RJ-!

(resp. S^ = (XI-V)-1 [I+(jLi-X)RJ-1).
Donc

Im(I - /iS^) = D (resp. Im S^ = D)
et

[I + (jn - X) RJ (I + XV) (I - JLIS^) = 1

(resp. [I + (^ - X) RJ (XI - V) S^ = I)
soit

(I + jiiV) (I - jLiS^) = 1 [resp. (^1 - V) S^ = I] ..
Donc

Im(I + jLiV) = E [resp. Im(AiI - V) = E] .

Ceci montre que si X appartient à J, ] ——— X , ——— X [ est inclus
M M

dans J.

Ceci entraîne évidemment que J = R^ .
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Remarques. - Les opérateurs qui vérifient 2) pour un certain M
et 3) pour tout \ sont appelés non négatifs par H. Komatsu [19].

. On n'utilise pas 1) pour démontrer que 2) et 3) impliquent :
V X > 0 Im(I -h XV) = E.

III. 3.2. COROLLAIRE. — Pour qu'un opérateur V soit précogéné-
rateur (resp. prégénérateur) d'une LQ- (resp. L^-) famille résolvante
de type M, il faut et il suffit que

1) D = E.
2) V est M-codissipatif (resp. U-dissipatif).
3) 3Xo > 0 Im(I + \\) = E (resp. \m(\\ - V) = E).

Il est clair que les conditions sont nécessaires.

D'autre part, 1) et 2) impliquent que V est préfermé et que le
plus petit prolongement fermé V de V est encore M-codissipatif (resp.

M-dissipatif) (cf. III.2.7). Donc — appartient à l'ensemble résolvant
0

de - V (resp. \ appartient à l'ensemble résolvant de V) d'après III.2.4.
et 3) ; V étant fermé, on en déduit que

Im(I 4- \\) = E [resp. Im(XoI + V) = E]

et il suffit alors d'appliquer III.3.1.

III. 3.3. COROLLAIRE. — On suppose que V est un opérateur M-
codissipatif (resp. M-dissipatif) tel qu'il existe a > 0 tel que

\^
® = { j c G ?\ ®(V") ; lim sup I I V ^ i r ^ a }

"-1 n->w
soit dense. Alors V précoengendre (resp. préengendre) une L^-Çres?.
Loo-) famille résolvante de type M.

Posons, pour x appartenant à Q) et À < — (resp. X > a)
a

R^ = § (- D^V^x (resp. R^ = § ^~n~l^nx) .
n=0 v ^0 /

Soit V le plus petit prolongement fermé de V, de domaine D. Alors

pour À < — (resp. X > a) on a
a



112 FRANCIS HIRSCH

R^(®)CD

et (I + XV) (I - XR^) = 1 sur 0) [resp. (XI - V) R^ = I sur CD].
Donc pour de tels X, Im(I + XV) D ̂  [resp. Im(XI - V) Dû)]

et donc, d'après la densité de <D,

Im(I + XV) = E [resp. Im(XI - V) = E] .

On applique alors III.3.1.

III. 3.4. COROLLAIRE. — On suppose que V est un opérateur M-
codissipatif(resp. U-dissipatif) et que D = E. Alors V est cogénérateur
(resp. générateur) d'une Lp- (resp. L^-) famille résolvante de type M.

Il suffit d'appliquer le corollaire précédent ou directement le
théorème III. 3.1 en remarquant qu'un opérateur M-codissipatif ou M-
dissipatif partout défini est borné (car il est fermé).

Nous donnons enfin une caractérisation des précogénérateurs et
des générateurs qui généralise un théorème de [30].

III. 3.5. THEOREME. — Soit V un opérateur de domaine dense.
Sont équivalents :

i) V précoengendre (resp. préengendre) une LQ- (resp. L^-) fa-
mille résolvante de type M.

ii) V et V* sont M-codissipatifs (resp. M-dissipatifs), (où les
notions de codissipativité et de dissipativité sont définies dans les
espaces de Banach E et E*).

Supposons i) — Soit V le plus petit prolongement fermé de V et
soit (R^\>o ^a f3!111!!6 résolvante coengendrée (resp. engendrée)

VX > 0 (I - XR^) = (I 4- XV)"1 [resp. R^ = (XI - V)-1] .

D'après le théorème de Phillips (cf. [28] p. 224)

(I + XV*)-1 = (I - XR*) [resp. R* = (XI - V*)-1] .

Donc XR^I + XV*) = XV* sur le domaine de V* [resp. XR*(XI - V*) = I
sur le domaine de V*]. Or ||XR* || = ||XR^ || < M. Donc V* est M-
codissipatif (resp. M-dissipatif) et V* étant égal à V*, ii) est démontré.

Supposons ii) — Alors d'après III.2.4, I + XV* est injectif (resp.
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XI — V* est injectif) et donc, d'après le théorème de Hahn-Banach,
1 + XV (resp. XI — V) est d'image dense, et on peut appliquer III. 3.2.

Suivant Yosida, nous donnons la définition suivante.

III. 3.6. DEFINITION — On dit que V est un potentiel abstrait si V
est cogénérateur d'une LQ- et L^- famille résolvante à contraction, et
que V est un prépotentiel si il est préfermé et que son plus petit pro-
longement fermé est un potentiel.

III.3.7. PROPOSITION. - L'application A -^ — A~1 réalise une bi-
jection de l'ensemble des générateurs infinitésimaux d'image dense de
semi-groupes fortement continus et à contraction, sur l'ensemble des
potentiels abstraits.

En effet, d'après la proposition 11.2.3 et le théorème de Hille-
Yosida, si V est un potentiel, V = — A~1 où A est un générateur infi-
nitésimal d'image dense de semi-groupe fortement continu et à con-
traction. Réciproquement si A est un tel générateur, d'après la pro-
position II.2.5>A engendre une LQ et L^-famille résolvante dont le
cogénérateur V, qui est un potentiel par définition, est — A~1 d'après
la proposition 11.2.3.

III. 3.8. THEOREME. — V est un potentiel (resp. prépotentiel) si
et seulement si il vérifie

1) D = E.
2) V est codissipatif.
3) Im V = E.
4) 3Xo > 0 : Im(I 4- X^V) = E (resp. Im(I + X^V) = E).
En effet, si V est un potentiel, il vérifie 1), 2) et 4) d'après le théo-

rème III.3.1 et il vérifie 3) d'après la proposition 11.2.5. La réciproque
est vraie en vertu des mêmes résultats. Le cas d'un prépotentiel s'en
déduit car si V est préfermé et V de domaine D le plus petit pro-
longement fermé :

D C D C D , I m V C I m V C I m V ,
Im(I + XV) C Im(I + XV) C Im(I + XV) .

Terminons par deux remarques :
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III. 3.9. Remarque. — Pour que V soit un cogénérateur (resp.
précogénérateur) d'une Lo-famille résolvante à contraction, il faut et
il suffit que pour tout a et b > 0, al 4- 6V soit un potentiel (resp.
prépotentiel).

Ceci est immédiat à partir, par exemple du théorème III.3.8 et de
la remarque III. 2.3.

III.3.10. Remarque. — On suppose que V est cogénérateur d'une
L^-famille résolvante à contraction (R^\>o • Alors l'opérateur V | ImV
(opérateur de l'espace de Banach Im V, de domaine D H Im V) est un
potentiel de l'espace de Banach Im V.

En effet, on a vu dans la démonstration de la proposition 11.2.5
que Im V == Im R^ .

Donc (R^>o induit sur I m V une LQ- et L^-famille résolvante
(R^\ ̂  o dont le cogénérateur est évidemment V | Im V.
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CHAPITRE IV

CODISSIPATIVITE, DISSIPATIVITE ET
PRINCIPES DU MAXIMUM

1. Principe complet du maximum et principe
du maximum positif (faible).

Dans ce paragraphe E == <°° (X , R) avec X localement compact.
Nous considérons des principes du maximum pour un noyau dont le
domaine n'est pas nécessairement 3C(X, R).

IV. 1.1. DEFINITIONS. — V est dit vérifier le principe complet du
maximum si :

(Pi) : V /G D (V/Oc) < 1 pour tout x tel que f(x) > 0) ^ (V/ < 1).

V est dit vérifier le principe du maximum positif faible si :

(P^) : V/G D (sî p V/(x) > 0) ̂  (3Xo G X : Vf(x^) = sup V/(x)

et f(x^) > 0).

V est dit vérifier le principe du maximum positif si :

(?3) : V/ED , VxGX(V/(;c) = supV/(jQ>0) ^ (/(x)>0).
y

IV. 1.2. THEOREME. — Les implications suivantes sont vraies :
(V vérifie (P^)) ^ (V vérifie (P^)).
(V vérifie ^3)) =^ (V vérifie (P^)).
En outre, si D est dense dans (°°(X , R) pour la topologie de la

convergence compacte, la première implication est une équivalence ;
si ImV est dense dans (^(X^), la deuxième implication est une
équivalence. Enfin, si (P^) est vérifié, V est codissipatif.

A quelques modifications de détail près, les démonstrations de
[21] sont encore valables. Démontrons simplement la dernière partie.
Supposons que V vérifie (P^). Soit / appartenant à D et X > 0. Il
existe c = ± 1 tel que
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IIV/H = supV(e/)(x) .
x

On suppose que ||V/|| est non nul (sinon l'égalité à démontrer est
triviale). Alors, d'après (P^), il existe x^ dans X tel que

IIV/11 =V(£/) (Xo) et £/(^)>0.
On a alors :

II XV/ II < XV(£/) (̂ ) + £/(^) < II XV/ + / II .

IV. 1.3. DEFINITION. - Une famille résolvante sur E, (R^>o» est

dite sous-markovienne si elle est à contraction et si

V À > 0 , V/GE (/>0) ^ (R^/>0) .

IV. 1.4. PROPOSITION. — On suppose que V est un précogénérateur
d'une famille résolvante (R^\>o . Alors sont équivalents

i) V vérifie le principe complet du maximum.

ii) La famille résolvante (R^\>o est sous-mark ovienne.
Supposons la propriété i) vérifiée. D'après le théorème IV. 1.2, V

est codissipatif, et donc la famille (R^\>o est à contraction. SoitV,
de domaine D le plus petit prolongement fermé. V vérifie le principe
du maximum positif faible : en effet, soit / appartenant à D tel que

sup V/(x) > 0 .
xeX

II existe une suite (f^\^o de D telle que :

lim /„ = / et lim V/^ = V/ .
M->oo M->oo

Pour n assez grand (n > n^) :

sup V/Jx)>0 .
x e X

II existe donc une suite O^),,^ de X telle que

V/^ (x,) = sup V/, (x) et /Jx,) > 0 .
X € X

On a alors :
lim V/^) = sup V/(x) > 0 .

"-^°° x e X
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Par conséquent x^ ne tend pas vers l'infini. Soit XQ une valeur
d'adhérence de la suite (x^\ ̂  , XQ appartenant à X. On a évidemment

V/(Xo) = sup V/(x) et /(x^) > 0 .
x e X

Ceci étant, soit / une fonction élément de <°°(X) et À > 0. Il existe g
appartenant à D tel que

/ = g + \Vg .
On a alors :

R X / - ^ .

Supposons qu'il existe x de X tel que

R^/ (x)<0 .
On a alors

supV(-g)(x)>0

et d'après le principe du maximum positif faible, il existe XQ tel que

g(x^ < 0 et V^(Xo) = - sup V(- g) (x) < 0 .
x

On a alors

soit
^o) + ̂ (^o) < °

/(^o) < 0
ce qui est contradictoire.

Ainsi :
R,/>0

et la famille (R^\>o es^ sous-markovienne.
Réciproquement, supposons ii). Alors, d'après G. Lion ([2l],

p. 406), pour tout À > 0, R^ vérifie le principe complet du maximum.
Il est clair, en faisant tendre À vers 0, que V vérifie le principe complet
du maximum.

2. Ensembles riches.

IV.2.1, DEFINITIONS. - Soit 2 un ensemble de S*.
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. 2 sera dit riche si 2 est fermé dans S* pour la topologie
^-faible, et si :

V x E E 3^eZ:<x,^> = ||x|| .

. 2 5^û AY relativement riche si son adhérence dans S* pour la
topologie -^-faible est riche.

IV. 2.2. Exemples :

a) L'ensemble 8* est relativement riche.
b) Soit [ , ] un semi-produit intérieur (cf. [22]), alors l'ensemble

{^py : x -^ [x , y] ; I I y I I = 1} constitue un ensemble relativement riche.
c) Si E = e°(X , C) [resp. e°(X , R)], alors l'ensemble {e10 5^ ;

0 G [0 , 27r] et x G X} (resp. {£0^ ; £ G {- 1 , 1} et x G X}) est riche.

d — S* est riche et c'est donc le plus grand ensemble riche.

IV.2.3. PROPOSITION. - Tout ensemble riche contient ê*. L'adhé-
rence de S* dans S* muni de la topologie ^-faible est donc le plus
petit ensemble riche.

D'après les propriétés connues des points extrémaux (cf. par
exemple [24]), il suffit de montrer que si 2 est un ensemble riche :

Vu G A , V x G E (\a + <x , </?>| < 1 pour tout ^ de S)

= ^ ( | a 4 - < x , ^ > | < l pour tout <p de B*) .

Posons a = \a\ e16. Il existe ^ appartenant à 2 tel que

<e-i6x , <^> = ||x|| .
On a donc :

\\a\eie + e16 <e-iex^>\ < 1

soit | a \ 4- I I x I I < 1 , ce qui démontre la propriété.

3. Principes du type "Principe du maximum positif (faible)".

IV. 3.1. PROPOSITION. - Soit 2 un ensemble riche. Alors sont
équivalents :

i) V est codissipatif (resp. dissipatif).
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ii) VxED , 3^eS : <\x^> = UVjcll et di,e<x^»0.

(resp. Vx G D , 3 <p G 2 : < ;c, (̂  > = || ;c || ^ <%e<Vx^><0) .

Remarques. — Cette proposition prouve que si la propriété ii)
est vraie pour un ensemble riche S, elle est vraie pour tout ensemble
riche. Kato dans [18] démontre l'implication ii) =^ i) dans le cas dis-
sipatif et pour S = S*. La démonstration suivante est une adaptation
de la démonstration de Kato.

Supposons V codissipatif. Alors, pour tout À > 0, il existe ̂  ap-
partenant à 2 tel que

I I x + ÀV;c I I = < x + XVx , ̂  > .
On a donc

I I X V x l l < ||;c + XVxll < < % e < x , ^ > -h H X V x l l .

Donc <%e <x , ̂  > > 0 pour tout À > 0 .

Soit un ultrafiltre convergeant sur R+ vers + oo. Suivant cet ultrafiltre
<^\ converge ^-faiblement vers <p et

1 1 ^ 1 1 < IJIVx II = <Vx,^> et <%e <x^>> 0 .

Si I I V.x I I ^= 0, ^ appartient à S* et donc à 2 et ii) est vérifié.
Si I I Vx I I = 0, ii) est automatiquement vérifié.

Supposons maintenant que Fon a ii). Soit x appartenant à D et
</? appartenant à 2' tel que F on ait ii). Alors

II x 4- XVx II > C%e < x + ÀVx , <p » II XVx || .

La démonstration dans le cas dissipatif est tout à fait semblable. Il
suffit de suivre la démonstration de Kato en prenant les formes linéaires
dans 2.

IV.3.2. COROLLAIRE. - On suppose que E =( 0 0 (X,C) . Alors
sont équivalents :

i) V est codissipatif (resp. dissipatif).
ii) V / E D 30G[0,27r] 3 x E X : e16 Vf(x) = ||V/|| et

(Fie e16 f(x) > 0
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(resp. V/GD 30E[0 ,27r ] 3 x G X : ̂ '0 f(x) = ||/|| ^

<%e e16 Vf(x) < 0) .

La propriété ii) pourrait s'appeler le Principe du maximum du module
faible.

1 V. 3.3. COROLLAIRE. - On suppose que E = ( ° ° ( X , R ) . Alors
sont équivalents :

i) V est codissipatif (resp. dissipatif).

ii) V / E D 3c(E{- 1 , 1} 3 xGX:£V/(;c) = ||V/|| et ef(x) > 0

(resp. V / E D 3£G{- 1 , 1} 3;cEX:£/(x) = ||/|| et E\f(x) < 0) .

La proposition suivante montre que tout opérateur codissipatif dans
(°° (X , R) se prolonge en un opérateur de même nature dans 0° (X , C).

IV.3.4. PROPOSITION. - On suppose que V, de domaine D, est
un opérateur de 6°(X, R). On note V l'opérateur de e°(X,C) de
domaine D + /D défini par

V(/+te) = V / + i\g .
Alors sont équivalents :

i) V est codissipatif (resp. dissipatif) dans <°°(X , C)
ii) V est codissipatif (resp. dissipatif) dans (°°(X , R).
Il est évident, sur la définition, que si V est codissipatif (resp.

dissipatif), il en est de même de V.
Supposons V codissipatif (resp. dissipatif)

I I V(/ + ig) I I = sup V(cos 0 f - sin 6 g) (x)
0,x

[resp. I l / -h ig I I = sup(cos Q f - sin Og) (x)].
6,x

II existe 6^ tel que

H V ( / + ^ ) | | = supV(cos0o/- sin 0^)00
x

[resp. ||/+ ig\\ = sup(cos@o/- sin0og)(x)].
X

II existe alors e appartenant à {- 1 , 1} et il existe XQ tel que :
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£V(cos0o/- sin0^)0co)= ||V(/+^)||

et £ (cos 0oA^o) - sm ^o^o)) > 0

(resp. £[cos OofÇx^ - sin OogÇx^)} = || / 4- ^ ||

et £V(cos Q^f - sin 6^g) (x^) < 0) .

On a donc £^00 V(/ + ig) (^) = II V(/ + ig) ||

et 0^^eiBQ{f^ig)(x^>0

(resp. s^'0^/ + ̂ ) Oco) = II (/ + ̂ ) II

et ^ec^Va+^Kjc^^O)

D'où le résultat annoncé.

IV.3.5. Remarque. — Si V est un potentiel abstrait, V vérifie :

V x E D , V(^ES* (^(V^:) = HVxl l ==> <%e<^(x)>0 .

En effet soit (R^)\>o ^a faï^He résolvante associée, soit x ap-
partenant à D et soit </? appartenant à S* :

Vjc - ÀR^Vx = R^x

Donc : (^(Vx) = [I Vx II ) =» (V À > 0 (%e < \R^x , (^ » 0) et
donc, en faisant tendre À vers Finfini

<%e < x , ^ » 0 .

Dans le même esprit, nous donnons la proposition suivante :

IV.3.6. PROPOSITION. — On suppose que E = (°°(X , A) ^ que V
^ d'image dense (resp. de domaine dense). Alors sont équivalents :

i) V est codissipatif (resp. dissipatif).
ii) V / G D , V x G X V/(x) = ||V/|| => <%e/(x)>0 .

(re .̂ V/G D , \/x E X /(x) = Il/Il =» (%e V/(x) < 0) .

(Notons que le principe ii) dans le cas dissipatif a été introduit par
J. Faraut dans [7] où F on trouve Fimplication ii) =^ i)).
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Etudions d'abord le cas codissipatif. Supposons donc V d'image
dense et codissipatif. Soit XQ tel que

V/(Xo)= HV/11 (/GD) .

Soit K un voisinage compact de XQ . Il existe g appartenant à D tel que

V^o) = 1 et I I Vg(x) I I < ̂  pour x G C K

(d'après la densité de Im V).
Alors, pour tout £ > 0, V(/+ eg) n'atteint son maximum en

module que sur K et il existe donc 0g et Xg dans K tel que

^V/Oce) + ee^VgÇxe) = H V/+ eVg ||

<%e e^ /(xg) + £ C%e e1^ g(x^) > 0 .

Soit (0K^K) une valeur d'adhérence dans [0 , 27r] x K de (0g , X g )
pour £ tendant vers 0 :

^VAx^ HV/II
et (Fiee^fÇx^X) .

On peut supposer ||V/|| ̂  0 (car, d'après III.2.8, si V/= 0, f= 0)
et on a donc

CRe-^^X)
V/(XK)

et en faisant tendre K vers{Xo}, on obtient (%e/(Xo) > 0.

Supposons maintenant V dissipatif et de domaine dense et soit /
appartenant à D et XQ appartenant à X tel que || /1| ̂  0 et /(x^) = || / || .
Soit K un voisinage compact de XQ , il existe g appartenant à 0 tel que

g(Xo) = 1 et H ^ l l c K < 7 9

(d'après la densité du domaine).
Pour tout £ > 0, / + eg n'atteint son maximum en module que

sur K. Il existe donc 0g et ;Ce dans K tel que

eleef(x^+eeieeg(x^= ||/+£^||
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<%e e1^ V/(Xe) + £ <%e é?106 V^Xe) < 0

et on poursuit le raisonnement comme précédemment.
La proposition précédente s'étend au cas des sous-algèbres de

(S°(X,A) avec X compact.

IV.3.7. PROPOSITION. — Soit X un compact et E une sous-algèbre
séparante, fermée, contenant les constantes, de (°°(X,A). Notons
§(E) la frontière de Choquet de E. On suppose V d'image dense (resp.
de domaine dense). Alors sont équivalents :

i) V est codissipatif (resp. dissipatif).

ii) V / E D , V ^ E Ô ( E ) V/(jc) = ||V/|| ^ C%e/(x) > 0

(r̂ p. V/ED, VJCEÔ(E) fÇx) = Il/Il ^ <Re V/(x) < 0) .

La démonstration est identique à la précédente compte tenu des pro-
priétés de la frontière de Choquet pour les algèbres de fonctions (cf.
par exemple [24]).

4. Principes du type "Principe complet du maximum".

IV. 4.1. THEOREME. — On suppose que D = E. Soit Z un ensemble
relativement riche. Alors sont équivalents :

i) V est codissipatif.
ii) Vx G D ((%e < Vx , ^ > < 1 pour ^ E 2 et

(Re < x , (^ » 0) => ( I I Vx I I < 1).

Remarque. — Ici encore, le théorème prouve que si ii) est vrai
pour un ensemble relativement riche 2, il est vrai pour tout ensemble
relativement riche.

Montrons d'abord que la condition est nécessaire :
Soit V un opérateur codissipatif de domaine D dense. Nous sup-

posons d'abord que 2 est un ensemble riche.
Soit x un élément de D et supposons que

<%e < Vjc, (R > < 1 pour <p E 2 et ffie < x , < / ? > > 0 .
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Supposons que || Vx || = a > 1.
Il existe alors </?o appartenant à. 2 tel que

< Vx, ̂  > = û .

Soit a; == {<^ Œ 2 ; â^e < x , (̂  » 0}

G/ = (̂  e 2 ;<%e<VJC,^»-û+-|•

II est clair que co H a/ = 0 .
Il existe un élément y appartenant à D tel que

II Y - V;c I I < a. (densité de D) .

Posons, pour X réel, y^ = x 4- \y. Alors :

<%e<V^,^»û-|X|||V^|| et

<%e<V^,^>>-^+- ,+|X| | |Vy| | pour ^eC^^'.

D'après la proposition IV. 3.1, il existe, pour tout À, un élément ̂  de
2 tel que

^^î^^- IIV^II et (%e<^,^»0 .

Pour | X | assez petit, on a nécessairement, d'après (*)

<^Gû/

et donc <%e < x , ̂  > < 0 .

Prenons X < 0 et assez petit en valeur absolue. Alors

C%e < x , <^ X 0

et Ûîe < x , <^ » — X (île < ̂  , ̂  > >

-x(<%e<Vx,^>-^)>-^.

On a donc une contradiction et ii) est démontré.
Supposons maintenant que £ est relativement riche. Soit E

l'adhérence *-faible de 2 dans S*. Supposons que x appartienne à D
et que
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C%e<Vjc ,^Xl pour ^ G 2 et <Re<x,^»0.

Soit alors </? appartenant à 2 et tel que

<%e <x , <p» 0 .

Alors il existe une famille (<A-),ej de S et un filtre ^ sur J tel que

^p = w* — lim < ,̂ .;» /

II existe donc un élément A de ^ tel que

V ; e A CRe < x , ̂  » 0 .

On a donc, par hypothèse

V 7 E A <%e < Vx , ̂  > < 1
et donc

<%e < Vx , (^ > < 1 .
Finalement on a

< % e < V x , ^ X l pour ^ ? E Ê et < % e < x , ^ » 0 ,

et Ê étant riche, on a || Vx || < 1 .

Supposons maintenant que ii) soit vérifié. Alors

VjcEDJIVxll = sup{<%e <Vx,<^> ; <^eS et <%e <x , ̂ ?» 0} .

Donc
VxEDJIVxll = sup {C%e<V^,<^> ; <^e B* et C%e <x, <p» 0} .

Il existe par conséquent, pour tout x de D, un élément <^ de B* tel que

Oî,e < Vx , </? > = I I Vx H

et <Ke < ;c, (^ » 0 .

Si Vx =^= 0, ceci montre qu'il existe </? élément de î>* tel que

<Vx^>= ||Vx||

et C%e < x , <^ » 0 .

Si Vx = 0, la propriété de codissipativité est évidente.

Remarques. - Dans la partie de la démonstration ii) =» i) l'hypo-
thèse D = E n'intervient pas.
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II suffirait, en fait, de supposer que ImV C D.

IV.4.2. COROLLAIRE. - On suppose que ImV = E. Soit Z un
ensemble relativement riche. Alors sont équivalents :

i) V est dissipa tif.
ii) V x G D (CRe <jc, <^> < 1 pour ^ G 2 et

(fie < Vx , (̂  > < 0) =» (II x II < 1 ) .

Supposons V dissipatif. Etant d'image dense, il est injectif d'après la
proposition III.2.8. Alors - V~1 vérifie les hypothèses du théorème
IV. 4.1 et est codissipatif. On déduit donc ii) en appliquant à - V~1

le théorème IV.4.1.

D'autre part l'implication ii) =^ i) peut se démontrer directement
comme en IV.4.1.

Les corollaires suivants sont énoncés dans le cas des opérateurs
codissipatifs, mais admettraient, de la même façon, des énoncés duaux
dans le cadre des opérateurs dissipatifs.

IV. 4.3. COROLLAIRE. — On suppose que D = E. Alors sont équi-
valents :

i) V est codissipatif.
ii) V x G D (<%e < V x , ^ > < 1 pour ^Gâ* et

<%e<x,^»0) => ||Vx|| < 1 .

IV. 4.4. CoROLLAlRE(1). - On suppose que D = E. Soit [ , ] un
semi-produit intérieur sur E. Alors sont équivalents :

i) V est codissipatif.
ii) V x G D (<%e[Vx,^] < 1 pour \\ y \\ = 1 et

( R s [ x ^ y ] > 0 ) ^ ( I IVxlK 1) .

(1) En terme de semi-produit intérieur, sans hypothèse sur D, on peut donner
aussi la caractérisation suivante :
Sont équivalents

i) V est codissipatif (resp. dissipatif)
ii) II existe un semi-produit intérieur [ , ] tel que

V x C D (f^e[x,Vx]>0 (resp. <%e[Vx,x] < 0) .
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IV. 4.5. COROLLAIRE. — On suppose que E = 6°(X , C) et que D
est dense dans E pour la topologie de la convergence compacte. Alors
sont équivalents :

i) V est codissipatif.
ii) V/G D (<%e e16 V/Qc) < 1 pour 6 , x tel que

Cf^ee16 fÇx)>0) => (||V/||< 1 ) .

La démonstration du théorème IV.4.1 montre en effet qu'il suffit
dans ce cas de supposer D dense pour la convergence compacte (il
suffit en effet, avec les notations de la démonstration de IV.4.1,
d'approcher la fonction Vx uniformément sur l'ouvert relativement

a 1
compact | Vx | > — + — ) •

IV. 4.6. COROLLAIRE. — On suppose que E == (°°(X , R) et que D
est dense dans E pour la topologie de la convergence compacte Alors
sont équivalents :

i) V est codissipatif.
ii) V /GD (V/(jc)<l pour x G { / > 0 } et

Vf(x)>- 1 pour xe{/<0}) ^ (IIV/11 < 1)

IV.4.7. Remarque. - Soit V un opérateur positif de e°(X , R),
de domaine 9C (X , R).

Si V vérifie le principe complet du maximum, il vérifie évidemment
ii) de IV.4.6 et il est donc codissipatif. Mais la réciproque est inexacte.
Pour le prouver, nous allons montrer qu'il existe des opérateurs po-
sitifs qui sont cogénérateurs d'une famille résolvante à contraction
non positive. Ces opérateurs sont donc codissipatifs positifs et ne
vérifient pas le principe complet du maximum

Exemple. — On prend pour X un espace à trois points. (°°(X , R)
s'identifie à R3 muni de la norme sup.

Soit V l'opérateur positif représenté par la matrice
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Alors V(I + ÀV)~1 existe et vaut :

A1 '—— ^i 4 \
Rl9X..3,,.3xJ 4 î1'""' 1H

o \

\ t^ -Ï t^———
-^ 1 - -^ 9.
2 + 2 4 i

On a bien, pour la norme choisie, || XR^ || < 1 pour À > 0 et R^ n'est
pas positive.

Nous donnons maintenant, deux corollaires du théorème IV.4.1
qui montrent que la codissipativité entraîne d'autres principes du
maximum qui seront étudiés plus en détail dans les chapitres suivants :

IV.4.8. COROLLAIRE. - On suppose que E = <°°(X , A) et que D
est dense dans E pour la topologie de la convergence compacte. Alors
si V est codissipatif, V vérifie le principe fort du maximum en module,
c9 est-à-dire :

V/G D (| V/(jc) | < 1 pour tout x de Supp /) ^ (| V/(.x) | < 1
pour tout x) .

En effet, si | V/(x) | < 1 pour tout x du support de /, on a à
fortiori :

Ûïe e16 V/Cx) < 1 pour (0 , x) tel que <%e e16 f(x) > 0 .

IV. 4.9. COROLLAIRE. - On suppose que E = ( °° (X ,R) et que
D = 9C (X , R). Alors si V est codissipatif, V vérifie le principe classique
du maximum, c'est-à-dire :

V/e9<^(X) (V/(x) < 1 pour tout x de Supp/) =» (V/Qc) < 1
pour tout x) .

Ceci est évident à partir de ii) de IV.4.6.
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5. Principes de balayage.

J. Deny a montré dans [5] que les différents principes du maxi-
mum en théorie du potentiel avaient des énoncés duaux en termes de
"balayage" de mesures.

Cette idée devait s'avérer féconde et avoir notamment des appli-
cations à l'analyse harmonique grâce, en particulier, à A. Beurling
(cf. [17]).

Les méthodes que nous employons diffèrent sensiblement des
méthodes utilisées dans [5]. Nous faisons entrer les différents principes
du balayage dans le cadre du balayage abstrait par rapport à un cône
de fonctions (cf. [23]). On peut ainsi démontrer les théorèmes de [5]
en se débarassant de l'hypothèse de positivité du noyau et de toute
hypothèse de continuité : il suffit d'employer la méthode que nous
employons ci-après pour le principe classique du maximum.

IV.5.1. THEOREME. - On suppose que E == (°°(X , R) et D = E.
Alors sont équivalents :

i) V est codissipatïf.
il) VF^ .F^ fermés, V^ŒJîl^(X) 3^G01Z^(X) tel que

1) Ml <11^11 .
2) Supp ^+ C Fi , Supp v~ C F^ .
3) V/GD

(Supp /+ C Fi et Supp /- C F^) ^

(fvf(x) dii{x) <f Vf(x) dp(x)) .

Supposons que V soit codissipatif. Soient F^ et F^ des fermés et
soit IJL une mesure réelle bornée sur X.

Posons X = X x {- 1 , 1} et F = (Fi x {1}) U (F^ x {- 1}).
Pour / appartenant à D, on note eV/ la fonction sur X définie

par : (x , s) ^ £V/M .
On pose H=(° ° (F ,R) . Pour ^ appartenant à H, on note

p0p) = inf{û H ^ I I - / V/(x) dfi(x) ; a G R^ , /G D ,

û - V / ( x ) > ^ ( x , l )
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sur F^ , a + V/(x)><^(^, -1) sur F^ , Supp /+ C F^ , Supp /- C F^ } .

D'après IV.4.6 on voit facilement que

PW>- Ml llMll

donc pour tout <p, ^(<p) appartient à R et

(^ -> ^(<^)

est une forme positivement sous linéaire sur H.
D'après le théorème de Hahn-Banach, il existe une forme li-

néaire N sur H majorée par p.

Or (<^< 0) ==> (pW < 0) .

Donc N se représente par une mesure 7 positive et oornée sur F. Il
existe donc deux mesures bornées positives v^ et v^ sur X avec
Supp ^i c F^ , Supp v^ C F^ et

V < ^ G H p W > f ^ ( x , \)dv,(x) + f ^ ( x , - l)d^(x) .

Soit / appartenant à D et a > U. Supposons que

Supp /+ C Fi et Supp /" C F^ .
Alors

û l l j L i l l - f\fd^> f^ (x , l)d^(x) +/<^( jc , - l)rf^(x)

pour toute fonction </? de H telle que

a — V/> </?(x , 1) sur F^

et û + V / > ^ ( x , - l ) sur F^ .

On en déduit que :

a II JLI H - / V/ ûf/x > û( / dv^ (x) + / dp^ (x))

- f Vf(x)(dv,(x) - d^(x)) .

Posons v = v^ - v^ .
On a Supp ^+ C Supp v^ C F^

Supp ^~ C Supp î/2 C F^
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IMj </û^i +^rf^ < IJJLl

et pour toute fonction / de D telle que Supp /+ C F^ et Supp /" C F^
on a :

/ V/Oc) â^(x) < f V/(x) dv(x) .

Réciproquement, supposons ii) vérifié. Soit / appartenant à D et sup-
posons que

V/(x)<l pour x E { / > 0} et Vf(x)^- 1 pour j c e{ /< 0} .

Soit XQ quelconque appartenant à X. Appliquons ii) avec F, = { / > 0},
F ^ = = { / < 0 } e t j L i = e5^ (£ = ± 1). Soit v la mesure associée, on a :

&V/(Xo) < f\f(y) d^ (y) < / dv^ (y) + / dv-^ (y) < 1 .

Donc |V/(Xo)|< 1 .

IV.5.2. COROLLAIRE. — On suppose que E = 6°(X, R) et que
D =30 (X , R). Alors sont équivalents

i) V est codissipatif.
ii) V est un opérateur continu de9C (X , R) (muni de sa topologie

habituelle de limite inductive) dans <S°(X,R) et son adjoint V*
(opérateur de îW^(X) dans ^(X)) vérifie :

Vo;i et 0:2 ouverts, VjLieOTc^(X) 3v^^(X) tel que

1) IMI < 1 1 ^ 1 1 .
2) Supp ^+ C o3\ et Supp î/~ C c3^ .

3) V*^i|û;^ <V*ï/|o;i ^ V^l^ >V*ï/|c^ .

Supposons V codissipatif. Alors d'après le théorème du graphe
fermé et la proposition III. 2.7, V est continu de 3C (X , R) dans
6°(X,R). Appliquons ii) de IV.5.1 aux fermés o5^ et ù3^ et à une
mesure ^ de 3U^(X). On obtient une mesure v de CU^X) vérifiant 1)
et 2). Soit/une fonction de3C+(X) avec Supp/C a?, . Alors, d'après
IV.5.1 ii) 3)

/ V/(;c) d^i(x) < / V/(x) dv(x)
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soit ff(x) ûfV*^Oc) < f fW d\*v(x) .

On a donc V*^i|cj^ <V*î/ |o^

et de même V* jn | c^ > V* î /1 o;^ .

Supposons réciproquement que ii) soit vérifié, alors on obtient i)
en raisonnant comme dans IV.5.1, c'est-à-dire en "balayant" £ô^ sur
les ouverts { / > 0} et { / < 0} .

Remarque. — Le corollaire précédent est vrai aussi (avec des
adaptations évidentes) si D =e°(X, R).

IV.5,3. THEOREME. - On suppose que E = Q°(X , C). Alors sont
équivalents :

i) V vérifie le principe du maximum fort en module.
ii) VF fermé, V/xEJîc^X) 3î/EOT^(X) tel que

1) IMKIMI .
2) Supp v C F.

3) V/ED(Supp/CF) =>(/ Vf(x)dn(x)==fvf(x)dv(x)).

Supposons que i) soit réalisé. Soit F un fermé de X et soit jn une
mesure. Notons Ep = { / E D ; Supp /C F} .

Considérons l'application de V(Ep) |F dans C, définie par :

V/|F -> /V/(Jc)rfjLi(;c).

i) implique que si V/(x) est nul pour x appartenant à Supp /, V/ est
identiquement nul. Donc l'application précédente est bien définie et,
toujours d'après i)

| fv/(x) d^(x) | < \\}JL H sup | V/(x) | .
J x e F

Donc, d'après le théorème de Hahn-Banach, cette application se pro-
longe en une forme linéaire continue sur (?°(F , C) de norme infé-
rieure ou égale à || jn |[ .

Il existe donc une mesure bornée v vérifiant ii).
Réciproquement, supposons ii). Soit / un élément de D vérifiant :
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1 V/(x) | < 1 pour x G Supp / .

Soit XQ quelconque appartenant à X. Appliquons ii) avec F = Supp /
et JLI = 5 y .11 existe v avec-o

I I v I I < 1 , Supp v C F et V/(Xo) = f Vf(x) dv(x) .

On a donc | V/Oc^) | < 1 .

Remarque. — On a évidemment le même théorème en remplaçant
C par R et en ne considérant que des mesures réelles.

1 V. 5.4. THEOREME. - On suppose que E = Ô°(X , R) et que
D =^ ÎC(X , R). Alors sont équivalents :

i) V vérifie le principe classique du maximum.
ii) VF fermé, V^eOT^(X) 3^eo^(X) telle que :
1) Supp vC F.

2) f dv < f d[t.

3) V/E3<^(X)(Supp/CF) =>(/V/(X)^(JC)</V/M

dv(x^ .
(ce théorème étend un théorème de [5]).

Supposons i). Soit F un fermé de X et soit JLI une mesure positive
bornée. Notons

Cp = {a - Vf ; a E R^ , /G 9<^(X) , Supp / C F} ,

et posons H = e°(F , R).
Pour tout {p appartenant à H, on note :

p ( ^ p ) = inf {j g dp. ; g G Cp et g > ̂  sur F} .

D'après i), p est une forme positivement sous-linéaire finie sur H.
(En effet, si a — Vf est supérieur ou égal à </? sur F, / appartenant à
9<:+(X), Supp/C F et a > 0, on a \f<a + ||^|| sur F, donc sur le
support de /, et par conséquent partout. Il en résulte que

PW>- Ml f d^i) .
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D'autre part : (/? G H et <^ < 0 ^ p(^) < 0.
Il existe donc, d'après le théorème de Hahn-Banach, une forme linéaire
positive sur H, majorée par p. Cette forme linéaire se représente par
une mesure positive bornée v portée par F. On a

VgEC,, f g d v < f g d ^ .

(En effet, si g appartient à Cp, alors

g = a - Vf et

j g dv = sup { j ^ dv ; (p G H et ^ < g sur F }

< sup {p (<^) ; (R G H et </? < g sur F }

</^).

Il est clair alors que v vérifie 1), 2) et 3).
Réciproquement, supposons ii). Soit/appartenant à9<^(X) et

supposons que
Vf(x) < 1 pour tout x de Supp / .

Soit alors XQ un point quelconque de X. "Balayons" ô^ sur Supp /.
Soit v la mesure balayée, on a

V/(Xo) < / Vf (y) dv(y) < / dv < 1

et le résultat est donc démontré.

IV.5.5. THEOREME. - On suppose que E = e°(X, R). Alors sont
équivalents

i) V vérifie le principe complet du maximum.
ii) VF fermé, VjLiG^Tc^X) 3ï/eor^(X) telle que :
1) Supp i /CF.

2 ) f d y < f d ^ .

3) V/E D (Supp /+ C F) => ( /V/(;c) d^(x)

< fvf(x)dv(x)) .



FAMILLES RESOLVANTES GENERATEURS, COGENERATEURS, POTENTIELS 135

Ce théorème qui étend aussi un théorème de [5], se démontre avec
des méthodes tout à fait analogues aux précédentes. Nous esquissons
simplement la démonstration :

Supposons que i) soit vérifié. Alors on note

G? = {a - Vf ; a E R^ , /G D et Supp /+ C F}

et H = Ô ° ( F , R ) .

Pour <p appartenant à H on note

p((^?) = m î { j g d f J i ; g^Cy et g > ^ p sur F} .

On poursuit ensuite la démonstration comme précédemment.
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CHAPITRE V

CODISSIPATIVITE ET FAMILLES RESOLVANTES

Dans ce chapitre, nous posons le problème suivant :
Si V est codissipatif et de domaine D dense, existe-t-il une famille ré-
solvante (R^>o a contraction telle que :

V x E D 5-lim R.x = Vx .
\->o À

(La condition de codissipativité est évidemment nécessaire d'après la
remarque III. 2.5 et la proposition III. 2.6).

Nous allons montrer que le problème admet une réponse positive
si l'on impose des conditions supplémentaires à l'espace E et au do-
maine D, mais qu'en général, sans condition supplémentaire, le pro-
blème a une réponse négative.

1. Cas des espaces de Hilbert

V.l.l. THEOREME. — On suppose que E est un espace de Hilbert
et que D = E. Alors sont équivalents :

i) V est codissipatif.
li) I I existe une famille résolvante à contraction (R^>o ̂ ll6^6

V x G D Vx = lim R^x .
À-» 0

Supposons que V soit codissipatif. L'ensemble des opérateurs
codissipatifs ordonné par la relation de prolongement est évidemment
inductif et, d'après le théorème de Zorn, il existe un opérateur codis-
sipatif V prolongeant V et maximal parmi les opérateurs codissipatifs.
— V est alors dissipatif maximal (d'après III.2.2.c.). Alors, d'après un
théorème de R.S. Phillips [25], - V est un générateur infinitésimal. Il
en résulte que

V X > 0 Im(I + XV) = E
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et d'après le théorème III. 3.1 , V coengendre une LQ -famille résol-
vante (R^>o qui vérifie ii).

2. Cas des espaces <°°.

V.2.1. THEOREME. - On suppose que E = e ° ( X , A ) et que
D 33C(X, A). Alors sont équivalents :

i) V est codissipatif.
ii) V précoengendre une LQ-famille résolvante à contraction

(^\)\>o •
Si ces propriétés sont vérifiées, (R^\;>o e^ l'unique famille

résolvante vérifiant

V/^D , V X > 0 V/-R^/==XR^V/.

Supposons que V soit codissipatif. Pour démontrer ii) il faut
démontrer, d'après le corollaire III. 3.2, que

VA > 0 Im(I 4- XV) == E .

a) Soit (p appartenant àîî€+(X). Alors l'opérateur

V ^ : / E E -> V(^/)eE

est un opérateur codissipatif partout défini :
En effet, nous allons utiliser le corollaire IV. 4.5 : Soit / appar-

tenant à E et supposons que

<Ke e16 V^/(x) < 1 pour (0 , x) tel que (Ke e16 f(x) > 0 .

V ( 0 , x ) ((3i,eeie^x)f(x)> 0) =^ (ffle e16 f(x) > 0) .

Donc on a, à fortiori :

<%e e16 V((^/) (x) < 1 pour (0 , x) tel que <%e e16 (^/) (x) > 0

et par conséquent, V étant codissipatif, on a

IV^/IKl .

b) II en résulte que :
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VX > 0 , V^e9<;^(X) Im(I 4- XV^) = E .

Il suffit en effet d'appliquer le corollaire III. 3.4.
c) Nous allons montrer que, pour tout X > 0, Im(I + XV) est

dense en utilisant le théorème de Hahn-Banach.
Supposons que p. soit une mesure bornée sur X vérifiant :

V/e3<:(X,A) </+ XV/,JLI> = 0 .

Soit / une fonction de E. A toute fonction </? de 3C+(X) on associe
la fonction / appartenant à E telle que :

/ = 4 + X V ^

ce qui est possible d'après b) :

/ = ( ! - ^ ) ^ + ( I + X V ) ( ^ ) .
On a donc :

V^E^(X) < / , ^ > = < ( 1 -</?)/^> .

Remarquons d'autre part que, d'après la codissipativité de V on a

11^ I I < 2 H / H .

On a donc, pour toute fonction </? de 3C + telle que ^ < 1 :

|</, Ai > 1 < 2 11/H /(l - ^ ) ( x ) d \ p \ ( x ) .

On en déduit que </, JLI > = 0 et, ceci étant vrai pour toute fonction
/dee° (X,A) , n=0.

d) Montrons maintenant la propriété d'unicité :
II est clair en passant à la limite dans l'équation résolvante que si
(^\)x>o es^ ^a fa™^ résolvante précoengendrée par V on a :

V / E D , V X > 0 V/ -R^ /=XR^/ (*)

ce qui s'écrit : V/G D, V X > 0 (I - XR^) (/ + XV/) == / .
On voit donc que (*) définit parfaitement R^ sur Im(I + XV) et

d'après la densité de cet ensemble il n'existe qu'une famille résolvante
vérifiant (*).

Remarques. — Naturellement la démonstration de l'unicité faite
ci-dessus est valable dans un cas tout à fait général.
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Le théorème ci-dessus est une extension du théorème de Hunt-
Lion ([21] p. 403). Il permet en outre de démontrer ce théorème
sans hypothèse de dénombrabilité.

Nous allons donner maintenant une autre extension du théorème
de Hunt-Lion, où l'hypothèse (D D3K;(X, A)) du théorème précédent
est remplacée par des hypothèses d'invariance par translations.

V.2.2. THEOREME. — On suppose que X est un groupe abélien
localement compact (dont la loi est notée +) et que E = Q°(X, R).
On suppose que D = E, que D est invariant par les translations et que
l'opérateur V de domaine D est aussi invariant par les translations.
Sont alors équivalents :

i) V est codissipatif et Im V = E.
ii) V est un prépotentiel.

L'implication (ii) =^ i)) est évidente.
Supposons alors i). Soit v un voisinage compact arbitraire de 0.

"Balayons" au sens du théorème IV.5.1 la masse de Dirac à l'origine,
ô, sur les fermés

F, = C ?
F^ = X .

Il existe une mesure jUy telle que :

II M < 1

Supp ̂  C C î

V/C D (f(x) < 0 pour tout x de v) ^ (v/(0) - f \fd^ < o) .

On a donc aussi

V/E D (/(je) > 0 pour tout x de v) ^ (v/(0) - f\f d^ > o) ,

et par conséquent

V/ED (/| i /=0) ^ (v/(0)-/V/rf^ =0) .

Il en résulte que l'on peut définir une forme linéaire L sur l'espace
D|v par
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V^EDh L(<p) =V/(0)-/V/d^

où /1 v = </? .

D'après la densité de D, il existe h appartenant à D tel que

h(x) > 1 pour tout x de v .
On a donc

V(^D|F |L(^)|< Ml (v/z(0)- fvhd^)

L se représente donc par une mesure Çy portée par v et on a :

V / G D V/(0) - f\fd^ = ffd^ .

Montrons que Çy est une mesure positive :
Si (R est une fonction continue sur v telle que

Vx G v <^(jc) > 0 ,

il existe une suite (/^)^>o ^e D telle que

lim f^ \ v = ^
yi—>oo

et \fn > 0, V^: G y /^(x) > 0 .

On a donc
\/n>0 ff^d^>0

et donc j </? ûf^y > 0 .

Si maintenant (R est une fonction continue sur v telle que :

V x G y <^(x) > 0 ,
alors

<^ = lim (</? 4- e)
6->0

et donc
/V?^ >0 .

D'autre part, puisque
Supp JLI; C C î ,
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on a
^ ^ 5

et d'après la densité de Im V
^ 0 .

Posons alors

^ = f d ^ .

On a alors, compte tenu de l'invariance par translation :

V / E D , V ^ G X f(x)= lim fvAx+^df5-^)^).
^{0} ' v ^ /

II s'agit, pour conclure de démontrer, X étant un réel > 0, que

Im(I + XV) = E .

Soit ^ une mesure bornée sur X telle que :

V / G D < / + X V / , ^ > = 0 .
On a

V / G D lim f v f ( x + y ) d ( 8 — — ^ - ^ \ 8 } ( y ) d ^ x ) = 0 . ( î ï t )
^{0} v ^ /

Considérons, pour / appartenant à D, la fonction

^00=/V/(x - ^ y ) d ï i ( x ) .

Il existe y^ appartenant à X et £ appartenant à {- 1 , 1} tel que

^/(^o) = 11^/11 •

Appliquons (*) à la fonction de D

x -> £/(^o + x)
(f appartenant à D).

On a :

lim f £<^(^o + Y) d (——^ + ^8) (Y) = 0 .
^{0} v ^ /

Or, puisque || ji || < 1, on a
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/e^/^O +V)d(———^ + Xô) 00 >X H^ll .
^v

On a donc || ̂ y || = 0 et par conséquent

V/ŒD <V/ , ^ i>=0 .

D'après la densité de Im V, ^ = 0, ce qui, d'après le théorème de
Hahn-Banach, prouve la densité de Im(I + XV).

V.2.3. THEOREME. - On garde les hypothèses du théorème V.2.2
et on suppose en outre que pour tout élément non nul, a, de X, na
tend vers l'infini quand l'entier n tend vers l'infini. (En particulier, on
peut prendre pour X le groupe additif R771, m > 1). Sont alors équi-
valents :

i) V est codissipatif et Im V =^{0}.
il) V est un prépotentiel,

Ceci va résulter d'un lemme voisin d'une proposition de [4].

V.2.4. LEMME. — Sous les hypothèses sur X du théorème V.2.3,
si a est une mesure bornée sur X avec \\ a \\ < 1 et si f est une fonction
de e°(X,C)

( V J C G X f(x) =ff(x + t)da(t)) ^ (/= 0 ou a = ô) .

Soit a un élément de Supp a.
Soit XQ un élément de X tel que

l/(^o)l == 1 1 / 1 1 .

1 1 / 1 1 = l/(^o)l = \ff^o +^)ûto(01</ l / (^o + t)\d\a\(t)<

</ 11/11 d\a(t)\< H / H .
On a donc :

WCSuppa |/(;Co + ^ ) | = H / I l

et en reprenant le raisonnement :

V^EN l/(^o+^)| = H/H .
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Par conséquent, si Supp a contient un élément non nul, puisque /
tend vers 0 à l'infini, on a nécessairement / == 0. Sinon, a = b8 et si /
est non nul, nécessairement 6 = 1 .

Reprenons alors la démonstration du théorème V.2.2 et gardons
les mêmes notations.

On a encore Çy =^= 0, car si S; y = 0, compte tenu de l'invariance
par translations :

V/CD , VJCGX V/Qc) == / V/(x -^-y)d^(y) .

Or ||̂  I I < 1 et JLI^ ô car Supp ̂  C C î.
Donc d'après le lemme, on aurait

V/GD V/=0

et on suppose que Im V =^{0}.
Nous allons montrer que l'on a la densité de Im V. Soit $ une

mesure bornée telle que

V / G D < V / , Ç > = 0 .

Compte-tenu de l'invariance par translations, on a

V/E D / V/(x + y) d (——^) (jO d^x) = 0
ÛL

et donc
V/GD f f(x) df;(x) = 0 .

D'après la densité de D, Ç = 0 ce qui achève la démonstration. On
peut déduire du théorème V.2.2 un théorème analogue pour les opé-
rateurs dissipatifs.

V.2.5. THEOREME. — On garde les hypothèses du théorème V.2.2.
Alors si V est dissipatif et si Im V = E, V est un prégénerateur infi-
nitésimal de semi-groupe fortement continu à contraction sur E.

En effet, d'après la proposition III. 2.8, - V~1 est un opérateur
codissipatif de domaine et d'image dense.

D'après le théorème V.2.2

Im(I - V-1) = E
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soit Im(I - V) = E

ce qui démontre la proposition.
En fait, si X = R'"1 , le théorème V.2.5 admet une réciproque :

V.2.6. THEOREME. - On suppose que X = R'" (m > 1) et que
E ^ e°(X , A). On suppose que V est prégénérateur infinitésimal d'un
semi-groupe fortement continu à contraction sur E et que D et V
sont invariants par translations. Alors

Im V = E ou I m V = { 0 } .

On peut évidemment supposer que V est un générateur infini-
tésimal. Le semi-groupe engendré est alors un semi-groupe d'opérateurs
(^r^o défmi P31' :

t>0 , V / E E P , /=^ */

°ù (A^r^o est un semi-groupe de mesures complexes de normes < 1.
Il existe alors (cf. [7]) une distribution T deôD'^R^) tel que

DDÛKR^) et V/GôEXR^ V/ = T * / .

Soit t la transformée de Fourier de T. Il suffit, d'après le théorème
de Hahn-Banach, de montrer que, si T est non nulle,

Î2 = { x e R W ; T(;c) = 0}
est d'intérieur vide.

Or, si x appartient à Î2,

\/t>0 JLI,(JC) = 1 .

Donc pour x appartenant à ft, les mesures vf définies par

dvf(y) = e21^^ d^(y)

sont de norme < 1 et de masse 1, donc positives.
Supposons qu'il existe XQ et s > 0 tel que S2 contienne la boule

de centre XQ et de rayon £.
On a, pour tout t > 0 :

\\x\\<e ~-> e^-v ^(y)^^^) .
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Donc

soit

ce qui implique

et donc

Supp^°c n {y ;^ez},
II X II ̂ 6

V t > 0 ^° = §

W > 0 ^ = §

T = 0, ce qui est contradictoire.

A partir des théorèmes V.2.2 et V.2.3, compte tenu du théorème
IV. 1.2 et de la proposition IV. 1.4, on déduit immédiatement le théo-
rème suivant qui englobe le cas du noyau logarithmique dans le plan :

V.2.7. THEOREME.— On suppose que X est un groupe abélien
localement compact et que E = <°°(X , R). On suppose que D = E,
que D est invariant par les translations et que l'opérateur V, de do-
maine D est aussi invariant par les translations. Sont alors équivalents :

i) V vérifie le principe complet du maximum et Im V = E.
ii) V est un prépotentiel précoengendrant une famille résolvante

sous-marko vienne.
Si en outre, pour tout a non nul de X, na tend vers U in fini quand

l'entier n tend vers U in fini, alors on peut remplacer dans i) Im V = E
par I m V ^{0}.

V.2.8. Remarques. — Tous les résultats précédents (sauf peut-être
V.2.6) sont valables simplement si X est un sous semi-groupe fermé
d'un groupe abélien localement compact ; naturellement, les invariances
par translations sont alors à comprendre au sens des translations :

/ ^ [x -> f{x + y)]
où y décrit X.

3. Etude d'un contre-exemple.

Nous allons étudier dans ce paragraphe un exemple prouvant que
le problème posé au début de ce chapitre n'admet pas toujours
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une réponse positive et que, dans les théorèmes énoncés précédemment,
les hypothèses sont, en un certain sens, nécessaires. Cet exemple est
inspiré de l'exemple donné dans [22] p. 688. L'amélioration apportée
tient en ce que les opérateurs que nous introduisons sont de domaine
et d'image dense et que nous étudions la dissipativité et la codissipati-
vité au sens complexe (ce qui entraîne en particulier, en vertu de la
proposition IV. 3.4 des résultats sur les restrictions réelles des opéra-
teurs).

V.3.1. Notations. — Dans ce paragraphe, E désigne l'espace
6°(]0, 1 [ , C) identifié à l'espace des fonctions continues sur [0 , l],
nulles en 0 et en 1. E^ désigne l'espace (°°(]0, 1[ , R). On note D
(resp. DR) :

/oo{ /G E (resp. /G E^) : —— est semi-intégrable sur [0 , 1] et
x

r 1 f(x)
} —— dx = 0} .
o x

V (resp. V^) est l'opérateur de E (resp. Ey) de domaine D (resp. D^)
défini par :

, r r f^ ^ l
^I/^-T-^J

On note A (resp. A^) :

{ / E E (resp. / ^E^) : / est continûment dérivable et x -> xf'\x)
appartient à E (resp. E^)} .

et A (resp. A^) l'opérateur de E (resp. E^) de domaine A (resp. A^)
défini par

f ̂  [x -> -xf\x)} .

Remarquons que D = D^ 4- i D^ et que V est l'extension canonique
de V^ à D. Analogue pour A.

V.3.2. V^ vérifie le principe complet du maximum et par con-
séquent V^ est codissipatif dans E^ et V est codissipatif dans E.

En effet, il est clair que si XQ appartient à ]0 , 1 [ , / appartient à
DR et
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VR/(^) = SU? VR/(X) ,

on a, par dérivation,
/(^o) = 0

et donc V^ vérifie le principe du maximum positif.

V.3.3. V^ = —A^1 , V = —A"1 . A^ et A 50^ ûfcwc dissipatifs,
respectivement dans E^ ^ Az/î.s' E.

C'est évident.

V.3.4. Les domaines et les images de V^ et A^, V et A, 50^
denses, respectivement, dans E^ et E.

Il suffit de démontrer que D^ et A^ sont denses dans E^. Soit
Û) F ensemble des fonctions indéfiniment dérivables à support compact
dans ]0, 1[ .

Il est clair que A^ contient OE) et est donc dense. Pour montrer
la densité de D^, il suffit de montrer que F on peut approcher unifor-
mément par des fonctions de D^, toute fonction de 9C(]0 , 1[ , R).

Soit/une telle fonction. Pour 0 < T] < a < — , considérons la fonction

^TîM

Alors

^l^(t)dt=Jo t

= 0

=[x

= 1

= (x

Log
a

sur

- (a

sur

- 1)

i rt
1

t 0 ,

-î?)]

[a,

(4
- 1

î?

a - 77]
1

— sur
7?

1 -î?]

) sur

Log(l -

sur [a — 17, a]

[1 - r ? , 1] .

a - r]
Log

^o t a r\ 17 a — 17

Alors, par choix de a et 17, cette intégrale peut prendre toutes les
valeurs de ]Log 2 , 4- oo[ .

Soit alors £ > 0 donné.
Posons
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( Ç^dt
^=^[^J<L___

\ ' 2 Log 2

II existe alors a et 17 tel que

^-S'^^DR.
Or :

lle'^.JK £.
Donc la densité est démontrée.

V . 3 . 5 . I m ( I + V R ) = I m ( I - A R ) = { / € E R , flf(t)dt= 0}.

/•x f(t)
Soit ^(;c) = /(x) + f —— df avec / appartenant à D.

"o t

Posons alors h = g — f .

Nécessairement h est dérivable et :

* • + * = » .
x x

Donc nécessairement

hÇx)^^- F g(t)dt
x ^o

et, h appartenant à E
flg(t)dt=Q .

"o
Réciproquement, soit g une fonction de E telle que

| % l g ( t ) d t = 0 .
^o

Posons

f(x) = ^(x) - - F g(t) dt .
x ^o

II est clair que / appartient à E et, par intégration par parties, on
obtient :

/lx f(t) 1 r^x 1 /.a
j ——dt=- g(u) du-- I g(u) du .
^a t x ^o a ^o
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Par conséquent / appartient à D et

r^^/M^oo.
J0 t

V.3.6. A est un opérateur dissipatif maximal parmi les opérateurs
dissipatifs de E.

Nous utilisons la caractérisation des opérateurs dissipatifs donnée
à la proposition IV. 3.6.

Soit A un prolongement dissipatif de A, A le domaine de A et u
un élément de A. Posons

g = u — Au, et soit XQ appartenant à ]0 , 1 [ .

D'après la caractérisation de Im(I — A) donnée en V.3.5, il existe une
fonction / appartenant à Im(I — A) telle que :

f(x)=g(x) V x G [ 0 , x J .

Il existe alors h appartenant à A tel que

/ = h - Ah .
On pose

W = h - u .
On a alors

W(jc) = AW(JC) VjcG[0,JcJ .

— Supposons d'abord que | W | admet un maximum relatif stric-
tement positif en x^ avec 0 < x^ < XQ .

Considérons une fonction A: de E telle que

0 < k < 1 , k(x^) = 1 , k(x) ̂  1 pour x ^ x^ ,

Supp k C {x ; | WQc) | < | W(Xi) |} H ]0 , 1 [ et k continûment déri-
vable.

Soit Q appartenant à [0, 27r], tel que

ei0^(x,)= (W(^) |

et soit c un réel strictement positif. Alors :

Six^SuppÂ; |W(;c) + ce-i6k(x)\<\\^\\
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Si x^Suppk\{x^} |W(;c) + ce-iek(x)\ < |W(^)| 4- c

et |W(Xi) + ^-^Â:(;Ci)| = |W(;Ci)| 4- c .

Donc, pour c assez grand,

^WQCi) -h cfe(^) = H É ^ W + ck\\
et donc

<%e e16 AW(J^) + c <%e AÂ:(Xi) < 0 .

Or k appartient à A et, d'après la définition de A,

Ah(x^) = Afc(Xi) = 0 ,
On a donc

<%e^AW(j(4)<0
soit

|W(JCi ) | <0
ce qui est contradictoire.

— Il en résulte que |W(x)| est croissant sur [O,^^] . Supposons
que |W(XQ) | > 0. Il existe alors x^ appartenant à ] 0 , X o [ tel que

|W(^) |>0.

Soit k une fonction deux fois continûment dérivable telle que :
0<k < 1, k(x^) = 1, k(x) ̂  1 pour x ^ x ^ , Supp k C ] 0 , J C o [ ,
k"{x) < 0 pour x appartenant à un voisinage K de x^ dans ]0 ,Xç[ .

En restreignant, au besoin K, on peut supposer en outre que

|argW(x) - argW(Xi) | < 7r pour x G K .

Soit 6 tel que e-16 W(JCi) = |W(Xi) | .
On a alors :

Si J c G [ 0 , x J |W(x) + ce^kÇx)} < |W(Xi) | + c

Si x Œ K n [ x ^ , 1] |W(x) + ceiek(x)\ < |W(^o)| + c

Si x ^ [ x ^ , 1]\K |W(x) + ceiek(x)\ < ||W|| + c(l - a)

|W(^) + c^^Â:^^! = |W(^)| + c

où (1 - a) = sup k(x) < 1 .
x e C K
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A l . • . . . . . I I W | | - | W O C , ) |Alors pour c strictement supérieur a ———————-— , la borne supé-
a

rieure de | W 4- ce10 k \ est atteinte au moins une fois sur K H [x^ , 1].
Il existe donc 6 ' et il existe x^ appartenant à K H [x^ , 1] tel que :

e'^WÇx^ 4- ce^^^kÇx^) = ||W 4- ce10 k\\

(S^ee^'^Kx^- cx^ OZe e^^^k^x^) < 0 .

On a alors la disposition suivante :

ce^kÇx,) + W(j^)

Ce qui prouve (cela peut être précisé par un calcul simple), que

cos(0 + 0 ' ) > 0 .
D'autre part

k\x,) < 0 .
On a donc

^e^WOc^^O
et par conséquent :

[W(JCi) | + c = |W(J^) + ceiBk(x^\ < ||W + ce^k^ <
<ccos(0 4- e ' ) k ( x ^ ) < c

ce qui implique
|W(^i) | = 0

ce qui est contradictoire.
— On a donc démontré que W était nul sur [0, jc^].
On a donc

u(x) = h{x) et Au(x) = Ah(x) pour tout x de [0 ,xJ .
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Donc u est continûment dérivable sur ] 0 , XQ [ et
^— xu (x) = Au (x) pour tout x de ]0, XQ[ ,

XQ étant arbitraire, on voit que u appartient à A et

Au(x) = — x u ' ( x ) .

A coïncide donc avec A.

V.3.7. V et V^ sont des opérateurs codissipatifs, maximaux parmi
les opérateurs codissipatifs de E et E^ respectivement.

Ceci découle immédiatement de V.3.6, de V.3.4 et des propo-
sitions IV.3.4 et Iiï.2.10.

V.3.8. A^ est un opérateur dissipatif, maximal parmi les opéra-
teurs dissipatifs de E^.

Découle de IV.3.4.

V.3.9. V et Vp^ ne peuvent se prolonger en des cogénérateurs sur
E et ^^-respectivement. A et A^ ne peuvent se prolonger en des géné-
rateurs sur E et E^ respectivement.

Ceci est évident à partir de V.3.7, V.3.8 et V.3.5.
L'opérateur V défini précédemment montre que le théorème V. 1.1

peut être faux si E n'est pas un espace de Hilbert et que le théorème
V.2.1 est également mis en défaut si D ne contient pas3C(X,A).
Enfin, l'opérateur V^ montre que le théorème V.2.7 est mis en défaut
si on n'est pas dans un semi-groupe localement compact.
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CHAPITRE VI

SUR LE PRINCIPE FORT DU MAXIMUM EN MODULE

1. Le théorème direct.

Soit m un entier supérieur ou égal à 1. On suppose, dans ce pa-
ragraphe, que E est l'espace e^R^.A). On note (0 l'espace des
fonctions indéfiniment dérivables, à valeurs dans A, à support compact
dans R'".

On suppose enfin que D est l'espace (0.

VI.l.L THEOREME. - On suppose qu'il existe A, de domaine
D(A), générateur infinitésimal d'un semi-groupe sur E fortement con-
tinu et à contraction, et qu'il existe un opérateur différentiel P sur
^m tel que :

1) I m V C D ( A ) ,
2) P((JD) = E ,

3) V/eûE) AV/= P/

alors V vérifie le principe fort du maximum en moduler).
Soit (R^\>o ^a fa1111!̂  résolvante associée à A. On a :

V X > 0 , V / e û & V/=-R^P/4-ÀR^V/.

R^ vérifie le principe fort du maximum en module d'après le corol-
laire IV. 4.8 et la proposition III. 2.6.

D'autre part, les hypothèses impliquent

ÏnTÂ = E .

On a donc, d'après la proposition 11.2.5,

s - lim XR. = 0 .
À->0

Soit / appartenant à CD et soit s > 0.

(1) Pour la définition de ce principe, voir le corollaire IV.4.8.
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Supposons que

1 V/(jc) | < 1 pour tout x de Supp / .

On a alors, pour À assez petit (À tel que ||XR^V/|| <£)

| R^P/(x) | < 1 + £ pour tout x de Supp /

et donc à fortiori

| R^P/(x) | < 1 + £ pour tout x de Supp P/.

Mais R^ , vérifiant le principe fort du maximum en module, on a alors

| R^P/Qc) | < 1 -h £ pour tout x ,
ce qui entraîne

1 V/(;c) | < 1 + 2 £ pour tout x .

£ étant arbitraire, on a finalement

| Vf(x) | < 1 pour tout x .

Faisons deux remarques utiles pour la suite :

VI. 1.2. Remarques. — Si P est un opérateur différentiel non
identiquement nul et à coefficients constants, 2) est automatiquement
vérifié.

. Supposons que V se prolonge en un opérateur borné sur E,
alors le prolongement vérifie encore le principe fort du maximum en
module,

La première remarque peut se démontrer par la transformation
de Fourier.

Démontrons la deuxième remarque.
Soit / appartenant à 9^(1^", A) et supposons

| V/(x) | < 1 pour tout x de Supp / .

Soit £ > 0. Posons
<^e ={x ; |V/(JC)|< 1 -h £} .

Soit </?„ une suite régularisante de (0. Pour n assez grand on a

Supp / * ̂  C o;g
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et 1 |V( / *^ ) -V / ) | |<£ .

On a donc
1|V(/*^)||< 1 + 2 6

et, en faisant tendre n vers l'infini, on obtient

HV/IK 1 + 2£ .
£ étant arbitraire,

IIV/IK 1 .
Soit maintenant / appartenant à E et supposons

1 V/(x) | < 1 pour tout x de Supp / .

Soit £ > 0. Il existe <p appartenant à ̂ (lO tel que

l |V/-V<p/ | |<£ .
On a donc

1 V<p/(jc) | < 1 + £ pour tout x de Supp <^/C Supp /

et donc
||V^/||< 1 +£

ce qui entraîne
HV/IK 1 + 2£

£ étant arbitraire, on a || V/1| < 1 .
Nous donnons ci-dessous un exemple d'un noyau rentrant dans

le cadre du théorème VI. 1.1 et qui n'est pas un potentiel.

VI. 1.3. Exemple. - On suppose que m = 2 et on prend pour V

le noyau de convolution par la mesure ———— . Alors prenons pour A
x + iy

le noyau de convolution par le laplacien A, on a

1 , / ô . ô \
A * ————— = 27T ( —— — 1 —— ;

x + iy ^Qx ^ y /

ce qui prouve que l'on est dans les conditions d'application du théo-
rème VI.1.1.

On peut voir directement que V vérifie le principe fort du maxi-
mum en module car V/ est holomorphe sur le complémentaire du sup-
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port de /, pour toute fonction / de (S). D'autre part il est facile de
voir que V n'est pas codissipatif.

Dans les paragraphes suivants, nous cherchons à établir, sous des
hypothèses plus fortes, une réciproque au théorème précédent.

2. Noyaux de convolution sur R.

Dans ce paragraphe, E désigne l'espace <°°(R, C) et on note (D
l'ensemble des fonctions indéfiniment dérivables sur R, à valeurs dans
C et à support compact.

On note P l'ensemble des distributions T vérifiant :

V/G6D /(O) = H/Il ^ < % e < T , / > < 0 .

D'après [7], ce sont des distributions de ( S ) ' ^(R) et elles sont associées
aux générateurs infinitésimaux de semi-groupes de mesures de norme
inférieure ou égale à 1, sur R.

Enfin k désigne une mesure bornée sur R et Vjç est l'opérateur
borné sur E défini par :

/CE - > k * / E E .

VI.2.1. THEOREME. — On suppose que k est symétrique et non
nulle. Alors, pour que V^ vérifie le principe fort du maximum en
module, il faut et il suffit qu'il existe deux nombres complexes c^ et
c^ non nuls tous deux et qu'il existe T appartenant à P tel que

k * T = Ci 5 + c^" .

Le fait que la condition soit suffisante découle du théorème VI. 1.1 et
des remarques VI.l^/sompte tenu du résultat de [7] : l'application

f^ T * / ,

de domaine (B(R), définit un prégénérateur sur E.
Nous allons montrer que la condition est nécessaire.

Supposons que k soit symétrique non nulle et que V^ vérifie le prin-
cipe fort du maximum en module. Alors d'après le théorème IV.5.3.
à tout £ > 0 on peut associer une mesure bornée Og telle que :
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SuppOg CCR]-£ ,£ [ , H Oe I I < 1 , k * (8-ae)|CR[-£ , £ ] = 0 .

D'autre part, k étant symétrique, on peut (en remplaçant Og par
°e + ^e\——.——j supposer que Og soit symétrique.

Pour tout £ > 0, il existe deux mesures symétriques Og et Og
telles que :

Supp â£ CCp ] - - £ , £ [ ; SuppOgC[-£ , £ ] ; I lag I I < 1 ;
k * (S — Og) = Oç .

7^ cû5 : Oç ^ converge pas faiblement vers ô.

Il existe alors une mesure bornée a ^ ô et À appartenant à C
tels que :

II a I I < 1 , a symétrique et k * (a — ô) = X6 .

Supposons que X = 0. k étant non nul, il existe XQ > 0 tel que
^(•^o) ̂  0 et donc

1 = O(XQ) = J cos l^x^y da(y) .

a étant de norme inférieure ou égale à 1, ceci implique que a est
( n \

porté par -—
1 2^o^ez

Mais k(x) étant non nul pour x assez voisin de XQ , a est aussi
( n )

porté par j—| pour de tels x.
(^neZ

II en résulte (il suffit de prendre—irrationnel) que a est porté
XQ 1

par{0} et donc que a est la mesure ô, ce qui est contradictoire.
Finalement, (a — ô) étant un élément de P, le théorème est

démontré dans ce cas.

2ème cas : Og converge faiblement vers S.

On désigne par XQ un réel strictement positif tel que k^x^) + 0.
Nous allons passer par plusieurs étapes.

a) II existe une constante M > 0 telle que | 1 — O^(XQ)\ > Me2

pour s assez petit :
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En effet :

1 - ̂  (^o) 1 > / (1 - Icos iTrx^y |) d 1 ag 1 (jQ

> / ^_ ^, 2sin27^^û^a,JOQ
l 4XQ ' 4XQ i

> 2sin27r.x•o e j ^ ^ ^1^6 001.
4xo ' 4^0 1[-

Mais Oe convergeant faiblement vers 6, j i i_ ^ 1 ^ 6 ( ^ ) 1
^ T x Q ' T x Q 1

est minoré par une constante strictement positive (pour £ assez petit),
d'où le résultat.

( &e )) ":——— ; 0 < c < c o est une famille équicontinue, unifor-
( ^e^o) )

b) -:
< o

mément bornée en module par un polynôme du second degré :
En effet

àeW &e(x) - ae(^o)|
^ ^ \ 1 ^t
^e(^o)à^o)

;(x) — &g(x') | < f | cos lirxy — cos iTrx'y \ d \ Og | (y) <Oc

< A £ 2 |x2 -x'2!

et | Ag(Xo) | > B c2 (d'après a)

où A et B sont des constantes strictement positives.
Og

c) II existe une suite £„ tendant vers 0 telle que ——"— converge
"e^o)

au sens de l'espace de distributions &1 vers XS + iiS" avec X et ^ non
tous les deux nuls :

En effet d'après b), le théorème d'Ascoli et les propriétés de la
transformation de Fourier dans ' § ' , on voit qu'il existe une suite £„
tendant vers 0 et une distribution T appartenant à " § ' telles que

c^c
-> T dans ' § ' quand n -> oo .

^e C^o)



FAMILLES RESOLVANTES GENERATEURS, COGENERATEURS, POTENTIELS 159

T est nécessairement une distribution à support {0} telle que T est
majorée par un polynôme du second degré. Donc, en tenant compte
de la symétrie et du fait que TO^) = 1, on a :

3 À , p. non nuls tous les deux : T = Àô + fiô" .

D'autre part la convergence a lieu aussi dans &' car les mesures Og
ont leur support dans un compact fixe pour £ <£^ .

d) II existe une suite (\,)^>o de nombres strictement positifs,
une suite o^ de mesures symétriques de norme inférieure ou égale à 1
et deux nombres complexes c^ et c^ non nuls tous les deux tels que

lim k * —î—— = D dans &'^oo \^

avec D = Ci6 + c^" :

II suffit de prendre, avec les notations de c), a^ = Og et \ = | Oç (x^) |
"k "fc

û^ (^-o)
où n^ est une suite extraite de N telle que ——k——— converge vers

l ^ e , (^o)lnk
une limite.

e) V^(CD) est dense dans E :
En effet, si / appartient à (D, on a d'après d)

lim V. (°^-L—L\= ]y dans E .
"->oo ^ \ 1

Donc : V^(É)D{D/; /E6D}.

Il en résulte que V^(E) est dense dans E et, V^ étant borné, le ré-
sultat est démontré.

f) V^ est injectif sur (D :
En effet, d'après d), si / appartient à (B :

V^/= 0 = » D / = 0 ^ / = 0 .

Soit A l'opérateur de E de domaine D^ = V^((0) défini par :

A V ^ / = D / .
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g) A est dissipatif de domaine dense :
Supposons en effet que pour / appartenant à (0 et x réel, on ait :

V^)= IIV^/H .
Alors

\fn>0 (Re^——° * k * / ) (x)<0
v \ /

et donc
D/(x) < 0 .

La densité de D^ a été montrée en e).
h) Pour tout À positif, Im(XI - A) est dense dans E : II s'agit

de démontrer, X étant positif que

{XV^/- D/ ; /E®} est dense dans E .

Soit alors p. une mesure bornée telle que

XÂ; * VL - Dp = 0 .
On a alors :

\kjji - DA = 0 .
Soit

k [lïm (\+ i——^)1^=o .
L1^00 v \ ^

Or

C % e ( x + - l — a " ) > X .
v ^n /

Donc on a nécessairement

k j j i = 0 soit fe * fji = 0 .

Mais, d'après c), ceci implique que ^ est nul, ce qui montre le résultat
(par application du théorème de Hahn-Banach).

(On peut aussi démontrer h) par application du théorème V.2.5).
i) Le plus petit prolongement fermé À de A engendre un semi-

groupe fortement continu et à contraction, invariant par translations,
sur E :

D'après le théorème de Hille-Yosida, À engendre un semi-groupe
fortement continu et à contraction. D'autre part A étant invariant par
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translations, il en est de même de A, donc de la famille résolvante
engendrée et par conséquent aussi du semi-groupe.

Alors d'après [7], il existe une distribution T de P telle que

V/E(B(R) À/= T */
et donc

V/GûD AV^/= T * (k */)

et par conséquent
T * k = D .

VI.2.2. Remarque. — II existe des mesures bornées, k, symé-
triques telles que Vj^ vérifie le principe fort du maximum en module
et pour lesquelles il n'existe pas de distribution T appartenant à P avec :

30G[0 ,27 r ] k * T = e^S .

Ceci se produit par exemple pour

k = 6 -——e-^^^dx .
V 3

En effet, on a alors

/Ô__3Ô\fc*(-^-)=
g"- 35 \ 8" - 8

2 ) ~ 2

ce qui, d'après VI. 1.1, prouve que V^ vérifie le principe fort du maxi-
mum en module ; mais k * (^-M dx + 6) est la mesure 6, et pour
aucun 0, e16 (e~ m dx 4- 6) n'appartient à P.

Le théorème suivant donne une condition suffisante, mais évi-
demment non nécessaire pour que Vj^ vérifiant le principe fort du
maximum en module soit, à une multiplication par e16 près, un
potentiel :

VI.2.3. THEOREME. — Soit k une mesure symétrique bornée non
nulle telle que lim inî k(x) = 0. Alors sont équivalents :

\ x \ - ^ ° °

i) V^ vérifie le principe fort du maximum en module.
ii) // existe 6 appartenant à [0 , 2îr] et T appartenant à P tel que

k * T == e^ô .
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II suffit de démontrer que i) implique ii). Or, si i) est vérifié,
d'après le théorème VI. 2.1, il existe un polynôme différentiel D
d'ordre 2 et une distribution T appartenant à P tels que

k * T = D .

Or, si T appartient à P, | T | = 0(| x |2). (En effet, d'après [7], T = S 4- ^
avec S distribution à support compact d'ordre inférieur ou égal à 2 et
^LI une mesure bornée). Il en résulte que si

lim inf \k(x)\ = 0
\x\-^ oo

on a

lim inf —— = 0
\x\->^ X 1

et donc D est de la forme c^ ô.
Nous allons donner ci-dessous un théorème analogue aux théo-

rèmes VI. 2.1 et VI. 2.3 pour des mesures bornées à support dans
[0 ,oo[ .

VI.2.4. THEOREME. — Soit k une mesure bornée non nulle à sup-
port dans [0 , o°[ . Pour que V^ vérifie le principe fort du maximum
en module, il faut et il suffit qu'il existe T appartenant à P et à sup-
port dans [0 , oo[ et c^ et c^ nombres complexes non nuls tous les
deux tels que

k * T == Ci§ + c ^ ô ' .
Si k({0}) est nul, pour que V^ vérifie le principe fort du maximum
en module, il faut et il suffit qu'il existe 6 appartenant à [0 , 27r] et
T appartenant à P et à support dans [0 , oo[ tel que

k * T = e 1 6 ^ .

Le fait que la condition soit suffisante découle, comme précédemment
du théorème VI. 1.1 et des remarques VI. 1.2.

Nous allons montrer que la condition est nécessaire par une mé-
thode analogue à celle du théorème VI. 2.1, mais simplifiée par suite
des propriétés de la transformation de Laplace.

Supposons que V^ vérifie le principe fort du maximum en mo-
dule. Alors, d'après le théorème IV.5.3, à tout £ > 0 on peut associer
des mesures Oç et Og bornées telles que :
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H Og H < 1 Supp O g C ]--oo ,-c] Supp OgC [-£ ,+oo[ et
v
k * (§ — Og) = Og .

Il en résulte que Supp a est inclus dans [ — £ , 0] et

k * (6 - ^g) === àg .

Soient K, S g , Ag les transformées de Laplace de k, Og et àg définies
sur{z ; ffiez > 0} :

K(z) = f e-^ dkÇt)S^z) = f e^ da^t) Ag(z) = / e12 da^t).

Soit XQ un réel strictement positif tel que K(X()) soit non nul. On a
pour tout z tel que (fie z soit positif ou nul :

1 -
1-

- Sg(z)
Se(^o)

1 1 -

1 1 -

-/'-
- / < -

~tzd^(t)\

"°^e(0
<1 +

f \e~txo - e - t z \ d \ ^ \ ( t )
^-———————^—-—— •

/(l -e~txo)d\^\W

Or il existe des constantes A et B positives telles que :

V / > 0
— e~

(1-.-"°)

A + B |x. - z

l'inégalité précédente étant valable pour tout z de partie réelle positive.
On a donc

1 - Sp(z)
i-S -̂) < ( A + " + B | ^ - , | .

On en déduit (en posant A' == A + 1)

Ag(z)
< | K ( z ) | ( A ' + B | x . z | ) .

1 - Sg(Xo)
D'autre part, pour tout couple (z , z ' ) de nombres complexes de parties
réelles positives :

A,(z)- A,(z")
1 - Sg(x.)

2 \ \ k \ \ E [ z - z1

1 - e - E X Q
M |z - z ' \

où M est une constante positive.
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Donc, par application du théorème cTAscoli et de la théorie de
la transformation de Laplace (ou de Fourier), il existe une suite £

&e
tendant vers 0 telle que ——"— converge au sens des distributions

Ae^o)
vers Àô -h JLIÔ' avec À et /z deux nombres complexes non tous les deux
nuls.

\
De la convergence de la suite ————"—— on déduit celle de la

1 - Se^x^)
1 - Se

suite -——,—J—— uniformément sur tout compact de l'ensemble
1 — ûe^o)

{ z ; <3ie z > a} où a est un nombre strictement positif tel que À — jnz
ne s'annule pas sur cet ensemble.

ô — &g
II en résulte que —————"— converge au sens des distributions

1 - ̂ (^o)
vers une distribution T' qui est, à un coefficient multiplicatif près,
une distribution de P à support dans [0 , oo[ . Ceci permet d'achever
la démonstration de la première partie du théorème. La seconde partie
résulte aisément des majorations trouvées.

3. Noyaux de convolution sur R^ (m > 2).

Nous allons, dans ce paragraphe, généraliser des résultats du para-
graphe précédent au cas de R'" (m > 2).

k désigne maintenant une mesure bornée sur R^ et V^ le noyau
de convolution associé. On note P l'ensemble des distributions T sur
^ tel que :

V/Gû) /(0)= 1 1 / H ^ <Re<T, /><0

où <3) désigne l'ensemble des fonctions indéfiniment dérivables à sup-
port compact dans R^

I . | désigne la norme euclidienne sur R'" et . le produit scalaire.

Vï.3.1. THEOREME. — On suppose que k soit non nulle et inva-
riante par les rotations de R'71. Pour que V^ vérifie le principe fort du
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maximum en module, il faut et il suffit qu'il existe deux nombres
complexes c^ et c^ non tous les deux nuls et une distribution T de P
invariante par rotations tels que

f c ^ T ^ C l ô + c ^ A

/ ô^ Q28\
( A = ^ ' " " + ~ ^ •UA 1 UA m

Si on suppose en outre que

lim inf k(x) = 0 ,
\x\-><»

alors pour que V^ vérifie le principe fort du maximum en module il
faut et il suffit qu'il existe 6 appartenant à [0 , 27r] et T appartenant
à P invariant par rotations tels que :

k * T = e^S .

(Nous appelons rotation de R^ un opérateur représenté par une ma-
trice orthogonale de déterminant 1. On note dr la mesure de Haar
de masse 1 sur le groupe des rotations).

La deuxième partie du théorème ainsi que la partie réciproque
de la première partie se démontrent comme au paragraphe 2.

Supposons donc que k soit une mesure bornée non nulle inva-
riante par rotations et que V^ vérifie le principe fort du maximum en
module. D'après le théorème IV. 5.3, à tout £ > 0 on peut associer
des mesures bornées Og et Og telles que :

l l âg II < l,Supp Og C{jc ; |jc| >c},Supp a g C { x ; \x\ < £} et

k * (6 - Og) = Oç .

En remplaçant au besoin Og par f rÇa^) dr et Og par jrÇa^drÇoù
rOu) représente l'image de JLI par r), on peut supposer que Og et Og
sont invariants par les rotations.

Soit u appartenant à R", u ̂  0, tel que k(u) soit différent de 0.
On a évidemment

y^2,7rM.^^(^ ^ f e-21^^ da^(y) = f cos î^u. y da^y)
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(II existe en effet toujours une rotation r telle que :

V ^ E R " u. r ( y ) = - u- y ) .
Alors :

1 1 - f e2i1TU•ydo^y)\> f |^ 2sin27^.^ |ael00
\y 1^ -4-

j |^[ 2 S^TTÏ^). y d l o T ç l (^)
«/ v '̂ -—-^K-Ï

pour toute rotation T.
En intégrant par rapport à dr, on voit que, a étant la répartition

uniforme de la masse + 1 sur la sphère de centre 0 et de rayon | u \,
on a :

11- f e21^^ da^y)\< fda(u) f [̂  2 sin2^ . y d \ a^y)\.
M<-ï-

Or

Donc
sin2^^- y) > 4(i<. y)2.

1 _ ^^f..^^(^|^^^|2 ̂ ^^ \ y \ 2 d \ a , \ ( y )

£ 2^!2 / . 1 . 1 ^JOO.
s .
m ^I^K^-'

On a donc une inégalité analogue à celle utilisée dans la démonstration
du théorème VI. 2.1. Tout se poursuit alors comme dans cette dé-
monstration, avec des adaptations évidentes.

VI. 3.2. THEOREME. — So it k une mesure bornée non nulle de
R"", à support dans un cône convexe fermé Y dont le cône dual est
d'intérieur non vide. On suppose en outre que k({0}) = 0. Alors,
pour que V^ vérifie le principe fort du maximum en module, il faut
et il suffit qu'il existe une distribution T appartenant à P et 0 appar-
tenant à [0 , 27r] telle que

k * T = e^ô .

Rappelons que si F est un cône, on appelle cône dual le cône
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c ={x ; v^er x . y <o} .
Si r est un cône convexe fermé de cône dual non vide, on voit aisément
qu'il existe un cône I\ vérifiant les mêmes propriétés et tel que

Pi D(F\{0}) .

Soit donc F^ un tel cône (qu'on peut même choisir de révolution).
Supposons que k soit à support dans F, que fc({0}) soit nul et que V^
vérifie le principe fort du maximum en module. Alors, d'après le théo-
rème IV.5.3, à tout e > 0, on peut associer des mesures Og et Og
bornées telles que (B(0, £) représentant {x ; \x\ <£}) :

I I og i l < i, Supp oç c r\ n CB(O ,e ), Supp og c C f\ u B ( O , £ )
et / ; * ( § — a g) = oig .

Il en résulte que
Supp oc c ar\ u (FI n B(O,£ ) ) .

Nous allons montrer qu'en fait

Supp Og C Pi n B(0, £) .

Soit /une fonction continue à support compact sur R'" telle que

Supp / C C B(0, £) U CFi .

f f(x) da^x) = / lar^(x)/(jc) d0g(x) .
Or

{ \^^x)f(x)dk(x) = /lô^ncrVo})^)^)^^) = 0

car F\{0} C F, .

D'autre part étudions :

/ l3r/^ + Y)f^ + V) dk{x) da^y) .

On obtient une contribution non nulle dans l'intégrale si :

x + ^ e ô r i | x + . ^ | > £ jcer\{0} ^eFi n C B ( O , £ ) .
Or r^ + r\{o}cri + r^ cr^ .
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Donc les quatre propriétés ci-dessus ne peuvent être simultanément
réalisées.

Ceci étant, soit C^ le cône dual de F\ . On définit

K(z) = f e^2 dk(t) pour z G C^ + zR^.
o

k étant non nulle, il existe ^appartenant à C^ tel que

K(u) ̂  0

et il existe alors a strictement positif tel que

WEI\ t - u <—a \t\ .

A partir de là, on peut trouver des majorations analogues à celles
de VI. 2.4 et terminer la démonstration de la même façon. La distri-
bution T mise en évidence sera à support dans Fi .

Remarque. — On peut aussi étudier le principe fort du maximum
en module sur un cône convexe fermé de R'" dont le cône dual est
d'intérieur non vide et affaiblir les hypothèses sur k dans les théorèmes
VI. 3.2 et VI. 2.4. Les méthodes sont voisines de celles utilisées dans
le chapitre suivant et nous ne les développerons donc pas afin de ne
pas alourdir l'exposé.
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CHAPITRE VII

SUR LE PRINCIPE CLASSIQUE DU MAXIMUM

Dans ce chapitre, nous étudions certaines relations entre les opé-
rateurs vérifiant le principe classique du maximum (1) et les "quotients"
des générateurs infinitésimaux. Les résultats trouvés ne sont que
partiels. Les idées de base sont dues à A. Beurling et J. Deny. Nous
généralisons Fétude que ces deux auteurs ont faite dans le cas du tore
(cf. [17]), au cas de R'" avec des hypothèses restrictives sur le noyau,
et au cas de cônes de R^.

1. Le théorème direct.

Nous allons donner un théorème analogue à un théorème de [5]
mais avec des hypothèses un peu différentes.

VII. 1.1. THEOREME. — Soient V une application linéaire de
3C(X , R) dans 6°(X , R), Ai de domaine D(Ai) un générateur infi-
nitésimal d'un semi-groupe de Feller sur X, R\ la famille résolvante
associée, A^ de domaine D(A^) un générateur infinitésimal d'un semi-
groupe fortement continu d'opérateurs positifs sur <°°(X , R). Soit H
un sous-espace de

3C(X , R) H V-1 (D(Ai)) H D(A^)

tel que pour tout f de H on ait

AiV/=A,/
et

lim \R[Vf(x) = 0 pour tout x de X .
\ ->o

Alors,

V/GH n3<:^(X) (V/(x) < 1 pour tout x de Supp /) => (V/< 1) .

Supposons vérifiées les hypothèses du théorème.

(1) Pour la définition de ce principe, voir le corollaire IV. 4.0.
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V / G H ( I - X R ^ ) V / = - R ^ A , / = lim -^(/-p2 / )
f-^O ^

où (î^^o représente le semi-groupe engendré par A^ et où la
limite est au sens de la norme.

Les opérateurs (P?)^o étant positifs et les opérateurs (R^\>o
vérifiant le principe complet du maximum (cf. [21]), il est clair que
pour tout À > 0 et tout t > 0, l'opérateur

^(I-PÎ)

vérifie le principe classique du maximum.

Supposons alors que / appartienne à H 03<^(X) et que

V/(x) < 1 pour tout x de Supp / .

Soit £ > 0 arbitraire. Alors d'après les hypothèses faites, pour À
assez petit on a :

(I - R[) Vf(x) < 1 + £ pour tout x de Supp /
soit

- R^A^/Qc) < 1 4- c pour tout x de Supp / .

Pour un tel À et pour t assez petit on a donc

R1

— (/ - P?/) (x) < 1 + 2 £ pour tout x de Supp /

et par conséquent :

R1

— (/- P?/) 00 < 1 + 2 £ pour tout x .

Faisant alors tendre t vers 0, on voit que

- R[A^f< 1 -h 2£
c'est-à-dire

(I - XR^)V/< 1 + 2 £ .

Nous faisons maintenant tendre À vers 0, ce qui donne

V/< 1 + 2£
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et, £ étant arbitraire,
V/< 1 .

Remarque. — On a utilisé, dans la démonstration, que XRJ^V/
convergeait uniformément vers 0, mais il est bien connu que, pour
les familles résolvantes de type M, la convergence faible de \R^x vers
0 entraîne la convergence forte.

Or ici, XR^V/ converge faiblement vers 0 d'après le théorème de
Lebesgue.

Nous allons maintenant donner deux réciproques à ce théorème
dans un cas particulier.

L'outil fondamental est l'utilisation des fonctions de Bemstein.
Nous allons rappeler ci-dessous les principaux résultats connus sur ces
fonctions en esquissant simplement les démonstrations (cf. [6] et [2]
p. 86 à 91).

Dans toute la suite de ce chapitre, F désigne un cône convexe
fermé de R'" dont le cône dual :

C ^JCGR^ ; \fy^r x ' y < 0}

est d'intérieur non vide.
On pose

B = - C .

(Naturellement . désigne le produit scalaire habituel et m est un entier
quelconque non nul).

2. Fonctions complètement monotones et de Bemstein sur B.

VII.2.1. DEFINITIONS. — Une fonction f de B dans R est dite
complètement monotone sur B si f est de classe C°°, positive sur B et
V X G B , vp> i, V^,...,^B,(- ir/^M.ai,...,^)^).

Une fonction f de B dans R est dite une fonction de Bemstein
sur B si f est de classe C°°, positive sur B et

V J C G B , Vp>l , VSi,...,^B,(- l)p/(p)(x).(^,...,^)<0.
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On notera Aç l'opérateur qui à toute fonction/sur B associe la fonction

x G B -^ f(x + Ç) - /(x) ^ G B) .

VII.2.2< THEOREME. - Soit f une fonction réelle définie sur B.
Sont équivalents :

\) f est complètement monotone sur B.
2) / est positive sur B et

V p > 1 , V ^ , . . . , ^ E B (-1)^ A ^ . . . A ^ />0 .

3) // ex^ une mesure positive ^ à support dans F telle que

\fx G B f(x) = f e - t ' x dii(f) .

En outre la mesure p, de 3) est unique.
On peut, pour démontrer ce théorème, utiliser la méthode de G,

Choquet utilisant le théorème de Krein-Milman.

VII.2.3. COROLLAIRE. — L'ensemble des fonctions complètement
monotones sur B est fermé, pour la topologie de la convergence
simple, dans l'ensemble RB.

VIL2.4. THEOREME. - Soit F une fonction réelle sur B. Pour
que F soit une fonction de Bernstein, il faut et il suffit qu'il existe
a > 0, b appartenant à T, et 11 mesure positive sur F\{0} tels que

f ——-^<001 + | ^
avec

V ^ G B P(u) = a + 6. u + f (\ - e-^^d^t) .

p., a et b sont alors uniques et on a :

V ^ G B lim F(tu) = a
t->0

r F(^) ^hm ——— = b • u
t-><^ t
teR*.
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Soit F une fonction de Bemstein sur B. Alors

V ^ G B lim F(tu) = inf F(u) .
t->0 ueB
t€R\

Posons a cette borne inférieure.
Alors, d'après le théorème VII. 2.2, à tout u de B on peut associer

de façon unique une mesure JLA^ positive à support dans F telle que

VJCEB F^JC). u = / e-t'x dfi^t) .

L'application
u -> ^

est alors additive et positivement homogène sur B et, d'après le théo-
rème de Schwarz :

V^i /EB (t. v)d^(t) ==(r. u)d^(t) .

Posons alors
i ^ ̂ (0

^^(OT-^-

On voit aisément que cette expression a un sens et est indépendante
de u appartenant à B.

D'autre part, B - B étant égal à R^, il existe un élément b de F
tel que

^({0}) = b. u pour tout u de B .
On a alors

F(^)=a+ f —F(vu )dv -=a^ - f1 F'(vu) . u dv .^o 3y ^o

Donc, d'après le théorème de Fubini :

F(u) = a + & . u -^ f (\ - e-^^d^t) .

On en déduit que 1| ^ |< i (0 t . M est /x-intégrable. Or il existe a > 0
tel que t . u > a \ 1 1 , donc 11 y |< i (0 1 ^ 1 Gst ^-intégrable. D'autre part

(1 - e-t'u)> (1 - e-a[t{)>(\ - e-^ pour \t\> \ .

Donc l | f |> i (0 est /x-intégrable.
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II en résulte que

fr^T]^^00'
L'unicité et l'expression de a et b découlent immédiatement du théo-
rème de Lebesgue.

La réciproque est immédiate.

VII.2.5. THEOREME. — Soit F une fonction réelle sur B. Pour
que F soit une fonction de Bernstein sur B il faut et il suffit que F
soit positive sur B et que pour tout t > 0, e~^ soit complètement
monotone sur B.

La partie directe est à peu près évidente. Réciproquement si F
est > 0 et si

W > 0 e~t¥ est complètement monotone sur B ,

il est clair que F est de classe C°° et que

/I — ^-^JP)
V p > 0 , V x G B P^Çx)^ Hm (-——-——} (x)

î->0 V t /
reR:

l - e - ^ '
Or ————— est évidemment une fonction de Bernstein, d'où le résultat.

VIL2.6. COROLLAIRE. — L'ensemble des fonctions de Bernstein
sur B constitue un sous-ensemble fermé métrisable de RB.

Le fait que l'ensemble soit fermé découle du corollaire VII.2.3
et du théorème VII.2.5. Le fait qu'il soit métrisable découle facilement
de propriétés de croissance.

Nous adoptons les notations et les définitions de [7] :
P(F) désignera l'ensemble des distributions de S ) ' 3 (R^ à support
dans F, "engendrant" un semi-groupe de mesures à support dans F.

Nous noterons P+ (F) le sous-cône du précédent formé des dis-
tributions telles que les mesures du semi-groupe engendré soient
positives.
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VIL2.7. THEOREME. — Pour qu'une fonction F réelle sur B soit
une fonction de Bernstein il faut et il suffit qu'il existe une distri-
bution T de P^(T) telle que :

V ^ G B F(u) =-<6?-^",T, > .

(Remarque. — D'après le théorème VII. 2.4, on en déduit que
les distributions de P+(F) admettent une représentation du type :

30
-a8 - 26, —+P/ . ( j a ) )

ôx,

En effet, on voit facilement que pour que (JLI^>() soit un semi-
groupe de mesures positives à support dans F, il faut et il suffît qu'il
existe une fonction de Bernstein F sur B telle que :

V 5 > 0 , V ^ E B fe-tfu d^(t) = e-511^

(ceci provient du théorème VII. 2.5).

D'autre part (cf. [7]), si (j^)^o est un te^ semi-groupe, il existe
une distribution T de P+ (F) telle que

u - §
-*—— ->• T dans (B11 (R^ quand t -> 0 .t ï-

On en déduit le résultat.

3. Principe classique du maximum sur F.

Dans ce paragraphe k désignera une mesure réelle non nulle sur
R'" (m > 1), à support dans F. On suppose que la mesure k soit une
mesure à croissance lente (cette hypothèse pourrait être affaiblie mais
les énoncés en seraient légèrement compliqués).

On note K la transformée de Laplace de k. K est une fonction
holomorphe sur B + z'R^.

On note V^ l'opérateur sur e°(F,R), de domaine 9<:(F,R)
défini par :

V/E9<:(F,R) V^/(jc)= f < f ( x ^ y ) d k ( y ) .
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L'image de V^ est en fait incluse dans 9<;(T , R) car, d'après les hy-
pothèses faites sur F, il existe un réel a > 1 tel que :

\ / x , y ^ r a \ x ^ - y \ >Max( |x | , \y\) .

VII.3.1. THEOREME. - Sont équivalents :

i) V^ vérifie le principe classique du maximum et,

fe({0}) > 0 , sup lim sup K(tu) > 0 .
ueB t-->0

feR^

ii) // existe deux fonctions de Bernstein F^ et F^ sur B, non
identiquement nulles, telles que :

V^CB K(u)F^u) = F^u) .

Supposons que ; soit réalisé.
D'après le théorème IV. 5.4, à tout £ > 0, on peut associer une

mesure positive bornée sur R^, Og , telle que

Supp Oe C { x E r ; \x\>e}

f da^< 1
et

V/e^(r) Supp /c{^e r ; |jc| > £} =>
ff(x) d[k * (8 - Oç)] (x) < 0 .

Posons alors

Oç = [^ * (6 - ag)^ et ^ = [fc * (S - a^]" •

On a alors
Supp û : eC{ jcEr ; |x| <c} .

Soit c inférieur ou égal à 1, on a :

/ûtog< / I rnBcï ï^M^e^X^œnBœ, !))+

+ J ^nBToTT)^ + y) ^(V) da^(x) <

< ̂ (r n B(O, i)) + Â:-(r n B(O ,a))



FAMILLES RESOLVANTES GENERATEURS. COGENERATEURS, POTENTIELS 177

où a est défini dans F introduction du paragraphe.
Donc il existe M > 0 tel que

£ < 1 =» f dae < M .

Notons alors AE(Z), Be(z) et Se(z) les transformées de Laplace de
<^e, j3e et Oe , définies pour

z E B -h iï^ .

Soit d'autre part M un élément de B tel que

K ( u ) ^ 0 .

Il existe a > 0 tel que :
vrer t . u > a \t\

1 - Se(z) f due - Be(z) f dâe - Ae (z)
Vz G B + îR^, K(z) —————— = ————————— - ——————————

l -Se(^) l - S e ( ^ ) 1 - Se(^)

où Ae(z) = f e-^2 da^t)

Se(z) = y ^-^daeO) .

Cn a, pour x appartenant à B :

1 - SeOc) \- f e-^- dae(t) f (ûe - e-^-) da^t)

1 - Se(^) i _ y* ^-f.i. ̂ (^ ^^ _ g-t.u^ ̂ (^

où ûg = ( / ^°e) ^ 1 (on P61^ évidemment se ramener au cas où

/ ûe — ^"^•^
daç, + 0) ; ————,— < f(x) où / est une fonction positive ne

ûg — ê"1-"
dépendant ni de t, ni de £. Il résulte alors du corollaire VII.2.6 qu'il

1 - Se (x)
existe une suite £^ tendant vers 0 telle que ————"—— converge sim-

1 — Sg (u)
plement quand n tend vers Finfini vers une fonction de Bernstein non
identiquement nulle F^(x).

D'autre part
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1 - Sg(^) > 1 - ^-fl6 , et

V z ^ E B + î R ^ |Ag(z)- Ag(z') | < Me | z - z ' \

v£ < 1 \ f da^- Ag(z) | < Me | z | .

Donc la famille

[/^e-Ae(z)

1 - Se(^) ' e< i
est équicontinue sur B + iR"1 et uniformément majorée par M ' | z |
(M1 > 0) sur cet ensemble.

En vertu du théorème d'Ascoli, on peut extraire de la suite
(^AX) une suite (^rX) telle q^

/^-A^(z)

1-S^(.)

converge uniformément sur tout compact de B + i^ vers une fonc-
tion H(z) holomorphe sur B + îR"" et majorée par M ' | z | sur cet
ensemble. H est alors la transformée de Laplace d'une distribution T.
limite dans (B' de

f da 8 - Oga-cyï, 6«,^ ^n.. ^n^

1-S^(.)

et donc portée par l'origine.
Il résulte de la majoration que T est de la forme

-r ^ a5
T = L ^ T~~/ î ^i

et que la fonction H est donnée par

H ( z ) = û . z
où a = (a, , . . . , a^\

Notons alors

G(z) = lim f f da^ - B- (z)1 ———1———, ̂  |̂  J ^ £„/ ^J i _ s^ (u)
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On a
V x G B K(JC) F^(JC) == G(;c)- a . j c .

Il est clair que

\/1^ 0 e~t{J est une fonction complètement monotone sur B .

On a donc
V x E B lim G(tx) = inf G(y) .

t->0 yeB
teR^.

Par hypothèse :

V T ? > O 3(^)^o c^ 3^B :

lim ^ = 0 et K(t^x) > — 17 pour tout n .
M -->• oo

On a alors
inf GOOfinf F,(y)} (-T?) .
^€B |^€B J

Or 17 étant arbitraire on a

G Oc) > 0 pour tout x de B
et par conséquent

G est une fonction de Bernstein sur B .

D'après le théorème Viï.2.4, pour montrer maintenant que

x -^ G(x) - a. x

est une fonction de Bernstein sur B, il suffit de montrer que :

G(tx)
V x E B lim ——— > a. x .

f-^oo t

feR^

Or, ceci découle immédiatement de l'hypothèse

fc({0}) > 0 .
On peut alors poser

F^O-) = G(x) - a. x

et, F^ étant non identiquement nul, il en est de même de F^ .
Supposons maintenant que ii) soit vérifié. Remarquons d'abord
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que, d'après les propriétés d'analycité et de croissance des fonctions
de Bernstein, F^ n'est nul en aucun point de B.

Soient T\ et T^ les distributions dont F^ et F 3 sont les trans-
formées de Laplace.

On a
T, * k = T, .

T\ et T^ engendrent respectivement les semi-groupes de mesures
(^)r>o et (^)f>o (mesures à support dans F).

(^)f>o 0' = 1 » 2) définit un semi-groupe de Feller (Pî\^o sur r :

l̂̂ i Pi/M./n^.)^).
Soit A1, de domaine D(A1) le générateur infinitésimal. On a (cf. [7])

D(A1) 3(8(^)1 F

et V/G ̂ (R^), Vx G F A1 /(x) = < r_^/, T, > .

Soit (R^\>o ^a famille résolvante associée à A1.
Il existe des mesures (£^\^>o positives et bornées, à support

dans F telles que :
V X > 0 ||X£(|| < 1

VM G B f e-tïu de^t) = ——1—— •J ^v / X + F,(^)
et

Les F, ne s'annulant en aucun point et {t -> e-^14 ; u E B} étant,
d'après le théorème de Stone-Weierstrass, total dans ô°(r , R), on
voit que \e\ tend faiblement vers 0 quand X tend vers 0.

On est alors dans les conditions d'application du théorème VII. 1.1
en posant :

X = F , A, = A1 et H = ©(R^) | F .

On en déduit :
v/GûDcR^irna^r)

[V^/(x) < 1 pour tout x de Supp /] => (V^/< 1) .

Alors, en utilisant une technique de régularisation, on en déduit comme
dans la remarque VI. 1.2, que V^ vérifie le principe classique du
maximum.
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D'autre part, les fonctions de Bemstein étant positives, i) est
bien vérifié.

4. Principe classique du maximum sur R'71

On garde, dans ce paragraphe, les mêmes hypothèses qu'au para-
graphe 3. On suppose en outre que k tend vers 0 à F infini, c'est-à-dire
que toutes les régularisées de k tendent vers 0 à l'infini. On note W^
l'opérateur sur (^(R^1 , R), de domaine ^(R^ , R) défini par :

V/eaCCR^R) W^/(;c)= / f(x + y ) d k ( y ) .

On note I\ un cône convexe fermé dont le cône dual est d'intérieur
non vide et tel que

r, D r\{o}.
0

Soit C^ le cône dual de I\ et B^ l'ensemble — C^ .

VII.4.1. THEOREME. — Sont équivalents :
i) Wj^ vérifie le principe classique du maximum et,

k({0}) > 0 , sup lim K(tu) > 0 .
ueB. ^0

1 f € R +

ii) // existe deux fonctions de Bemstein F^ et F^ sur B^ , non
identiquement nulles, telles que :

Vî^GBi K(u) F^(u) = F^(u) .

Supposons que i) soit réalisé.
D'après le théorème IV. 5.4, à tout c > 0, on peut associer une

mesure positive bornée sur R'", Og , telle que

Supp og c{x e r\ ; i x i > £}

/ dos < 1 .

v/ea^cR"") Supp/c{xeFi ; | ;c |>£} ==>
^ f f ( x ) d [ k ^ ( S - a e ) ] ( x ) < 0 .
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Posons alors

ag = [k * (6 - ag:^ et (3e = [fc * (§ - o^]~ .

On a alors
Supp ag C C f\ U B ( O , £ ) .

Mais d'autre part
ae< fe4' + AT * Oe

et *~({0}) = 0 puisque fe({0}) > 0 .

Alors, en faisant un raisonnement tout à fait analogue au raisonnement
fait en VI. 3.2, on voit que

Supp Og C FI H B ( 0 , £ ) .

A partir de là, le raisonnement fait en VII. 3.1 peut être repris mot à
mot en remplaçant partout F par F^ et B par B^ .

Supposons maintenant que ii) soit vérifié. Soient T\ et T^ les
distributions dont F^ et F^ sont les transformées de Laplace.

On a
T, * k = T, .

T\ et T^ engendrent respectivement les semi-groupes de mesures
(^)f>o et (^?)r>o (mesures à support dans I\).

(^)r>o ( ^ = 1 , 2 ) définit un semi-groupe de Feller (Q^)^o sur Rw :

V/ ee^R^.R) , V J C E R ^ Q[f(x)= f f ( x ^ y ) d ^ ( y ) .

Soit F de domaine D(J1) le générateur infinitésimal.

DCJ^DécR^)

V/E(B(R W ) , V x E R ^ rf(x) = < r_^/, T, > .

Comme au paragraphe précédent, si (S^)^^o est la famille résol-
vante associée à F, (S^\^ est une Lo-famille résolvante. Ouest
alors dans les conditions d'application du théorème VII. 1.1, en posant :

X=Rm , A, = r et H = O D ( R W ) .

On en déduit, comme précédemment, que W^ vérifie le principe clas-
sique du maximum.
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Remarque. — On peut aussi, en utilisant les méthodes précé-
dentes, améliorer légèrement le théorème de Beurling et Deny dans
le cas du tore (Ceci a été rédigé dans [13]).
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CHAPITRE VIII

SUR LES FONCTIONS OPERANT SUR DES
POTENTIELS ABSTRAITS

1. Généralités.

Dans tout ce chapitre T désignera une distribution de P(R+)
(Notation de [7]), cette distribution pouvant être éventuellement par-
ticularisée dans certains paragraphes.

On note £^ la mesure bornée, inverse de convolution de (AS — T)
et (^)^o ^e semi-groupe de mesures à support dans R+ , engendré
par T.

On désigne par F la fonction définie s u r { z E C ; Sie z < 0} par

F ( z ) = < e t z , r ! , > •

On appelle H la fonction de{ z G C* ; (Re z > 0} dans C, définie par :

H.)-[F(4)]-.

(C* = C\{0}.

C désigne le compactifié de C par adjonction de °°, et on pose, poura
complexe non nul ^.
Si V est un potentiel abstrait sur E, on peut d'après [7] définir F(— V~1)
qui est un générateur de semi-groupe fortement continu à contraction
sur E.

VIII. 1.1. DEFINITION. — On dira que H opère sur le potentiel
abstrait V si l'opérateur F(— V~1) est d'image dense dans E. On pose
alors

H(V)=-[F(-V-1)]-1

H(V) est un potentiel abstrait sur E.
On peut alors donner la caractérisation suivante des fonctions

opérant sur tous les potentiels abstraits :
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VIII. 1.2. - PROPOSITION. — Pour que pour tout espace de Banach
E et pour tout potentiel abstrait V sur E, H opère sur V, // faut et il
suffit que pour toute fonction f uniformément continue et bornée
sur R^., on ait :

( sup | Ff(u) du | < oo \ ^ / Um f f(u) \de.(u) = 0\ .
V t>o ^o / U->o ^ /

Montrons d'abord que la condition est nécessaire. On suppose donc
que H opère sur tous les potentiels abstraits. Notons (°y(R^.) l'ensemble
des fonctions uniformément continues et bornées sur R^ . Soit (P^)^o
le semi-groupe des translations sur 6^(R+).

Pour /eejR^) et x G R^ : P,/(x) = f(x + t) .

(Pf\^o est un semi-groupe fortement continu et à contraction sur
^(R+) (muni de la norme de la convergence uniforme).

Le générateur infinitésimal A de domaine D(A) est défini par :
D(A) = {/eejRJ ; / continûment dérivable et /'GejR+)}

V/eD(A), V^CR^ Af(x)=f\x).

ImA est donc le sous-espace vectoriel de <°^(R+), constitué des fonc-
tions / telles que

sup | / f(u) du | < °° .
t>0 "O

Notons E° fespace ImA, adhérence de Im A dans (°y(R+) muni de la
topologie de la convergence uniforme(1).

Soit A, de domaine D(A), l'opérateur de E° défini par :

D(A) = { / e D ( A ) n E ° ;A/eE°}

(1) E0 peut être défini comme Fensemble des fonctions / appartenant à <°y(R+)
telles que :

1 r t
iïm / sup — | / f(y + u) du | \ = 0 .

r->~ \v>o t "o )

II est clair, d'autre part, que l'implication de renoncé de la proposition VIII. 1.2
équivaut à :

V / G E ° lim ff\de.=0
\-^o J
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et V/GD(A) A /=A/ .

Il est clair que A est le générateur infinitésimal du semi-groupe
d'opérateurs (Q^)^o obtenu en restreignant les opérateurs P^ , (t > 0),
à E°, et que Im A est dense dans E°.

(Ce dernier point est d'ailleurs la conséquence d'un théorème
plus général : cf. [19] p. 296).

'"»'
F (A) est alors un générateur infinitésimal sur E et pour X > 0

[AI - FCA)]-1/^) = /°7(x + t)de^(t)

d'après les résultats de [7].
Si la fonction H opère, on a donc en particulier :

lim X[XI - F(A)]~1 /(O) = 0
\->o

soit V/eE° lim f f(t) \deM) == 0 .\->o "o ^

Supposons réciproquement que, E° désignant toujours l'adhérence

dans e^(R+) de (/EôJR,.) ; sup | f f(u) du \ < oo , on ait :
t>Q °

V / G E° lim f f(u) \de. (u) = 0 .
\->Q J

Soit E un espace de Banach quelconque et V un potentiel abstrait sur
E. Soit (P^)^o 1e semi-groupe de générateur (—V~1).
(— V""1) étant d'image dense, on a :

Vx G E , VJC* G E* : [t -^ < P,x , x* >] G E° .

(En effet, ceci est évident si x appartient à l'image du générateur,
donc c'est vrai aussi par densité pour tout x).

Or

^*ÏE* ! < MÀI ~ F(" v'-l)^l x f x* > = t < ̂ x - x* > ̂ W'
Donc

w - lim Â[ÀI - F(- V~1)]-1 = 0
\->o
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ce qui implique d'après les propositions 11.2.5 et 1.3.3 que F(- V~1)
est d'image dense et donc H opère sur V.

VIII.1.3. COROLLAIRE. — Si pour tout espace de Banach E et
pour tout potentiel abstrait V sur E, H opère sur V, nécessairement
H est à valeurs dans C.

En effet, d'après la proposition précédente on a alors

V z G C * (Oiez <0) => / lim ——À—— = 0\ .
U->o À - F(z) /

On a donc F non nulle sur

{ z E C * ; Ûiez <0}

et donc H ne prend pas la valeur oo.

2. Cas des espaces de dimension finie.

On a le théorème suivant :

VÏII.2.1. THEOREME. — Pour que pour tout espace de dimension
finie E et pour tout potentiel abstrait V sur E, H opère sur V, il faut
et il suffit que H soit à valeurs dans C.

La condition est évidemment nécessaire, car si z est tel que

z G C* et <%e z < 0
l'opérateur sur C

y -^ yz

est un générateur infinitésimal surjectif sur C.
On a donc nécessairement

lim ————— = 0\-^Q \ — F(z)
soit

F(z) + 0 .
Supposons maintenant que

F(z) ^=0 si z G C* et C%e z > 0 .
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Soit E un espace de dimension finie et V un potentiel sur E. Soit
^t^o le semi-groupe associé à V. Alors, pour tout x de E et tout
x* de E*, la fonction

t -> < P^ x , x* >

est une fonction presque périodique sur R+ (cf. par exemple [3] p. 36),
et donc (cf. [3] p. 35) est limite uniforme de combinaisons linéaires
de fonctions

t ->• e^
avec (3î.e z < 0.

Mais comme

la fonction

1 r t
lim - y < P_ x , ;c* > du = 0
^« t ^Q u 'f^oo t ^0

t -> <P^, x*>
est limite uniforme de combinaisons linéaires de fonctions

t -> e^
avec

Donc

soit

<Re z < 0 et z G C* .

V ^ C E , V J c * e E * lim / < P , x , x* > \de^(t) = 0»:*GE* Um < P , x , x * ^ ^.y
\->o ^ l ' À

w - lim À(XI - F(- V"1))"1 = 0
x->.o

ce qui implique d'après les propositions 11.2.5 et 1.3.3, que H opère
sur V.

VIII.2.2. THEOREME. - On suppose que H est à valeurs dans C.
Alors si E est un espace de dimension finie et V un potentiel sur E,
on a :

a(H(V)) = H(a(V))

(où la lettre a désigne le spectre).
En effet, d'après [7] p. 289 et le fait que les opérateurs qui in-

terviennent sont bornés, on a

W-V-^^FO^-V-1))

et ces deux ensembles sont inclus dans C*, d'où le résultat.
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3. Fonctions opérant sur les potentiels auto-adjoints et anti-
adjoints dans les espaces de Hilbert.

VIII,3.1. THEOREME.- Sont équivalents :
i) // existe z dans C tel que <%e z < 0 et F(z) =^= 0.

ii) F(z) est non nul pour tout z de C tel que <%ez < 0.
iii) Pour tout espace de Hilbert E et pour tout potentiel auto-

adjoint V sur E, H opère sur V.
En outre, si pour tout x de R^, H(x) est réel, alors si V est un

potentiel auto-adjoint sur l'espace de Hilbert E, H(V) est aussi un
potentiel auto-adjoint sur E.

En effet, d'après le théorème IV. 2.6, si i) est réalisé, la distri-
bution T est non nulle et donc À£^ tend vers 0 faiblement quand X
tend vers 0.

Il en résulte :

V z G C < % e z < 0 = » lim f e^^ Àûtejr) = 0
\->o

et donc ii) est vérifié.
Supposons maintenant que la propriété iii) soit vérifiée. Consi-

dérons, sur l'espace de Hilbert C, le potentiel auto-adjoint

1
z -^ — z

x
où x appartient à R^ .

Le fait que H opère sur ce potentiel implique que

À
lim —————— = 0

\->o À — F(— x)
et donc que F(—^) est non nul.

Ainsi iii) =^ i) .

Supposons enfin que ii) soit vérifié. Soit E un espace de Hilbert et V
un potentiel auto-adjoint.

Alors d'après le théorème de Phillips ([28] p. 224)
(— V)"1 est un générateur auto-adjoint.
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On sait alors que si (Py)^o est ^e semi-groupe associé :

V x , y G E lim (P^ , y ) = 0 .
r-^oo

Donc ii) implique :

Vx G E w - lim À[ÀI - F(- V"1)]"1 x = 0 .
\->o

Ce qui montre que
F(— V~1) est d'image dense.

Enfin, si nous notons (Q^o le semi-groupe associé à H(V)

V x E E Q,x= / P , x d ^ ( s ) .

Donc le fait que les P^ soient hermitiens et que H soit réel sur R^
(ce qui implique ^ réel) entraîne que les Q^ sont hermitiens et donc
H(V) est auto-adjoint, ce qui achève la démonstration.

VIII. 3.2. Remarque. — En fait on voit que la propriété i) implique
que H opère sur les potentiels V d'un espace de Banach E tels que le
semi-groupe associé (Py)^o vérifie :

w - lim P. = 0 .
t->0

Des exemples de tels potentiels sont donnés par les potentiels sur un
espace de Banach E tels que le semi-groupe associé soit un semi-
groupe analytique borné et aussi par les potentiels de Hunt sur un
espace localement compact X.

Rappelons à ce sujet les définitions suivantes :
Si X est un espace localement compact on appelle noyau de

Hunt sur X un opérateur V sur (°0 (X, R) de domaine

D =J€ (X ,R)

qui soit d'image dense et qui vérifie le principe complet du maximum.
On appellera potentiel de Hunt, le plus petit prolongement fermé
d'un noyau de Hunt. Un potentiel de Hunt sur X est alors un potentiel
abstrait sur <°°(X,R). Or si V est un potentiel de Hunt, le semi-
groupe associé (P^)^o est un semi-groupe de Feller et, pour toute
fonction / de 3C(X, R) et tout x de X,
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t -> P,/00
est intégrable.

De la positivité des P^ , on déduit aisément que

w - lim P^ = 0 .
t -»00

Nous allons maintenant étudier les fonctions qui opèrent sur les po-
tentiels anti-adjoints.

Rappelons que si E est un espace de Hilbert et V un opérateur
sur E de domaine dense, on dit que V est anti-adjoint si

V* = -V .

En vertu du théorème de Stone ([28] p. 345) les potentiels anti-
adjoints sont exactement les opérateurs anti-adjoints d'image dense.

VIIL3.3. THEOREME. — Sont équivalents :
i) H(iy) G C pour tout y G R* (= R\{0}).

ii) Pour tout espace de Hilbert E et pour tout potentiel anti-
adjoint V sur E, H opère sur V.

En outre, si îi(iy) est imaginaire pur pour tout y de R*, alors
si E est un espace de Hilbert et V un potentiel anti-adjoint sur E,
H(V) est un potentiel anti-adjoint sur E.

i) signifie
F(iy) ̂  0 pour tout y de R* .

On a donc
\ / y G R* lim f e^v d\e^(t) = 0 .

\->o

Soit alors E un espace de Hilbert et V un potentiel anti-adjoint sur E.
Notons (P^)^o ^e semi-groupe associé. D'après la représentation spec-
trale des opérateurs auto-adjoints, on voit (cf. [28] p. 345) que pour
tout x et y appartenant à E il existe une mesure bornée ̂  sur R
telle que

(P,x^)= / e^d^ y(u) .

Mais V étant un potentiel :

/ÏL } X' [A""^./")] dv = ° •
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C'est-à-dire, par application des théorèmes de Fubini et de Lebesgue :

^ /{O}) = 0 .

Soit (S^)^o la famille résolvante associée à F(—V~ 1 ) , on a :

V x ^ G E (XS^^)=/^-^^^^) .

Donc (S^)^o est une LQ-famille résolvante ce qui implique que
F(—V~ 1 ) est d'image dense.

La réciproque se démontre en considérant l'espace de Hilbert C
et le potentiel

1
z G C ->- —ziy

ou
y^R^

Supposons enfin que H(o0 soit imaginaire pur pour tout y de
R* ; il est facile de voir que, en reprenant les notations de la démons-
tration précédente, le semi-groupe (O^)^Q associé à H(V) se prolonge
en un groupe d'opérateurs unitaires, et donc que H(V) est anti-adjoint.

4. Sur des fonctions opérant sur les potentiels de Hunt.

Les résultats donnés dans ce paragraphe généralisent ceux obtenus
par J. Faraut sur les puissances fractionnaires des noyaux de Hunt.
La méthode utilisée suit de très près celle de J. Faraut. (Pour la défi-
nition des potentiels de Hunt, voir la Remarque VIII.3.2.).

Dans tout ce paragraphe on suppose que T soit une distribution
du cône P+(R+) (notation de VII.2.) et que T soit non nulle. Alors,
l'inverse d'une fonction de Bernstein non identiquement nulle étant
une fonction complètement monotone, — T admet un inverse de con-
volution qui est une mesure positive sur R+ notée ^ dans la suite de
ce paragraphe.

VIII.4.1. THEOREME. - On suppose qu'il existe a > 0 tel que

VL \[a , oo[ E L°°([a, oo[) .
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Alors pour tout espace localement compact X et tout potentiel de
Hunt V sur X, H opère sur V, H(V) est un potentiel de Hunt sur X et :

V J C E X , V/€=3<:(X,R) , H(V)/(x) = f P,f(x)dn(t)

où (Pt)t>o est ^ semi-groupe de Feller associé à V.
Soit X un espace localement compact et V un potentiel de Hunt

sur X. Notons E l'espace Q°(X , R) et (P^)^g le semi-groupe de Feller
associé à V.

Remarquons d'abord que, T étant non nulle, H opère sur V d'après
la remarque VIII. 3.2.

Soit (S^\^o la famille résolvante associée à H(V) :

V / E E S,/= fP.fde^s) .

Lorsque À décroît vers 0, la mesure e^ croît vers la mesure JLA : En effet

V/E3<:^(R) f f(t) de^t) = / f(t)d^t) -

- f \f f(t + s)dn(t)} d\e^s) .
On a donc

V/E3C^(X) , V x G X lim S^/(;c)= f P,f(x) dfJi(s)
\->o

la limite étant atteinte en croissant.
Tout sera démontré, d'après le lemme de Dini, si on démontre :

v/eOC^(X) Çx -^ f p,/(jc) d^s)) ee°(X) .

Or {Pyf , s G [0 , a]} est équicontinu sur [0 , oo] .

Donc (x -^ /P,/(A:) l[o,ai(5) ^00) appartient àe°(X).

Soit m la fonction représentant p. sur [a, °°[ et soit

M= ||m IL .

/ l^^^s)P,f(x)d^s)= Sa P,/00^)^ et
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M to ps f(x) ds= ta psf(x) (M ~ m(s)) ds + F ^•f(x) m^ ds +

+ M fP,f(x)ds .v o

Le premier nombre appartient à <3°(X) car V est un noyau de Hunt.
Chacun des termes intervenant dans le second membre est positif et
définit une fonction s.c.i. de x, ce sont donc tous des éléments de
<°°(X).

Donc le résultat est démontré.

VIII.4.2. Remarque. - La conclusion du théorème précédent est
vraie plus généralement, comme le montre la démonstration ci-dessus,
chaque fois que

v/eac^x) (x -^ / p,/(x)djLiw)ee°(X) .

Ceci a évidemment lieu, en particulier, si /x est une mesure bornée
ce qui se produit si et seulement si F(0) est non nul.

5. Sur une généralisation d'un théorème de M. Ito.

Dans ce paragraphe nous allons étendre le théorème de M. Ito
[16]. Ce théorème concernait les noyaux de Dirichlet, nous allons
l'étendre aux potentiels abstraits définis en III.3.6. Dans tout ce para-
graphe, E désigne un espace de Banach arbitraire et V un potentiel
abstrait sur E, de domaine D.

On note (P^)^o le semi-groupe associé à V, A l'opérateur (- V~1)
et pour tout X > 0, R^ l'opérateur (AI - A)"1.

On note pour 0 < a < 1, W^ l'opérateur de domaine D défini
par

sin air /l00 _o.
W^x = — — — J X ^ R ^ x d x pour x G D

et W^ = I, W^ = V.

VIII.5.1. PROPOSITION (Balakrishnan [1]). - W^ est bien défini
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sur D(|| X"0' R^x I I étant intégrable sur [0 , oo[ pour x appartenant àD\
W^ ̂  pré fermé et pour tout x de D, fa fonction

a -^ W^x
est continue sur [0 , 1].

VIII.5.2. DEFINITION {Balakrishnan [1]). - 0^ définit V0 (0 < a< 1)
comme le plus petit prolongement fermé de W^ .

VIII.5.3. THEOREME (Ito [16]). — Si JLI ^r M^e mesure positive
non nulle sur [0 , l], la fonction

x

/(-) ^(a)
e^ i^e fonction de Bernstein sur R* .

Fixons maintenant les notations. Dans toute la suite du para-
graphe, ^ désigne une mesure fixée positive et non nulle sur [0 , 1].
D'après le théorème de Ito, il existe une distribution T appartenant à
P+(R+) telle que pour z appartenant à C et <%e z < 0 on ait

=<^2 T,> .a ^ c ? *r

/(--) d^

(Où z°' désigne la détermination principale de la puissance a). Reprenant
alors les notations du chapitre VIII. §.1, on note F la fonction définie
sur { z € C ; <%e z < 0} par

FCz)^^2,!^

et H la fonction de {z G C* ; (Re z > 0} dans C définie par

-[-(4)]"H(z)=- |F (^

H est en fait à valeurs dans C et est bien défini par

H(z) = / ̂  û^(a) (z G C* et C%e z > 0) .

On note encore H la fonction prolongée par :
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H(0) = ^l({0})

H(oo) = oo si / i ( ] 0 , l ] ) > 0
=^({0}) si ^ ( ] 0 , 1 ] ) = 0 .

Rappelons enfin que si L est un opérateur sur E, on appelle spectre
étendu de L (noté o^ (L)) le sous-ensemble de C égal au spectre de L
(noté a(L)) si L est partout défini et borné, et égal à (a(L) U {oo}) dans
les autres cas.

Nous sommes alors en mesure d'énoncer le théorème.

VIII.5.4. THEOREME. - La fonction H opère sur tous les po-
tentiels abstraits et le potentiel H(V) est le plus petit prolongement
fermé de l'opérateur W de domaine D défini par

Wx = / V^x d^a) pour x G D .

On peut donc noter H(V) = j V^ d^(a) (ce qui coïncide avec la dé-
finition VIII.5.2 si yi est une mesure de Dirac). Enfin on a la relation
spectrale :

H[a,(V)]=a,[H(V)] .

On voit facilement que si H opère et si a est un réel > 0, la fonction
(a + H) est une fonction qui opère et

(û + H) (V) == H(V) + ai .

Il en résulte qu'il suffit de démontrer le théorème dans le cas où
^({0}) = 0 et, évidemment, on peut supposer ^ non concentrée en 1.

On suppose donc, dans toute la suite de la démonstration que

^i({0}) = 0 .
^ i ( ] 0 , l [ ) > 0 .

On pose £^ (X > 0) la mesure positive sur R+ , inverse de convolution
de (AS - T) et s^ la fonction positive sur R+ définie par :

^ j s~a sma7TâfjLi(a)
\(/)==- I ^st (—?——————————\2—7—r————————\2 dss^(t)=- / e-^ -,—-.———————————^

7r ° (X j s-oi cos OTT d^(a) + 1 ) + (X j s-01 sin air d^(a))
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VIII.5.5. LEMME. - ^ G L1 (R+)

f\s^(t)dt = 1

et e ^ = s ^ d t .

Soit û^ la fonction à variation bornée sur R+ , normalisée, telle que
£^ = ̂  .

Alors, d'après la formule d'inversion de Laplace ([27] p. 69)
1 ^ j + i u j gSÎi

V ^ > 0 ^ ) = l i m — — f , dso;->oo îi-n ^v-i^ [ \ - F ( - s ) ] s

où 7 est un réel strictement positif.
La fonction F admet un prolongement analytique sur C\R+ ,

noté encore F. On remarque que pour tout z de C\R, Im F(z) =5^= 0.
Appliquons le théorème de Cauchy sur le contour suivant :

e'^e^dtLo [\-F(-t-iw)}(t+w)
dt

<e^ f
u no (û;-7) IX-F(-r-îCD)

Or

et puisque

on a

| p(- t - i^) \ > - F(- 1 1 + icj |) > - F(- G;)

lim F(- cj) = -4- oo
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f 7 g^g^drhm / ———-—————————— = o
^ ->oo ^o [X - F(- t - iœ)] (t + ioj)

et de même pour le terme analogue.

^ ç^e10 ^ e^cosO

^ tX-FC-c^)]" <^ -F(-c.)-X^°

quand û; -> 00

et de même pour le terme analogue.
Donc, pour tout Ç > 0 et pour £ > 0

^ r F ! r? ^£g<^
^'^[^^ [X-F(-s^)]

1 y^ j"___ ^-(^'eH ^ ( - ? + » 6 ) Ç
Pï-rr ^n 1 f\ T: f ^ -L » c-M /' ^ ;.-\ F\ t-'^* .-/-'M f dt2/7r ^o L [^ -F(^+/£) ] ( -^ - /c ) [ X - F O - / £ ) ] ( - r + î £ ) _

La dérivée par rapport à Ç du terme entre crochets vaut

1 f i e^e^dO 1 /^ , / g-1^ .
^^-l tX-FC-s^^o ^^(x-FoT^))^'

II est facile de voir que la fonction

/ e-'6^ \

"^^-FC^J

/ e-'6^
^Im^î^F(7ïfe)>

est une fonction bornée.
Donc a^ est continûment dérivable sur ]0 , oo[ et pour tout Ç > 0

1 f l ^^^g1 0^ 1 /-- / ^-'e^ x
•W^ /-^ x-F̂ ^ + , / . •-"'"•(i^io^,) ' " •

1 /•2 e^66 e10 d6 1 /••» / e-'eï Y
^'^ t-i ï^^^.f. '-^T-p^)
Ceci est indépendant de £ et donc

i />oo , z?-^6t
V S > 0 ^0)= lim - / '" /V S > 0 ^0)= lim - l-^^^Im(——^——,)A.

6-»0 TT ^o ^X - F(^4- /£) /6-»0 TT ^o

Nous allons appliquer le théorème de Lebesgue. Pour cela nous devons
1

majorer ——-————— •
|X -F ( r -h î£ ) |
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1 F(t + !•£) | = ——.———_———î———————————————
| j ( ̂ TE^)-0 e'" Arg(- » + /6) ̂ (^ |

<-————^——————————
j (^ + £^) 2 inf (sin aô) (în((x)

Mf-1
la majoration étant valable pour t < ̂  et £ < £„

On en déduit qu'il existe ty et £y tels que

/ < /„ et £ < £ ( , = > |F(r+;£)|<-

1 ^
=> |À - F(f + ;£)| ''" X

D'autre part

/. _«
j (t2+e2) 1 sin a Arg(- / + ;•£) djii(a)

I À- F(+/+;£)|>|ImF(/ +(•£)!=-———————^————-————-——
I/C/2^^2)"2 e'^À'-^-^'s)^^)!2

/• _ "
J02+£2 ) 2 inf (sin 0:0)^(0')

» e [ î , ^ ]
|X-F(+/+të)|>|ImF(r+i£)|> ———————.——2——-——————•

(//-"^(a))2

On en déduit une majoration, uniforme en £, de ————————— »
I X - F ( t + ie)\

sur tout intervalle [^ , rj avec ^ > /o .
Choisissons alors un tel ^ > 1 et soit 6 > 0, b < 1, tel que

JLl ( ]0 ,6[ )>0.

Alors pour t ̂  t^ et aE ]0 ,6[ , on a

O2 +^)~2 >02 +£2)"2

et

^-^< [/.-.^(c,)]'(^S;^

où A: est une constante positive, soit
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IX-F^I^''^'

où k ' est une constante positive.

On peut donc appliquer le théorème de Lebesgue et on obtient

1 /.oo j t~01 sin aird^(a)
VS>0<0)=- J e-^ ,——.————————————-,————,—————————^dt

7r ° [x J ra cos a7r ̂ (a) + ^ + [ x j ra sin OiTr ^(a)j

^ étant continue on voit donc que

£JR* =s^dt .
Or, puisque ju({0}) = 0,

lim - F(-x) = oo
x -><»

donc
lim <e~tx , £ „ > = = 0

X ->oo ^

et par conséquent
£^{0}= 0 .

On a donc
^=s^dt

et donc ^ appartient à L^R^.).
Enfin

^^"'^^'.'•ï.r-^Tï)-'-
On pose alors

V x E E S^x = f°°P^xs^t)dt .

(s\)À>o est donc la L»-famille résolvante de générateur F(A).

VIII.5.6. LEMME. -

\/xCX S^x = / R^x^(5 ,X) r f5
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OÙ

1 j ^-a sin oiTT dp.(a)

7r (À / •îros cos a7r ̂ (a) + 1 )2 + (x / 5-a sin a7r ̂ (a))2

En effet

rX(2?(.î , X) /•00

———— ûf5= / \s^t)dt= 1
^ 5 "o

^(s, X)
———— est donc intégrable et d'après Fubini :

ij

f R,x^(s,\)ds= [ \ F p t X e - ^ d t } <p(s.\)ds=
o "o L"o J

= ̂  P,xs^(t)dt=S^x .

VIII.5.7. LEMME. - Si x appartient à D, S^x appartient à D
pour tout À > 0.

V étant fermé, il suffit de démontrer que

VJCGD f°° II VR^x II y(s , À) ds < °° .
Or

VR,;c = - (V;c - R,x)
j

et x étant fixé dans D, la fonction

s -^ R,x
est bornée.

Donc il existe k > 0 tel que

HVR^IK-^

et j ——f-— ds étant fini (égal à — ) , le résultat est démontré.
o s v X /

VIII.5.8. LEMME. - V x G D WR-x = R.W, ef
ij ij Ji

|lWR,x||<- (||x|| + 2||Vx||) f dfji .
s "
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Si x appartient à D, soit y = Vx, on a :

V\ , , > 0 R^ R,x = R^R^ = R^. - XR.^ .
Donc

IR^R^IK- HVjc
s

Soit 0 < a < 1 et x appartenant à D

.yOR ^» sma7r,, r\ „ .-q,.,,^ sinaTT 2||V^|| .I v r\^ x il — il j K^ K^ ^" A ûfA H ̂  —————— —————— 4-
7r 0 ( 1 - 0) 7T S

sinaTT 11x11
û? S

On a donc

IV^R^IK- (2||Vx|| + Hxll) .
s

Cette majoration étant encore valable pour a == 0 et a = 1.
On a donc

V x G D ||WR^[|<-(2||Vjc|| + IMI) f d^i .

D'autre part, il est clair que

VJCED V^jc = R^JC.s ̂  Ax^
et donc

WR,x = R.WJC .

VIII.5.9. LEMME. - V x G D , V ï / > 0 :

WS, x = S, Wx = /°° W(R, x) ^(^ , v) ds

Pour x appartenant à D et 0 < a < 1 :

_^ sin OTT r00
v S , x = — — — j R^S^X-^^

TT ^O

sm OTT
^ À-û [^"^K^^^)^] ̂7r "o L"o
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X-'^HR^R^II^^X lio.nWA-0 - \\Vx\\^(s.v)+
à

. « / • \ \ - \ — Û — l 1 1 ' ^ ' " /• \+ I n oo|OOX " A — — ^ p ( s , v) .1 x

On peut donc appliquer le théorème de Fubini, et on obtient

V^^ ^Va(R,x)^(s,v)ds= ^R,Vax^s,v)ds=S^ax .
"o "o

On a aussi
VS^x = S^Vx (cf. lemme VIII.5.7) .

On a donc

WS,;c = S,Wx = J* [^V^R^)^,^)^] âfjLi(a) .

D'après les majorations trouvées dans la démonstration du lemme
VIII.5.8, on peut appliquer le théorème de Fubini, ce qui achève la
démonstration.

VIII.5.10.LEMME.-5Ï // exister 0<a< 1, tel que Supp jn C [0 ,a],
W est un prépotentiel préco engendrant la famille (S^)^ o .

Montrons d'abord que

V;cGD w - lim S.x = Wx .
\^o x

Soit 0 < b < 1. Il existe 77 > 0 tel que

X < r] et s > 1 ==> (\ f s-0^ cos a?r ûfjLi(a) + 1 ) +

+ (\ f s-0^ sin OTT û?^(a) ) > & .
Donc

X < T ? et s> 1 ^ | |R-x||(^(5, X) < -1—- f s-a-î sinaTT^(a).
7r6 <y

Soit M = sup I I R,x I I .
^[0,11

On voit facilement que

M (fs-ad^a))2

s< 1 => | | R , x | | ^ , À ) < — — — — — — — — — — — — •
7r ( / s~a sm a7r ̂ (a))
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Soit a = s\xp{x ;x G Supp^i}. On a 0 < a < 1.
Posons j8 un réel tel que

(2a - If <ft<a .

On a alors jLi(] j3 ,û ' ] ) > 0 .

On a alors, pour s < 1 :

j sïnaTr dfJiÇa) > s~^ j 1 , . ^(a) sina7TûfjLt(a) = C s~^

où C est une constante strictement positive.
De même, pour s < 1 :

(/ s-ad^l(a))2 <C' s-201

où C^ est une constante positive. Donc

3 M ' > 0 : ^ < 1 ^ IIR.xl l^^^XM'^- 2 0 ' .
Or

Y j s~OL~l sin a7r û^Li(a) d^ = j ——— d^(a) < oo

^ /* 5<3-2a' ds <00 car j3 - 2û' > — 1 .
^0

On peut donc appliquer le théorème de Lebesgue sur l'expression inté-
grale de S^ du Lemme VIII.5.6, ce qui donne

V j c G D w - lim S . j c = = — f R-JC f s~a sin air dp.(a)\ ds .
^-^o T r ^ o L " J

On voit facilement que le théorème de Fubini s'applique, ce qui montre
que

V x G D w - lim S^x == Wjc .
\ -^o

D étant dense, ceci prouve que (S^\^p est une Lç-famille résolvante
et ceci montre, d'autre part, que W est codissipatif. Soit W^ le po-
tentiel (qui n'est autre que H(V)), cogénérateur de (^\)\^Q . W^ est un
prolongement fermé, codissipatif de W.

On a donc, compte tenu du lemme VIII.5.7 :

V X > 0 , V . v E D (I+ XW) (I - XS^) x == x
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et donc Im(I 4- ÀW) D D .

D étant dense, W^ est nécessairement le plus petit prolongement fermé
de W, ce qui achève la démonstration.

Démontrons maintenant le théorème.
Soit, pour n entier strictement positif

^(a) = 1 ^(a)û^(a) + ^(a)d6 ^(a) .
l ' n J n

Pour n assez grand, ju^ vérifie les propriétés imposées à fi dans le lemme
précédent

(Supp^c[o , l -^ ]

JM<0}) = 0

^( ]0 ,1[ )>0) .

Soit W^ l'opérateur de E de domaine D défini par

W^jc = f Vaxdtl^a) pour x e D

et (S^^x) la famille résolvante définie par

swx= f^^x^Çs^^ds

où ^ est la fonction obtenue en remplaçant, dans <^, ^ par ̂  .

V x e D 5 - lim W^jc = Wx .
n —^oo

II en résulte, compte tenu du lemme VIII.5.10, que W est codissipatif.
D'autre part il existe 17 > 0, il existe b > 0 tels que :

V À < 7 ? , V ^ > 1 , V 5 > 1 ^ (5 ,X)<

<b \f s-asma^Td^Ji(a)-^ s-1 ^({\})\.

Soit a^ et ûi tels que 0 < a^ < a^ < 1 et jn(]ûo , â?i [) > 0.
Il existe N, il existe b' > 0 tels que :

r i

V X , V w > N , V 5 < l (^0?,X) <-^ s"0 .
À
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D'autre part, d'après le lemme VIII.5.8,

V x E D IIW^R^IK-1- f dyi (||x H + 2 H V;c ||) .
ij

On a, d'après le lemme VIII.5.10 :

\/n>0 , V x G D ÀW^S^JC = ÀS^W^x = W^jc - S^x .

Compte tenu des majorations précédentes, on peut utiliser le théorème
de Lebesgue dans les expressions intégrales, ce qui donne :

V^D , V X < T ? ÀWS^JC = À S ^ W ^ = W x - S^x .
Soit

V x G D , V X < T? (I -h ÀW) (I - ÀS^) x = (I - ÀS^) (I + XW) x = x .

Donc
V À < T] Im(I + XW) D D = E .

Ceci prouve (d'après le corollaire III.3.2) que W est le précogénérateur
d'une LQ-famille résolvante à contraction (S^\^o et

V x E D (I - XS^)(I 4- ÀW)x = x .
Donc S^ coïncide avec S^ pour À < 17, donc évidemment partout. W
est donc un prépotentiel, et le plus petit prolongement fermé n'est
autre que H(V) (puisque la famille résolvante coengendrée est (S^)^o).

Démontrons maintenant les relations spectrales.
On a d'après le lemme VIII.5.5 et les résultats de J. Faraut

([7] p. 289).
a(F(A)) = F(a(A))

et F(A)^L(E) ^ A^L(E) .

Prolongeons F par F(oo) = oo , on a

a,(F(A))=F(a,(A)) .

VIII.5.11. LEMME. - Soit h la fonction de C dans C définie par

h(z)=- si z E C
z

h(0)= oo
/2(oo)= 0 .
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Soient L et M deux opérateurs injectifs fermés tels que

L = M-1

Alors o^(L) = /z(o^(M)) .
En effet

oo G c ,̂ (L) ^ L non borné <=» 0 G o ,̂ (M)
OGa^(L) <» M non borné ^ ooGa^(M)

Soit maintenant û appartenant à C et a non nul

û G p ( L ) ^ 3 B G L ( E ) : (aï -L)Bx = x V ; c G E

B(ûl - L)x = x V;cGD(L)

û G p(L) <=> 3 B G L(E) : aBx - x = LBx V x G E
û B j c - ; c = = B L x V x G D ( L )

^ 3BGL(E) M(aB^ - x) = Bx V J c G E
(ûB - I)MJC = BJC V x G D ( M )

^ 3 B G L(E) (ûM - I) (aB - I) x = x Vx G E
(ûB - I) (aM - I) x = x \/x G D(M)

^ - Gp(M)
a

ce qui démontre le lemme.

On a donc aJH(V)) = - h a, (F (A))
=-(h o F) a, (A)
= ( / z o Fo/0(a , (V)) .

Or il est clair que h ° F ° h est précisément donné par la fonction H
prolongée comme il a été dit.

VTII.5.12. COROLLAIRE. - Si E est un espace e°(X , P) et si V
est un potentiel de Hunt sur X, H(V) est un potentiel de Hunt sur X.

En effet dans ce cas
D D 3 < ( X , R ) .

Le domaine de H(V) contenant D, contient 3<(X ,R ) et
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V/G3<; (X,R) S^/= f°°R,f^s,\)ds .

Or les résolvantes R^ sont des opérateurs positifs et ^p(s , À) est une
fonction positive, donc

v/e3€,(X) s^/ee;(X) .
Par conséquent H(V) est bien un potentiel de Hunt.

Remarque. - On peut obtenir aussi VIII.5.12 à partir de VIII.4.1.
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