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OUVERTS STABLEMENT CONVEXES
PAR RAPPORT A UN OPERATEUR DIFFERENTIEL

par André UNTERBERGER

Introduction.

Soit P(D) un opérateur différentiel & coefficients constants sur
R". Rappelons qu’un ouvert £ de R” est dit P(— D)-convexe si
pour tout compact K de £2, il existe un compact L de 2 tel que
pour toute fonction u €® (§2), I'inclusion supp(P(D)u) C K implique
Pinclusion supp(#) C L. Disons de méme que §2 est P(-— D)-singulier-
convexe si pour tout compact K de £ il existe un compact L de
tel que l’inclusion supp.sing(P(D)u) C K implique I'inclusion supp.
sing(u) C L pour toute distribution u €c'(£). On sait qu’aucune
des deux propriétés précitées n’implique l'autre, et lorsqu’elles sont
toutes deux vérifiées on dit que £ est P(- D)-fortement convexe.

Notre propos est de caractériser, en termes de propriétés de
convexité, les ouverts £ de R” pour lesquels il existe “suffisamment”,
en un sens qui sera précisé, de couples de fonctions p et o pour
lesquels V'inégalité

f €@ ly(x)Pdx < C f e IPD)u(x)Pdx + Clul} M

est valable pour N assez grand.

On sait que ces inégalités jouent un role fondamental dans la
théorie des équations aux dérivées partielles, ou, entre multiples
autres usages, elles peuvent servir d’instrument & 1’étude de la pro-
pagation du support, i.e. aux problémes de P(— D)-convexité (cf.
Tréves, (2)).
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Dans (3), nous avons montré comment ’on pouvait déduire
d’inégalités du type (1) des théorémes du genre suivant :

sic u€e'(Q) etsi PMD)ucEH’, ?)

alors u € H”.

La méthode reposait sur une certaine estimation de la norme
dans les espaces H”, que nous avons généralisée dans (4) : nous
reproduisons ici cette généralisation, qui n’est pas parue dans une
publication réguliére auparavant. Un des traits caractéristiques de
cette méthode est qu’elle est stable par addition de coordonnées,
ce qui signifie que si ’on suppose (1), (2) restera valable si I’on prend
u€e'(Q x R¥).

On est ainsi conduit a la notion d’ouverts stablement P(— D)-
convexes : ce sont ceux qui restent singulier-convexes aprés multi-
plication par R¥, et ceci quel que soit I’entier positif .

Nous donnons ici une formule qui permet le passage d’hypo-
théses du genre (2) a des inégalités du type (1) : mais précisément
il est indispensable pour faire ce passage de supposer (2) valable
aprés addition d’au moins une coordonnée.

La conclusion de ce travail cst que 'existence de suffisamment
d’inégalités (1) est équivalente au fait pour £ d’étre stablement
P(— D)-convexe.

1. Une formule permettant le passage des inégalités L? avec
poids aux inégalités dans les espaces H”.

Nous renvoyons a (3) pour la définition et les propriétés générales
des espaces de Sobolev d’ordre variable HP°. La formule pour
Pévaluation de la norme dans les espaces H’”* que nous allons donner
ici est une nouvelle version, d’usage plus souple dans les applications,
d’unc formule quc nous avions donnée dans (3). Dans le cas parti-
culicr ol p est une constante et ou s = 0, elle avait précédemment
été obtenue par M. Hormander (2).
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Dans tout ce travail, p appartient 4 I'espace S (R",R) des
fonctions a valeurs réelles sur R” qui sont sommes d’une fonction
de S(R") et d’une constante ;s est un nombre réel.

Il est commode, pour les démonstrations qui suivent, d’intro-
duire la classe de symboles suivante :

DEFINITION 1.1. — On désigne par S*** [espace des fonctions f
de classe C” sur R" x R", satisfaisant les propriétés suivantes :

a) quels que soient les multi-indices o et B, et quel que soit
Uentier positif M, il existe C > 0 telle que

(1 + xPyMI D e, gy
<+ (52 Pe-Bh (1 4 Log(1 + IgInerlel

b) il existe une fonction de classe C~ sur R", notée f(,¥),
telle que, pour tout multi-indice B, 0°f (x , §) tende vers 8°f (oo, )
lorsque |x| = oo, et pour tout B il existe C > 0 telle que

1°f (o0, £)l < C(1 + [512)2e-BD 1 4 Log(1 + |£1?)Y.

Remarques. — p(e°) désigne la limite de p(x) quand Ix|—> oo,
11 est facile de voir que si m > sup p, et si fE€ 8%, alors I’opérateur
BO[f] de symbole f opére de H¥(R") dans H*"™(R") pour tout k.
On voit aussi que si f€ SP** et g € S, et si # désigne la composition
des symboles correspondant a la composition des opérateurs associés

Ge. (F#8) (x,H= [ f £+ mE @, Hdn),
alors pour tout k = 0,
f # g— Z _]_ aEfD; gE Sp+a-k ,s+t+k.
H<a-1 7'

De méme, le reste a ’ordre k de la série usuelle qui donne le déve-
loppement du symbole de I’adjoint de ®[f] appartient & gpkstk
une conséquence de ce fait, dont on se sert dans le lemme qui suit,
est que si O[f] est autoadjoint, alors Im f€ §°~ 151,

LemMe 1.1, — Soit f€ S*% et supposons que [Iopérateur
A = O[f] soit autoadjoint ; supposons de plus qu’il existe C> 0
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et R> 0 tels que Re f(x ,£) = C(1 + |£2P® [1 + Log(1 + [E1*)]*
pour |&| = R. Il existe alors une suite (420, € Pt , telle que,
si I'on pose B, = @[bi]’ et si l'on appelle B;" I'adjoint de B, le symbole
de l'opérateur A — (B§ +--- + B;"_l ) (By +--- + B,_, ) appartienne
a S* 3% pour tout j = 1. En particulier, quel que soit I'entier N,
il existe C, >0 telle que l'on ait, quelle que soit u€ S(R") :
Au,u) = — C,llul?.

La deuxiéme partic (la seule qui nous intéresse) du lemme
est une conséquence immédiate de la premiére. Celle-ci se prouve
par récurrence. On choisit by(x,§) = [Re f(x, §)]'? en dehors
d’un certain voisinage de § = 0, avec un prolongement C” dans ce

voisinage. Puis, si ¢; est le symbole de

A— (B +---+B¥ )(By +---+B_),

C:
on pose b; = ?bL en dehors d’un voisinage de £ = 0 ; on se sert
o
pour conclure de la remarque qui précéde immédiatement I’énoncé

du lemme.
THEOREME 1.1. — Soient p € ST(R" , R) et s € R. Soit p € D(R"),
a valeurs réelles, vérifiant les propriétés suivantes :
a) ilexiste M>0,M>supp,M> 2supp—1,tel que
o) =0(™) quand £l ~ 0.
b) ¢ ne s’annule identiquement sur aucune demi-droite issue de

lorigine.

Pour tout t réel positif, on pose ¢, (x) = t "p(x/t). Soit enfin
a < 1/2. Il existe alors trois constantes positives C , C,, C telles
que, pour toute fonction u € @ (R"), on ait

1/2 1\2 dt _
C, fo (Log 7) - f 1722 (g, * u) (0)%dx < lulf

‘

12 1 \2s dt _
< (12f0 (Log =) T [ DU, *u) )P dx + ClhuF,_,.
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La preuve de ce théoréme nécessitc plusieurs lemmes. La condi-
tion M > 2supp — 1 peut certainement étre améliorée sinon sup-
primée complétement : nous n’avons pas cherché a préciser ce point
bien entendu, I’hypothése a < 1/2 peut étre supprimée en fin de
compte.

LEMME 1.2. -- Supposons les {lypothéses du théoréme 1.1 vérifiées.
Posons ¢y =@ *p, dott ¥ = |p|* (conformément d la notation
usuelle, p(x) = o(— x)), et

f(x, 9 =f:lz (Log %)zs ¢ 720 Jf(tt)%—t-
Il existe deux constantes C > 0 et R > 0 telles que l'on ait
%f(x,i) < 0+ EPPPU+ LogI + EM* < Cf(x, )
pour &l = R. De plus, I'opérateur S, ; défini par
Sy () = [ 0, ) ¥ ach)dg
= [ (roe tl)” O @, W) (x) f’t—’
opére continiment de H*™** (R") dans H*(R™), ceci pour tout entier

k=0.

Remarquons d’abord que [Pintégrale qui définit f(x, §) est
convergente pour £ # 0, en vertu de Pinégalité ¥ (r §) < C #*M|g?M.
Aprés lc changement de variable défini par ¢ |§] = 0, et en posant
n = ¢/ |¢l, on obtient, pour |§| > 1,

S, 8) = E179 (Log IED* g(x, &),
avece
2s
Log—

~lelr2 0 - do
— +— —20(x) —_
g, 0= [T [l e emy
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1
Log —

Log [£|

Dans Pintervalle d’intégration, on a toujours 1 + >0.
Par ailleurs, si s 2 0, on écrira, pour |§] = 2,

1
Log — Log —
1+

<1+
Log |§] Log 2

et si s <0, on écrira

1
Log 5 Log 2
0og
+ =21 pour <1, et = — pour 6 >1
Log £l P Log26) °

Dans les deux cas, on conclut par le théoréme de convergence dominée
que la fonction g(x, §) tend, lorsque |§] = o et que 7 a une limite

bl R do
ainsi que p(x), vers l'intégrale _£ 6™ (6n) YR laquelle est

une fonction continue et strictement positive de p(x) et de n ; la
double inégalité annoncée en résulte.

Pour estimer IS, jull,, choisissons M" tel que sup p < M <M,
et écrivons

_ [ 1V am-2m -2m M—20() 9
S0 = [} (Logs) ™™, 0w, 1 =

ona ™M, xwl} = r™ [Gub) a@id
<c [ E™la®PR di < Cluldy,.

Dot IS, , u, I < Clulylvly et IS, uly < Cluly,.

En itérant la formule

3 3 ap
—8,, =S, — + 27— S,

ox; ox; ox; e

. s Piog 1iig
on tire de 1a I'inégalité IS,  ull, < Cllull,y,, annoncée dans le lemme.
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Lemme 1.3. — Avec les hypothéses du théoréme 1.1, il existe
deux constantes C, > 0 et C, > 0 telles que l'on ait, pour toute
fonction u€ ®DR"™) :

1 " s di p o _ ,
-y = <
C, Re ‘/0 (Log ; ; j t W, * u) (x) u(x) dx lull]

" 1 dr _
<C Re [ (Log 7) 7/ £220) (g, u) (0 UuGe) dx + C, lull_

Soit en effet « une fonction de classe C* sur R”, égale 4 O
pour |§] < 1/2 et a 1 pour |§| = 1 : la fonction k(x , §) = a(§)f(x , §)
(cf. lemme 1.2) appartient a 'espace S$**** comme il résulte facilement
du lemme 1.2 et I'inégalité

1
ohG, B <A+ RS (1 + Log(d + E1)I*< Chix,®
reste valable pour |§] assez grand.

1
Soit H I'opérateur autoadjoint E [®[h] + ©[AR]*] : son symbole
differe de h(x,§) par un élément de S*°~'-**' . par ailleurs, le
symbole de l'opérateur (A°*)* A®* appartient a3 S**°* et différe

de (1 + [E2P™ [1 + Log(1 + &P par un élément de S?°~'-2*1
Si C, > C; et si K est 'un des deux opérateurs C,H — (A**)* A°"*

1
et (APS)* AP — R H, il résulte alors du lemme 1.1 que I’'on a
‘1
(Ku,u) = — C,lul’_, .
Enfin, si b(x,§)€S* " on a

[(@[b]u,u)l < C, llullz_l 1 < Cylull_, .
2° 2

Il résulte de tout cela que I'on a

1
aRe(@[h]u yu) — Cllulll_, < lulP |

< C, Re(®[h]u,u) + Cglull_,.



276 ANDRE UNTERBERGER

Comme O[h] = S.s ©lal, ot S, ¢ est défini dans le lemme 1.2,
et comme O[a — 1] opére continiment de H™™ (R"”) dans H”(R")
et Sp,s de H*(R") dans H*(R") (d’aprés le lemme 1.2), le lemme 1.3
est prouvé

En partant du lemme 1.3, en écrivant

17D Y oxu =@, % (9 (g, xu)) + L7 o, xu),
avec

Ly= t””(")«vp, x (2P yy— G, xV,

et en notant que I'adjoint de §, = est p, *, on voit que pour terminer
la preuve du théoréme 1.1 il suffit d’établir le lemme suivant :

LEMME 1.4, — Avec les hypothéses du théoréme 1.1, posons
Ll = t"zp(x)‘b‘ * (tzp(x) . )— él *

Il existe €>0 et C> 0 tels que l'on ait, pour tout t > 0 assez
petit et toute fonction u € A(R"), linégalité

IIL,(t’z"(") o, * wl_,,, < Ceéllull,_,.
Toutes les constantes qui figurent dans la démonstration de ce
lemme seront indépendantes de ¢ (¢ assez petit).
. 1 (1 L
Choisissons € = E —2- - a) . On peut, par une partition finie

de I'unité (p tend vers une constante a l’infini), se ramener au cas

a

ou loscillation de p est strictement inférieure a4 € ; on pose alors
p(x) = p, + 0(x), avec o(x) = 0 pour tout x € R"” et sup o(x) <E.

En écrivant, comme dans (3),

(Ly) x) = f p(z) [#PETD =200 — 1] y(x + 12) dz

1 2
et |p2Pet)-20() — 11 < ¢t Log Toexp |~ (p(x + tz) — p(xX)|,
on obtient

1 1
I(L,v) (x)| < Ct Log 7 @ = Iv]) x) dou ILvl, <CtLog 7 vl .
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En itérant la formule

D 9p
L, =L — +2——Log—[L + @, %]

ax 'ax 0x;

1 . ap
2 Log— [L, + §, *] (ax,.)

0 1 0p 1 op 1
=L, —+2Log——— L, —2Log— L, (~>-)+2Log— M

'ax,. 85 ox; 2 OB i (ax,. ) 0’:’t £
avec

et en tenant compte des inégalités faciles IIM,vl, < Ctlvll,, on obtient
. i o . 1 \kl+1
pour k entier positif I'inégalité L vl, < Ct( Log ;—) Ivll, . Cette

inégalité reste valable pour k entier négatif étant donné que le trans-
posé de L, est — (AP 9, * (2P ) — ¢, *], donc pour tout k
réel par interpolation.

Ceci permet d’écrire

1—¢€
Iyl g, < ILpl, ., <C' bl ,, ,

et il suffit pour terminer d’établir I'inégalité

17 1720 (o, x u) <Cr lul,

—pg+a
ou encore

—20(x)+2€e ,—2pg+1—4¢€
It t o+ ul_y ., < Clul,

0—4 °

Comme inf(— 20(x) + 2€) > 0, Popérateur de multiplication par
t72°0)*2€ 3 une norme, en tant qu’opérateur de H¥(R") dans
H* (R™) (k € R) bornée indépendamment de ¢ : cela est évident pour
k = 0, puis pour k entier positif, puis pour k arbitraire par inter-
polation et dualité. Pour finir, on écrit

20014 o, wull, L, = [ (14 g WP B, B dE
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avec
B(t,§) = (1 + |E7)2P0*2e (=40g*2=8€ 15 1g))2

= (1 + |§P) 20" =%0* 4 |5t 5)1

b

et on utilise I'inégalité |p(¢£)| < C M |EM, avec M > 2 p, — 1, soit
M > 2 p, — 2a si a est choisi suffisamment proche de 1/2.

Ceci termine la preuve du lemme 1.4, ainsi que du théoréme 1.1.

2. Une formule pour passer des inégalités dans les espaces H”
aux inégalités L* avec poids.

Dans ce paragraphe, nous allons considérer une fonction
p € S”(R" ,R) et évaluer la norme H” de fonctions v E@(R"” x R¥),
k étant un entier = 1. Tant que nous nous limitons aux fonctions
dont la projection du support sur R* reste dans un compact fixe,
il ny a pas d’ambiguité possible sur le sens de cette norme : il
nen serait pas de méme globalement, car p n’appartient pas a
S*(R*™* R) ; quand nous emploierons la notation S*** (cf. § 1)
pour désigner des classes de symboles sur R*¥ , il sera entendu que
nous nous limitons a ceux dont la projection du support sur le
deuxiéme facteur de R" x R¥ x R" x R” reste dans un compact fixe :
ils constituent une classe stable pour les opérations usuelles sur
les symboles.

LEMME 2.1. — Soit N € R tel que — N < inf p, et soit §2 un ouvert
relativement compact de R*. Soit o une fonction € @(R¥), égale d 1
dans un voisinage de Q. Soit B(§,m) une fonction C sur R" x R¥,
d valeurs dans [0, 1], homogéne de degré O pour |E* + Ini* =1,
telle que B(¥,m) = 0 pour |&| < Inl et B(§,m) = 1 pour {&] = 2 In|.
Soit B l'opérateur pseudo-différentiel (sur R***) défini par

B =B, +B, =®[b,] + G)[b2] R
avec
by(x,y,E,m =a@)BE,n (1 +EHP[1 + Log A + 1)
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et
by(x,y,E,m=a®)[1—BE, N+ n*P*[1 + Log(1 + In*)]*.

Il existe deux constantes strictement positives C, et C, telles
que, pour toute fonction v € ®R" x Q), on ait

C,Re(Br,») < ||v||,2,’s < C,[ReBr,v) + Ivl*).

Preuve. — Remarquons d’abord que b, et b, sont des symboles
appartenant & S?°+2* puisque sur le support de § on a

!‘él2
L+ > 1+
&l 5 2
et que sur le support de 1 — f on a
2
1+ 0P =1 + IEI
2 8

Sur M(R" x ), le carré de la norme llvllp‘s est équivalent a
Re(Av,v) + IvI2y, avec A= A, + A, =0[q,] + O[ag,], ou
a(x,y,&E,m =

a) B, m (1 + &7 + WP [1 + Log(1 + [EF + InI*)]**
et
ax,y, 8,0 =
a() (1= BE, M) (1 + [ + Y™ [1 + Log(1 + IE° + Inl)P*".
Posons aussi a = a, + a,.

Il existe des constantes C) et C, strictement positives telles
que

Clb, < a, < ()b, et Cib, < a, < Cb,.

Les symboles C;b, + €a —a, ,a, +ea— /b, , Cyb, tea —a
et a, + €a — C)b, remplisscnt alors les conditions du lemme 1.1,
ce qui permet d’écrire

C, Re(B,v,v) + £ Re(Av,v) — Re(A,v,v) = — ClIvlPy
C, Re(B,v,v) + € Re(Av,v) — Re(A,v,v) = — C IvIPy
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Re(A,v,v) + e Re(Av,v) — C, Re(B,v,v) =— C Ivl*
et Re(A,v,v) + ERe(Av,v) — C, Re(B,v,v) = — C IvIPy

(notons que pour obtenir, grice au lemme 1.1, la conclusion
Re(Av,v) = — ClvI?, il n’est pas nécessaire de supposer A auto-
adjoint, puisqu’on peut de toute maniére appliquer le lemme 2a

1
I’opérateur 5 (A + A*)),

En additionnant ces inégalités, on obtient d’unec part
e

(1 —2€) Re(Av,v) < C, Re(Bv,») + 2ClIvI2 ,

et de l'autre
(1 + 2€) Re(Av,v) > C) Re(Bv,») — 2CIvI2.

Comme ||v||§s équivaut i Re(Av,v) + Iy, le lemme 2.1 en
résulte.

THEOREME 2.1. — Soit p une fonction C” sur R", partout > 0.
Soit k un entier = 1. Soit Y € D(R¥), d valeurs réelles, non nulle.
Pour toute fonction u € GQ(R"), définissons la fonction u® ¢' sur

R" x R* au moyen de la formule (u® y') (x , y) = t7%2 u(x) lll(tl)
Alors pour tout ouvert W relativement compact de R" il existe

trois constantes strictement positives C,, C, et € telles que, pour
toute fonction u €D (W), et tout t tel que 0 < t <eg, on ait l'inégalité

1
Chue g, < (Log ) [ 7O meol dx + luk,
<Cllue y' R, + lul,).

Preuve. — Posons v,(x,y) = e y") (x,y) =" ux) \[/(%)

(attention : contrairement au § 1, on met ici un facteur /% et
non ¢ *, de facon A conserver la norme L? de Y, et non la norme L")
En posant b =b, + b,,0ona

Br, vy = [Fe, pydedy [ b,y &, )0, ) U dg an,
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Apres intégration par rapport & y et changement de variable (n = —f—),

cela devient (noter que I'on peut se débarrasser du facteur a(y)
puisque Y’ a son support dans un compact fixe pour ¢ < 1) :

@By, v = [ aydx [ ™ koo, o a dt = ©klu,w)

(©[k] étant cette fois un opérateur pseudo-différentiel sur an)’
avec k =k, +k,, ou

kyCe, ) = (1+ [ERY® (1 + Log(l + |£l’))”fﬁ(2,t—§) NP dg et

. (x z)_[ (1 —ﬁ )) (] |§.|2>p(x)

(1+ Log (1 + I“2)) ¥ (6)Fds.

Posons aussi

Lo =J8(2) G +'§'2)pm
KR v

(1 + Log (1 +—)) WP dg,
et faisons les remarques suivantes :

Lintégrale [ ﬁ(z,—ts) IW()? dt est une fonction C° de &,

majorée par une constante indépendante de ¢, et dont la dérivée
p-¢me (p étant un multi-indice) est majorée par C|§|”"7 ' uniformément
par rapport a ¢t (en effet, pour || = 1,

S a"ﬁ(s,--) W =18 [@rp (IEI ) WOF g,

11g]

et toutes les dérivées de § sont bornées).

Cette fonction dc ¢ reste donc, lorsque ¢ tend vers 0, dans
unc partic bornée de P'espace des symboles d’ordre 0. Il résulte de
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cela que Ton a |(O[k,]u,u)l <C||u||f,,s. Par ailleurs k,, qui est
pour tout ¢ un symbole d’ordre O, reste lorsque ¢ tend vers 0 dans
une partie bornée de I’espace des symboles d'ordre (2p,2s), muni de
sa topologie évidente, pourvu que l'on ait inf p > 0. En effet, sur
le support de (¢, £/t), on a pour |§| assez grand I’inégalité

(1 + 80y [1 + Log (1 + lf_')]

<+ PP (1 + Log(l + 157,
et on laisse au lecteur le soin de majorer les dérivées de k5.
On peut conclure de cela P'inégalité
Ok, u, w) < Clull .

Enfin, examinons

©lk, + kylu,u) = [ (ky + ky) () [uG)P dx,

1\2
ou (ky + k) () = 179 (Log 7) Yex, 1),

avec
2s

1 + Log (I¢1> + %)

L 1
Log —
gl

cte,n= [P+ 2P f2+ WP df .

Supposons par exemple s = 0. On écrit, pour |[¢| = ¢ :

1 + Log(l¢1®> + ) |*

oy L
o 1
gt

7 + 2P |2+

1 + Log2\2s

b

< 2P(x) lg-PP(X)

Log —
&5l

fonction sommable sur R¥. Et pour gl<t:
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2 2 2s
+ 1 + Log (I¢I° + ¢7)

o]
oz 1
gt

(|§-|2 + 72 )P(x) 2

1\2
< 29(") tzﬁ(x) (Log 7)“ (1 + Log 2)2s )

d’ou I'on conclut par le théoréme de Lebesgue que c¢(x,?) tend
lorsque ¢ tend vers O vers 2* / [E12°9) 1§ (§)? dt, fonction conti-

nue et strictement positive de x. On laisse au lecteur le soin d’examiner
le cass < 0.

Ceci termine la preuve du théoréme 2.1.

3. Ouverts stablement convexes par rapport
a un opérateur différentiel.

Soient £ un ouvert de R” et P(D) un opérateur différentiel
a coefficients constants sur R”.

DEFINITION 3.1. — Nous dirons que S) est stablement P(-- D)-
convexe si pour tout compact K C Q il existe un compact L C Q2
tel que, pour tout entier k = 0 et toute distribution u €€'(§ x R¥)
telle que la projection sur S2 du support singulier de P(D)u soit
contenue dans K, la projection sur S du support singulier de u
soit contenue dans L.

Q, P(D) et k étant fixés, considérons les assertions suivantes :

(A) : pour tout compact K C £, il existe un compact L C 2 tel
que, pour tout x, € 2\ L et tout compact M C 2 contenant K U {x,},
il existe deux fonctions p et 0 € C"(M) (i.e. C” dans un voisinage
de M) a valeurs réelles, un nombre 7, > 0 et un nombre C> 0
vérifiant les propriétés suivantes :

a) p(x,) > supyo(x) et p(x,) > 0
b) pour toute fonction u € My,(L2) et tout nombre 7= 17,, on
a I'inégalité

[ e ueo ax < ¢ [[ ™) |P(D) u(x)? dx + llullio]
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(B,) : pour tout compact K C £, il existe un compact L C Q tel
que, pour tout x, € 2\ L et tout compact M C 2 contenant K U (xo)
il existe deux fonctions p et 0 € C”(M), a valeurs réelles, vérifiant
les propriétés suivantes :

a) p(x,) > supy o(x)

b) pour toute distribution u €€'(2 x R¥) dont le support est
contenu dans M x [— 1, 1]* telle que P(D) u € H°(Q2 x R), u appar-
tient 3 H? (2 x R¥).

(C,) (tesp (Cp)) : 2 x R* est P(— D)-fortement convexe (resp.
P(— D)-singulier-convexe).

THEOREME 3.1. — La validité de (A) entraine celle de (B,), de
(Cy) (et de (Cy)) pour tout entier k =0 ; la validité de (B,) ou
de (CL) (ou de (C,)) pour un entier k =2 1 entraine celle de (A) ;
(A) équivaut a dire que ) est stablement P(— D)-convexe.

Nous allons prouver que (A) entraine (B;) pour tout k =0,
ainsi que le fait que §2 est stablement P(— D)-convexe (ce qui implique
évidemment (C;) pour tout k > 0) ; puis que (C;) entraine (C,_,)
pour k = 1, que (C;) entraine (B,) pour k = 0, et enfin que (B;)
entraine (A) pour k = 1.

Preuve que (A) entraine (B,) et la stable P(— D)-convexité de S

Soit K un compact de £ ; prenons pour L le compact défini
dans (A) ; soient x, € 2\L et M un compact de roontenant
K U{x,}. Choisissons un compact M, de Q tel que M C M, et défi-
nissons deux fonctions p et o€C°°(M1) satisfaisant les propriétés
requises dans (A). Compte tenu d’une inégalité classique, on a donc
pour toute fonction u € (DM](Q) et tout ¢t > 0 assez petit, I'inégalité

f 72O )P dx < C [f t72°®) 1P(D) u(x)? dx + HP(D)uIIi]

ol
On peut ici supposer 7, entier pair, 7, = 2m ; en notant A, le
laplacien sur R” on a donc

ft*z"(") lu())? dx

<C [ft—”"‘) |P(D) u(x)I* dx + f I(1—A,)™ P(D) u(x)? dx].






