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Ann. înst. Fourier, Grenoble
22,3(1972) 269-290

OUVERTS STABLEMENT CONVEXES
PAR RAPPORT A UN OPÉRATEUR DIFFÉRENTIEL

par André UNTERBERGER

Introduction.

Soit P(D) un opérateur différentiel à coefficients constants sur
R". Rappelons qu'un ouvert S2 de R71 est dit P(- D)-convexe si
pour tout compact K de S2, il existe un compact L de Î2 tel que
pour toute fonction uÇ.CO(Sî), l'inclusion supp(P(D)^) C K implique
l'inclusion supp(^) C L. Disons de même que Î2 est P(- D)-singulier-
convexe si pour tout compact K de Î2 il existe un compact L de S2
tel que l'inclusion supp.sing(P(D)^) C K implique l'inclusion supp.
sïng(u) C L pour toute distribution uç.e'(Sî). On sait qu'aucune
des deux propriétés précitées n'implique l'autre, et lorsqu'elles sont
toutes deux vérifiées on dit que S2 est P(- D)-fortement convexe.

Notre propos est de caractériser, en termes de propriétés de
convexité, les ouverts S2 de R" pour lesquels il existe "suffisamment",
en un sens qui sera précisé, de couples de fonctions p et a pour
lesquels l'inégalité

f e2^^ \u(x)?dx <cf e2TO(x)\P(D)u(x)Pdx + Chll^ (1 )

est valable pour N assez grand.

On sait que ces inégalités jouent un rôle fondamental dans la
théorie des équations aux dérivées partielles, où, entre multiples
autres usages, elles peuvent servir d'instrument à l'étude de la pro-
pagation du support, i.e. aux problèmes de P(- D)-convexité (cf.
Trêves, (2)).



270 ANDRE UNTERBERGER

Dans (3), nous avons montré comment l'on pouvait déduire
d'inégalités du type (1) des théorèmes du genre suivant :

si MG6'( Î2) et si P ( D ) u ^ H ° , (2)

alors u G H^

La méthode reposait sur une certaine estimation de la norme
dans les espaces H^, que nous avons généralisée dans (4) : nous
reproduisons ici cette généralisation, qui n'est pas parue dans une
publication régulière auparavant. Un des traits caractéristiques de
cette méthode est qu'elle est stable par addition de coordonnées,
ce qui signifie que si l'on suppose (1), (2) restera valable si l'on prend
uee'ÇSî x Rk).

On est ainsi conduit à la notion d'ouverts stablement P(— D)-
convexes : ce sont ceux qui restent singulier-convexes après multi-
plication par R\ et ceci quel que soit l'entier positif k.

Nous donnons ici une formule qui permet le passage d'hypo-
thèses du genre (2) à des inégalités du type (1) : mais précisément
il est indispensable pour faire ce passage de supposer (2) valable
après addition d'au moins une coordonnée.

La conclusion de ce travail est que l'existence de suffisamment
d'inégalités (1) est équivalente au fait pour Î2 d'être stablement
P(— D)-convexe.

1. Une formule permettant le passage des inégalités L2 avec
poids aux inégalités dans les espaces H^.

Nous renvoyons à (3) pour la définition et les propriétés générales
des espaces de Sobolev d'ordre variable H^5. La formule pour
l'évaluation de la norme dans les espaces H^ que nous allons donner
ici est une nouvelle version, d'usage plus souple dans les applications,
d'une formule que nous avions donnée dans (3). Dans le cas parti-
culier où p est une constante et où s == 0, elle avait précédemment
été obtenue par M. Hôrmander (2).
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Dans tout ce travail, p appartient à l'espace S°°(R" , R) des
fonctions à valeurs réelles sur R" qui sont sommes d'une fonction
de S(R") et d'une constante ; s est un nombre réel.

11 est commode, pour les démonstrations qui suivent, d'intro-
duire la classe de symboles suivante :

DEFINITION 1.1. - On désigne par S^5 l'espace des fonctions f
de classe C°° sur R" x R", satisfaisant les propriétés suivantes :

a) quels que soient les multi'indices a et j3, et quel que soit
rentier positif M, // existe C > 0 telle que

(1 + bd^^'iD^/Oc.S)!

<C(1 + l^WPOO-tebd + Log(l + ISI2)]^' .

b) il existe une fonction de classe C°° sur R", notée /(°°,S),
telle que, pour tout multi-indice fi, ̂ f{x , ^) tende vers ô^/(oo, Ç)
lorsque \x\ -» oo, et pour tout j3 il existe 00 telle que

1^/(°°,S)1 < C(l + IÇI2)^^00)-^! + Log(l 4- ICI 2 ) ] 5 .

Remarques. - p(°°) désigne la limite de p(x) quand bel -^ oo.
11 est facile de voir que si m > supp, et si /G S^5, alors l'opérateur
0[/] de symbole / opère de H^R") dans H^^R^ pour tout k.
On voit aussi que si /G S^ et g G S ,̂ et si # désigne la composition
des symboles correspondant à la composition des opérateurs associés

(i.e. (/ # g) (x , S;) = / e^^fÇx , S: + rf) g1 (r?, {) rfr? ) ,

alors pour tout k > 0,

^ ^r /-TV ^ <= çp+o-fc,î+f+fc/ #^~ 1: -ô^/D^es^
H<^-i '•'

De même, le reste à l'ordre k de la série usuelle qui donne le déve-
loppement du symbole de l'adjoint de 0[/] appartient à ŝ *^ :
une conséquence de ce fait, dont on se sert dans le lemme qui suit,
est que si ô[/] est autoadjoint, alors îmfe s^3-541.

LEMME 1.1. - Soit /GS2^25 et supposons que l'opérateur
A = ©[/] aoit autoadjoint : supposons de plus qu'il existe 00
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et R > 0 tels que Re f(x , f) > C(l + \^2f(x) [ï -h Log(l + ici2)]2"
pour ICI > R. // existe alors une suite (6y)^o , &, € Sp-/••s+/, r^ ÇMé?,
5/' /'on p05^ B. = 0[6.], er ^ l'on appelle B* l'adjoint de By, /^ symbole
de l'opérateur A — (Bg 4- • • • -h B^ ) (B^ + • • • 4- B^ ) appartienne
à s^"7'25'17 poMr ^OM^ 7 ^ 1 . £^ particulier, quel que soit l'entier N,
il existe C, > 0 telle que l'on ait, quelle que soit ^GS(R") :
(Au,u) > - C,\\u\\2.^.

La deuxième partie (la seule qui nous intéresse) du lemme
est une conséquence immédiate de la première. Celle-ci se prouve
par récurrence. On choisit éoCx'î^ '^Re /(^,$)]^2 en dehors
d'un certain voisinage de S = 0, avec un prolongement C°° dans ce
voisinage. Puis, si Cy est le symbole de

A- (B^ + • • • 4- B^,)(Bo + . . . + B^,),

on pose b, = —i— en dehors d'un voisinage de Ç = 0 ; on se sert
2 &o

pour conclure de la remarque qui précède immédiatement l'énoncé
du lemme.

THEOREME 1.1.- Soient p e S^R" , R) et s e R. Soit ̂  e ®(R"),
à valeurs réelles, vérifiant les propriétés suivantes :

a) il existe M > 0 , M > sup p , M > 2 sup p — 1, tel que

^(^Od^) quand |f|-^ 0.

b) {p ne s'annule identiquement sur aucune demi-droite issue de
l'origine.

Pour tout t réel positif, on pose <^Cx) = ^"(pOc/O. Soit enfin
a < 1/2. // existe alors trois constantes positives C ^ , C^, C telles
que, pour toute fonction u € ÛD (R" ), on ait

ci /o172 (^g -T di S r 2 p ( x ) \^i *u) (JC)12AC ^ "M11^
< c, r 1 1 2 (Log1)2'^ f r2^!^ ̂ ) (x)|2^ 4- cll^_,.

^o v t ' t J
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La preuve de ce théorème nécessite plusieurs lemmes. La condi-
tion M > 2 sup p — 1 peut certainement être améliorée sinon sup-
primée complètement : nous n'avons pas cherché à préciser ce point ;
bien entendu, l'hypothèse a < 1/2 peut être supprimée en fin de
compte.

LEMME 1.2. - Supposons les hypothèses du théorème 1.1 vérifiées.
Posons ^ = <p * sb, d'où ^ = |<p|2 (conformément à la notation
usuelle, 00c) = <p(— x)\ et

/ ( x ? { ) =^12 ^}T r2p{x) ^^dr-

// existe deux constantes C > 0 et R > 0 telles que l'on ait

^/(^S) < (1 + ISI2) !̂ 4-Log(l -HÇI2)]2^ Cf(x^)

pour ICI > R. De plus, l'opérateur S^ ^ défini par

^^u(x) =ff(x^) e2'^^ û(S;)d!i

= ,{i/2 (Log ̂  t-2^ ^, * u) (x)
dj_

•'o v " / / v r l " ' ^'/ f

opère continûment de H21^ (R") dans îik(R^), ceci pour tout entier
k >0.

Remarquons d'abord que l'intégrale qui définit f(x , {) est
convergente pour { ^ 0, en vertu de l'inégalité 4/(t Ç) < C t2^^^.
Après le changement de variable défini par / |̂ | == 0, et en posant
î? = S/ If l , on obtient, pour |Ç| > 1,

avec
/(^^î-lfl^^LoglÇI)1^^^),

1 - is
Log —.(.,o'r' i+— ^'>*(s,)f.^o _ Log|S|_ 9
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Log^
Dans l'intervalle d'intégration, on a toujours 1 + ———— > 0

Log |Ç|

Par ailleurs, si s > 0, on écrira, pour |$| > 2 ,

Log -^ Log ̂
1 + -,——— < 1 + -——— pour 6 < 1 , et < 1 pour 6 > 1 ,Log |Ç| Log 2

et si s < 0, on écrira

Log —
Q Log 2

1 + -——— > 1 pour Q < 1 , et > -———— pour 6 > 1
Log |Ç| Log (2 6)

Dans les deux cas, on conclut par le théorème de convergence dominée
que la fonction g(x , Ç) tend, lorsque |$| -> oo et que r? a une limite

ainsi que p(x), vers l'intégrale j (T2^ ^(0î?)—, laquelle est

une fonction continue et strictement positive de p ( x ) et de 17 ; la
double inégalité annoncée en résulte.

Pour estimer \\S^ ^^HQ, choisissons M' tel que sup p < M' < M,
et écrivons

(S^u,v)=f^(Loê]^st2u-2w(t-lu^^u) , t^-^v)^.

On a llr2" (V/, * M) IIS = /-4M /W/S))2 1«(S)12^

<cf\^\ù(S;)\2 dft<C\\u\\^.

D'où 1(S ,̂ u , v)\ < C \\u II,M llvllo et IIS^ u\\^C llu 11̂ .

En itérant la formule

JLs =s - ^ -+2- ^ ps
QXf "^ p-* 8x, 9x, f>•s+l'2 '

on tire de là l'inégalité HSp^ull^ < C llyll^M+t annoncée dans le lemme.
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LEMME 1.3. — Avec les hypothèses du théorème 1.1, /'/ existe
deux constantes C\ > 0 et C^ > 0 telles que l'on ait, pour toute
fonction uea)(Rn) :

^- Re j ^ 1 2 (Log ̂  -^ / t-2^^, * u) (x) u(x) dx < lli<,

,»1/2 1 ̂ s ^ „ _
< C, R^ ̂  (Log -) —J F^^C ̂  * î^) (;c) ^(x) dx + C^ 11^11^

Soit en effet a une fonction de classe C°° sur R^, égale à 0
pour |Ç| < 1/2 et à 1 pour |Ç| > 1 : la fonction h(x , Ç) = a(j^)f(x , Ç)
(cf. lemrne 1.2) appartient à l'espace s2pî2s comme il résulte facilement
du lemme 1.2 et l'inégalité

^ h ( x ^ ) < ( l + ISI2)^ [1 4- Log(l 4- ISI2)]2^ C h ( x ^ )

reste valable pour |{| assez grand.

Soit H l'opérateur autoadjoint — [@[h] -\- ©[A]*] : son symbole

diffère de h(x , $) par un élément de s2^"1 '25 '1 ; par ailleurs, le
symbole de l'opérateur (A^')* A^ appartient à S2^2' et diffère
de (1 4- IÇI2)^ [1 + Log(l + |$|2)]2' par un élément de S2^-1 t2SM .
Si C^ > C, et si K est l'un des deux opérateurs C,H- (A^5)* A^5

et (A^)* Apt•^ — — H, il résulte alors du lemme 1.1 que l'on a

( K M , u) > - C,\\uf,_, .

Enfin, si b(x , f )e s^-112^1, on a

|(©[è]^)| < C^ll^ll2 , , < CJI^IÇ.,.
^2 ̂ 2

11 résulte de tout cela que l'on a

.^R^e^]^) - CJMI2.., < \\u\\2^,
v l

<q Re(Q[h]u,u) 4- Cjbl|2 .̂
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Comme Q[h] = S^ @[a], où S^ , est défini dans le lemme 1.2,
et comme Q[a— 1] opère continûment de H'^CR") dans H°°(R")
et S^ de H^R") dans ITÇR") (d'après le lemme 1.2), le lemme 1.3
est prouvé

En partant du lemme 1.3, en écrivant

r2^ ^ * u = ̂  * (r2^ (̂  * ^)) + î r2^ ̂  ̂ ),
avec

L^r2^ ^o2^^-^^,
et en notant que F adjoint de ̂  * est ̂  *, on voit que pour terminer
la preuve du théorème 1.1 il suffit d'établir le lemme suivant :

LEMME 1.4. - Avec les hypothèses du théorème 1.1, posons

^ = r2^, ^ O 2 ^ - ) - ^ *

// existe £ > 0 et C > 0 tels que l'on ait, pour tout t > 0 assez
petit et toute fonction u G 6E)(R'1), l'inégalité

"L^r2^, *^ll_^ < c^ 11^11 .̂
Toutes les constantes qui figurent dans la démonstration de ce

lemme seront indépendantes de t (t assez petit).

Choisissons s = — ^— — a ) . On peut, par une partition finie

de l'unité (p tend vers une constante à l'infini), se ramener au cas
où l'oscillation de p est strictement inférieure à £ ; on pose alors
POO == Pô + a(x^ avec a(x) ̂  ° P0111" tout x e R" et sup o(x) < e.

En écrivant, comme dans (3),

(L,v) (x) = f <p(z) [^p(^)-2poo^ i] y^ + ̂ y ̂

et |^p(^)-2poo - i[ < ^ Log -1- exp 2 (p(x + fô) - p(x)) ,

on obtient

I(L^) (x)\ < Cr Log - (^ * M) (x) d'où IlL^llo < Ct Log -1- llvllo .
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En itérant la formule

3 9 Qp 1
^L•=L•^+l^L''s7lL•+f•'}

-2LogllL,^,.)(^)

^•i^2^1!^'-2^1^-)^'-081". •

avec

„. 9? v v /ÔP \M^ =—- ̂  * - ̂  * (—— • ) ,
ÔXy V3;C. /

et en tenant compte des inégalités faciles IIM^II^ < Ollrll^, on obtient

pour k entier positif F inégalité IlL^pll^ < Cn Log —) llrll^. Cette

inégalité reste valable pour k entier négatif étant donné que le trans-
posé de 4 est - [r^^ ^ * (r2^ . ) — <^ *], donc pour tout k
réel par interpolation.

Ceci permet d'écrire

ll4.11_^ < IIL̂ IÎ ,, « '̂-llvIL^ ,
et il suffit pour terminer d'établir l'inégalité

^llr^^.iOlL^ ^c^llull^,

ou encore
||^-2a(.).2e ^Po.l-4e ̂  , ^,_^^ ^ c ||̂ ^ ^

Comme inf(- 2a(x) + 2e) > 0, l'opérateur de multiplication par
^-2a(x)^2€ ^ ^^ norme, en tant qu'opérateur de H^R") dans
H^CR") (kE R) bornée indépendamment de t : cela est évident pour
k = 0, puis pour k entier positif, puis pour k arbitraire par inter-
polation et dualité. Pour finir, on écrit

llr2^'-46 ^ . ul!2.̂  = f(\ + î o- |«(Ç)P ^(/^) rfç ,
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avec

^a,S) = (l + l^l2)-2^20 r4^2-86]^)!2

= (l + ISI2)-2^2^-4^^^^^!2 ,
et on utilise rinégalité |<^)| < C ̂  1 ,̂ avec M > 2 p^ - 1, soit
M > 2 po — 2 a si a est choisi suffisamment proche de 1/2.

Ceci termine la preuve du lemme 1.4, ainsi que du théorème 1.1.

2. Une formule pour passer des inégalités dans les espaces H^
aux inégalités L2 avec poids.

Dans ce paragraphe, nous allons considérer une fonction
pE S^R" , R) et évaluer la norme Hp de fonctions ye<D(R" x R^),
k étant un entier > 1. Tant que nous nous limitons aux fonctions
dont la projection du support sur Rk reste dans un compact fixe,
il n'y a pas d'ambiguité possible sur le sens de cette norme : il
n'en serait pas de même globalement, car p n'appartient pas à
SOO(Rn'¥k , R) ; quand nous emploierons la notation S p ï s (cf. § 1)
pour désigner des classes de symboles sur R^^ , il sera entendu que
nous nous limitons à ceux dont la projection du support sur le
deuxième facteur de R" x R^ x R" x R^ reste dans un compact fixe :
ils constituent une classe stable pour les opérations usuelles sur
les symboles.

LEMME 2.1. - Soit N E R tel que — N < inf p, et soit Î2 un ouvert
relativement compact de R\ Soit a une fonction Eô^R^), égale à 1
dans un voisinage de Î2. Soit fî(^, 17) une fonction C°° sur R" x R\
à valeurs dans [0, l], homogène de degré 0 pour |Ç|2 + |̂ 2 > 1,
telle que ^, ry) = 0 pour |^| < h) et ̂ , T?) ^ 1 pour iÇ| > 2 |î?|.
Soit B l'opérateur pseudo-différentiel (sur V n ^ k ) défini par

B = B , +B, =6[^] + 0[6J ,
avec

6,(^,S,7?)=aO)^,^) (1 + IÇh^ll + Log(l + If)2)]25
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et

b ^ , y , ^ r ] ) = a ( y ) [ ï - p ( { ; ^ ) ] ( \ +|^)POO[I + Log(l Hr?]2)]25.

// existe deux constantes strictement positives C, et C^ telles
que, pour toute fonction v € a)(R" x Î2), on ait

C,Re(Bv,v) < IMI2^ < (^[RéKB^) 4- llvfj.

Preuve. - Remarquons d'abord que 6, et 63 sont des symboles
appartenant à S 2 P ' 2 S puisque sur le support de j3 on a

l-H^/A^
^i Z^

et que sur le support de 1 — j3 on a

i+^>i+M'+lj! .

Sur <D(R" x Î2), le carré de la norme llrll^ est équivalent à

Re(Av, v) + Ml2^ , avec A = A, + A, = @[a,] 4- 0[ûJ , où

û i ( ^ , ^ , S ,î?) =

^0) <3(î ,y?) (1 + l^2 + Ir?!2)^^! + Log(l + W2 + |r?|2)]25

et

^2 (x , ̂  , $ , r?) =

^) ( l - j3 ($ , r7 ) ) ( l+ |Ç | 2 +|r?|2)p(^ [1 + Log(l + |$|2 + lî?!2)]2 '.

Posons aussi a = û, + a ^ .

Il existe des constantes C', et C^ strictement positives telles
que

C\b, < a, < C^, et C^, < ^ < C^.

Les symboles C^6, + ^û - û, , û, 4-£a - q'6, , C^^ + C û - û^
et a^ + Cû -- C'jZî^ remplissent alors les conditions du lemme 1.1,
ce qui permet d'écrire

C^ Re(B, v , i.) -h £ Re>(Ap , P) - R^(A, 1 ^ , iQ > - C \\v\\\

C^ Re(B^v , 1^) + c Re(Av , iQ - Re(A^v ,v)>- C \\v\\^
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Re(A, v , v) 4- £ Ré>(A^, iQ - C^ R^B, v , r) > - C H^PN

et Re(A2 P , v) + £ R^(Ar , i^) - C', R^B^ v ,v)> - C IMI2^

(notons que pour obtenir, grâce au lemme 1.1, la conclusion
Re(Av , P) > — C IMP.N, 1! nïest Pâ8 nécessaire de supposer A auto-
adjoint, puisqu'on peut de toute manière appliquer le lemme à

l'opérateur — ( A 4 - A*)).

En additionnant ces inégalités, on obtient d'une part
4

(1 - 2e) Re(Av,v) < C^ Re(Bv , v) -h 2CM^ ,

et de l'autre

(1 4- 2£) Re(Av , v) > C\ Re(Bv , v) - 2C\\v\\2,^ .

Comme llrll^ équivaut à Re(Av , v) + \\v\\^, le lemme 2.1 en
résulte.

THEOREME 2.1. - Soit p une fonction C00 sur R", partout > 0.
Soit k un entier > 1. Soit ^ G CD(R^), a valeurs réelles, non nulle.
Pour toute fonction u G û)(R"), définissons la fonction u ® ^ .îur

R" x R^ ÛM moj^Aî ûfc ta formule (u ® ^ /) (je , y) = /-;c/2 M(^) ^(^).

y4/o^ po^r /o^/ ouvert W relativement compact de R" ^7 ^x/5^
^OÂS' constantes strictement positives C,, C^ ^^ £ telles que, pour
toute fonction u G û)(W), ^ roi</ ^ ^/ ^M^ 0 < t <e,onait l'inégalité

c, 11^ ^ v/̂ l2^ < (tog -1)2' / r2^^ |^(^)|2 dx + 11^11^

< €, [11^^11^ + \\u\^\.

Preuve, - Posons ^(;c, y) = (^ ® ^ /) (^ , ̂ ) = r^2 M(x) V/(-^)

(attention : contrairement au § 1, on met ici un facteur ^/2, et
non t~~k^ de façon à conserver la norme L2 de ^ /, et non la norme L1).
En posant b = 6, 4- f^, on a

(Br/ , v,) = /)T,Cv , y)dxdy f b(x ,y , S ; , r?) ^(Ç , r?) ^/7T(^ ̂ îî) ̂  ûfr?.
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Après intégration par rapport à y et changement de variable (î? == -),

cela devient (noter que l'on peut se débarrasser du facteur a(y)
puisque ^ a son support dans un compact fixe pour / < 1) :

(BP, , v,) =f u(x)dx f e21^ k(x , Ç) ù^)d^ = (@[k]u ,u)

(@[k] étant cette fois un opérateur pseudo-différentiel sur R"),
avec k = k^ 4- k^, où

k,(x^ = (1 + W2^ (1 + Log(l + ̂ WfiS^,1)^2 dï et

^,i)-./-(i-,(t,f))(i^r
( l + L o g ( l +1^)) |^(?)|2^.

Posons aussi

^.«'/^{.^(i+^r
(i + Log (i +-̂ .'))" i^ni' d s ,

et faisons les remarques suivantes :

L'intégrale f P^,-} 1^(?)12 û?? est une fonction C00 de Ç,

majorée par une constante indépendante de t, et dont la dérivée
p-ème (p étant un multi-indice) est majorée parC^r^ uniformément
par rapport à t (en effet, pour |Ç| > 1 ,

/9^(S,f) 1^)12 rfr - ISI-^ /O^) (iji^)!^?)!2^,

et toutes les dérivées de j8 sont bornées).

Cette fonction de { reste donc, lorsque t tend vers 0, dans
une partie bornée de l'espace des symboles d'ordre 0. Il résulte de
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cela que l'on a \(@[k^]u ,u)\ < Clldl2^. Par ailleurs k^ qui est
pour tout t un symbole d'ordre 0, reste lorsque t tend vers 0 dans
une partie bornée de l'espace des symboles d'ordre (2p,25), muni de
sa topologie évidente, pourvu que l'on ait inf p > 0. En effet, sur
le support de|8(Ç , Ç/r), on a pour |Ç| assez grand l'inégalité

/ i?!2^ r / i^vi25
(^-T2) [^^(^-f^J

< (1 + IÇI2)^ (1 +Log( l +IÇ12))2 ' ,

et on laisse au lecteur le soin de majorer les dérivées de ^3.
On peut conclure de cela l'inégalité

\(@[k^]u,u)\<C 11 .̂

Enfin, examinons

(0[^ + k,] u , u) =f (^ + k,) (x) \u(x)\2 dx ,

(k^ + ^3) (x) == r2^^ (Log -1-)2' c(x , r ) ,ou
_[\2.

^

avec

c(.,,) =J(in2 +,')'-> L'^08""'^ ikni2 d?.
Log—

25

Supposons par exemple ^ > 0. On écrit, pour |?| > ^ :

(|^+^) [2 4. 1 + Logar'2 + ^1"

Log —

^p(^) jt.j2p(jc) 1 + Log2\2^

Log in
fonction sommable sur Rk. Et pour |?| < ^ :
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2s
(1^+,.).<» ^ ' + Lotdj-l2 + ,')

| Log

r , i +Log(i^ii •̂
< 2^ r2^ (Log 1)2' (1 + Log2)2^ ,

d'où l'on conclut par le théorème de Lebesgue que c{x , t) tend
lorsque t tend vers 0 vers 22' /l?!2^ |V/(m2 d^ fonction conti-
nue et strictement positive de x. On laisse au lecteur le soin d'examiner
le cas s < 0.

Ceci termine la preuve du théorème 2.1.

3. Ouverts stablement convexes par rapport
à un opérateur différentiel.

Soient Î2 un ouvert de R" et P(D) un opérateur différentiel
à coefficients constants sur R".

DEFINITION 3.1. -Nous dirons que Î2 est stablement P(- D)-
convexe si pour tout compact K C Î2 il existe un compact L C î2
tel que, pour tout entier k> 0 et toute distribution u Ec'(S2 x R^)
telle que la projection sur Î2 du support singulier de P(D)u soit
contenue dans K, la projection sur Sî du support singulier de u
soit contenue dans L.

Î2, P(D) et k étant fixés, considérons les assertions suivantes :
(A) : pour tout compact K C S2, il existe un compact L C Sî tel
que, pour tout XQ E SI \ L et tout compact M C Î2 contenant K U {jc^},
il existe deux fonctions p et a G C°°(M) (i.e. C°° dans un voisinage
de M) à valeurs réelles, un nombre TQ > 0 et un nombre C > 0
vérifiant les propriétés suivantes :

a) p(^o) > sup^a(x) et pÇx^) > 0

b) pour toute fonction u G ®^(Î2) et tout nombre r > TQ, on
a l'inégalité

/ é-27^ \u(x)\2 dx < C y e270^ |P(D) u(x)\2 dx + \\u\^~\
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(B^) : pour tout compact K C Î2, il existe un compact L C Sî tel
que, pour tout XQ G Î2\L et tout compact M C Sî contenant K U {x^}
il existe deux fonctions p et a E C°°(M), à valeurs réelles, vérifiant
les propriétés suivantes :

a) p(^o) > sup^aOc)
b) pour toute distribution M€:ç/(î2 x Rk) dont le support est

contenu dans M x [— 1 , if telle que P(D) u G li°(Sî x R^), u appar-
tient àH^ft x R^).
(C^) (resp (C^)) : Sî x R^ est P(— D)-fortement convexe (resp.
P(— D)-singulier-convexe).

THEOREME 3.1. - La validité de (A) entraîne celle de (B^), de
(C^) (^ de (C^)) POM/- /oî^ é?n^éT À: > 0 ; la validité de (B^) ou
de (C^.) (o^ de (C^)) po^ MAÎ entier k > 1 entraîne celle de (A) ;
(A) équivaut à dire que Sî est stablement P(— D)-cowe.ye.

Nous allons prouver que (A) entraîne (Bj^) pour tout k > 0,
ainsi que le fait que S2 est stablement P(— D)-convexe (ce qui implique
évidemment (C^) pour tout k > 0) ; puis que (C^) entraîne (C^_,)
pour k > 1, que (C^) entraîne (Bj^) pour ^ > 0, et enfin que (B^)
entraîne (A) pour k > 1.

Preuve que ( A ) entraîne (Bjç) et la stable P(— D)-convexité de SI.
Soit K un compact de î2 ; prenons pour L le compact défini

dans (A) ; soient XQ Ç=. Sî \ L et M un compact de Î2 contenant
KU{jCo}. Choisissons un compact M, de S2 tel que M C M, et défi-
nissons deux fonctions p et aGC°°(Mj) satisfaisant les propriétés
requises dans (A). Compte tenu d'une inégalité classique, on a donc
pour toute fonction u E ®^ (Î2) et tout t > 0 assez petit, l'inégalité

/ F2^ \u(x)\2 dx < C [/ r2000 |P(D) u(x)\2 dx 4- 1|P(D) ufA

On peut ici supposer TQ entier pair, TQ = 2 m ; en notant A^ le
laplacien sur R" on a donc

/r2^ |^(;c)|2^

<c[f r20^ | P(D) ^(x)|2 dx + / 1(1 - A^r P(D) ^(jc)|2 ^J.
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Si v(x , y ) E (Q(SÎ x R^) a son support dans M, x [— 2 , 2]\ on peut
pour tout v G [— 2 , 2]^ écrire cette inégalité pour la fonction
x -^ v (x , >Q, puis intégrer par rapport à y , ce qui donne

S^^IrOc^)!2 d x d y .

<c[j r20^ \P(D)v(x,y)\2 d x d y ^ IIP(D) v 11̂ 1 (1)

Nous allons prouver en même temps (B^) et le fait que S2 est
stablement P( - D)-convexe : pour prouver ce dernier point il faut
se donner une distribution w G c'(î2 x R^) à support dans M x [— 1 , 1 f
telle que P(D) w soit la classe H5 dans î2 x R^ et de classe C°° en
dehors de K x [— 1 , 1]^ et prouver que pour tout nombre réel t,
que l'on peut supposer supérieur à s, w est de classe H^ dans un
voisinage de {x^} x R\ Posons ^ = sup^a : on a par hypothèse
p(^o) > ^t et P(XQ)> 0. Puis choisissons a réel,

/ t — s t — 5 + 2 m \a > sup [ ————— , —————— ) :
^ P ( X Q ) - l J i ?(XQ) /

la première de ces inégalités permet de choisir b réel satisfaisant
t — a pÇx^) < b < s — ail ; la deuxième permet d'exiger en outre
b < s — 2 m. Après avoir remplacé t par ta et multiplié par t~2h,
l'inégalité (1) permet d'écrire

ft-^^^vÇx ,y)\2 dxdy

< C [f F20'^ \P(D)r(x,y)\2 dxdy 4- r20 IIP(D)r 11^1(2)

où l'on a posé p ' = ap + é et a' = ûo + &.
Soit <p une fonction G Û)(R"4^ ) permettant d'appliquer le théo-

rème 1.1 pour les espaces H^ et H° . Soit M;,3 un compact tel que
M C M,^ c M,^ c M, , et soit v^(D(SÎ x Rk) à support dans
M,/, x [- 3/2 , 3/2f.

Dans (2), substituons ^ * r à v, et intégrons de 0 à 1/2 par
rf/

rapport à la mesure —. En appliquant le théorème 1.1, on peut

écrire, pour tout N :


